ALGEBRAISCH-ZAHLENTHEORETISCHE BETRACHTUNGEN
UBER. RINGE. 1.

Vox

L. REDEI und T. SZELE
in 8zZEGED (Ungarn).!

§ 1. FEinleitung.

Die Polynome in einem Ring erzeugen dort zugleich eine Funktion?®, auf
diesem Wege entstehen aber im allgemeinen nicht alle Funktionen, die sich im
Ringe erkliren lassen. Wir werfen das Problem auf, dass man einen weiteren
Ring angibt, in dem sich die Funktionen des ersten Ringes durch Polynome
darstellen lassen. Selbstverstindlich verlangen wir eine einfache, gut brauchbare
,Darstellung”. Wir werden ein Prinzip angeben, das unter Umstéinden ermoglicht
unser Problem auf eine gewisse Art zu losen, die an Einfachheit nichts zu wiin-
schen ibriglisst. Als Anwendung werden wir dann die Frage in einem einfachen,
fiir die Algebra und Zahlentheorie gleich wichtigen Fall ausfiihrlich untersuchen,
teilweise — und zwar den Restklassenring mod p° (s. unten) — mit vollem Erfolg.
Zu unseren Untersuchungen haben einige fritheren Arbeiten von mehreren Autoren
eine Anleitung gegeben, worauf wir spiter unten zu sprechen kommen.

Immer bezeichnen R, 8, T, U einen Ring, inshesondere K den Korper der
rationalen Zahlen, G den Ring der ganzen rationalen Zahlen, K™ einen alge-
braischen Zahlkorper n-ten Grades iiber K, G™ den Ring der ganzen Zahlen von

! An dieser ersten und der spiteren zweiten Mitteilung hat der erste (REDEI} bzw. zweite
(8ZELE) von uns den vorwiegenden Anteil.

® Bekanntlich sind die Ringe die allgemeinsten Mengen (Strukturen), in denen man Polynome
zu erkliren pflegt. Meistens schreibt man dabei die Existenz des Einselementes vor, von dieser
Einschrinkung kann man sich frei machen, so dass man einen Oberring mit Einselement zu Hilfe
nimmt und nur die Polynome in diesem betrachtet, deren Koeffizienten im gegebenen Ring liegen.
Dagegen beschrinken wir uns auf kommutative Ringe, da sonst zwischen den Polynomen und den
durch sie erzeugten Funktionen kein einfacher Znsammenhang (keine homomorphe Beziehung)
besteht {s. unten).
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K™ p eine Primzahl, m (= 2), e natiirliche Zahlen, (m) das durch m erzeugte Haupt-
ideal in G, K, den Ring von den rationalen Zahlen, deren Nenner nur Prim-
faktoren von m enthilt (hierbei kommt es nur auf die verschiedenen Primfak-
toren von m an), p ein Primideal und r (< o) ein Ideal in K™ R (r) = G/
den Restklassenring von G mod 1, insbesondere (R m) =) N (mn) den Restklassen-
ring von & mod m — dieser wird uns am meisten beschiftigen, den wir deshalb
kurz den Restklassenring mod m nennen — und & (p°) den endlichen Koérper mit
p¢ Elementen, der bekanntlich auch ein Spezialfall von R (r) ist, und zwar ist
jeder R (p) ein & (p°).?

Wir wollen iiber N™ (r) einiges bemerken. Dieser ist bekanntlich die direkte
Summe aller R (p¢)(p¢ir), insbesondere ist N(m) die der R(p®)(p¢im). Selbst
R (pe) ist fiir e = 2 im allgemeinen von verwickelter Struktur, die unseres Wissens
noch nicht vollig bekannt ist.* Wir lassen den allgemeinen Fall ausser Acht
und betrachten nur die erwihnten Spezialfille & (), R (m). Diese sind von aller-
einfachster Struktur unter allen Ringen, wenn man von den sogenannten Zero-
Ringen mit lauter verschwindenden Produkten absieht.® Uber 9 (m) bemerken

> gesagten Bigenschaften charakteristisch sind, und so gilt

wir noch, dass die in
neben der obigen, etwas komplizierten, ,zahlentheoretischen'’ Definition auch die
viel einfachere, (abstrakt-), algebraische’’ Definition: R (m) ist ein endlicher Ring
mit Einselement und zyklischer additiver Gruppe.® Trotzdem werden wir hiervon

keinen Gebrauch machen kiénnen, sondern wir werden eine Losung unseres Pro-

® R~ S bezeichnet die Isomorphie zwischen R wund S. In allen unseren Fragen sind iso-
morphe Ringe gleichherechtigt. R ~ § bezeichnet: S ist homomorph zu R, wir sagen hierfiir auch:
R ist homomorphinvers zu S, Mit B ~ S denken wir immer auch schon eine feste homomorphe
Abbildung von R auf S mit angegeben. Insbesondere ist dann auch das Ideal I (der Homomor-
phiekern) derjenigen Elemente von R mitbestimmt, die auf o abgebildet werden. Bekanntlich gilt
fir den entsprechenden Restklassenring R/I= S, und umgekehrt besteht fiir jedes Ideal I von R
eine Homomorphie B ~ R/I. — Mit R+ bezeichnen wir die additive Gruppe (der Elemente; von
R. ,,az|b* bezeichnet ,,az|b, az+1} b

* Es ist sogar schon R (p¢)+ nicht ganz leicht zu iiberblicken.

® Zwischen diesen bekannten Ringen besteht folgende merkwiirdige , Dualitit: & (pe), R(m)
sind endliche Ringe mit Einselement, die multiplikative Gruppe der von o verschiedenen Elemente
des ersten, bzw. die additive Gruppe aller Elemente des zweiten ist zyklisch. Zwischen den un-
zerlegbaren Bestandteilen 8 (p€), R (p¢) ist auch noch gemeinsam, dass die Elementenzahl beidesmahl
eine (beliebige) Primzahlpotenz ist. Trotzdem werden sich diese Ringe in Betracht unseres Problems
stark abweichend verhalten. Eine Ausnahme macht e = 1, da & (p)=R(p) ist.

¢ Bezeichne nimlich R einen solchen Ring mit m Elementen und dem Einselement &, weiter
sei « ein erzeugendes Element von K. Dann sind die ie ({ =0, ..., m — 1) alle Elemente von R,
und es gilt allgemein i = je& (i = j (mod m)). Insbesondere sei ¢ = ra. Wegen « = ¢& = 7 o> muss
{r,m) =1 gelten, und so ist selbst & ein erzeugendes Element. Da i&-je=1ij¢ ist, so sieht man
schon K=~ H'm) ein.
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blems fiir N (m) auf einem Weg suchen (bzw. fiir N (p®) finden), der sich unmittel-
bar an die urspriingliche, kompliziertere Definition anlehnt (s. unten).

Im allgemeinen Fall werden fiir uns die folgenden zwei Operationen (und
ihre Inversen) von Wichtigkeit sein: Das Ubergehen von R zu einem Unterring
B!, bzw. zu einem homomorphen Ring R?® Beide Operationen haben das gemein-
same, dass sie eine ,Zusammenschrumpfung’’ bewirken, weshalb wir sie fiir den
Augenblick eine 1-Ableitung bzw. 2-Ableitung nennen. Werden sie (in dieser
Reihenfolge) hintereinander ausgefiihrt, so schreiben wir hierfiir R'®. Explizit

lautet das
(1) R = R'~ R™,

d. h. R'? ist ein zu einem Unterring von K homomorpher Ring. Werden an R
die 1- und 2-Ableitung in beliebiger Reihenfolge endlich vielmal hintereinander
ausgefithrt, so entsteht immer nur ein R'*)," und deshalb nennen wir R'? kurz
eine Ableitung (oder einen abgeleiteten Ring) von @. Da in (1) auch R = R!
oder R!'= R'® sein kann, so kommen unter allen R'?> auch die R! und R? vor.
Ist umgekehrt R eine Ableitung von S (d. h. R = §'¥), so nennen wir S einen
premitiven Ring von E. Dieser ist also ein Oberring eines zu R homomorphin-
versen Ringes. Wieder kommen unter diesen alle Oberringe und homomorphin-
versen Ringe vor, und aus obigem folgt, dass die (endliche) Iteration immer nur
zu einem primitiven Ring fithren kann. Bei uns werden die primitiven Ringe die
Hauptrolle spielen.

Ein Polynom® f{x) oder eine Funktion® f(x) in R nennen wir auch ein
R-Polynom bzw. eine R-Funktion. Den aus ihnen bestehenden Polynomring bzw.
Funktionenring bezeichnen wir mit R[z] und R{x). Die durch ein R-Polynom
fl(x) erzeugte R-Funktion wird iiblicherweise ebenfalls mit f(x) bezeichnet, wir
schreiben aber nétigenfalls ,,Polynom“ (statt Polynom), wobei die Anfiihrungs-
zeichen andeuten, dass von der durch ein Polynom erzeugte Funktion die Rede
ist. Meistens wird das aus den Zusammenhingen ohnehin klar, und dann lassen
wir diese Anfiihrungszeichen weg. Alle R-, Polynome" bilden einen zu R [x]

homomorphen Unterring R ([x]) von R (x):

" Denn gilt R ~ S22 T, so gibt es ein U/ mit R > U ~ T. Wegen der Transitivitit beider
Zeichen 22, ~ folgt hieraus die Behauptung durch vollstindige Induktion.

8 Wir lassen fiir gewdhnlich nur Polynome von einer Unbestimmten zun, nur als Hilfsmittel
werden spiéter auch Polynome von mehreren Unbestimmten vorkommen.

® Wird nichts anderes gesagt, so sprechen wir nur @iber eindeutige Funktionen.
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(2) R (x) = R ([x]),
(3) Rzl ~ R ([x]).°

Sind in R alle Funktionen durch Polynome erzeugt, so ist in R die ,,Funk-
tionentheorie bloss ein Kapitel der Theorie der Polynome. Wir fragen vor allem,
filr welche Ringe dieser giinstigste Fall eintritt. Hieriiber werden wir folgenden

Satz beweisen:

Satz 1. Unter allen Ringen R sind die endlichen Kirper & (p¢) dadurch aus-
gezeichnet, dass fir sie und nur fiir sie in (2) das Zeichen = gilt. In & (p°) werden
alle verschiedenen Funktionen durch die Polynome vom Grade = p°— 1 erzeugt.!!

Unser Problem besteht kiirzer gefasst aus der Aufgabe, dass man alle R-
Funktionen (auf eine einfache Art) durch S-Polynome darstellt, wobei S ein
geeigneter Ring ist. Nach Satz 1 liegt fiir R = & (p%) die triviale Losung S=R
vor. Fiir die iibrigen R fassen wir das Problem allgemeiner (weniger scharf),
indem wir nur verlangen, dass sich durch die S-Polynome alle R-,Polynome*,
ausserdem auch noch weitere E-Funktionen darstellen lassen. Jede Losung dieses
verallgemeinerten Problemns konnen wir als eine Partiallosung des urspriinglichen
Problems ansehen.

Nunmehr erwidhnen wir vor allem eine Arbeit von Nacrri!? iiber zahlen-
theoretische Polynome — so nennt er ein K-Polynom f(x) mit der Eigenschaft
S(r)€ G (x€G) — in der es sich fiir den Ring G um eine Partiallésung unseres
Problems handelt. Ein klassisches Beispiel ist

(4) (2) _zl _‘JTE”_EJ (k=o0,1,...)

Nach Nagells Satz sind die

1 Und zwar kommt diese Homomorphie so znstande, dass man jedem R-Polynom f(x) das
R-,,Polynom* f(x) zuordnet. Nach dem sogenannten Einsetzungsprinzip entsprechen dann in der
Tat der Summe und dem Produkt zweier E-Polynome f(x), g (x) eben die Summe und das Pro-
dukt der R-,Polynome” f(x), g(x). Fitr nichtkommutative Ringe gilt das beziiglich des Produkts
nicht mehr, und dann hoéren die Polynome auf, ein gut brauchbares Mittel zur Darstellung der
Funktionen zu sein, wie wir das in ? schon bemerkt haben. Hier bemerken wir auch, dass wir
unser Problem so losen wollen, dass dabei (3) nicht verlorengeht (s. unten).

! Ist @ die Michtigkeit von %, so ist w® die von R (x). Ist v unendlich, so ist nach dem
Wohlordnungssatz die Michtigkeit von R[z] ebenfalls nur o, und so ist Satz 1 fiir diesen Fall
wegen » < w® richtig. Andererseits ist die letzte Behauptung des Satzes bekanntlich auch richtig,
und so haben wir Satz 1 nur noch fiir endliche B(=+ £ (p¢)) zu beweisen.

* T. NAGELL, Einige Siitze iiber die ganzen rationalen Funktionen, Nyt Tidsskrift for Mate-
matik 29. Jahrg., B. (1918), 53—62.
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(5) %+a«ﬂ4ﬂu+m«ﬁ o)

alle zahlentheoretischen Polynome. Pérya'® und Ostrowsxki' haben allgemeiner
die K™-Polynome mit der entsprechenden Eigenschaft f(x)€ G™ (x € G™) unter-
sucht, teilweise mit dhnlich einfachen Resultaten. Ein solches Polynom nennen
sie ganzwertig. NacrLn' und Ostrowski'* haben ihre Untersuchungen auch
auf Polynome von mehreren Unbestimmten ausgedehnt. SkxoLem'® hat gewisse
Diophantische Fragen iiber ganzwertige Polynome behandelt. Die zahlentheore-
tischen Polynome von einer Unbestimmten haben in einer anderen Fassung (s.
unten) auch Nipusexn ', Kempner?® und Dickson!® betrachtet. Ausser Nagells
Satz und gewissen Beispielen (s. unten) bei Dickson werden wir mit diesen
Untersuchungen nur in wenig Beriihrung treten. Gleich hier bemerken wir, dass
Nagells Satz uns nicht nur ein Beispiel zu einer Partiallésung unseres Problems
fir R = G liefert, sondern — was uns hier viel wichtiger ist — wir werden
unsere ausfilhrlichen Betrachtungen iiber R = R (m) auf diesem Satz aufbauen.
(Wir werden diesen Satz vollstindigkeitshalber kurz beweisen.)

Wir veraligemeinern den Begriff der (zahlentheoretischen bzw.) ganzwertigen
Polynome fiir beliebige Ringe (filhren aber sinngemiiss eine andere Benennung

ein) und lassen dabei nicht nur Polynome, sondern auch sonstige Funktionen zu.
Definition 1. Es gelte S= R. FEine S-Funktion f(x) mit der Eigenschaft
(6) fl@)er (weR)

nennen wir R-haltend. Offenbar ist diese FEigenschaft notwendig und hinyeichend,
damit f(x) auch in R eine Funktion erzeugt, die ndmlich aus allen Zuordnungen
x — f(x) (x € R) besteht. Diese diirfen wir dann einfach die R-Funktion f(x) nennen.®®

1% G. PoLya, Uber ganzwertige Polynome in algebraischen Zahlkérpern, Journ. f. Math., 149
(1919), 97—T116.

1 A. OsTROWSKI, ebenda, 117—I24.

1% T. NAGELL, Uber zahlentheoretische Polynome, Norsk Matematisk Tidsskriftl. Jahrg. (1919),
14—23.

' TH. SKOLEM, Siitze iiber ganzwertige Polynome, Det Kong. Norske Videnskabers Selskab,
Forh. X. Nr. 4.

" N. NiELSEX, Nieuw Archiv voor Wiskunde (ser. 2), 10 (1913}, 100—106,

8 A. J. KEMPNER, Polynomials and their residue systems, Trans. Amer. Math. Soc., 22 (1921,
240—288.

' L. E. Dicksox-E. BopEwi¢, Einfiihrung in die Zahlentheorie, Leipzig u. Berlin 1931,
I—175.

¥ Das fithrt zu keinem Missverstindnis, denn man wird immer wissen, ob diese R-Funkiion
unmittelbar in R definiert wurde oder ein ,,/Teil einer S-Funktion ist.
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Insbesondere erzeugen die R-haltenden S-Polynome zugleich auch E-Funk-
tionen. Nagells Satz lehrt, dass dabei auch solche R-Funktionen erzeugt werden
konnen, die keine R-, Polynome' sind.. Wir fragen, ob man zu einem R einen
Oberring S finden kann, so dass die R-haltenden S-Polynome alle R-Funktionen
erzeugen. Nach Satz 1 geht das fiir R = & (p’) sogar schon mit S = R. In einem
scharfen Gegensatz hierzu lautet aber die Antwort fiir den ,,Zwillingsbruder"
B = R (m) vollig verneinend, und zwar gilt der folgende:

Satz 2. Was tmmer fiir ein Oberring S von R(m) gegeben wird, so erzeugen
doch die R (m)-haltenden S-Polynome keine N (m)-Funktionen ausser den N (m)-
,» Polynomen'‘.

Trotzdem werden wir den Begriff der RE-haltenden Polynome auf einem
»Umweg' mit Erfolg zu unserem Problem insbesondere eben auch beziiglich R {m)
verwenden konnen. Statt gleich mit etwas fertigem zu kommen, wollen wir zuerst
ein einfaches Beispiel konstruieren, das fiir unser allgemeines Verfahren in gros-
sem Masse charakteristisch sein wird.

Wir gehen aus dem K,-Polynom
(7) Ofz) = -

aus, das nach Fermat G-haltend, d. h. zugleich eine G-Funktion ist. Aus

@+ petP=ga? (mod p°*?) (a, t€G)
folgt nach (7)

(8) Qla+ ptH)=®la)—p~'t (mod p).

Das ,storende’ zweite Glied auf der rechten Seite lassen wir jetzt (fiir e = 2)

herausfallen, so dass wir die Kongruenz zur p-ten Potenz erheben:
(e + p't)=@?(a) (mod p°),
mit anderen Worten:

(9) O (z)= @ (y) (mod p) (e=2; x, y€ G; x = y(mod p°).

Diese Kongruenz spricht aus, dass die Restklasse @?(x) (mod p?) durch die Rest-

klasse z (mod p°) eindeutig bestimmt ist, also dass das K,-Polynom

(10) Y () = @F () (e=2)
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eine N (p-Funktion darstellt.” Dabei wird aus den spiteren Resultaten leicht
folgen, dass diese Funktion kein R (p¢),,Polynom' ist. Es scheint uns, dass dieses
interessante Beispiel in der elementaren Zahlentheorie vollig neuvartig ist. Bei
unseren Untersuchungen war eben dieses Beispiel der Ausgangspunkt, alles tibrige
ist bloss ein konsequenter Ausbau dieser kleinen Erscheinung.

Das wesentlich neue in diesem Beispiel ist folgendes, wobei wir obige Kon-
struktion riickwiirts tiberblicken. Um eine 3 (p%-Funktion durch ein Polynom zu
definieren, haben wir zuerst nach einem homomorphinversen Ring G gegriffen
(diesen Schritt haben wir oben einen Umweg genannt), erst von hier sind wir
dann zu einem Oberring K, aufgestiegen, in dem wir ein gewiinschtes Polynom

gefunden haben. Deshalb definieren wir allgemein zuniichst folgendes:

Definition 2. FEs gelte S~ R, und bezeichne 7 das homomorphe Bild von x2(€S).
Unterwirft man in irgendeiner S-Funktion f(x), die also aus allen Zuordnungen
x = f(x) (x€S8) besteht, beide Variablen unserem Homomorphismus, so entsteht eine
(ém allgemeinen mehrdeutige) R-Funktion als Inbegriff aller Zuordnungen & - f{x)
(x€8), die wir das homomorphe Bild von f(z) nennen und mit f(x) bezeichnen. Ein-

deutig ist diese R-Funktion f(x) offenbar dann und nur dann, wenn

(11) fla)=fl) (x, y€8; 2=17)
gilt, und dann nennen wir selbst f(x) eine (fiir die Homomorphie S ~ R) zuldssige
S-Funktion.?

Bevor wir weitergehen, bemerken wir vor allem die aus der Definition der
Homomorphie folgende, oft verwendete, wichtige Tatsache, dass insbesondere alle
S-Polynome f(x)=ga,2" + --- + a, fiir jede Homomorphie S~ R zulissig sind?®,
und dabei gilt einfach f'(x) = dyox" + -+ 4+ @5. Dies spricht zugleich aus, dass auf

diesem Wege aus S-Polynomen nur R-,Polynome’ abzuleiten sind, und so wird

! Das ist ebenso zu verstehen, wie man auch sagen kann, dass jedes G-Polynom zugleich
auch eine R (m)-Funktion (und zwar fiir jedes m) darstellt, worauf man sich in der Zahlentheorie
oft beruft, ohne es aunsdriicklich zu sagen. Als grundsiitzlicher Unterschied tritt dabei auf, dass
das iiber w{x) gesagte filr e = 1 nicht mehr gilt (dariiber spiter niheres). Die Restklasse mod T,
die das Element x enthilt, nennen wir manchmal wie auch schon eben kurz die Restklasse
{mod I,

2 Die Ahnlichkeit beider Definitionen 1, 2 ist angenscheinlich, beidesmal kommt es némlich
darauf an, dass man eine S-Funktion unter Umstinden in einem Unterring bzw. homomorphen
Ring auffassen kann. Hier bemerken wir auch, dass wir die Definition 1 nur auf den Fall an-
wenden werden, in dem f(x) ein S-Polynom ist, dagegen wird fir uns in der Definition 2 eben
der andere Fall von Wichtigkeit sein, in dem nimlich die S-Funktion f(x) kein S-Polynom ist.

*® Somit sind die zuldssigen Funktionen eine Verallgemeinerung der Polynome.
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dadurch fiir unser Problem kein Fortschritt gemacht. Ganz anders steht es, wenn
man (wie auch im obigen Beispiel) aus einem S-haltenden 7-Polynom f(x) aus-
geht (7= 9), denn dann kann f(x) von den R-,Polynomen‘ verschieden sein.
Wegen T=2S~ R ist dabei T ein primitiver Ring von R. Genauer sprechen

wir das so aus:

Grundsatz. (Prinzip der Darstellung der R-Funktionen durch Polynome.)
Man nehme zu einem gegebenen Ring R zwei weitere Ringe S, T mit T =S ~ R,
wobei also T ewn primitiver Ring von R ist. Bezeichne i das Bild von x(€8S) in
der angegebenen Homomorphie S ~ R. Ist dann f(x) ein T-Polynom mit den Eigen-
schaften

(12) f(x)esS (r€eS)

(13) fla)=f) (x, y€S; 7 =17p),

d. h. (S-haltend wund) fiir die Homomorphie S ~ R zuldssig, so ist das homomorphe

Bild f(x) von f(x) eine (eindeutige) R-Funktion, die namlich aus allen Zuordnungen
& > f(x)(@eS) besteht. Wir nennen f(x) die durch f(z) darstellte R-Funktion. Er-
schipfen die flx) alle R-Funktionen, so mennen wir T einen Darstellungsring

fiir R (x).**

Zusatz. Sind [f(x), g(x) (S-haltende) euldssige T-Polynome, so sind es auch
fle) £ g@), f(@)g@), und diese darstellen eben die R-Funktionen f(x)* §(x) bew.
F(@) §(x). Folglich ist die Zuordnung flx) — fx) ein Homomorphismus zwischen
esnem Unterring von T [x] bestehend aus den zuldssigen T-Polynomen, und einem
Unterring von R(x) bestehend aus den durch T-Polynome darstellbaren R-Funktionen.

Die Richtigkeit dieser Sitze ist unmittelbar einzusehen. Die hier beschriebene
Darstellung der R-Funktionen durch Polynome ist wirklich sehr einfach, aber
die Brauchbarkeit ist davon abhiingig, ob man zu einem gegebenen R einen Dar-
stellungsring 7' finden kann. Als weitere Fragen treten dann noch auf, wie man
T zu konstruieren und die zuldssigen 7I-Polynome zu bestimmen hat. Wir sind

* Da sich R durch einen isomorphen Ring ersetzen lisst, so darf immer S/I = R angenom-
men werden, wobei I ein Ideal in S ist, und dann bedeutet x die Restklasse x (mod I), zugleich
nimmt (13) die Form der Kongruenz

fl@) =1 (mod I) (x, y€8; x =y (mod 1))

an. Entsprechend diirfen wir dann f(x) mod I (statt ,fiir die Homomorphie S ~ R‘) zulissig
nennen. Spiter werden wir den Grundsatz in dieser zweiten Form anwenden.
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weit entfernt, dass wir diese Fragen im allgemeinen beantworten konnten, son-
dern begniigen uns damit, dass wir — wie oben schon gesagt — den wichtigen
Spezialfall R = R (m) ausfithrlich untersuchen.

Nach dem vorangeschickten Beispiel liegt es an der Hand, dass wir ver-
suchen, den Grundsatz mit B = R(m), S= &, T = K,, anzuwenden, was wir auch

% Unser wichtigstes Resultat wird folgender:

tun werden.?

Satz 3. (Hauptsatz fir R (p™.) K, ist ein Darstellungsring fiir den Funktionen-
ring R(p%) ().

Hierzu bemerken wir gleich, dass nach Satz 1 ®(p°) sein eigener Darstel-
lungsring ist. (Das entspricht nimlich dem Sonderfall R = 8§ =T des Grund-
satzes.) Merkwiirdig ist dieses abweichende Verhalten von & (p°), R (p°), obwohl
beide Spezialfiille von R (r) sind. (Vgl. 5.)

Betreffend den allgemeinen Fall haben wir schon erwihnt, dass R (m) sich
in die direkte Summe der R(p%)(p¢||m) zerlegen Lisst. Aus diesem Grunde werden
wir alle Fragen beziiglich N (m) auf den Fall R(p%) zuriickfiihren konnen. So
wiirde man erwarten, dass sich Satz 3 unmittelbar verallgemeinern lisst, iiber-
raschenderweise werden wir dagegen bekommen, dass sich durch Ky-Polynome
nur ein Teil aller N (m)-Funktionen darstellen lassen, und so wird K, nur eine
Partiallosung unseres Problems fiir R (m)(m =+ p) liefern.

Zusammenfassend haben wir eine vollstindige Losung unseres Problems nur
fiir die zwei (endlichen) Ringe R (p%), R(p°) gefunden. Als niichstes, ungeldstes
Problem bleibt iibrig, ob sich zu R (m) im allgemeinen ein Darstellungsring fin-
den lisst.*”

* Man Eénnte K statt K, nehmen, aber das wiirde nicht mehr leisten.

** Dann ist K ein gemeinsamer Darstellungsring fiir alle R (p¢)(x). — Nach Satz 3 konnen
wir wieder sagen, dass die Funktionentheorie in R (p¢) ein Kapitel der Theorie der Polynome in
K, ist.

P

*7 Selbstverstindlich schliesst SBatz 3 die Moglichkeit nicht aus, dass es zu R (pe¢) auch solche
Darstellungsringe gibt, die keinen zun Kp isomorphen Unterring haben. Es konnte sogar sein, dass
es (aligemeiner) zu M (m) einen endlichen Darstellungsring gibt, diese Frage haben wir nicht ge-
priifft. Wir sagen nochmals ausdriicklich, dass wir hier beziiglich R (m) in der Hauptsache nur die
Frage untersuchen, inwieweit sich die R (m)Funktionen durch K-Polynome darstellen lassen. Das
bedeutet, dass wir die einfachere ,,algebraische” Definition von R (n) ausser Acht lassend unmittel-
bar an die ,zahlentheoretische” Definition angekniipft haben, und so sind wir zugleich auch den
zahlentheoretischen Interessen nachgekommen. — Hier bemerken wir noch, dass sich auch diese
urspriingliche Definition (von % (m) und sogar) von R™ () rein algebraisch formulieren lisst, so
dass man aus dem Primkérper von der Charakteristik o statt K ausgeht und alles sinngemiiss
veréindert, ,,zahlentheoretisch* wird diese Definition erst dadurch, dass man wieder K einsetzt.
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Kurz schicken wir noch folgendes voran. Es werden die aus @(z)(= @, @)
durch Iteration entstehenden K,-Polynome

(14) D, (%) =z, O (a) = ;(wi’ (1) — Oy () (k=o0,1,...)
und ihre Potenzen
(15) wk(x)=d>fk(x) (k=o,1,...)

weiter auch die zu (14) assoziierten G-Hauptpolynome2®

pF-1

(16) Fk(x) = ppr-~! (DL(.’E) (k =01, .. )

eine wichtige Rolle spielen. Letztere lassen sich auch durch die Rekursion

(17) Fy(a) =z, Fii(z)=Ff(z)— p" - Fi(2)

definieren.?®

Insbesondere werden wir dem Satz von Nagell mit Hilfe der @ (x)
eine andere Form geben, die zu unseren Zwecken mehr geeignet ist. Uber Satz 3
hinaus, der nur tiber die Moglichkeit der Darstellung der R (p®)-Fanktionen spricht,
werden wir ein System & von K,-Polynomen angeben, die alle verschiedenen
R (p°)-Funktionen darstellen (erst hierdurch wird der Beweis von Satz 3 erbracht).
Und zwar wird & #usserst einfach durch die y;(x) ausgedriickt. Aus & leiten
wir ein zweites, gleichberechtigtes System &, ab, das sich aus den einfacheren
Polynomen ®@,(x) zusammensetzt. >@0 ist nicht mehr von so einfacher Struktur
wie ©, hat aber die Eigenschaft, dass seine Glieder von mdglichst kleinem Nen-
ner und zugleich auch von moéglichst kleinem Grad sind. Wir nennen & und
S, das normale bzw. minimale Representantensystem von R (p°) (). Hier erwihnen
wir die zwei interessanten Probleme, was die kleinsten Zahlen » = »(p°%), g = g(p%)
sind, so dass sich alle R (p°)-Funktionen durch K,-Polynome vom Nenner < p”,
bzw. vom Grad < g darstellen lassen. Wobl gind » und g das Maximum der in

® Wir nennen ein Polynom von der Form z™ + caz® ! 4+ +-. ein Hauptpolynom. A. ALBERT
schlug in seiner ,,Modern higher algebra, 1937“ die Benennung (englisch: monique) monisch vor.
Der iltere Ausdruck ,normiert” ist nicht trefflich, da sich die Polynome in einem Ringe im all-
gemeinen nicht ,,normieren’ lassen.

* Das sicht man am leichtesten so ein, dass man (16) in (17) einsetzt, wodurch eben (14)
entsteht. Von (17) liest man unmittelbar ab, dass die Fy(x) Hauptpolynome sind. Inshesondere

ist F,(x)=2P — x das Polynom von Fermat, und so konnen wir die Fp.(x) als eine Verallgemei-
nerung von diesem ansehen. Die Fille ¥ = 2, 3 kommen auch bei DIcksoN '® (88. 20, 25) vor. Diese
Dicksonschen Beispiele haben uns zur allgemeinen Bildung der Polynome F)(x) die Anleitung
gegeben, die in unseren Betrachtungen eine kurze, aber wichtige Rolle spielen werden.
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@, auftretenden Nenner und Grade, trotzdem konnten wir diese Zahlen (wegen
der komplizierten Struktur von &;) nicht bestimmen, und so mussten wir uns
begniigen, einige einfache Beispiele zu berechnen. Endlich nennen wir folgendes
Problem, das fiir die Zahlentheorie von grossem Interesse ist, weshalb wir es
auch an die Spitze hitten stellen diirfen: Was ist die Menge der m, fiir die ein
vorgelegtes K-Polynom eine R {m)-Funktion darstellt? (Sonst ist dies im Rahmen
unserer Untersuchungen ein Umkehrproblem zu nennen.) Die Antwort gelingt
mit Hilfe des minimalen Systems &; in jedem Falle und wird unerwartet in-
teressant lauten. Es wird sich unter anderem ergeben, dass es ausser den G-
Polynomen noch viele weitere K-Polynome gibt, die in jedem R (m) eine Funk-
tion darstellen (d.h. nach jedem Modul m zuliissig sind).

§ 2. Beweis der Siitze 1, 2,

Beim Beweis von Satz 1 diirfen wir uns wegen'' auf einen endlichen
R(=+=R(p") beschrinken. Dann hat R sicher Nullteiler und braucht kein Eins-
element zu haben. Bezeichne n die Elementenzahl von Rund s (k=1,..., n — 1}
das k-te elementarsymmetrische Polynom der Elemente (== o) von R. Wir setzen
fiir ein beliebiges Element ¢ (= 0) von R:

Jelo) =cart—es "2+ - Foesuo,

gel) = ca™ — syt 4+ o esp .

(Man darf nicht einfach g.(x)= xf.(x) schreiben, da z nur dann ein Polynom
in R ist, wenn das Einselement existiert.) Es ist klar, dass g.(z) in R tiberall
verschwindet. Andererseits ist jedes R-Polynom f(z) nach dem durch die g(x)
erzeugten Ideal in R [x] kongruent einem R-Polynom f*(z) vom Grad = »n. Beide
Polynome erzeugen dieselbe E-Funktion, und dabei ist die Anzahl aller f*{z}
eben 7", die der R-Funktionen. Es geniigt also zu zeigen, dass es unter diesen
Polynomen ein f*(x)(= o) gibt, das in R iiberall verschwindet, denn dann sind
die R-,Polynome‘ f*(x) nicht alle verschieden. Jedes f¢(x) verschwindet fiir alle
z(#0) in R. Ist ¢ inshesondere ein Nullteiler, so ist das konstante Glied von
Je(x) gleich o, und dann ist auch f:(0) =o. Dieses f;(x) ist ein passendes f*(x),

womit wir Satz 1 bewiesen haben.?®

3 Wir wissen nicht, ob der Satz auch fiir nichtkommutative Ringe R richtig bleibt. Ist R
unendlick, so gilt der Schluss in '’ unverindert. Ist R endlich so ist er nach Wedderburn kein
Korper (enthilt alse Nullteiler), aber obiger Beweis gilt nicht mebr,
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Zum Beweis von Satz 2 bezeichnen wir das Einselement von R (m) mit e.
Wir zeigen zuerst, dass man sich auf den Fall beschrinken darf, wo ¢ auch fir
S das Einselement ist und fiir jedes x(€S) mz = o gilt. Bezeichne hierzu f(z)
ein N (m)haltendes S-Polynom. Dann ist es auch &f(z), und beide Polynome
erzeugen dieselbe N (m)-Funktion. Andererseits ist die Menge aller verschiedenen
ex(r€S) ein Ring, der wegen me=o0 die geforderten Eigenschaften hat. Da
alle Koeffizienten von ¢f(x) in diesem Ring liegen, so folgt hieraus die Richtig-
keit obiger Behauptung.

Machen wir die genannte Einschriinkung und nehmen irgendein S-Polynom
f(x) an. Die Koeffizienten von f(x) und ¢ erzeugen eine additive Untergruppe
H von S* Dae¢ von maximaler Ordnung in H ist, ndmlich von der Ordnung
m, so hat H eine unabbingige Basis «,,..., ox mit ¢, =e¢. Ersetzen wir die
Koeffizienten von f(x) durch ihre Basisdarstellung, so bewirkt das eine Zerlegung

k

(18) flx) = X gi (),

i=1
wobei g¢;(z) ein Polynom von der Form aye; 2"+ -+ ane; (ay, ..., an € G) ist.
Andererseits sind o, ¢, ..., (m— 1) alle Elemente von R (m), und so folgt aus

(18), dass fiir jedes x (€ R (m)) eine Gleichung von der Form
k

(19) Sflx) =g, (@) + Zbim (by, ..., 1EG)
i=32

gilt. Das erste Glied rechts ist in R (m) also ein b, s = b, &, mit b, € G, wenn also
ausserdem f(x) €N (m) ist, so miissen wegen der Unabhiingigkeit der ¢, a,, ..., o
alle Summanden b;¢; in (19) verschwiﬁden, und dann geht (1g) in f(x) = g, (z)
ither, wobei g, (z) nach obigem ein R (m)-Polynom ist. Ist f(x) R (m)-haltend, so
gilt das fiir jedes x (€N (m), womit wir Satz 2 bewiesen haben.

§ 3. Vorbereitungen zu den Betrachtungen iiber R (m).

Von hier an beschiiftigen wir uns nur noch mit der Frage der Darstellung
der R (m)-Funktionen durch K-Polynome, dabei werden wir auch die G-haltenden
K-Polynome untersuchen miissen. In diesem § machen wir einige Vorberei-
tungen von verschiedener Natur.

Wir wiederholen fiir diesen Fall (vgl. *), dass eine K-Funktion f(x) dann
und nur dann eine R (m)-Funktion darstellt, wenn.
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(20) Sx)€G (zeG),
(21) flx) = f(y) (mod m) (x =y (mod m))

ist. Dabei driickt (20) und (21) aus, dass f(x) G-haltend bzw. mod m zulissig ist.
Da (21) nur dann sinnvoll ist, wenn auch (20) gilt, so diirfen wir mit ,,mod m
zuliissig* beide Eigenschaften (20), (21) meinen. Die Bezeichnungen vereinfachen
wir so, dass wir statt % (m)-Funktion f(z)° (wobei nimlich f(x) eine mod m
zuliissige K-Funktion ist) kurz ,,R(m)-Funktion f(x)‘ schreiben, was man nicht
missverstehen kann.

Jedes K-Polynom lisst sich in der Form

g ()

(22) Slae) ="~

m

annehmen mit einem G-Polynom g(z). Damit dann f(x) G-baltend ist, ist offen-
bar notwendig und hinreichend, dass g¢(x) iiberall verschwindet mod m (d. h.
gx)=o0 (mod m) (x € G) gilt). Hieraus sehen wir, dass die ,,G-haltenden K-Poly-
nome‘* und die ,,mod m iberall verschwindenden G-Polynome' zwei fquivalente
Probleme bieten.®

Ist g(x) in (22) zu m prim®?, so wird hierdurch (22) eine eindeutig bestimmte
,,Normalform‘ von f(x) sein, selbst m definieren wir den Nenner von f(x). Be-
kanntlich lisst sich dann (22) in der Form

(23) fla)=2% (px) (pim)

f
pilm p;

schreiben, wobei p; die verschiedenen Primfaktoren von m durchliuft und g;(x)
ein zu p; primes G-Polynom ist. Diese g;(x) sind mod p;’ eindeutig bestimmt.
Wir nennen (23) eine Partialbruchzerlegung von f(x). Es ist klar, dass f(x) dann
und nur dann G-haltend ist, wenn alle Glieder in (23) es auch sind. Mit anderen
Worten heisst das, dass es zur Bestimmung der G-haltenden K-Polynome geniigt,
die G-haltenden K,-Polynome zu bestimmen. Das werden wir i niichsten § tun,
und so wird die erwihnte Umformung von Nagells Satz entstehen.

Die Frage der mod m zulidssigen K-Polynome lisst sich auf die der G-haltenden

K-Polynome zuriickfiihren. Wir beweisen folgenden (vorbereitenden):

3 KeMpNER'® und DICKSON ! haben sich mit dem Problem in der obigen zweiten Fassung
beschiftigt.
3* Qelbstverstindlich ist dabei m als ein konstantes G-Polynom aufzufassen.
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Satz 4. Ein K-Polynom fl(x) ist eine R (m)-Funktion dann und nur dann, wenn
Slx) und

(24) ;;;(f(ac + m) — flx)

G-haltend sind.

Denn {24) ist dann und nur dann G-haltend, wenn der zweite Faktor fiir
jedes x(€G) eine, durch m teilbare ganze Zahl ist. Letzteres ist dquivalent mit
(21}, womit wir Satz 4 bewiesen haben.

Eine fast triviale Bemerkung ist die folgende. Lisst sich eine 3 {m)-Funktion
iiberhaupt durch ein K-Polynom f(x) darstellen, so gibt es auch ein K,-Polynom
g (x), das dieselbe R (m)-Funktion darstellt. Offenbar darf man nimlich f(x) durch
cflx) ersetzen, wobei c€ (¢, = 1 (mod m) ist. Mit einem geeigneten ¢ ist g(z)=
= ¢ f(x) ein passendes Polynom.

Ahnlich sieht man folgendes ein. Ist f(x) ein G-haltendes K-Polynom mit
einem zu m primen Nenner, so ist f(x) auch eine R (m)-Funktion, die sich iibrigens
auch durch ein G-Polynom darstellen lisst.

Darstellt ein K-Polynom f(x) eine R (m)-Funktion, so folgt hieraus dhnliches
fir jedes d(d|m; 1 <d < m) gar nicht, vielmehr werden wir bei jedem m Bei-
spiele angeben, fiir die das bei keinem d der Fall ist.

Im Lauf der Arbeit werden mehrere Polynomfolgen (bestehend aus K- oder
G-Polynomen) auftreten, die wir schon hier kennenlernen wollen. Das sind vor

allem die schon bekannten (:Ii)’ @ (x), Y (x), Fy(x) (k=o0, 1,...). Eine weitere

solche Folge ist

(25) (x)k_—_z~1(§)=x(x~n...<m~k+ ) (k=o0.1,..).
Immer bezeichnen %,, %, ... die p-adischen Ziffern einer nichtnegativen ganzen
Zahl k:

(26) k=ky+ kip+ kep® + - losky by, ...=p—1),
wobei es also unter den kg, %, ... nur endlichviele nichtverschwindende gibt.
Fiir irgendeine Polynomfolge fi(x) (k=o0, 1,...) werde immer auch die weitere
Folge

(27) f_“’) (@) = foo (@) fle () . .. k=o0,1,...)

definiert, wobei rechts in der Wahrheit ein endliches Produkt steht. Insbesondere
ist jedes f™W(x) (0 =k = p°— 1) ein Potenzprodukt der f,(x), ..., fi~1(x). Und
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zwar bilden wir nach dieser Regel (10) nur die drei Polynomfolgen @* (x), % (z),
F® () (k=o0,1,...). Die erste und dritte hiervon hat die Eigenschaft, dass bei
jedem Glied der Stellenzeiger % zugleich auch die Gradzahl ist, was aus (26),
(27) und daraus folgt, dass ®(x), Fi(x) nach (14) und (16) vom Grade p* sind.

Hat eine K-Polynomfolge fi(x) (k=o0, 1,...) die hier genannte Eigenschaft,
dass nimlich k¥ der Grad von fi(x) ist, so lisst sich jedes &-Polynom eindeutig

in der Form

(28) Sfla) = a, folx) + ar fy (@) + -+ (a5, ay, ... EK)
schreiben. (Die rechte Seite ist eine endliche Summe.) Wir nennen (28) die Ent-
wicklung von f(z) nach fi(x) (k=o0,1,...) und selbst die g, a,,... die Ent-

wicklungskoeffizienten. Diese sind in G, wenn f(x) ein G-Polynom ist und die
fi(@) G-Hauptpolynome sind. In allen unseren Entwicklungen (28) wird f, (x) =1,
und so schreiben wir rechts fiir das konstante Glied einfach a,.

8§ 4. Beweis und Umformung des Satzes von Nagell.

Um den Beweis von Nagells Satz zu erleichtern, setzen wir allgemein

x) x
(29) fn(x)—‘ao(,n)+a1(n_l)+"'+am
und bemerken gleich, dass hieraus nach (ac _]: I) — (:) = (k f I) (k=1,2,...)
(30) et ) =fld)=a, < )+t an
folgt. Sind 4, ..., a, in @, so ist (29) offenbar G-haltend. Es ist nur noch zu

beweisen, dass auch die Umkehrung gilt. Nehmen wir hierzu an, dass (29) G-
haltend ist. Wegen der Annahme ist auch f,(x + 1) G-haltend, und so gilt
dasselbe iiber (30). Mit wiederholter Anwendung folgt, dass alle Polynome

ao<?)+-~'+m (i=o0,...,n)

G-haltend sind. Insbesondere fir x =0 folgt hieraus, dass jedes a; in G ist,
womit wir den Satz bewiesen haben.

Nagells Satz wollen wir noch in drei weiteren Formen ausdriicken, von
denen sich jede aus der vorigen gewinnen lisst. Die letzte (vierte) Form werden

wir dann zu unseren weiteren Zwecken verwenden. Diese wird wie auch Nagells
20 — 61491112 Acta mathematica. 79
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Satz die G-haltenden K-Polynome angeben, aber auf eine wesentlich andere Art.
Die mittleren (zweite und dritte) Formen sprechen iiber die mod m iiberall ver-
schwindenden (-Polynome. Die zweite Form wird sich aus der ersten einfach
nach der Bemerkung bei (22) ergeben, ebenso die vierte aus der dritten, das
wesentliche Glied unserer Schlusskette wird der Ubergang von der zweiten zur
dritten. Form des Satzes sein.

8

Die zweite Form des Satzes ist von Kempxer'® und lautet so:

Bin beliebiges G-Polynom
(31) S(@) = an(@)a + - + a
verschwindet iiberall mod m dann und nur dann, wenn
(32) m|k!ax (k=o0,...,n)
ist.
Zum Beweis dividieren wir (31) durch m und setzen (25) ein:

f(x>_ml(w) 4.4 Ol

(33) m  om \n m

Damit f(x) mod m iiberall verschwindet, ist notwendig und hinreichend, dass

Slz) G-haltend ist. Nach Nagells Satz ist die Bedingung hierfiir, dass die Ent-

k77
wicklungskoeffizienten in (33) ganz sind, d. h. (32) gilt.
Die dritte Form des Satzes lautet so:

Satz 5. FEin belicbiges G-Polynom
(34) f@)=an F(x) + - + a,

verschwindet itherall mod p¢ dann und nwr dawn, wenn

(33) | Ha (k=o0,....n)
ist.%8
Wegen (16) und (27) ist nidmlich
(36) B (1) = i @ ) (k=o.1,..)
mit
xp = Pt ki
imo P 1

* Kleine Bruchstiicke von diesem Satz finden sich in den unter ®° zitierten Beispielen von

Dickson. Es ist klar, dass durch Satz 5 die dhnliche Frage aligemein fiir jeden Modul m beant-
wortet wird, so dass man den Satz mit jedem p¢(p¢{m) anwendet.
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d. h. nach (26)
_ kgt k),

(37) e p—1
Hierfiir gilt bekanntlich
(38) vl k! (k=o0,1,...).

Nehmen wir jetzt zuerst (35) an. Wir setzen (37) in (35) ein, so entsteht eine
Entwicklung von f(x) nach den @%(x) mit Koeffizienten p* a;. Diese sind nach
(35), (38) durch p° teilbar. Andererseits sind nach (14) und dem Satz von Fermat
die @ (x), also auch die @"¥(z) lauter G-Funktionen. Beide ergeben, dass die
Glieder auf der rechten Seite von (34) fiir jedes z (€ G) durch p¢ teilbare Werte
annehmen, und so verschwindet f(x) iiberall mod p*.

Nehmen wir umgekehrt letzteres an. Wir miissen zeigen, dass (35) gilt. Im
Fall » =0 ist das wegen f(x)=a,F°(x)=aqa, klar. Im Fall » = 1 setzen wir
voraus, dass die Behauptung fiir die kleineren % richtig ist. Da (z) und F® (x)
Hauptpolynome #k-ten Grades sind, so stimmen in (31) und (34) die a, iberein,
woraus nach obigem Satz von Kempner

‘
ptinlay,

folgt. Dies ist eben der Fall ¥ =nx von (35). Nach dem schon bewiesenen Teil
des Satzes verschwindet also ap, F™ (z) iiberall mod p¢, wegen der Annahme gilt
dann dasselbe iiber

S (@) — an F™ () = a1 F*=V(z) + - + a,.

Nach der Induktionsvoraussetzung folgt hieraus (35) fiir die iibrigen £=o, ...,
n— 1, womit Satz 5 bewiesen ist.

Endlich lautet die vierte Form des Satzes so:

Satz 6. Fin beliebiges K, Polynom

(39) fl@)=an @™ (z) + - + ay
ist dann und nur dann G-haltend, wenn ay, ..., an€ G gilt.®*
Ist nimlich a,, ..., a.€G, so ist f(x) offenbar G-haltend. Nehmen wir

umgekehrt letzteres an und bezeichnen mit p° den Nenner von f(x). Multipli-

zieren wir (39) mit p°, so entsteht ein mod p¢ iiberall verschwindendes G-Polynom.

** Offenbar lisst sich Satz 6 anch auf K-Polynome anwenden, so dass man dieses durch eine
Partialbruchzerlegung ersetzt.



308 L. Rédei und T. Szele.

Setzen wir zugleich (36) ein, so muss nach Satz 5 fiir die Koeffizienten der
P (z)

P
! =
p°l k! " (k=o,...,7m)

gelten. Wegen (38) ist dies idquivalent mit ;€ G, und so haben wir Satz 6

bewiesen.

§ 5. Die Eigenschaften der Polynome & (x) und . (x).

Wir wollen die an sich interessante und fiir die spiteren Anwendungen
wichtige Frage untersuchen, ob die G-haltenden K,-Polynome ®@;(x), ¥i({x) oder
allgemeiner diese Polynome mit einem ganzzahligen Faktor versehen (mod p° zu-
lissig d. h.) R (p°)-Funktionen sind. Ohne Einschrinkung der Aligemeinheit ziehen
wir nur Faktoren p'(! = 0) in Betracht. Die Antwort ist enthalten im folgenden:

Satz 7. Ist o <l <e, so darstellt das Polynom p' @i(x) oder p* i (x) eine R (p°)-
Funktion dann und nur dann, wenn k=1 bzw. k < e ist. Ist dagegen 1= e, so
darstellen beide Polynome trivialerweise die Funktion o in R (p®).

Bemerkung. Von diesem Satz wird fiir uns am wichtigsten, dass ()
(k <e) eine R(p°)-Funktion ist. Weitere interessante, spiter anzuwendende Bei-
spiele sind die folgenden:

1) p*"1y(z) ist dann und nur dann eine R (p%-Funktion, wenn % == e ist.

2) p* 1@ (x) ist dann und nur dann eine N (p®)-Funktion, wenn k > ¢ ist.

Zum Beweis des Satzes zeigen wir zuerst, dass fiir jedes ganze a

(40) @ (a + p) = Oi(a) + p**t osk=<e; pti)

gilt mit einem ganzen, zu p primen ¢
Dies ist nimlich richtig fiir ¥ =0, da dann @,(zx) = x ist. Schreiben wir
(14) in der Form

P Dit1 () = D) () — D (). v
Wenn wir (40) fiir ein k¥ mit 0 < %k < ¢ voraussetzen, so folgt aus letzterem
P(Drs1la + p) — Dpi1 (@) = (@ (@) + p°* )P — Ok (a) —pt*1.
Die rechte Seite ist =—p*~*{(mod p¢~*+1), und so folgt weiter
Dii1(a + p°) — Opyr(a) =— p¢~ %1 t (mod pe¥).
Dies beweist (40) fiir £ + 1 (statt £), und somit gilt (40) allgemein.
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Insbesondere fiir e =% folgt aus (40)

(41) @i (a + p*) = Or(a) (mod p) (k=o0,1,..)).
Erhebe man (40) fiir £ < e (£-mal wiederholt zur p-ten d. h.) zur p*-ten Potenz.

Das ergibt

(42) Yela + p°) = Yi(a) (mod p°) o=k<e)

Endlich ergibt (41)

(43) Yila + p*) == Yu(a) (mod p) (k=o,1,...).

Aus (40)—(43) folgt die Richtigkeit des Satzes.

§ 6. Das normale System &. Beweis von Satz 3.

Nach Satz 7 sind die Polynome ,(z), ..., We-1(x) lauter R (p?) Funktionen.
Dann gilt #hnliches iiber alle g (Y, @), ..., We—1@), wobei g(x,, ..., Ze-1) ein
beliebiges G-Polynom von z, ..., x.—1 ist. Insbesondere ist jedes yw* (x) (k=o,
...,p°—1) als ein Potenzprodukt der ,(x), ..., We—1(x) eine R (p®)-Funktion.
Wir beweisen den folgenden Satz, mit dem zugleich auch Satz 3 bewiesen wird.

Satz 8. Die K, Polynome

pe=-1

(44) f@)= 2 ay® () (e=o0,...,p°—1)

k=20

darstellen eben alle verschiedenen R (p¢)-Funktionen. Dieses (44) nennen wir das

normale Representantensystem & von R (p°)(x).

Bemerkung. Nach (27) besteht © offenbar aus allen Polynomen
(45) IWo@), - . ., Peu1 @)

mit Exponenten o, ..., p — 1 und Koeffizienten o, ..., p*— 1.

Nach obigem ist jedes f(x) in (44) eine R (p°)}-Funktion. Andererseits ist
die Anzahl (p9)*° dieser f(x) eben die Anzahl der R (p%)-Funktionen, deshalb ge-
niigt es zu zeigen, dass die f(z) lauter verschiedene R (p%)-Funktionen darstellen.
Da die Differenz zweier f(zx) wieder ein f(x) ist — die Koeffizienten ¢; kommen
nimlich bloss mod p* in Betracht — so brauchen wir nur zu zeigen, dass (44)
nur im Fall p°|ec (k=o0,..., p*— 1) die R(p®)-Funktion o darstellt.

Hierzu nehmen wir an, dass es ein f(x) gibt, das die R (p°)-Funktion o dar-
stellt, und trotzdem nicht alle ¢, verschwinden. Dann gibt es eine ganze Zahl

r mit 0 = 1r <e so dass
cx=7p ¢k (k=o0,...,p°—1)
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gilt, wobei die ¢} ganz und nicht alle durch p teilbar sind. Dividieren wir (44)
durch p", so folgt aus der Voraussetzung

=1

D eky®(x)=o0 (mod p) (x€G).
k=0
Nach (15), (27) und dem Satz von Fermat darf in dieser Kongruenz ¥ durch @
ersetzt werden, und das heisst, dass das Polynom
-1

D et O (z)
k=0

die R(p)-Funktion o darstellt. Wenn man also dieses durch p dividiert, so ent-
steht ein G-haltendes K,-Polynom, wobei aber nicht alle Koeffizienten % ganz

sind. Dies widerspricht Satz 6, womit wir Satz 8 bewiesen haben.

§ 7. Das minimale System &,.

Satz 9. Entwickle man die Glieder (44) von & nach @W (x)(k=o0,1,...)%,
und ersetze die Entwicklungskoeffizventen durch ithren kleinsten nichtnegativen Rest
mod p?. Die so entstandenen Kp-Polynome f,(x) darstellen wieder alle verschiedenen
R (p?)-Funktionen, und daber fallen Nemner und Grad dieser Polynome miglichst
klein aus. Die Gesamtheit aller f,(x) nennen wir das minimale Representanten-
system &, von R(p°)(x).

Bemerkung. Wie einfach auch die Vorschrift ist, mit der man &, berechnen
kann, trotzdem ist ©, — wie schon erwihnt — von sehr komplizierter Struktur
(vgl. den nichsten §). Deshalb kénnen wir sagen, dass die yi(x) ein viel be-
guemeres Mittel zur Beschreibung der R (p°)-Funktionen sind als die @(x).

Zum Beweis bemerken wir vor allem, dass eine (endliche) Summe = a; @* ()
dann und nur dann die R(p?)-Funktion o darstellt, wenn alle Entwicklungs-
koeffizienten @ durch p° teilbare ganze Zahlen sind. Dies folgt nimlich aus
Satz 6 mit dhnlichem Schluss, wie am Ende des vorigen §. Zwei solche Sum-
men, von denen wenigstens die eine eine R (p°)-Funktion ist, darstellen also dann
und nur dann dieselbe R (p°)-Funktion, wenn die Paare entsprechender Entwick-
lungskoeffizienten mod p¢ kongruent sind.

3 Dies geht wegen (27) und (15) mit wiederholter Anwendung von (14), das man zu diesem
Zweck in der Form (49) schreibt. (Vgl. die Beispiele in § 8.)
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Es sei
(46) Jolx) = Zar @W (2) (ak=0,...,p°— 1)
ein beliebiges Glied von &; und
(47) fl@)= b, oW () (b€ G)

ein weiteres (G-haltendes) Polynom, von dem wir annehmen, dass es dieselbe
R (p°)-Funktion wie f,(x) darstellt, d. h.

(48) ar = b (mod p?) (k=o0,1,...)

ist. Wir haben zu beweisen, dass Nenner und Grad von f(x) mindestens so gross
ist wie der von f,(x), wobei wir f,(x), f(z) &= 0 annehmen diirfen.

Fir den Grad folgt das leicht, denn jedes @*!(z) ist vom Grad %, und wenn
ein a; % o ist, so ist nach (48) noch mehr b = o.

Bezeichne p” das Maximum des Nenners der Glieder in (47), und nehmen
wir an, dass k£ der grosste Index ist, fiir den by @* (x) den Nenner p” hat. Da
dieses Polynom zu einem G-Hauptpolynom (nimlich zu F*(z)) assoziiert ist, so
muss p” zugleich der Nenner von f(x) sein. Ahnlich wie r, & seien 7, %, fiir
fo(x) definiert, woraus wieder folgt, dass p™ der Nenner sowohl von ar, @ (x) als
auch von f,(z) ist. Wegen (48) hat auch ¥, @*(x) den Nenner p™, und so muss
p" = p™ sein, woraus die Richtigkeit des Satzes folgt.

§ 8. Beispiele.

Wir berechnen &, fiir ¢ =2, 3 (der Fall e = 1 ist uninteressant), schliessen
dabei p =2 aus. Kurz schreiben wir @, ¢ fiir @ (x), we(x). Nach (14) und
(15) ist
(49) O = @y + p Br1,

Y= @,

Wir bekcmmen
Yy =@y, Y, = @, + p Dy,

Yy =@y, +p@y + p" OP"1 @, (mod p*).%

Mit Beriicksichtigung dieser Formeln lisst sich das allgemeine Glied f,(x) von
&, fiir e = 2, 3 berechnen.

% Es ist ndmlich
Y= (D, +pPyP =B + p* SV 1 D, + ...

wobei man wieder @7 = @, + p P, einzusetzen hat. In diesem § beziehen sich die Kongruenzen
auf die Koeffizienten der Entwicklungen nach @% (@) (k=o, 1,...)
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Fall e=2. Es ist
p—-1 p—1

@)= D iyt (modp?)  (ee=o0,...,p'—1).

r=0 =0

Fall e=3. Es ist
p—1 p—1 p-—-1
folw)=2 20 2 era Wi (mod pY)  (era=o. ... p*— 1)
r=0 $=0 t=
Nach Ausmultiplizieren sind die Koeffizienten mod p* bzw. mod p® auf den klein-
sten nichtnegativen Rest zu reduzieren, dabei ist beim letzteren (49) wiederholt
zu beriicksichtigen. So bekommen wir in diesen Fillen fiir die am Schluss des
§ 1 erwihnten Zahlen »(p%), g(p9:

vip=2p—2, g(p)=2p"—p—1,
v(p)=3p"+p—4,  g)=3p"—2p"— 1
Allgemein bekommen wir mit Hilfe von & eine, allerdings sehr grobe obere

Schranke fiir » und g. Nach Satz 8 erreichen nimlich Nenner und Grad von

© das Maximum gewiss fiir
(Wo @, @) ... We—r@)P~L.

Bezeichnen p” und g’ den Nenner bzw. Grad dieses Polynoms, so gilt nach

(14)—(16):
2 e—1
" — 1 P—r s P T ),
v =(p I/(p+p_1p+ +p—I p )

g'=(p_ I) (I +p2 +p4 + .- +p2e—2)_
Da offenbar » <+, g < ¢ ist, so gilt

p28_ 1

(p*— 1) (p*—p) _
p+1

pPP—1

IA

v(p°) v g(p)=

Die genaue Berechnung von », g scheint auf obigem Wege fiir den allgemeinen
Fall unausfiihrbar zu sein.

§ 9. Die Zuriickfiihrung des allgemeinen Falles auf e = pe.

Jetzt kehren wir uns dem allgemeinen Fall m (= 1) zu, und wollen unter-
suchen, inwieweit sich die R (m)Funktionen durch K-Polynome darstellen lassen.
Wir schicken die Bemerkung voran, dass

(50) R (m) ~ R(d) (d[m)
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gilt, und zwar ldsst sich R (m) auf R(d) (nur) so homomorph abbilden, dass man
jeder Restklasse mod m die sie enthaltende Restklasse mod d zuordnet. Die
Beantwortung der gestellten Frage ist enthalten in den folgenden zwei Sitzen:

Satz 10. Ein K-Polynom darstellt eine R{m)-Funktion dann und nur dann,
wenn es auch in jedem R (p°) (p°||m) eine Funktion darstellt. Auch gilt noch folgen-
des: Es liege irgendeine Partialbruchzerlegung

(51) f@)= 2 fo (@)

plm

vor, wober f(x) ein K-Polynom, f,(x) ein Kp-Polynom ist. Dann und nur dann dar-
stellt f{x) eine R (m)-Funktion, wenn jedes fp(x) esne R (p°)-Funktion darstellt (p°|m).

Satz 11. Eine R(m)-Funktion ldsst sich dann und nur dann durch ein K-
Polynom darstellen, wenn sie fiir jede Homomorphie R (m) ~ R (p9) (p°||m) euldssig
ist, das bedeutet jeizt, dass durch die Funktion den in einer p*-Restklasse®' enthal-
tenen m-Resthklassen lauter solche m-Restklassen zugeordnet werden, die wieder in
ewner p°-Restklasse enthalten sind. (Kurz heisst das, dass die entsprechenden homo-
morphen- Bilder der angegebenen Funktion lauter eindeutige R (p°)-Funktionen sind.)
Die Anzahl der durch K-Polynome darstellbaren R (m)-Funktionen st
(52) IJ v (v°]|m).

pim

Bemerkung. Nach diesen Siitzen lassen sich alle unseren Fragen beziiglich
R (m) auf den vorher erledigten Spezialfall m = p° zuriickfiibren. Gegen den ein-
fachen Wortlaut von Satz 10 wird der Beweis etwas miihsam. Dabei stiitzen
wir uns auf Satz 4, von dem wir in den vorigen bisher keinen Gebrauch ge-
macht haben.

Zuerst beweisen wir folgenden:

Hilfssatz. Ist f(x) esn K-Polynom und c eine ganze Zahl so, dass cfix) in G
liegt, so liegt auch das Polynom

(53) (fx + em) — f@)

i G (m beliebig).

1
m

* Wir sagen ,m-Restklasse’ statt , Restklasse mod m®.

** Ersetzt man in (52) den Exponenten ep® durch em, so bekommt man die Anzahl aller
R (m)-Funktionen, und so sehen wir, dass im allgemeinen nur verhiilinismissig wenige von diesen
sich durch K-Polynome darstellen lassen.
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Setzen wir nimlich g(x) = cf(x), das nach der Annahme ein G-Polynom ist.
Da sich (53) nach Newtons Satz in der Form

g (x) + cmg~(~x—) + ¢*m? g @)

21 TR

schreiben ldsst, so sehen wir die Richtigkeit des Hilfssatzes ein.

Zum Beweis der ersten Hilfte von Satz 10 diirfen wir uns auf den Fall
beschrinken, in dem das angegebene Polynom in K, liegt und G-haltend ist.
Bezeichne f(x) ein solches Polynom, von dem wir zuerst annehmen, dass es eine
R (m)-Funktion darstellt. Nach Satz 4 ist dann (24) G-haltend, und dann gilt

dasselbe iiber das Polynom ?I; (fex + em) — f(x), wobel ¢ eine spiter zu bestim-

mende ganze Zahl ist. Noch mehr ist das Polynom
I
(54) g+ om) — f@)

G-haltend. Zerlegen wir f(x) in eine Summe

(55) S} = g(x) + hix)
so, dass g(x) ein K,-Polynom ist und A(x) einen zu p primen Nenner hat. Dann
sind mit f(z) zusammen auch g(z), h(x) G-haltend, ferner ist h(x) auch zulissig

mod p°. Hieraus folgt, dass

L (h + em)— hix)
p
G-haltend ist, und so muss wegen (54), (55) auch
(56) }%(g(x-r em) — g (@)
G-haltend sein. Wihlen wir jetzt ¢ so, dass (c;’i— 1) g {x)in G liegt, was wegen
(pe,]%) — 1 mbglich ist. Aus dem Hilfssatz folgt, dass
;(g(x + em —pf) — g @)

G-haltend ist. Subtrahiert man dies aus (56) und ersetzt x + ¢m — p° durch z,
so entsteht, dass auch

I
0@+ ) —g@)
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G-haltend ist. Da ¢(x) auch G-haltend ist, so folgt aus Satz 4, dass g(x) eine
N(p°)- Funktion ist. Dies gilt nach obigem auch iiber k(x), und so ist f(x) nach
(55) ebenfalls eine R (p°)-Funktion.

Wenn dies umgekehrt der Fall, d.h. f(x) fiir jeden mod p° zuliissig ist (p®|jm),
so ist f(x) offenbar auch modm zulissig, d.h. eine R (m)Funktion. Hiermit
haben wir die erste Hilfte von Satz 10 bewiesen.

Die zweite Hilfte des Satzes folgt leicht aus der jetzt bewiesenen ersten
Hiilfte. Man kann sich ndmlich auf den Fall beschrinken, in dem f(z) d.h. auch
jeder Summand in (51) G-haltend ist. Fiir jedes p sind dann die von f,(x) ver-
schiedenen Glieder auf der rechten Seite von (51) lauter R {p°)-Funktionen. Ist
nun f(z) eine R (m)-Funktion, so ist f(x) nach der ersten Hilfte des Satzes zu-
gleich auch eine R (p°)-Funktion (p°|m), und dann muss in der Tat auch das noch
iibriggebliebene Glied fp(x) eine R (p°)-Funktion sein. Ist das umgekehrt fiir jedes
p der Fall, so folgt, dass f(x) eine R (p)-Funktion ist (p°|m), und dann ist es
auch eine N (m) Funktion. So haben wir Satz 10 bewiesen.

Zum Beweis von Satz 11 betrachten wir zuerst eine R (m)-Funktion, die durch
ein K-Polynom f(x) darstellt wird. Nach Satz 10 gilt dann

(57) Slx)=f(y) (mod p°) (x =y (mod p%; p*|m).

Bestimmen wir das (durch % (m)~ R(p?) vermittelte) homomorphe Bild 7, (x) un-
serer Funktion. Hierzu betrachten wir eine beliebige Restklasse z (mod p). Diese
enthiilt alle Restklassen y (mod m), wobei y = x (mod p°) ist. Einer solchen Rest-
klasse ordnet unsere Funktion die Restklasse f(y) (mod m) zu, die seinerseits in
der Restklasse f(y) (mod p) enthalten ist, und so wird durch f, (x) einer beliebigen
Restklasse y (mod p°) immer nur eine Restklasse f(y) (mod p°) zugeordnet. Wegen
(57) ist diese Zuordnung, d. h. auch selbst die R (p°)-Funktion fp(x) eindeutig.
Umgekehrt betrachten wir eine R (m)-Funktion, von der wir jetzt annehmen,
dass die shnlich wie vorher definierten homomorphen Bilder lauter eindeutige
R (p°)-Funktionen sind (p°|m), die dann nach Satz 3 durch gewisse K,-Polynome
Jo(x) darstellt werden. Zu jedem p(p|m) bestimmen wir eine ganze Zahl ¢, mit

58) cp=1 (mod p°), =0 (mod gﬁ)

und bilden die Summe

(59) f@)= e fola)

plm
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Dann ist f(x) ein G-haltendes K,-Polynom. Nach der Annahme ist

Jo (@)= fp(y) (mod p) (x =y (mod p7),
woraus offenbar
Sy (@) = fo(y) (mod m) (x =y (mod m))

folgt. Dies ergibt nach (59), dass f(x) eine R (m)-Funktion darstellt. Die homo-
morphen Bilder dieser Funktion sind nach (59), (58) eben die R (p°)-Funktionen
Jfo (@) (p|m), wie man das leicht einsicht. Wenn aber zu zwei R (m)-Funktionen
dasselbe System homomorpher Bilder gehort, so miissen diese R (m)-Funktionen
gleich sein, was nimlich aus dem chinesischen Restsatz leicht folgt. Das be-
deutet, dass die betrachtete R (m)-Funktion durch das Polynom f(x) darstellt wird.

Die noch iibriggebliebene Behauptung (52) folgt nunmehr gus dem schon
bewiesenen Teil von Satz 11 und aus der zweiten Hilfte von Satz 10. Nach diesen
werden nimlich alle verschiedenen, durch K-Polynome darstellbaren R (m)-Funk-
tionen durch die Polynome (51) darstellt, indem man fiir jeden Summanden f; (x)
voneinander unabhingig die Elemente eines vollen Representantensystems von
% (p°) (x) (z. B. die Elemente des normalen Systems & = &(p9) einsetzt. Da die
Zahl dieser Moglichkeiten eben (52) ist, so haben wir Satz 11 bewiesen.

§ 10. Die Bestimmung aller R (m), in denen ein gegebenes K-Polynom eine
Funktion darstelit.

Wir wenden uns dem im § 1 schon erwilhnten, fiir die Zahlentheorie wich-
tigen Problem zu, das darin besteht, dass man im Falle eines gegebenen K-
Polynoms f(x) diejenigen m bestimmt, fiir die f(z) eine R (m)-Funktion, d. h.
mod m zuliissig ist. Wir sagen (mit einem dhnlichen Ausdruck), dass diese Moduln
m fiir das Polynom f(x) zulissig sind (oder f(x) lisst m zu), und definieren
bequemlichkeitshalber die ,charakteristische Funktion“ y(f(@), m) so, dass sie I
oder o ist, je nachdem m fiir f(x) zuliissig oder nicht zulissig ist. Dann kommt
es nur auf die Bestimmung von % (f(x), m) an. Wir betrachten nur ein G-haltendes
f(x), da sonst gewiss x(f(@), m) = o0 ist.

Liegt f(z) in G, so gilt unbeschrinkt y(f(x), m) = 1. Allgemeiner gilt dies,
wenn m zum Nenner von f(x) prim ist. Ferner folgt aus Satz 10 die Produkt-
formel:

(60) 2 (f@), m) = ] 2(f@), p’) (2| m).

pim
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Hiernach geniigt es nur x(f (), p°) zu bestimmen, und dabei darf angenommen
werden, dass f(x) ein (G-haltendes) K,-Polynom ist.

Nachdem wir so das Problem auf diesen Fall reduziert haben, gewinnen wir
die Losung nach Satz g mit Hilfe des minimalen Systems &, folgenderweise.
Entwickeln wir f(z) nach der Polynomfolge @ (2) (k=o0, 1,...). Da f(x) G-

%% Brsetzen wir diese

haltend ist, miissen die Entwicklungskoeffizienten ganz sein.
mit dem kleinsten nichtnegativen Rest mod p°, wodurch ein Polynom f,(x) ent-
steht. Offenbar ist nach Satz 9 dann und nur dann x(f@), p) = 1, wenn f,(x)
ein Element von &;(= &, (p") ist, und dann gilt sogar, dass f{(z) und f,(x) dieselbe
R (p°)-Funktion darstellen.

Wohl kénnen wir das obige Problem mit dieser Antwort fiir geldst erkliiren,
aber es tritt noch folgende, sehr interessante Frage auf. Halten wir ein (sonst
beliebiges) p fest und fassen alle G-haltenden K, Polynome f(z)ins Auge. Kann
dann die Folge % (f(x), »°) (e=0, 1, ...) beliebig sein, d. h. in eine beliebig vor-
gegebene Zahlenfolge a,, a;, ... (ai= o0, 1) iibergehen? Das ist schon aus dem
Grunde unméoglich, dass es iiber abzihlbar viele solche Zahlenfolgen und nur
abzihlbar viele Polynome f(x) gibt. Dagegen gilt der folgende iiberraschende:

Satz 12. Es ser eine Folge a,, ay, ... {ai= o0, 1) irgendwie vorgegeben so, dass
darin entweder nur endlich viele Glieder o oder nur endlich viele Glieder 1 vor-
kommen. Fiir jedes p gibt es ein G-haltendes Kp-Polynom f(x) mit

(61) 2 (f@), p) = a. (e=1,2,...).

Bemerkung. Fiir den Fall, in dem alle a; gleich 1 sind, liefert dieser Satz
nichts neues, denn dann wird (61), wie schon 6fter erwihnt, durch alle G-Polynome
f(x) befriedigt. Unten im Satz 13 werden wir weitere solche Polynome angeben.

Wir beweisen Satz 12 so, dass wir ein f(z) explizit konstruieren das (61
befriedigt. Es seien
(62) a, b ... k1l 1Sa<b< -<k<])

endlich viele verschiedene positive ganze Zahlen nach der Grosse geordnet. Wir

setzen
(63) Si(@) = p* e () + p" T (@) + - + P (),
(64) S (@) = fi(z) + p~1 D (2).

¥ Man braucht nicht im voraus zu wissen, ob f(z) G-haltend ist, sondern man kann es gleich
mit obiger Entwicklung anfangen, denn nach Satz 6 wird eben durch diese Entwicklung entschie-
den, ob f(x) wirklich G-haltend ist.
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Nach dem Beispiel 1) in § 5 ist ein beliebiges Glied p* v (x) von f, (x) dann
und nur dann keine N (p°)-Funktion, wenn ¢ = e ist. Folglich ist y(f, @), p)=o0
dann und nur dann, wenn e eine der Zahlen a, b, ..., k ist.

Nach dem Beispiel 2) in § 5 ist ferner das Glied »'~! @,(x) von f,(x) dann
und nur dann eine R(p°)-Funktion, wenn e <! ist. Dies mit dem vorigen zu-
sammen ergibt offenbar, dass dann und nur dann % (f,(x), p) = o ist, wenn e eine
der Zahlen a, b, ...,k L1+ 1,1+ 2,... ist.

Nach passender Wahl von (62) liefert also (63) oder (64) eine Losung von
(61), je nachdem es unter den a; nur endlich viele 0 bzw. nur endlich viele 1
gibt. Hierdurch haben wir Satz 12 bewiesen.

Satz 13. Bilde man die K, Polynome

Y (x)’ p2 P, (x)7 JARIA (r), cee

fitr alle Primeahlen p. Der durch diese Polynome und durch die G-Polynome ge-
bildete Ring besteht aus lauter solchen Polynomen f{x), fiir die mit jedem m

(65) 1 (f@), m)=1
gelt.

Nach dem am Anfang von diesem § gesagten ist dieser Satz eine Folgerung
der Teilbehauptung, dass x(P'yi@), p) =1(l,e=1,2,...) ist. Dieses ist ein
Spezialfall von Satz 7, womit wir Satz 13 bewiesen haben.

Bemerkung. In mehr expliziter Form bedeutet (65), dass fiir das K-Polynom
S(x) mit jedem m
(66) S@) = f(y) (mod m) (r, y€ G; z =y (mod m)

gilt. Die Polynome mit dieser Eigenschaft konnen wir deshalb als eine Verall-
gemeinerung der G-Polynome ansehen. (Das sind die K-Polynome, die jeden
Modul m zulassen.) Wir wissen nicht, ob wir durch Satz 13 alle solche Polynome
angegeben haben. Wir bemerken den Spezialfall aus Satz 13:
P — )P
Py, ) =TT
p
Dies ist wohl das allereinfachste Beispiel fiir ein Polynom mit rationalen (nicht
ganzen) Koeffizienten und der Eigenschaft (66)
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§ 11. Die Verschirfung eines Satzes von Kempner.

Zuletzt wollen wir uns noch mit einem Satz von Kemexer?*® beschiiftigen,
der sich auf die mod m iiberall verschwindenden G-Polynome bezieht, dabei von
unserem Hauptthema etwas abseits liegt. Der Satz gibt das Minimum des Gra-
des an unter der Bedingung, dass das betrachtete Polynom ein Hauptpolynom
ist. 'Wir haben das iiberraschende Resultat bekommen, dass dasselbé Minimum
auch dann gilt, wenn alle, zu m primen Polynome zugelassen werden. Wir fassen

das in den folgenden:

Sats 14. Unter allen, zu m primen, mod m éberall verschwindenden G-Polyno-
men von minimalem Grad gibt es auch Hauptpolynome. Dieser minimale Grad ist

die Faktorialbasis von m, worunter wir die kleinste natiirliche Zahl m, mit
(67) mimg!

verstehen.*!
Bezeichne nimlich P einen Primzahlpotenzfaktor von m mit

(68) Pk(m,— 1)!;

ein solches P gibt es gewiss, da sonst m|(m, — 1)! wiire, gegen die Annahme.
Wir betrachten ein beliebiges Polynom f{z) aus Satz 14, das wir gleich in der
Form (31) schreiben, wobei dann % der Grad von f{x)ist. Da f(x) zu m prim ist,
muss es einen Koeffizienten a; geben, der zu P prim ist, woraus nach (32) P|k!
folgt. Dies und (68) ergeben k> m,— 1,k = m,, und dann gilt noch mehr
n = my. Andererseits ist (x)n, ein G-Hauptpolynom myten Grades, das nach (25)
mod m Uberall verschwindet. Somit haben wir den Satz bewiesen.

Bemerkung bei der Korrektur. Die vorliegende Mitteilung I wird in der Mittei-
long II durch mehrere wichtige Resultate ergiinzt, die teils inzwischen entstanden
sind. So bekommen wir (vgl. Satz 3 und Fussnote®"): Fiir m > p° hat N (m) keinen
Darstellungsring. Weiter gilt: K liefert die beste »Anndherung» der Losung
unseres Problems fiir M (m), denn ist T irgendein primitiver Ring von % (m), so
werden doch durch 7-Polynome nur solche R (m)-Funktionen darstellt (im Sinne
des Grundsatzes), die schon durch 7 = K erfasst wurden (vgl. Satz 11). Fiir einen
allgemeinen Ring R bekommen wir: Damit R einen Darstellungsring hat ist not-

40 Sjehe ' 8. 245, auch bei Dickson *® 8, 22, IV,
! Dieser Satz lisst sich auch aus den Resultaten von POLYA ' (8. 103, Satz IV und 8. 107)
gewinnen.
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wendig, dass in der additiven Gruppe R* alle Elemente eine endliche Ordnung
haben und diese Ordnungen Potenzen einer festen Primzahl sind. Hiernach haben
verhiiltnismissig wenig Ringe einen Darstellungsring. (Die Bedeutung hiervon
wird dadurch stark betont dass — wie wir zeigen werden — unter Annahme
gewisser Postulate iiberhaupt keine anderen Darstellungen der R-Funktionen durch
Polynome denkbar sind als die im Grundsatz beschriebenen.) Fiir R (p¢) erwiihnen
wir noch, dass uns gelang ¢(p%), »(p®) genan zu berechnen (vgl. das Ende von § 1
und § 8):
g(p)=ep*—(e—1)p1— 1,

p° (p€) + e—1 ng‘!



