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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DES RIEMANN'SCHEN PROBLEMS
IN DER THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

YON

T. BRODEN
in LUND.

Bekanntlich rithrt von RieMANN eine Aufgabe her, welche in fol-
gender Weise formulirt werden kann: Es seien in der Ebene einer Va-
riabeln £ ¢ von & = oo verschiedene Stellen

€, €y .0y €,

gegeben, und andererseits o lineare homogene Substitutionen in n Ver-
inderlichen,

A A, ..., A,;
dann sollen # monogene Functionen von x

Y>Yr -5 Yn

“bestimmt werden, welche beim Uberschreiten, in positiver Richtung, von
o die z-Ebene zerschneidenden Schnitten (e,00), (¢,00), ..., e,00) bez. die
Substitutionen A, , A,, ..., A, erleiden, sonst aber im endlichen durch-
gehends holomorph sind, wiahrend iiberdies die Stellen e, , ..., ¢,, sowie
auch e,., = 00 den »>Charakter der Bestimmtheit> aufweisen.’

! RIEMANN, Zwei allgemeine Sttze iiber lineare Differentialgleichungen mit algebraischen
Coefficienten (Nachlass), Ges. Werke, Leipzig 1876, p. 357—69. Man sehe auch ScHLE-
SINGER, Handbuch der Theorie der lin. Differentialgl. 11, 1, p. 109; II, 2, p. 382 fi;
und Zur Theorie der lin. Differentialgl. im Anschluss an das Riemann’sche Problem, Journ.
fir Math.,, Bd. 123, p. 138 fff — Vergl. auch KreiN, Math. Ann. 46, p. 83.
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Diese Aufgabe ist im wesentlichen mit der folgenden gleichbedeutend:
es soll eine lineare homogene Differentialgleichung #'** Ordnung der Fucns'-
schen Klasse bestimmt werden, fiir welche einerseits die im endlichen lie-
genden Verzweigungsstellen, andererseits die Monodromiegruppe vorge-
schrieben sind.’

Hieran kniipft sich zunichst die Frage nach der Existenz von Func-
tionen (bez. Differentialgleichungen) der verlangten Art. Diese Existenz-
frage ist bisher nur unter einer sehr wesentlichen Specialisirung in strenger
Weise entschieden worden, indem Herr L. SCHLESINGER zeigte, dass dieselbe
zu bejahen ist, wenn die von ihm sogenannten »>Convergenzbedingungen»
erfillt sind.?

Im folgenden wird nicht diese RieMANN'sche Frage in unverinderten
Form behandelt, sondern eine etwas allgemeinere, in welcher weniger ver-
langt wird: der »>Charakter der Bestimmtheit> an den Stellen e; wird nicht
ldnger gefordert.

Die zugehérige zu bestimmende lineare Differentialgleichung hat dann
eindeutige, im allgemeinen aber nicht rationale Coefficienten.

Die Frage nach der Losbarkeit der hiermit angegebenen Aufgabe
wird im folgenden auf den Fall n = 2 zurickgefihrt. Oder eigentlich noch
mehr: es wird gezeigt, dass die Existenzfrage in ihrer vollen Allgemein-
beit zu bejahen ist, falls fiir » = 2 gewisse im wesentlichen nur durch
Ungleichheiten charakterisirte Voraussetzungen iiberhaupt mit der Existenz
von 2 Functionen der verlangten Art vertriglich sind. Und der Beweis
hierfiir wird so gefithrt, dass fiir die » Functionen y,, ¥,, ..., ¥, gewisse
analytische Ausdriicke hervorgehen, welche die postulirten, auf den Fall
n = 2 sich beziehenden Functionen enthalten. Diese Ausdriicke sind
Quotienten, deren Zihler als Modificationen der PoiNcARE’schen &-Reihen
bezeichnet werden kénnen.®

Hierbei sei noch daran erinnert, dass wenn man in der genannten
Weise — oder in irgend einer Weise — #n Functionen Y, .. .Y, bestimmt

' Vgl. Hiuserr, Mathematische Probleme (Pariser Vortrag), Sep.-Abzug aus den
Gott. Nachr, p. 37, Archiv d. Math. u. Phys. (3), L

* S. die citirten Stellen.

* Eine vorldufige Mittheilung iiber diese Untersuchung erschien in Ofversigt af
K. Vet.-Akad. Forhandl, Stockholm 1902, p. 5—11. Das Problem wurde hier,
der Einfachheit wegen, in unwesentlich verschiedener Form genommen.
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hat, welche die geforderten Verzweigungsverhiltnisse haben (die gegebenen
Verzweigungsstellen e, ...e, mit den zugehérigen gegebenen linearen Sub-
stitutionen), dadurch auch alle Systeme 2, ...z, mit denselben Verzweigungs-
verhiiltnissen — alle »cogredienten» Systeme — bestimmt sind, indem alle
solchen Systeme in der Form

p —1
2= TuY + ra¥i + rayi’ + ...+ ¥in— gn ) (i=1,...,%)

enthalten sind, wo die 7; eindeutige Functionen von z bedeuten.! Falls
Systeme 2, ...z, existiren, welche den RieMaNN’schen Forderungen geniigen,
sind sie also auch in dieser Form enthalten.

Wir miissen mit gewissen Hilfsbetrachtungen beginnen.?

Fir o hyperbolische lineare Substitutionen

Z'—hi 2Z'—-hi

r— b; — (=1,2,...,9)

kurz
B ,B,, ..., B,

seien die 20 Fixpunkte %;, k; vorgeschrieben und durchaus von einander
getrennt; dagegen die Multiplicatoren p} vorldufic unbestimmt; nur setzen
wir fest, dass sie alle > 1 angenommen werden sollen (so dass also die
unendlich oft wiederholte Anwendung der Substitution B; bez. der inversen
B auf die Stelle k; bez. h; als Grenzstelle fithrt). Die zu B; gehorenden
Niveaulinien sind (unabhéngig von p;) die Orthogonaltrajectorien (Kreise)
des durch h; und %; bestimmten Kreisbiischels. Man denke sich fiir jede
Substitution B; einen zugehérigen Niveaukreis H; gezeichnet, welcher die
Stelle %; einschliesst (und also k; ausschliesst). Diese o Kreise seien ferner
so klein gewdhlt, dass sie einander vollstindig ausschliessen (und auch nicht
dusserlich berithren), was moglich ist, da die ¢ Punkte %, nach unserer

' 8. etwa ScHLESINGER, Handbuch etc. II, 1, p. 112—13.

* Ahnliche Betrachtungen habe ich bei BURNSIDE gefunden, in einer Abhandlung
wo er die Convergenz der PoiNcARE’schen Thetareihen zum Falle m = I [Reihen (— 2)tr
Dimension] auszudehnen sucht, Proceedings of the London Math, Soc., Vol. 23,
p. 55 ff. Mit Recht, scheint es, wird diese Stelle der (micht iiberall ganz correcten)
Burxsmr'schen Arbeit in der neulich erschienenen Lieferung (II, 1) des FricKE-KLEIN-
schen Werkes iibér automorphe Functionen als interessant bezéichnet (p. 166); vgl. unten.
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Annahme vollstindig getrennt liegen. Bei Ausiibung der Substitution B;
geht H; in einen anderen Niveaukreis K; iiber, welcher mit p; verinder-
lich ist, aber fiir hinreichend grosse p;-Werthe [wir denken uns p; > 0]
die Stelle %; einschliesst und beliebig kleinen Radius erhilt. Es ist daher
mdglich, eine positive Grésse P so zu bestimmen, dass sobald alle p,> P
sind, die Kreise K; einander ausschliessen, sowie auch die H; ausschliessen.
Man ertheile jetzt den p; bestimmte Werthe, welche dieser Bedingung ge-
niigen. Dann liegen also 20 einander ausschliessende Kreise vor, welche
durch die Substitutionen B; paarweise auf einander bezogen sind. Die
Substitutionsgruppe I', welche durch B, ... B, als Fundamentalsubstitutionen
bestimmt wird, ist mit Sicherheit in der z-Ebene eigentlich discontinuirlich,
und es kann fiir dieselbe der von simmtlichen Kreisen H; und K, aus-
geschlossene Theil R, der Ebene als Discontinuititsbereich (Fundamental-
bereich) gelten.' Ein beliebiger Punkt von R, geht bei der Substitution
B; bez. B;! in einen inneren Punkt von K; bez. H; iiber (aber natiirlich
nicht immer umgekehrt). Es konnen ferner unter den Substitutionen B;
keine Fundamentalrelationen bestehen.? Xs lisst sich daher, von »iden-
tischen Umformungen»® abgesehen, jede Substitution ¥, der Gruppe nur
in einer Weise in der Form

e Tt . A
(1) V,=B!B!... B:B}

darstellen, wo 4, ...4, ganze positive Zahlen < o sind, 4, ... A, ganze Zahlen
Z0. Oder m. a. W.: jeder Gruppensubstitution (welche von der Identitiit
verschieden ist) entspricht ein symbolisches Produkt (1) mit unzweideutig
bestimmten Werthen von #, 4,...4,, 4,...4,, wenn man feststellt, dass
niemals 4,,; = 4, sein darf. Und umgekehrt stellt jedes Produkt der Form
(1), welches dieser Bedingung geniigt, eine von der Identitit verschiedene
Gruppensubstitution dar. Bekanntlich wird unter solchen Umstinden die

! Man sehe etwa Fricke-KLEIN, Autom. Funct. I, p- 190—92; oder SCHLESINGER,
Handbuch ete. 11, 2, p. 240.

* 8. z. B. Fricke-KLEWN, 1 c. I, p. 174.

* Dieser Ausdruck wird in KrLEIN-FrickE Modulfunctionen benutzt und erklirt,
@ p. 452).
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unzweideutig bestimmte Summe ; | 2| als Index der fraglichen Substitu-

tion V, bezeichnet, X|A| = Ind. ¥,.*

Es gilt nun auch folgender Satz, den wir fir unseren jetztigen Zweck
als Hulfssatz benutzen werden:

Hiilfssatz. Uber die 20 gegebenen, von einander getrennten Fixpunkte
h;, k; sei amgenommen, dass keiner mit dem Nullpunkte (¢ = 0) 2usammen-
fillt [oder unendlich entfernt ist, was schon oben vorausgesetzt wurde].
Wenn dann q eine beliebig grosse positive Zahl bedeutet, so ldsst sich eine
andere positive Grosse P so bestimmen, dass sobald jedes p; > P ist, die vier
Coéfficienten einer jeden von der Identitdt verschiedemen Substitutionen

, auz+b,l

VVE{Z’m;

der Gruppe I' dem absoluten Betrage nach je grisser sind als

nd ¥,
g,

wenn die Substitution in unimodularer Form geschrieben ist (a,d,— b,c, = 1).?

Der Beweis dieses Satzes ldsst sich folgendermassen fithren. Jede
beliebige A*® Potenz (AZ o) einer Fundamentalsubstitution B; lasst sich in
unimodularer Form folgendermassen schreiben:

k; Pé — hipi . hiki(pt — 077

' hi —k; hy — k;
(2) Bl =17, Py pay 7 Y
Pi — Pi hipi — kip:

hi—ks © hi— K
Dies gesetzt, betrachte man irgend eine bestimmte Substitution V, und
bezeichne fiir den Augenblick mit £, g,,7%,m,; f;, 95, by, My [5, 95, b, M,
etc. die Coefficienten der nach der Productdarstellung (1) in V, eingehenden
Substitutionen
B}, BiBy, BiBiB} etc.,

! Vgl. ScuresiNeer, Handbuch ete. II, 2, p. 270, 350.
* Der Satz kommt nicht in dieser Form bei BURNSIDE vor. Auch fehlt bei ihm
die Bedingung, dass die A; und %; von Null verschieden sein sollen.
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wobei fiir diese » Substitutionen (von denen die letzte mit V, zusammen-
fillt) unimodulare Form vorausgesetzt wird. Von einer erlaubten Zeichen-
dnderung abgesehen, gelten dann, fiir p=1,2,...,2— 1, die Relationen

— 41 1 . 1
f:a-i»l —_— a(ﬁ )fp + ‘B(P"‘ )lp) gp+1 —— a(P+1)gp + IB(P+ )mp,
1 Al p
loyr = T(p+ ', + 0“(P+1)lp’ Mppr = T(p+])gp + 00+1)"’m

wo fir den Augenblick ot geth 4D 5 ge+D die Coefficienten der in

der Form (2) geschriebenen Substitution Bf::ll bedeuten. Demgemiss wird

I 2.1/1 —2 7
lppr = lp-;”—_k—‘{pfﬁﬁ (ﬁ _h‘p+1) — P 1(z‘: “’%H)}’

p+1 ip 41

I A 9» —2511( 9p \
m —-m . — p,l’"‘l(___,k. )..._p (4 22 k.
+1 )
f 4 h’p+1 — ifip+1 { o+l \m, o1 4+l \my, "p+1 I

(und auf f,,,:f,, 9,41:9, beziehen sich zwei dhnliche, aber nicht ganz so
einfache Relationen, welche wir nicht benutzen werden).

Die Stellen f,:7, liegen nothwendig innerhalb eines Kreises H; oder-
K;. Sie sind nimlich Bildpunkte der in R, liegende Stelle 2 = co bei
einer gewissen nicht identischen Substitution der Gruppe I'. Zufolge der
Annahme, dass kein Fixpunkt %; oder k; mit dem Nullpunkt zusammen-
fallt, lisst sich dasselbe hinsichtlich der Stellen g,:m, erreichen. Dieselben
sind nimlich Bildpunkte der Stelle 2=o0. Da nun diese Stelle mit keinem
Fixpunkt #; zusammenfillt, so kann man die Kreise H; so klein wihlen,
dass keiner derselben die Nullstelle einschliesst. Wenn nachher die p; hin-
reichend gross gewidhlt werden, wird dasselbe auch fir die Kreise K; er-
reicht, da diese die Stellen %; einschliessenden Kreise fiir hinreichend grosse
p; beliebig klein werden (s. oben), und andererseits auch keine Stelle &; in
2==0 liegt. Dies vorausgesetzt, liegt also #=o0 innerhalb R, und folglich
jeder Bildpunkt von z= o innerhalb irgend eines Kreises H; oder K,
und zwar innerhalb desselben Kreises, wie der entsprechende Bildpunkt
von 2z = 0o, da bei jeder Substitution das ganze Gebiet R in ein anderes
itbergeht, welches im Inneren eines Kreises H; oder K; liegt. Wenn man
ferner beachtet, dass jede Substitution B} bez. B;y* (1> o) das ganze von
den beiden Kreisen H; und X; ausgeschlossene Gebiet in ein gewisses
Gebiet innerhalb K; bez. H; verwandelt, und andererseits dass im Producte
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(1) 4,41 und 4, immer verschieden sind, so sicht man ein, dass eine Sub-
stitution
4 A A
? Plp—1 2 M
B?Br ... B;B;

den Bereich R, in einen Theil von Kip bez. Hip iberfithrt, je nachdem

A, >0 oder <o ist (fir ¢, =4, , und mit verschiedenen Vorzeichen von
A, und A,_, wiirde dies dagegen nicht nothwendig gelten). Da dies fiir
das ganze Gebiet R, und seine Abbildungen gilt, so gilt es speciel fiir
die R -Stellen 2 = co und #z =0 und ihre Bildpunkte: die Stellen f£,:1,
und g,:m, liegen beide in K,-F oder beide in Hz-,,- Da nun diese Kreise

von denjenigen [If,,p 4 und H@p +1] verschieden sind, deren Centra in k,-p "

und k,-p 4 fallen, und da die 20 Kreise sich vollstindig ausschliessen; so

lisst sich fiir die absoluten Betriige der in (3) vorkommenden 4 Differenzen
e__p,
L to+1
offenbar auch eine endliche obere Grenze. Hieraus in Verbindung mit der
ersten- der Gleichungen (3) folgt ersichtlich, dass unabhingig vom Vor-
zeichen fiir 4,,, sowie iiberhaupt von der Wahl der Substitution ¥, und
vom Werthe der Zahl p

efc. eine von Null verschiedene untere Grenze angeben, sowie

b

b

(4)

> plonl ¢ [1— pleni! p]

ist, wo P eine (positive) untere Grenze fiir die p; bedeutet, C und D po-
sitive Minimum- bez. Maximum-Gréssen, welche sich bei unbegrenzter Ver-
grosserung von P gewissen festen endlichen, von Null verschiedenen Grenz-
werthen nihern, welche nur von der Lage der Fixpunkte A, k; abhiingen.
Fiir hinreichend grosses P kommt also der Klammerausdruck in (4) —
welcher ja unter Umstinden < o sein konnte — beliebig nahe dem Werthe
1. Es lisst sich somit jedenfalls eine Grésse ¢ < 1 aber > 0 so bestim-
men, dass sobald P hinreichend gross ist

lp+l

|>9- pVe+l
p

und folglich (da g < 1, |4,4,|> 1 ist)

(s |%22|> )

| 2
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wird. Hiermit verbinde man noch die aus (2) unmittelbar hervorgehende
Ungleichheit

[~ piw =P
Il1l>P "Max | by — ki’
welche wiederum auf
(6) Illl > (9P
filhrt — nachdem man, wenn n¢thig, den vorher gewihlten g-Werth hin-

reichend vermindert hat. Aus 5 und 6 folgt

. A

% > EnT

Fir |m,| erhilt man in derselben Weise ganz dieselbe Ungleichheit; nur
muss man moglicherweise fiir g einen kleineren Werth nehmen, da m,
nach (2) nicht ganz dieselbe Form hat, wie /,, und also die Ungleichheit
(6) nicht nothwendig mit dem fritheren g auch fir |m,| gilt. Jedenfalls
kann man aber g so klein (aber > o) wihlen, dass nicht nur |/,| sondern
auch |m,| grosser als das rechte Glied in (7) wird. Wir denken uns ein
solches g gewdhlt. Hinsichtlich f, und g, erinnern wir uns, dass die
Quotienten f,:7, und g,:m, zwischen (endlichen und) von Null verschiede-
nen Grenzen bleiben. Hieraus folgt, dass wenigstens fiir einen hinreichend
kleinen g, < g aber > o weder |f,]| noch |g.| kleiner als oder gleich

A

(911’)>’:I "
sein kann. Und dies heisst mit anderen Worten: es lisst sich eine Grosse
9 >0 so bestimmen, dass nicht nur |/,| und |m,|, sondern auch |f,| und
|9.| grosser als das zweite Glied in (7) werden — immer unter der Vor-
aussetzung, dass P hinreichend gross ist (und somit die p; hinreichend
gross). Jetzt sei g eine beliebige, gegebene positive Grosse. Nach dem
vorigen ist es moglich, einen P-Werth so zu bestimmen, dass die Ungleich-
heit (7) und die drei analogen fiir diesen P-Werth und alle grdsseren gelten,
wenn ¢ einen gewissen festen Werth hat (und — wie immer vorausgesetat
wurde — in jedem Falle die p;, welche die Coefficienten /, etc. niher be-
stimmen, simmtlich grosser als P sind). Wenn néthig, vergréssern wir
jetzt P so, dass gP > g wird. Dann gelten die vier genannten Ungleich-
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heiten @ fortiori, wenn man ¢ statt gP einfithrt. Da nun ferner, der
obigen Herleitung gemdss, jene Ungleichheiten nicht an einer bestimmten
Substitution gekniipft sind, sondern unter den angegebenen Voraussetzungen
hinsichtlich g und P fiir jede Substitution der Grappe I' gelten, so folgt:
bei gegebenem, beliebigern ¢ ldsst sich ein P so bestimmen, dass sobald
alle p, > P sind, die absoluten Betrige der Coefficienten g,, b,, c,, d, einer
beliebigen in unimodularer Form geschriebenen Substitution ¥, der Gruppe

I’ je grosser als
qInd v,

sind, w. z. b. w.

Erweiterung des Satzes. Die Annahme, dass die ¢ Substitutionen
hyperbolisch sein sollten (die p; reell und positiv), haben wir bisher nur der
Einfachheit wegen festgehalten. Der Satz gilt (mit |p;| statt p) eben so
gut, wenn sie (alle oder theilweise) loxodromisch sind. Der Beweis ist

grosstentheils wortlich in derselben Weise zu fithren, doch kdnnen natiir-
lich die Kreise H; und K; jetzt nicht Niveaulinien sein.’ ‘

Die entsprechenden homogenen Gruppen.

Da der Fundamentalbereich E, keine elliptischen oder parabolischen
Ecken aufweist, und da jedenfalls fiir hinreichend grosse p; auch keine
»secundiire Relationen» ? zwischen den Erzeugenden der Gruppe I” bestehen
konnen [sobald, wie wir immer annehmen, die 26 Kreise H;, K; einander
vollstindig ausschliessen, konnen ja, wie schon bemerkt, iiberhaupt keine
Relationen zwischen den B; vorhanden sein] so ist die Gruppe I" in fol-
gender Weise »isomorph spaltbar»:® wenn man von den Substitutionen B;,

— ’ LiZ+M’i
B":{z’NiZ+P:}’

! Bei Voraussetzung von parabolischen Substitutionen (4usserlicher Beriithrung zweier
Kreise H; und K;) behauptet — beiliufig gesagt — BURNSIDE (1. ¢. p. 57), dass der
von ihm bewiesene Satz sich auch in diesem Falle durch eine sehr einfache Modification
der Beweisfithrung darlegen ldsst, ohne dass die Art dieser Modification niher angegeben
wird. Auch bei Fricke-KLriN (4wtom. F. 11, 1, p. 166) wird diese Behauptung BurN-
sIDE's hervorgehoben. Ist aber dieselbe wirklich richtig?

* Fricke-KiEmy, L e, I, p. 175.

® Ibid. p. 200.

Acta, mathematica. 29, Imprimé le 13 mars 1905. 86
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wo L;, M; N, P, die unimodulare Form

CEp—hpt o hik(pi—pi)
Li=——p > M=—""7 T
, —1 —1
P Lt = hipi— kipi

M_ hi—k; ° Pi—‘ hi— k;

haben (welche aus (2) fir A== 1 hervorgeht], zu den homogenen Substitu-
tionen C;, '

‘ t, Lit+ Mw
(8) C, =
v, Nit+ Pw

iibergeht, so bestimmen die o wnimodularen Substitutionen C; als Funda-
mentalsubstitutionen eine homogene ternire Gruppe A, welche mit I” ho-
loedrisch isomorph ist [und eine &hnliche Gruppe geht hervor, wenn man
in (8) fir gewisse bez. fiir alle ¢ die vier Coefficienten mit — 1 multipli-
cirt; wir bestimmen uns aber jetzt eben fiir die Form (8)).

Da die Fundamentalsubstitutionen der Gruppe A simmtlich unimodu-
lar sind, so ist auch jede zu A gehérende Substitution unimodular. Die
Relationen (2) und (3) gelten somit — mutatis mutandis — noch fiir die
Gruppe A, da sie unimodulare Form der entsprechenden I-Substitutionen
voraussetzen. In der That sind aber jene Gleichungen so gebildet, dass
sie ganz unmittelbar (ohne Zeicheninderung) die Coefficienten bez. Coeffi-
cientenrelationen auch fiir die A-Substitutionen U, angeben (was doch jetzt
unwesentlich ist).

Offenbar lisst sich der obige »>Hiulfssatz> auch auf die Gruppe A
ibertragen:

Abgeidnderte Form des Hiilfssatzes: Der Satz lisst sich so modificieren,
dass man statt die nicht-homogene Gruppe I" zu betrachten und dabei uni-
modulare Form vorauszusetzen, die unimodulare homogene Gruppe A einfihrt;
der Wortlaut des Satzes bleibt iibrigens ganz derselbe.

Modification der Poincaré’schen £-Reihen.

Die Poixcare’schen &-Reihen sind bekanntlich in folgender Weise ge-
bildet.
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Es liege eine lineare homogene Substitutionsgruppe @ in # Verinder-
lichen vor, etwa mit ¢ Fundamentalsubstitutionen A, (wie oben in der Ein-
leitung). Dann ist es immer mdoglich, eine Fucus'sche Gruppe # mit dem
Einheitskreise als Hauptkreis zu bestimmen, welche mit 8 in der Weise
isomorph ist, dass jeder §-Substitution eine bestimmte @-Substitution ent-
spricht [ und @4 (1,r)-deutig isomorph]. Man ordne die (immer ab-
zihlbare) Menge der #-Substitutionen in irgend einer Weise in eine ein-
fache Reihe

So(7), 8i()5 .-, S.(). .. &=1)

Jeder Substitution S, entspricht also eine bestimmte 6-Substitution 7.
Man bezeichne zur Abkiirzung mit

T vyi
den Ausdruck, in den sich y; verwandelt, wenn man 7, auf ein System
von n Gréssen y,,¥,, ..., ¥, anwendet; also
n
Ty, = ,El aly,, (i=1,2,...,%)
wenn
T, = (a®)). (G x=1,2,...,n)

Die &-Reihen haben die Form

(9) &(n) = S (T B (S.y)) (djf)"‘ (=,

v=0

wo H, (%), H,(y), ..., H,(y) rationale Functionen bedeuten, welche niemals
fiir || = 1 unendlich gross werden, und m eine ganze positive Zahl > 2.
Eine leichte Uberlegung zeigt, dass wenn die unbedingte Convergenz dieser
Reihen vorausgesetzt wird, die einfache Relation

Ez‘(Srz ) = (_dg%])"‘ T#Ei("?) = (7/17 + a/t)mT#Ei(’Y)

besteht, wobei die Bezeichnung

S

_ap+

v

Y e a0, —f,r, =1,
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vorausgesetzt wird.! In dem Falle, wo die Gruppe & lauter elliptische
Substitutionen enthilt, lisst es sich zeigen, dass jene Convergenz fiir -
Werthe innerhalb des Einheitskreises wirklich stattfindet, nur mit Aus-
nahme filr gewisse nirgends gehiufte Stellen. Wenn dagegen parabolische
Substitutionen vorhanden sind, so kann die Convergenz nur unter der Vor-
aussetzung bestehen, dass diejenigen Fundamentalsubstitutionen von 8, welche
parabolischen Substitutionen in & entsprechen, Fundamentalgleichungen be-
sitzen, deren simmtliche Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich 1
sind. Diese wesentliche Beschrinkung hat zur Folge, dass die &-Reihen
nur in sehr beschrinkter Weise angewandt werden konnen, wenn es sich
um die RiEMANN’sche Existenzfrage handelt: nur unter der schon oben
angedeuteten, sehr wesentlichen Specialisirung lisst sich, wie Herr ScHLE-
SINGER gezeigt hat, die Existenzfrage mittels der &-Reihen entscheiden.
Anders scheint es sich aber zu verhalten, wenn man die Form der Reihen
in geeigneter Weise modificiert.

Zunichst werden wir uns jetzt, ohne direkte Riicksicht auf die RIE-
MaNN'sche Existenzfrage, mit einer moglichen Modification der &-Reihen
beschiftigen.

Wir setzen vorldufig nur voraus, dass bei gegebenen, im endlichen
liegenden Stellen e, ,e,, ..., e, und gegebenen Fixpunkten %, k; fir die
o Fundamentalsubstitutionen B; einer nicht-homogenen Gruppe I' der oben
beschriebenen Art, wenigstens fiir alle |p;|, welche je > ein gewisses P
sind, Functionen #(x) und v(z) angebbar seien, welche, wenn z die Schnitte
(€,00)...(e,00) im positiven Sinne iiberschreitet bez. die homogenen Sub-
stitutionen C,...C,, welche den B; entsprechen (s. oben), erfahren, sonst
aber in der ganzen z-Ebene holomorph sind.

‘Dies vorausgesetzt, betrachten wir jetzt eine »normale Fucas-sche
Differentialgleichung» zweiter Ordnung

(10) 29— o)y,

' PoiNcARE, Acta Math. 5, p. 232. ScHLESINGER, Handbuch, II, 2, p. 347.

* Eine Punktmenge, welche im Inneren des Kreises |7|=1 keine Haufungsstellen
hat, bezeichnen wir kurz als innerhalb des Kreises »nirgends gehiuft» — was natiirlich
etwas anderes als »nirgends dicht»> ist, sowie auch etwas anderes als »isolirt».
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fiir welche die endlichen wesentlichen singuliren Stellen eben die gege-
benen ¢, ...¢, sind, und die zugehorigen Fundamentalsubstitutionen

4,,4,,..., 4,

der projectiven Monodromiegruppe 8 simmtlich parabolisch sind, sowie auch
die Umlaufssubstitution
A, = ATV A7 A

Es ist somit « eine eindeutige Function eines Integralquotienten » innerhalb
des Einheitskreises || = 1. Und zwischen den o Substitutionen 4, ... 4
bestehen (da keine elliptischen Substitutionen vorkommen) keine »Funda-
nmentalrelationen». Dass eine solche Differentialgleichung wirklich existieren
muss, ldasst sich bekanntlich mittels der von PoixcArRf und Kreix her-
rithrenden »méthode de continuité» nachweisen.’

Da auch zwischen den B; keine Relationen bestehen, so werden be-
kanntlich die beiden Gruppen /" und & holoedrisch isomorph, und zwar so,
dass B, B,,..., B, bez. mit 4, 4,, ..., 4, correspondiren. Da nun,
wie wir sahen, andererseits zwischen I' und A holoedrische Isomorphie
besteht, so sind also auch # und A holoedrisch isomorph (so dass .4; mit
C; correspondirt). Als Folge hiervon im Verein mit der Eindeutigkeit von
# als Function von 7 erkennt man sofort: wenn die postulirten Functionen
t(x) und v(x), wie wir es jetzt thun wollen, als mehrdeutige Functionen
einer Stelle der wumzerschnittenen x-Ebene aufgefasst werden,? so sind sie
als Functionen von w eindeutig:

mit der Eigenschaft

¢(S,7) = a,0(y) + b.¢(7),

- 98 =cp(n) + dd(n)
wo S, eine beliebige Substitution der in einfacher Reihe geordneten Gruppe

' Es wiirde iibrigens fiir unseren jetstigen Zweck hinreichen, dass es Differential-
gleichungen zweiter Ordnung giebt, welche der genannten »subordinirts sind. Vgl,
ScHLESINGER, Handbuch ete. 11, 2, p. 383—84.

! Es handelt sich hier natiirlich um die mehrdeutigen Functionen, welche durch
irgend ein Element der urspriinglichen Function #(z) bez. v(2) bestimmt werden.
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& bedeutet, a,, b,, c,, d, die Coefficienten der entsprechenden A-Substitu-
tion U, (wie oben).

Die Abwesenheit von Relationen zwischen A4, ... A4, hat natiirlich auch
zur Folge, dass & und 6 (r, 1)-deutig holomorph sind. Wir kénnen also
bei der Bildung der &-Reihen (9) formal gesehen eben die gegenwirtige
Gruppe & benutzen. Aber freilich ist hierbei im allgemeinen nicht an
Convergenz zu denken, da sogar alle Fundamentalsubstitutionen von & pa-
rabolisch sind. Wir werden es aber jetzt versuchen, die Reihen so zu
modificieren, dass Convergenz erreicht wird, und zwar mit Hilfe der postu-
lirten Functionen #(x) = ¢(3), v(z) = ¢(y). Man setze in der That, &
durch y ersetzend,

oo ey B8 ) (A8 \™
(11) v }.’z’(’?)_Z{T“ ga(Sy?y)}( dy > .

y=0

Wir werden zeigen, dass diese Reihen, von einer nirgends gehduften Menge
von 7-Werthen abgesehen, iiberall innerhalb des Einheitskreises || = 1
unbedingt convergiren, sobald die oben mit p; bezeichneten Grossen hin-
reichend gross sind (wogegen m nur > 2 sein soll).

Man weiss, dass die Poincari’schen Thetareihen

(2) Y E(sy)(*82)"

y=0

diese Convergenz aufweisen, wenn m > 2. Jedem Gliede von (12) ent-
spricht aber ein Glied in (11) mit » Partialgliedern. Es hat nimlich (11),
ausfiihrlicher geschrieben, die Form

NS g B SU | (S )\
Xz(’?) = Z{Z‘Au) ?(Sv;/; }< dvv) ’

v=0 | x=1

wo AY Coefficienten der Substitution 7' bedeuten (und also zur Deter-
minante der directen Substitution 77 als Subdeterminanten gehéren, falls
die Gruppe @ unimodular ist, was wir doch jetzt keineswegs voraussetzen).
Hieraus folgt, dass mit Sicherheit unbedingte Convergenz der Reihen (11)
stattfindet, falls die Quotienten

(»)
(13) A
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dem absoluten Betrage nach unterhalb einer endlichen Grenze bleiben.
Dies kopnen wir aber jetzt bewirken. Wenn die Coefficienten zweier li-
nearer homogener Substitutionen in # Verinderlichen dem absoluten Be-
trage nach kleiner als 4 (> o0) bez. B (> 0) sind, so sind die Coefficienten
der aus diesen beiden Substitutionen (in der einen oder anderen Ordnung)
zusammengesetzten Substitution absolut genommen <n.A4B. Hieraus folgt:
wenn M eine solche positive Grosse bedeutet, dass die Coefficienten der
Fundamentalsubstitutionen A; (i=1, ..., ) der Gruppe 6 und ebenso der
inversen A;' dem absoluten Betrage nach durchgehends < M sind, so
miissen die Coefficienten einer §-Substitution, welche sich aus g successiven
A; und A;?' zusammensetzen lisst, absolut gemommen kleiner als

M. (nMy—" = w1 M*

sein, und folglich auch <(nM)*. Dies gesetzt, betrachte man eine be-
stimmte &-Substitution S, und die entsprechende A-Subst. U,y. Beide
haben einen bestimmten »Index», welcher auch fiir beide denselben Werth
hat, #= 2| A| (s. oben). Die entsprechende (eindeutig bestimmte) 6-Sub-
stitution T),, sowie auch die inverse 77, ldsst sich natiirlich immer aus
successiven A; und A;?' zusammensetzen (obgleich méglicherweise auch aus
einer geringeren Anzahl, da die Isomorphie zwischen # und & bez. A
nicht holoedrisch vorausgesetzt wurde). Bs ist somit | 4%)| <|nM|?. Wir
wiihlen jetzt eine positive Grisse ¢ > nM und nehmen die Gréssen |p;|
saémmtlich so gross, dass (nicht nur die fir dieselben immer vorausgesetzten
Bedingungen erfiillt sind, sondern auch) |a,| und |4,| > ¢° werden, was
nach dem Hilfssatze moglich ist. Andererseits: wenn y so gewdhlt wird,
dass ¢(x) nicht verschwindet, so kann man den Quotienten (13) in der
Form

AY
(14) O
" /'(”){ on Ell

schreiben. Zufolge des soeben iiber die 4 und a, gesagten, liegt also der
absolute Betrag des Quotienten (13) unabhingig von v unterhalb einer end-
lichen Grenze, falls fiir die Grosse

=IZ(77>+6—”

ay

¢ 4 b
(15) lm)+ay
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eine. von Null verschiedene untere Grenze angebbar ist (es wurde hier
¢:¢ =z gesetzt). Dies ist aber zufolge unserer Annahmen wirklich der
Fall, nur mit Ausnahme fiir eine im Inneren des Kreises 5| = 1 nirgends
gehiufte Menge von 7-Werthen, wie man folgendermassen einsehen kann.

Als Quotient zweier eindeutiger Functionen ist z eine eindeutige
Function von % (fiir | 7] <1). Bei Ausiibung einer Substitution der Gruppe
# auf % #4ndert sich z mnach der entsprechenden Substitution der mit &
holoedrisch isomorphen Gruppe I’ (durch deren Spaltung die homogene
Gruppe A entstand). Der Functionszusammenhang zwischen » und z kann
auch einfach so ausgedriickt werden, dass sie beide Functionen von z mit
denselben Verzweigungsstellen, niimlich e, ,e,,..., e, und ¢,., = 0o, sind.’
Einer beliebigen Stelle 7, im Inneren des Kreises |7|= 1 entspricht eine
bestimmte x-Stelle x,, welche von den Stellen ¢ ,...,e,, ¢, = co ver-
schieden ist. Und in der Umgebung von 7, ist # holomorphe Function
von 7. Andererseits wurde angenommen, dass ¢ und ¢ in der Nihe von
# = x, holomorph sind; folglich werden ¢ und », d. h. ¢(%) und ¢(3)
in der Nihe von % =y, holomorphe Functionen von 7. Der Quotient
2= ¢:¢ ist also tiberall innerhalb des Kreises |7|= 1 meromorphe Func-
tion von 7. Dem Werthe 2= o entspricht, da derselbe (wie oben an-
genommen wurde) innerhalb R liegt und also nicht zu den »Grenzpunkten»
der Gruppe I' gehort, eine gewisse Menge M von %-Werthen innerhalb
des Kreises |7|= 1. Diese Menge kann, auch wenn sie unendlich ist, im
Inneren des Kreises keine Hiufungsstellen haben, weil eine solche die
Meromorphie aufheben sollte. Die mit 2= 0 im Sinne der Gruppe I’
congruenten #, d. h. die Stellen — (b, : 4,) correspondiren je mit einer Menge
M,, welche im Sinne der Gruppe & mit M congruent ist, und ganz wie
M keine Hiufungsstelle mit || < 1 haben kann. Es kann auch die Ge-
sammtheit M aller dieser Mengen M, M,, M,, ... nur auf der Kreisperi-
pherie Hiufungsstellen haben. Denn eine Haufungsstelle fir M muss offen-
bar auch den Grenzstellen der Gruppe I' angehéren. Es ist, m. a. W.,
M ecine im Inneren des Einheitskreises nirgends gehiufte y-Menge (fiir
welche aber »die derivirte Menge»> M’ aus simmtlichen Punkten der Kreis-
peripherie besteht). Ganz ihnliches gilt auch fiir die Gesammtheit N aller

! Hieraus folgt natiirlich nicht, dass auch 7 eindeutige Function von z wird, da
2 nicht als eindeutige Function von z nachgewiesen ist.
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7-Stellen, fiir welche ¢ : ¢ =0 [2=¢:¢ unendlich gross] ist, oder welche
mit solchen Stellen congruent sind. Dasselbe gilt [da ¢ und ¢, fiir sich
betrachtet, holomorph sind, sobald |y| < 1] auch far die Menge M, bez.
N, derjenigen »-Stellen, welche fiir ¢ bez. ¢ Nullstellen oder mit Null-
stellen congruente Stellen sind [da fir |y| <1 ¢ und ¢ endlich sind,
hat man M, = M 4 eine eventuelle nirgends gehiiufte z-Menge mit
¢ =¢ =a,0+b¢=0, aber z nicht ==o0; und analog fir N;J. Und
M, N, bilden dann natiirlich auch zusammengenommen eine im Inneren
des HEinheitskreises nirgends gehéufte Menge.

Jetzt wihlen wir im Kreisinneren eine Stelle %, welche nicht zur
Menge M, gehért und andererseits fiir ¢(») nicht gerade eine Nullstelle
ist. Dann ist der entsprechende z-Werth von jeder Stelle — (b,:4,) [dar-
unter # = — (b, @,) = o einbegriffen] verschieden, und gehoért auch nicht
zu den Grenzstellen der Gruppe /. Es lisst sich somit eine von Null
verschiedene untere Grenze fiir (15) angeben. Folglich ist (s. oben) die
Reihe (11) unbedingt convergent, falls 7 nicht mit einer co-Stelle der
Function H,(») congruent oder zusammenfallend ist. Nun sind innerhalb
|7] = 1 nicht nur diese letztgenannten Stellen nirgends gehiuft, sondern
auch die Menge M, 4+ Nullstellen von ¢(7) hat, dem gleich oben gesagten
gemiss, diese Eigenschaft. Wir haben also wirklich bewiesen, dass unter
den obengenannten Voraussetzungen die Reihe (11) fiir |7]| < 1 unbedingt
convergirt, nur mit Ausnahme fiir eine nirgends gehiufte »-Menge.

Hierbei kann nachher bemerkt werden, dass die Convergenz auch fiir
gewisse unter den bei unserer Beweisfithrung ausgeschlossenen Stellen noch
besteht (oder bestehen kann). Es sind dies die Nullstellen von ¢, welche
nicht zugleich Nullstellen von ¢ sind; fiir solche Stellen (wenn sie existiren)
ist ¢(S,) = a,¢(y), was im Verein mit den Eigenschaften der Coefficienten
a, zur Folge hat, dass der Quotient (13) dem absoluten Betrage nach unter-
halb einer endlichen Grenze bleibt. Fir ¢ = ¢ = o wird dagegen im all-
gemeinen jedes Glied der Reihe unendlich gross.

Nachdem wir also die mit den erwiihnten Ausnahmen bestehende wun-
bedingte Convergenz unserer Reihen dargethan haben, sieht man leicht ein,
dass in einer hinreichend kleinen Umgebung einer beliebigen Convergenz-
stelle die Convergenz auch gleichmdssig ist (so dass also die Reihen mit
Sicherheit analytische Functionen darstellen). Es folgt dies daraus, dass

einerseits jene gleichmissige Convergenz bei den Thetareihen stattfindet,
Aota mathematéea. 29. Imprimé le 8 juin 1905, 37
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andererseits die unbedingte Convergenz der y-Reihen in der oben angege-
benen Weise aus derjenigen der Thetareihen folgt.
Wenn wir jetzt die # Reihen y;, durch zugehérige Thetareihen di-
vidiren, also #» Functionen
_ 24(n)
Y = )
bilden, so haben diese Quotienten, ganz wie die analogen, mit conver-
genten {-Reihen gebildeten, die Kigenschaft, die Substitutionen A, ...A, zu
erfahren, wenn man auf 7 bez. die Substututionen 4, ... 4, ausibt, und
folglich auch als « positive Umliufe um die Stellen e, ...e, vollzieht.
Inwieweit diese y, auch den iibrigen Bedingungen der gestellten Auf-
gabe geniigen, werden wir jetzt zusehen.

Reduction der aufgestellten Existenzfrage auf den Fall n = 2.

In der Umgebung einer von den e...¢,, e,,, verschiedenen xz-Stelle
sind die %, [d. h. alle Zweige der #:;] meromorph (bez. holomorph). Wenn
néimlich zuniichst angenommen wird, dass die entsprechenden % mit keiner
Nullstelle von ¢(7) und mit keiner co-Stelle.einer Function H,() zu-
sammenfillt oder congruent ist, so werden nicht nur die Reihen (%)
sondern auch die y;(y) fir den fraglichen z-Werth (absolut) convergent
und in der Umgebung desselben holomorph (obgleich natiirlich unendlich
vieldeutig, den verschiedenen zur z-Stelle gehérenden % entsprechend). Bei
einem z-Werth, fiir den die entsprechenden (unter einander congruenten)
7 eine co-Stelle von H,(y) enthalten, wird bekanntlich (und aus leicht er-
sichtlichen Griinden) ein Glied der Reihe @, wie eine rationale Function
unendlich gross, wihrend dje iibrigen fiir sich eine convergente Reihe
bilden, weshalb die ganze Reihe sich meromorph verhilt. Diese Mero-
morphie geht auch auf die y-Reihen iiber, indem auch hier ein ent-
sprechendes Glied wie eine rationale Function unendlich wird (doch kann
hierbei sogar Holomorphie eintreten, wenn zwei verschiedene H, gleich-
zeitig unendlich werden, wobei eine Compensation denkbar ist). Der Ein-
fachheit wegen nehmen wir an (obgleich dies nicht nothwendig ist, vgl.
unten), dass die co-Stellen der Functionen H;(S,5) von den Nullstellen der
Functionen ¢(S,7) vollstindig getrennt liegen. Was nun die Nullstellen
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von ¢(S,y) betrifft, so nehmen wir zunichst an, dass einem gewissen 2-
Werthe (unter anderem) ein 7-Werth entspricht, fir den ¢(7) = o ist,
ohne dass ¢(x) = o. Fir diesen y-Werth wird im allgemeinen das erste
Glied einer y-Reihe unendlich gross; fiir die congruenten 7 je ein anderes
Glied; die restierenden Glieder bilden aber in jedem Falle eine convergente
Rethe; dies ergiebt sich in ganz derselben Weise, wie oben die Convergenz
der ganzen Reihe bei einem beliebigen »-Werthe (wie wir sahen, hingt
dieselbe wesentlich davon ab, dass die Gruppe I” eigentlich discontinuirlich
ist). Etwas anders liegt die Sache, wenn in der fraglichen y-Menge ein
7-Werth vorkommt, fiir den ¢(5) = ¢/() = o0 ist. Dann verschwinden in
der That

e(Sy) = ae(n) +b¢(n), ¢Sy =ce(y) + dd(y)

unabhingig von v [oder m. a. W.: fiir den fraglichen #(==,) verschwinden
alle Werthe der unendlich vieldeutigen Functionen ¢(z) und »(x)] weshalb
im allgemeinen alle Glieder einer y-Reihe unendlich gross werden. In
einer hinreichend kleinen Umgebung eines »-Werthes 7, der fraglichen
Werthgruppe bleibt, da ¢(7) holomorphe Function von « ist, |(x—=,)*: ¢ ()]
unterhalb einer endlichen Grenze, falls £ einen gewissen ganzen positiven

Werth hat. Wenn andererseits lim #(») von Null und von jedem mit der
N="%e
Stelle Null .congruenten z-Stelle [— b,:a,] verschieden ist, so bleibt auch

der inverse Werth des Ausdruckes (15), aus oben angegebenen Griinden,
unterhalb einer endlichen Grenze. Da dasselbe auch fir | 4% a,] gilt, so
resultirt, dass der Quotient (14) nach Multiplication mit (x — ,)* in der
Umgebung von 7, innerhalb endlichen, von v unabhiingigen Grenzen bleibt.
Hieraus folgt Meromorphie der y-Reihe an der betrachteten Stelle: es kann
keine Verzweigung in Frage kommen, da der betrachtete x nicht fiir £(z)
oder v(x) Verzweigungsstelle ist, und andererseits hat die mit (z — z, )*
multiplicirte Reihe, zufolge des soeben gesagten, fiir # = x, einen endlichen
Grenzwerth. Es liegt aber auch die Maoglichkeit vor, dass fiir irgend
einen y-Werth 2 = — b,:a, ist. Dann wird der inverse Werth von (15)
fir diesen p-Werth unendlich gross, aber — ganz wie oben — so, dass
nach Multiplication mit einer gewissen Dignitit (x — ,)" einen endlichen
Grenzwerth hervorgeht. TFiir die iibrigen v bleibt aber — auch ganz wie
oben — jener inverse Werth unterhalb einer (von » unabhingigen) end-
lichen Grenze. Hieraus im Verein mit dem gleich oben gesagten folgt
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sofort, dass die Reihe nach Multiplication mit (x — z,)"** einen endlichen
Grenzwerth erhilt, indem der Grenzwerth eines gewissen einzelnen Gliedes
einen gewissen endlichen Werth hat, wihrend die Summe der iibrigen
Glieder gegen Null tendirt. Die Meromorphie bleibt also offenbar auch
jetzt bestehen.

Da also in den Ausdriicken fiir die n Functionen y; sowohl Zihler
als auch Nenner, als Functionen von z betrachtet, wenigstens von den Stellen
e...e, e, abgesehen, sich iiberall wie rationale Functionen verhalten, so
gilt dasselbe auch fiir die Quotienten y; selbst.

Was nun endlich die Stellen ¢,...¢,, ¢,,, betrifft, so haben bekannt-
lich die Thetareithen der jetzt fraglichen Art, als Functionen von z be-
trachtet, auch an diesen Stellen den »Charakter der Bestimmtheit» (wenn
auch nicht den Charakter rationaler Functionen). Fir die y-Reihen ist
ein ihnliches Verhalten durchaus nicht zu erwarten, falls schon die Func-
tionen #(z) und wv(z) sich an den Stellen e; nicht bestimmt verhalten.
Aber auch die Annahme, dass alle ¢; fiir ¢(z) und v(x) Bestimmtheits-
stellen sind, ermdglicht (so viel wir haben finden konnen) nicht den Beweis,
dass die y-Reihen ein @hnliches Verhalten aufweisen. Bei speciellen An-
nahmen iiber die Gruppe 8 kann dies wahrscheinlich eintreffen, kaum aber
in allgemeinen. Unter dieser Voraussetzung verlieren also auch die Func-
tionen y; an den Stellen ¢ den Charakter der Bestimmtheit. Der Bestimmt-
heitscharakter dieser Stellen wurde auch bei der obigen Fragestellung nicht
erfordert. ‘

Die Forderungen unseres Problems sind somit jetzt simmtlich erfiillt
nur mit Ausnahme fiir diejenige, dass die y; an allen von den ¢; verschie-
denen Stellen holomorph sein sollten. Da aber Meromorphie schon erreicht
ist, so kann man durch eine einfache Modification Holomorphie erreichen:
man hat nur simmtliche y; durch eine eindeutige, mit Ausnahme fiir den
¢; holomorphe Function F(z) von # zu multipliciren, deren Nullstellen die
co-Stellen der y; compensiren. Die n Functionen

F(x).y,

haben dann alle verlangten Eigenschaften. |

Das Resultat der obigen Untersuchung lisst sich folgendermassen zu-
sammenfassen:



Eine Verallgemeinerung des Riemann’schen Problems. 293
Es seien e, ¢,, ..., e, gegebene im Endlichen liegende z-Stellen. Ferner
betrachte man ¢ lineare Substitutionen in der Ebene einer anderen Ver-
dnderlichen z:
z’—-—h,- 9 Z—h.'
2 — I i z—k; (i=1,2,...,0)

wo I, k;, p; die Bedingungen erfiillen, dass die 7, und #; (die Fixpunkte)
20 von einander getrennte Stellen der #z-Ebene sind, welche auch simmt-
lich von der Stelle z = o getrennt liegen, und andererseits die absoluten
Werthe der (reellen oder imaginiren) Multiplicatoren p; grésser als Eins
sind (also die Substitutionen hyperbolisch oder loxodromisch). Von diesen
(¢, 2)-Substitutionen gehe man durch »Spaltung» zu wnimodularen homo-
genen (', v'; ¢, v)-Substitutionen
¢,C,,...,C,

2

itber. Es kann gefragt werden, ob bei gegebenen Werthen der %, &; und
p; (welche die genannten Bedingungen erfiillen) Functionen ¢(z) und v(x)
immer existiren, welche beim Uberschreiten (in positiver Richtung) von
Schnitten (¢,c0...€,00) bez. die Substitutionen C,...C, erleiden, sich aber
sonst im Endlichen iiberall wie ganze rationale Functionen verhalten. Wir
ersetzen aber diese Frage durch die folgende, in welcher viel weniger ver-
langt wird: Ist es moglich, die 20 Stellen %; und k; so zu bestimmen,
dass, wenn nachher eine beliebig grosse positive Zahl P gewihlt wird,
immer ein Werthsystem p, , p,, ..., p, mit ‘

|2|>P,|p|>P,...,|0.|>P

iberhaupt gefunden werden kann, welches im Verein mit den &, k;, Sub-
stitutionen C; geben, fiir welche Functionen ¢(z) und v(z) mit den ge-
nannten Kigenschaften existiren? Wenn diese Verhiiltnissmissig sehr be-
scheidene Existenzfrage im bejahenden Sinne zu beantworten ist (was wir
hier nicht bewiesen haben) dann gilt dasselbe — dies ist unser Resultat
— auch fiir die in der Einleitung formulirte Existenzfrage in ihrer vollen
Allgemeinheit. ‘

Wir kniipfen hieran noch folgende Bemerkungen. Es ist wohl kaum
za bezweifeln, dass die soeben erwihnte, auf den Fall » = 2 sich be-
ziehende Existenzfrage im bejahenden Sinne zu beantworten ist. Doch
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habe ich bisher einen strengen Beweis hierfiir nicht durchgefiithrt. Es sei
mir indessen gestattet, iiber diese Frage folgendes zu bemerken.

Zunichst ist leicht ersichtlich, dass man im jetztigen Zusammenhange
die genannte Existenzfrage ein wenig modificiren kann, so dass noch we-
niger verlangt wird. Dies beruth darauf, dass der oben benutzte Hilfssatz
sich in der That auf folgende Weise modificieren lisst. Fiir die 20 Grossen
h;, k; braucht man nicht bestimmte Werthe vorauszusetzen, sondern kann
dieselben als unbestimmte Grdssen betrachten, welche nur folgenden Be-
dingungen unterworfen sind: fir |&]|, |&]|, |k — &|, |2 — k], |2 — K]
II:,- —_ kjl, wo j Z i, sollen von Null verschiedene untere Grenzen existiren,
und andererseits fiir », und %; endliche obere Grenzen. Man bestitigt sehr
leicht, dass der oben gegebene Beweis des Satzes noch unter diesen Vor-
aussetzungen giiltig bleibt. Dementsprechend kann auch die auf den Fall
n = 2 sich beziehende Frage, auf welche sich die Hanptfrage reducirte,
so abgeidndert werden, dass man fir die A, k; ganz dieselbe Art von Un-
bestimmtheit voraussetzt, was geeignet sein kann, die Behandlung der
Frage zu vereinfachen. Bei dieser Behandlung scheint es andererseits vor-
theilhaft zu sein konnen, fiir die Functionen f(z) und v(x) auch den aus-
nahmlosen »Charakter der Bestimmtheit» vorauszusetzen, also zunichst
Differentialgleichungen (zweiter Ordnung) der Fucns’schen Klasse im Auge
zu haben. Dagegen diirfte es nicht viel daran zu denken sein, auch fir
t(z) und v(x) analytische Entwickelungen bilden zu konnen, welche die
vorgeschriebenen functionalen Eigenschaften in Evidenz stellen.

Wenn es gelingt, fiir die soeben besprochene Existensfrage und damit
auch fiir unsere jetztige Hauptfrage (als Existenzfrage betrachtet) eine be-
jahende Antwort definitiv festzustellen, so wird hiermit die ausnahmlose
Losbarkeit der urspriinglichen Riemann’schen Aufgabe nicht dargethan sein.
Hierzu wire noch der Nachweis erforderlich, dass in jedem Systeme von
»cogredientens linearen homogenen Differentialgleichungen auch Gleichungen
der Fucms’schen Klasse vorkommen. Da aber ein solcher Nachweis, ob-
gleich noch nicht erbracht, jedenfalls als denkbar bezeichnet werden muss,
so ist es auch nicht ausgeschlossen, dass die Entscheidung unserer jetztigen
Frage auch fiir das unverinderte RizMann'sche Problem Bedeutung ge-
winnen kann. :

Lund, Februar 1902.




