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]~TUDE D'UNE FONCTION ENTII~RE 

PAR 

J. MALMQUIST 
STOCKHOLM. 

Les recherches de mon Professeur, M. ]~ITTAG-]'JEFFLER, sur los s~ries 1 

ont montr6 l'exis~ence d'une fonctyion enti~re E,(x) ayan~ la p r o p r i ~  
suivante r61atlve ~ la croissance de ]a fonction le long de vec~eurs issus de 
l'origine. Si ~ es~ un nombre r6el saf~isfaisan~ h la condition 

Ea(x) ~endra vers z~ro, si nous ferons croltre x le long du vecf~ur L 
faisan~ l'angle ~ avec l'axe rfiel est posi~f. 

L �9 

7 r  

~r 

2 

t A c t a  m a t h e m a t i c a ,  t .  2 9 . 

A~ta m a g ~ .  29. Imprlml le 6 f~rler  1905. 



204 J. Malmquist. 

Co r~sul~at fair probable l'existence d'une fonction enti~re ne devenant 
infinie que le long d 'un seul vecteur issu de l'origine, et fl est naturel de 
la chercher parmi les fonetions 

~v 
/ - ,~ / ' ( I  + ~aJ 

x 
oi~ ~ est une fonetion de ~ f~ndant vers zero avec - ,  

Y 
Nous prendrons 

I 
av ---~ (log u) a ' 0 < a < I 

et nous allons d6montrer que la fonction entidre 

0og  

tend vers zdro, si x tend vers l'infini le long d'un vecteur issu de l'origine 
ne eo~ncidant pas avee l'axe rgel et positif. 

D'abord, il es~ 6viden~ que G(x) repr~sente une fone~ion enfi~re, ear, 
la fone~ion T ( I - 4 - n )  croissan~ approxima~ivemen~ comme n ", nous avons 

1 1 log 

~ i Y I -}- = L ime  (l~ 0~ ----- CXO. 

Pour ddmontrer la propridt6 6nonc~e de G(x) concernant la croissance, 
considdrons avec M. ]~ITTAG-LEF1?LER l'inf~grale 1 

f I ~z--2 dz 

pris suivant un rectangle R ayant eomme sommets les points 

2 - - z - - i h ,  2 - - r  n + , + i h ,  n + , - - i h .  

I I 
2 t t  

2--~--ih n+~--ih 

loc. cit.  
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Nous choisirons la ddtermination de (log z) ~ que l 'on obtiendra de la 
valeur r4elle pour une valeur rdelle de z par extension analytique= le long 
d'un ehemin situ4 dans R.  Alors on trouvera facilement la valeur 

n 

Z ~v--2 

de l'int4grale eonsider4e, car les seules singularit4s de la fonetion sous le 

signe f sih14es darts R sent 

2 , 3 ,  . . . , n  

et les r4sidus eorrespondan~s 

2 ~ " ~ " ' ' ~  ~ " 

Ensuite, en posant 

z = r q - i t  

nous aurons 

= ~- + ~ _ ~ + ~t = n(~- ,  t) + ~z(~., t) 
(log z) ~ og %]~ + t '  + i are tg 

a v e c  

t 
are t g -  

T 

0 ~- arc ~g leg ~/r' + t "  

i~ (r ,  t) - -  ~ (rcos  aO + t s in aO), 

I ( r ,  t) = I ( - -  r sin aO Jr t cos aO) 

les are tg demeurant entre m ~ et -}-- .  
2 2 
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Pour avoir uno expression do la fonction G(x), nous ferons croltre R 
c'est-g-dire h et n d'une mani~re convenable d6termin6e de la fagon sui- 
vante. ]~crivons l'6galit~ gvidente 

n-I-*-ih n - t -~§  ~--c-t-ih g--s--/h 

f = f + f + f + f  
R 2--~--ih #4-$--~ #-I-t+ih ~--~+ih 

et cherchons ~ faire eroltro h e t  n de mani~re quo los trois premieres in- 
t~grales rec~ignes  tendent vers z~ro. 

]~tudions d'abord l 'int6grale 

n+~+ih 

f I ~z--2 
dz J n+~--ih .[ '  I + 

qui est ~gale 

,4-h 

i ~ " - ~ - -  x r(~ + R(~ + e, 0 + iI(,~ + ~, t)) 
--h 

dL 

Nous aurons une valour approch~e de cette int~gralo en observant quo 
megatl~c 

/t(r, t) > o 

a lieu pour routes les valeurs do r ,  t e n  question; car t et 0 ont m~mes 
signes, si r > o. Alors l'in6galit~ 

I. I I"(I + R(,, + ,. 0 + a(,, -F ~./)) 

-----<r(, + R(,, + ~, 0) ,~T,~ 

est vraie pour routes les valeurs de t entre m h et ~ - h ,  car nous avons I 

i loc. cit. 
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X 

P(x + r + it)r(, + r - -  iO 

. . . .  �9 +,t r ~ i r e _  - )  - -  - -  eC(~+'~ ~ ,  ( I  + - -T  "- . -.-.-7--: 

En posant 

| t '  

n.(, 
1 

n ( , ' )  I +  
8" e -=  ' ( r +  u)' 

1 

nous coneluons de 1~ que la valeur absolue de I 1 est au plus ~gale 

M =  Max / 2h r '§  } 

Supposons que le maximum a lieu pour t =  t.. Faisons ensuite croi~re 
h e t  n .d'une mani~re convenable. Nous allons voix qu'il est suffisant 
de poser 

- Oog ~)" o < p <  , .  

En effet, observons d'abord que l'on a 

Lira ~ - -  o 

d'oi~ 
Lira a(n + ~, t.) -- o, 

p(n + e, t.) = log~(x + e~) 
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05 

Lim~.  : o; 
n 

(Dans la suite nous entendrons toujours par ~, une quantitd qui tend 
I 

vers zdro avec ~) 

par suite 

(I 

et 
/ ' ( I  § R(n § ~, t.)) ----- e -('~176 

car 

de l'dgalitd 

r ( I  § n) ----- e"~ 

2 ~ 7 "n+a-s ~ e "l~ 
(log n) ~ 

et du fair que r est constant nous concluons enfin 

2 - -  , . r + $ ' 2  
(log n)~ 

F(x + R(n + ~, t,)) 
e--n(log n) t--a(l + $~). 

Pour avoir maintenant la valeur limite de M 1 quand n crolt inddfini- 
ment, il nous faut distinguer trois cas diffdrents. I1 pourrait arriver que  
pour certaines valeurs n' de n indgfiniment croissantes 

tn' 
IAmn,= | n' sin aO(n' + � 9  t~,) -"  oo .  

Alors, le denxi~me terme de l'expression de I ( n ' - { - ~ ,  tn . ) en  ddter- 
minera la croissance, d'oh 

r  t,.. (i 'r 
' ( log ~,')~ ( log n')  ~ ~' '  

e a r  
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Dans le deuxi~me cas nous aurons 

.,,=| n sin aa(n" + ~, t.,,) ---- o; 

alors le premier terme de I ( n " +  6, t~,,) dfiterminera la eroissanee, d'oh 
nous eoncluons 

!(n" + ~ , t.,,) = 0o~ ,~")~ ~'' 

eomme prfieedemment, ear sin aO tend vers zdro. 
Enfin nous aurons h eonsiddrer les valeurs n'" de n ind6finiment erois- 

santes et felles que 

t.,,, - - =  k (k positif fini). Lim . . . .  
.,,,=| n s m  aO(n'" + e ,  t.,,,) 

Alors, nous pouvons employer ou bien le premier ou bien le deuxi~mo 
raisonnemen~, mais eomme ils eonduisent t o u s l e s  deux au m~me r6sultat, 
il est d~moutr6, que 1'on a pour routes les valeurs de n ind~finiment crois- 

sautes 

1(~  + ~ ,  t.) = " 

De 1s nous eoneluons 

par suite 

C e~rlC.+~, t.) __  e-=tCn+~, t.) 
e (l~ 

2 ~  ~.n-I- s--2 

-~--O. 

I1 reste ~ g~udier 
6--$tn 

pour des valeurs d e n  ind~finiment eroissantes telles que t. reste plus petit 
qu 'un nombre fixe, cede expression testers, aussi plus petite qu'un certain 
nombre fixe, pour des valeurs de n telles que 

Lim t ~ =  + r 

Aeta raathcmat~a. 29. Imprlm~ le 6 f~vrier 1905. 27 
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elle tendra vers zgro, si l 'on a 

~>0, 

enfm, pour dos valeurs de n telles que 

elle t endm vers z6ro, si 

L im t. = -- oo 

~<2~. 

Par consequent, h e~ n croissant de la mani~re indiqu~e, l ' int~grale 
/1. tendra vers zgro, si ~ satisfait h la seule condit ion 

o<~<2~. 

Passons maintenant  ~ l 'gtude de l ' intggrale 

n+E+ih 
f I Z ~-2 

.I" x + "o 

dz; 

il est ~gale 
n + s  

e 2~r-~'~h - I F(! 4- R(r ,  h) + iI(r ,  h)) 
2--~ 

dr. 

Sa valeur absolue est donc au plus ggale 

Max I r r - ~  
~=~_~....+~ l e " ~ - ~ h - - x l  /~(I + R(r,h)) dr 'e -  V ~ -2-~r.-~ 

2- -$  

L'int6grale 

F(I + R(r,h)) ~ 

qui so prgsente ici, t end  vers zgro, h e t  n croissant de la fagon supposge. 
E n  effet, en d~signant par rh,. une valeur entre h e t  n,  nous aurons 

k h n ~, ~(~ + ~") > (k tlxe) 
R(rh. . ,  h) --~ (log vh..)~ ~ (log n) ~ = k (10g n) ~+~ 
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le premier terme de R(rh,,, h) d6terminant la croissance, car 0 tend vers 
zero. Donc 

f f f  = + =< k' V(~ + R(r~,,, h)) + ~=,-~...hMax r(~ + R(~, h)) 
2--$ h 2--" 

(k' fixe) 

~ . n  

< k" + M (k" fixe) 
: en( logn)l--a-- f l (1 . . I - ,~ . )  

= z . + M ,  

si a A-fl < I, ce que nous supposons. 
Soit rh la valeur de r pour laquelle le maximum M aura lieu. Pour 

dvaluer la limite de M il est suffisant de consid~rer deux eas. En pre- 
mier lieu, pour les valeurs h' de h telles que 

h'=| a sm a0(rh,, h') 
~ - - - 0  

nous aurons 
~ ' I  J r ~ h '  

O(rh,, h') = 2 logh' 

h, 
r~. = lo-~, r~,; 

en effet 
Zh' --'- h'~h', 

d'oh 
~t I + ~h' ~t ! + ch'. 

h') = _ _  = 

Zlog~/~+h '~ 2 Iogh' ' 

ensuite, la condition impos~e ~ h' donne la valour assignee de rh,. 
La valeur trouvde de O(rh., h') montTe que le seconde terme de l'ex- 

pression de R(rh,, h') ddtermine la croissance de cet~e fonetion. Comme 
d'ailleurs 

p(vh,, h') -~ logh'(z -4- ~h') 

nous trouverons donc 

/~(r~., h') = ~ ' ( ~ "  
+ 

(log h') i~-" ' 
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d'oh enfin 

J .  Malmquis t .  

- -  r r  h '  I ," 

h,~,v# - 2  h,~.vh ' a 2 (logh,)a (+~n)  
~ e  r(i  + n(~, h')) = ,~ ~' , a ~ ' ~ ( x + ~ i , ' )  

Examinons  mainfenant  le cas oh h" satisfait  ~ la condi t ion 

L i m  _ ,, rv' 
h"=| s in  aO(~h,, ) h") =j= O. 

Alors 
h" 

rv, = Kth");" " og h" 1 

oh 

Lira  K ( h " )  > o, 

car l ' in6galit6 

entraine 

O(r, h) ~(h) ' = logh avec o < K ( h ) < k  

pour  routes  les valeurs de h suffisammont grandes.  

I1 sui t  de 1~ quo 

r~,, cos aO(r,,,, h") + h" sin r h") 

,, h" - -  ,, h" ,, h" 
--~ g , ( h  )lo--o-o~ "]- K,(h ) logh" = K,(h  )1o--o-~' 

K~ et  K s satisfaisant 

proprigt~ que K. 

Comme d'ailleurs 

nous t rouverons  

la m~mo condit ion quo K ,  

p(u,,, h") = logh"(x + ~,,,) 

hit 

2~(z-,.., h") --- K,(h") Oog h..),+~(~ + ~,,,) 

(k fixe) 

K~ ayant  la m~me 
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et enfin 

h,,@.Tg, --2 

r ( ~  + R (~, , ,  h")) = 

h '  
log rK(h ') ~ (14- ca") 

e 
X3(h,, ) h" (1+ ~'~,,) 

6 (l~ 

$h" 

car nous avons 

K 3 = ~ "  1 + K,  -----h:, + K ( I  + e,,,) > K .  

I1 rdsulte de ces considdrations quo l'int4grale 

h 

f Irr-- ~ r(x + a(~, h)) dr 

I 
tend vers zdro avec h; done 

,+r 

Lim f "~-~ 
I~-R V, 

d r ~  o. 

Ensuite, observons quo dans l'expression M 2 

I(r, h) = h6,, 

car nous avons 

n k' " ---- h~h O<~rsin~0<C(n-]" I)O<~lO-~< log. 

pour les grandes valeurs de n ,  d'ofi 

- -  r sin a @ -4- h cos a 0 = k"h (* .-{- eh) 

Par suite, nous aurons 

Im e2=e--T~=h I V ~ ~  ~--- 0 

si 
~ > o  

213 

(k, k' fixe) 

(k" fixe). 
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d'oh l'on conclut que l'intdgrale I s tend vers zdro, h et n croissant de la 

fagon supposde. 
De mgme, nous pouvons d6montrer que sous la condition 

~<27c 

cette propridt6 appartient aussi h la troisi~me intdgrale I 3 que l 'on obtient 

de I 2 en changeant h e n  - - h ;  ear nous avons 

= h) 

et 

comme prdc6demment. 

I ( r ,  - -  h) = h*~ 

2qous arrivons ainsi au rdsultat que, sous la seule condition 

o < ~ < 2 ~  

les intggrales / 1 , / 2 ,  I 3 tendront vers zgro, le rectangle R se grandissant 
d'une mani~re convenable. De 1~ nous conchons que l'dgalitd 

2--z--ih 

f I ~'~ Lira dz 
' - "  r ( i  + ( lo-~)  2--,,+ih 

--h 
f I a~---+tt 

~--- Limih=| +h e -2 '~ -~ '~ -  i P ( I  + (log-(222~-~-/t))~/2--*+it 

a lieu sous cette m~me condition. 
Par suite, nous aurons 

< Lira 

la( )l 

I~ - ~ ' ~ - ~ -  ~ l r o + R ( 2 - ~ , O ) v  ~ ; ~  
~h 

dt 

dt T ~h 1 

I e - ? t  ~/eTrl(2--~,t)  __ e-~rl(2-$,t) 
[e - ~ - ~ " -  i ]/ '(x + R ( 2 - - ~ , t ) ) Y  ~Ui---g:O dt 



F, tude d'une fonction enti~re. 

l'int6grale dans le dernier membre ~f~nt convergent, car nous avons 

= a ~ ( l o g l f l ) l +  ` (I + *,), 

t 
I ( 2 - - e ,  t)=(log]t]) (i + e,) 

d'o5 
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I ~/O~I(~--~,O ~ e--~I(~--~,O 

r ( i  + R ( 2 -  t)) v --- 7, T) 

t .~ I*I 0+~)4 ~- - (1+.-,') 
~--- e ~ 0~ (l~ ---- d** 

comme dans le second cas traitd plus haut. Par suite, nous pouvons dcrire 

et alors, M(~) a la propridt6 d'etre plus petit qu'un hombre fixe pour 
routes les valeurs de 9~ satisiaisant ~ la condition 

e 1 < 9 ~ <  2zt - -  sl, 

"1 ~tant une certaine quantit~ positive. I1 suit de 1~ que G(x) tend uni- 
formement vers zdro quand x s'aoigne ~ l'infini clans un angle d~termin~ 
~ar l'indgalitd 

, dtant un hombre 19ositif arbitrairement petit. 
Au contraire, quand x s'gloigne h l'infini le long de l'axo rgel et 

positif, G(x) croit au delh de route limite comlne le montre la forme de 
la sdrie reprdsentant G(x). Par uno mdthode directe on pourrait obtenir 
une valeur approchde de G(x), mais cela est sans inter6t en vertu d 'un 
beau thgor~me de M. I:)HRAGMI~N 1 qui contient comme cas particulier le 
rdsulta~ qu'aucune fonction euti~re ayant la m~me propridt6 que G(x) rd- 
lative ~ la croissanee ie long de veeteurs no coinsidant pas avec l'axe r6el 
et positif ne peat  gtre de genre fini. 

Acta mathematica, t. 2 9 . Th6or~me I. 


