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ETUDE D'UNE FONCTION ENTIERE

PAR

J. MALMQUIST

34 STOOKHOLM.

Les recherches de mon Professeur, M. MITTAG-LEFFLER, sur les séries '

-] wv
E"(x) = ;v (1 + av)

ont montré l'existence d'une fonction entiére E,(x) ayant la propriété
suivante rélative & la croissance de la fonction le long de vecteurs issus de
I'origine. Si ¢ est un nombre réel satisfaisant 4 la condition

T ) T
a, <g<2r—ag

E,(x) tendra vers zéro, si nous ferons croitre # le long du vecteur L
faisant l'angle ¢ avec l'axe réel est positif.

L

YR}
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204 J. Malmquist.

Ce résultat fait probable l’existence d'une fonction entiére ne devenant
infinie que le long d'un seul vecteur issu de I'origine, et il est naturel de
la chercher parmi les fonctions

wv
z, I'(t + va,)
. I
ol a, est une fonction de y tendant vers zero avec =

Nous prendrons
I

c!"=(1ogv°"

oa<1I

et nous allons démontrer que la fonction entiére
G() =Z e
11 + o)
(log v)*
tend vers zéro, st x tend vers Uinfini le long d'un vectewr issu de Uorigine
ne coincidant pas avec U'axe réel et positif.
D’abord, il est évident que G(z) représente une fonction entiére, car,
la fonction I'(14-m) croissant approximativement comme %*, nous avons

1

Lim | 7'(1 4 2) " Lim R — o
Qogv)y) | o

V= V=@

Pour démontrer la propriété énoncée de G'(x) concernant la croissance,
considérons avec M. Mirrac-LEFFLER l'intégrale !

I xt— 2
f 2miz dz
[ —1 H

- 2(1 + )
pris suivant un rectangle B ayant comme sommets les points
2—e—ih, 2—e+ih, ntec+ih, nt+e—ih.

2—s+ik n4g4ih

2—e—ih n4-g—ih

! loe. cit.



Ftude d'une fonction entiére. 205

Nous choisirons la détermination de (logz)* que l'on obtiendra de la
valeur réelle pour une valeur réelle de 2 par extension analytique le long
d’un chemin situé dans K. Alors on trouvera facilement la valeur

n

>
l‘1’<1+ Y )

? (log v)

de l'intégrale considerée, car les seules singularités de la fonction sous le
signe f situées dans B sont

2,3,...,1
et les résidus correspondants
I I 1 z I a2
2'—7?i 2 ] 27i 3 ’ . e 3 Ei I e— — '-n_ — .
ot T ray)  ( w)
" g2y T (g 37 ¥ gy

Ensuite, en posant

s=c4it

nous aurons

z T+ 1t T+ ot

(log )* (log Vo' + 4 darctg %)a p?(cos af + i sin af))

R(z, t) + il(z, t)

avec

o=/ log 7o) + (aretg)

arc tgz
6 = arctg ————,
log \/z* + ¢*
R(z,?) =pl—u(z'cos af + ¢sin ad),
I(z, t) =;I;(— 7sin af - ¢cos af)

les arctg demeurant entre _72_: et + g .
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Pour avoir une expression de la fonction G(x), nous ferons croitre R
c’est-d-dire » et m d’une maniére convenable déterminée de la facon sui-
vante. Herivons 1'égalité évidente

f n-i‘-/z‘-— ih n+f+‘h 2-:/::!-6)0 2—c—1th
R 2—z—th n4-e—4h n4-e+ik 2—e+tk

et cherchons a faire croitre 2 et %= de maniére que les trois premiéres in-

tégrales rectilignes tendent vers zéro.
Etudions d’abord I'intégrale

nte4ih
' 1 252
1.1 = f e?m —_1 z dz
et (v + Gep)

qui est égale &

+4

. 1 wn-l-a—?xil dt
V) amem I'(t +Rn+e,) +elln +e,8)

—h

Nous aurons une valeur approchée de cette intégrale en observant que
Iinégalité
R(zr,t)>o0

a lieu pour toutes les valeurs de z, ¢ en question; car ¢ et # ont mémes
signes, si >0, Alors l'inégalité

1 .
I'(x +R(n+e,t)+'iI(n+e,t))|

etI(n+e, ) e——nl(n+e, [5)

I
éI‘(I +R(n+e,t))\/ 27tI(ﬂ'+ e, 1)

est vraie pour toutes les valeurs de ¢ entre — % et <k, car nous avons'

! Joe. cit.
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I
a4+ 4 W)Fa 4+ 7—1t)

=ec(f+mI':L(I r+u) = 0(,_“)1_1 (1+"‘“) _k
= L+ }ﬁ( >

~(r >’e“—e—mﬁv<*+rf-»—->.
It 4 7) 2t I-:I (x+ s)
1
En posant
Z == re?

nous concluons de 1a que la valeur absolue de I, est au plus égale &

h ynte—3 g—ot ' eTlinte,t) . g—wl(n+te,)
M = Max { _2 , }
Vo gl em i — g [ T(1 4+ R(n + ¢, 1) 2zl(n + e, 1)

Supposons que le maximum a lieu pour ¢=1¢,. Faisons ensuite croitre
b et n .d’'une maniére convenable. Nous allons voir qu'il est suffisant
de poser

n
=m, O<p-<l.

En effet, observons‘d’abord‘ que lon a

Limt—"=o-
d’od
Limfé(n4¢,t)=o0,

N=a0

pn+te,t)=1logn(r +¢,)
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Lime, = 0;

(Dans la suite nous entendrons toujours par &, une quantité qui tend

I
vers zéro avec )

par suite
Rn+e,t)= (logn)“( + &)
et
I'(t1 + Rn+e¢€,t) = n (1og )1 % (1+¢s)
car
(1 4 n) = erlosnti+en,
de 1'égalité
2 (lognn)ﬂ nte=2 . gnlogril+es)

et du fait que » est constant nous concluons enfin

n ,,.r+e—2

(IOg n)ﬁ — p—n(logn) 1% (14 en)
I'(1 + R(n + ¢, t,) ’

Pour avoir maintenant la valeur limite de M, quand n croit indéfini-
ment, il nous faut distinguer trois cas différents. Il pourrait arriver que
pour certaines valeurs »' de 7 indéfiniment croissantes

. o _
{ﬂ?n'ﬂinaﬂ(n' Te

Alors, le deuxidme terme de l'expression de I(n' + e,f,) en déter-
minera la croissance, d’olt

’

n

In 4e,t,)= (lo—g”‘r);su'

Tog (1 + ) =

car

’

t," =g,N.
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Dans le deuxiéme cas nous aurons

R L.
Lim T - = 0;
wew B 80 af(n” 4 e, £y !
alors le premier terme de I(n” -+ e,?,) déterminera la croissance, d’olt
nous concluons

"

" .
(og n")2 ™"

It + ¢, 4) =

comme précedemment, car sinafd tend vers zéro.
Enfin nous aurons a considérer les valeurs =
santes et telles que

17

de n indéfiniment crois-

Lim tur -
waw M 80 a0 + €, ty)

k (k positif fini).

Alors, nous pouvons employer ou bien le premier ou bien le deuxitme
raisonnement, mais comme ils conduisent tous les deux au méme résultat,
il est démontré, que I'on a pour toutes les valeurs de » indéfiniment crois-

santes
n

I(’ﬂ+€, t,,)=zﬂ)g—n—);€”.

De 13 nous concluons

n
2nl(n + &, tn)

par suite
n

2
. (log nY
M R ¥ . 5)

11 reste a étudier

o +&—2

= 0.

Vezl(n+s,tu),__ e—ml(n+te,tn)
2al(n + ¢, ty)

e—¥in .
|ezm‘s——2m__ 1 |’

pour des valeurs de % indéfiniment croissantes telles que #, reste plus petit
qu'un nombre fixe, cette expression restera aussi plus petite qu'un certain
nombre fixe, pour des valeurs de n telles que

Lim ¢, = 4 co

n=w

Acta mathematica. 29. Imprimé le 6 février 1905. 27
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elle tendra vers zéro, si l'on a

’ >0,
enfin, pour des valeurs de n telles que

Lim¢, =—o0

N
elle tendra vers zéro, si
| ¢ < 2.

Par conséquent, % et m croissant de la manitre indiquée, l'intégrale
I, tendra vers zéro, si ¢ satisfait & la seule condition

o<gp<arm.
Passons maintenant & 1’étude de l'intégrale
nte4ih
I x*—2 da-
I, = e”"'z—lp(l_l_ 2 o
@)
il est égale a
nts
1 xT—-?wih dz.
imi—im | (1 + R(c, b) + il(c, B)
2—e¢

Sa valeur absolue est donc au plus égale a

nte

M, = Max ! 772 dr ooh \/ eml (k) — g—nl(%, h)
2 Iezm"r—?rrh —1 I F(I ¥ R(T, h)) . 271;I(1, h) .

T=2—c...8+¢

2—¢

L'intégrale
n+t¢e
& p—2
j T + yTen N
2—e

qui se présente ici, tend vers zéro, h et n croissant de la fagon supposée.
En effet, en désignant par 7,, une valeur entre » et », nous aurons

R(Th,n » h) = el e) >k : 7 2

- (]Dg Th, ,‘)a = (log ”)a = k (10g n)““'ﬁ (k ﬁxe)
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le premier terme de R(z,,,%) déterminant la croissance, car # tend vers

zéro. Donc
nte nic
f f =KF + Max " (K fixe)
It +R(Thmh)) emt—e..3 L'(1+ E(z, )
2—s 9—e
" nrn rr
ik gnQogm—¢—F(14en) + M (k ﬁxe)
=¢,+ M,

si a4 F<1, ce que nous Supposons
Soit 7, la valeur de r pour laquelle le maximum M aura lieu. Pour
de M il est suffisant de considérer deux cas. En pre-

évaluer la limite
mier lieu, pour les valeurs 2’ de % telles que
n =0

{Ji? k' sin af(zy , B')
nous anODS
, w1+ ex
8(zv, k) = 2 logh'

h’
Ty = 77— Ex
log A

en effet
T = Wey,
d'ou ;
Oz, B)="7" I+ ex 7! +E,"
(&, ) 2log\Jiw + K* 2 logh ,

ensuite, la condition imposée & %’ donne la valeur assignée de z,
La valeur trouvée de 6(z,, k) montre que le seconde terme de l'ex-
ion. Comme

pression de R(zy, k) détermine la croissance de cette fonction

d’ailleurs
polmw, ¥)=1logh'(1 + &)
zh' (1 + &)

nous trouverons donc
4 _— W c—————————
R(zy,W)=a Tog iyre’
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d’oll enfin
T A
e | S N A
I'(1t + B(tw, b)) ag Y (14
(log &)

Examinons maintenant le cas ol A’ satisfait & la condition

. T "
Tim i

wew P sin af(ty , B) + 0.

Alors
" hll
T = K(b") o

ou

Lim K(A"”) > o,

W'=w
car 1'inégalité

n<h

entraine

E(h =
8(z,, h) = T;(g—}z avee o< K(h)<Ek (k fixe)
pour toutes les valeurs de % suffisamment grandes.
Il suit de 13 que

T cosaB(z, B') + W' sinab(z,, b")

' hll — " hll _ " hll
=K,(0") g + (W) i = K)o
K, et K, satisfaisant & la méme condition que K, K, ayant la méme
propriété que K.

Comme d'ailleurs
pltw, B')=logh” (1 + &)

nous trouverons

"

r " h
Rlow, 1) = B, (W") o (1 + &)
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et enfin
h”'rr"" 9 elog rE(K") ﬁ [{8 )]
= m = ehu
I (I + R(Th" , h )) E(r") A — 42,7
P (log A"y

car nous avons
K, =K + K,=K, + K(1 +¢,)>K.
Il résulte de ces considérations que l'intégrale

h

,,.1—2
f Th+ B

2—¢
. 1
tend vers zéro avec 7 done
n-¢

. 2
Lim dr=0

T ()

Ensuite, observons que dans l'expression M,

I(z, b) = hes,

car nous avons

o< rsinaf < (n-+ 1)9<kE:—};<k’l—=hs,, (k, & fixe)

log n
pour les grandes valeurs de n, d’ou
—rsinaf + hecosaf = k'h(1 + ¢,) (k" fixe).

Par suite, nous aurons

. e—¢h el (T, h) —. e—7l (Ty k)
Lim =0

how 67T 2rnl(z, h)

s1

¢>0
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d’'ott I'on conclut que l'intégrale I, tend vers zéro, & et n croissant de la
facon supposée.
De méme, nous pouvons démontrer que sous la condition

p<2rw

cette propriété appartient aussi a la troisidme intégrale I, que l'on obtient
de I, en changeant » en —h; car nous avons

R(z,—h) = R(, h)
et
I(z, —h) = ke,

comme précédemment.
Nous arrivons ainsi au résultat que, sous la seule condition

o<<g<ar

les intégrales I, I,, I, tendront vers zéro, le rectangle R se grandissant
d’'une maniére convenable. De 13 nous concluons que ['égalité

Fee—th
1 2

G(z) = Lim . dz

he oo e — 1 ]

~h

.. I getit
_—_%i]:lz f e_gn,',g-?m___IP(I N z—e+ it >dt
+a (log (2 — & + t))*

a liew sous cette méme condition.
Par suite, nous aurons

|G ()]

+a
. 1 r—ceg—9t en'l(z—e,t)__e-—rrl(2—s,t)
< _ \/ dt + ¢
< Jim f [ =7 — | T(1 + B(z—¢, ¥) 2nl(z—¢, 1) e
—h

4o
_ 1 e—9t e™1(2—¢, ) . g—wl(2—¢1)
=y e . dt
|e?me—m — 1| (1 + R(2 —¢, 1)) 2nl(2—e, )
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I'intégrale dans le dernier membre étant convergent, car nous avons

i
R(z2 —e, t) = ag(loglltll)”“ (I + &),
t
I(Z——S, t) ———(To—g—"—t')-(l -+ 6,)

I \/em'(?—s,t) — ¢—F(2—5,1)
(1 + B(z—e,t) 2nl(z —e, @)

. U1
—¢ ?Qogl]?

T
= 142/
2 (loglz[)a( 9 = gt

comme dans le second cas traité plus haut. Par suite, nous pouvons éerire
|G(z)]| <7 M(p) si o<gp<enm,

et alors, M(¢) a la propriété d’étre plus petit qu’un nombre fixe pour
toutes les valeurs de ¢ satisfaisant a la condition

g <¢<z2r—¢,

g, étant une certaine quantité positive. Il suit de 1a que G(z) fend wni-
Jormement wvers zéro quand x Séloigne & Uinfini dans un angle déterminé
par Uinégalité

e<p<z2mr—e
e élant un nombre positif arbitrairement petit.

Au contraire, quand # s'éloigne & l'infini le long de 1’axe réel et
positif, G'(x) croit au dela de toute limite comme le montre la forme de
la série représentant G'(x). Par une méthode directe on pourrait obtenir
une valeur approchée de G(x), mais cela est sans interét en vertu d’un
beau théoréme de M. PHRAGMEN' qui contient comme cas particulier le
résultat qu’aucune fonction entiére ayant la méme propriété que G(z) ré-
lative a4 la croissance le long de vecteurs ne coinsidant pas avec l'axe réel
et positif ne peut étre de genre fini.

! Acta mathematica, t. 29. Théoréme I.



