DIE VERALLGEMEINERUNG DER SATZE VON EULER-MACLAURIN
UND LAPLACE-LAGRANGE.
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Die Reibenentwicklung der Differenz

m

(1) fq‘(x)dx—mi F(y)

0 »=0

(x reell positiv, m eine positive ganze Zahl) zwischen einem Integral und der
zugehorigen Summe jener Werte, welche die zu integrierende Funktion ¥ fiir
dquidistante Argumente annimmt, bezweckt entweder einen Niherungswert fiir das
Integral zu finden, oder falls das Integral leicht ausfithrbar sein sollte, einen
solchen fiir die Summe. Und eine in ganz analoger Weise zu behandelnde Aufgabe
der Niiherungsrechnung befasst sich mit der Entwicklung der Differenz zweier
Reihen

mhk—1 m—IL

(1 a) Z’P(w)»—kz ¥(vk)

(% eine positive ganze Zahl) insbesondere wenn die m k Grossen ¥ (0), ¥ (1), #F (2), . . .
nicht von vorneherein numerisch gegeben vorliegen sondern erst auszurechnen

wiren, denn die Kenntnis eines Niherungswertes der Differenz (1 a) erlaubt es,
mk—1
die Berechnung von D\ ¥ (») ausschliesslich auf diejenige der m Grdssen ¥ (o),
0

w(k), ¥(2k), ... zu basieren.
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Dabei liegt die Moglichkeit vor, dass sich (1) oder (1 a) durch eine Entwicklung
nicht beliebig, sondern nur bis zu einem gewissen Mindestbetrag des Fehlers
angenihert darstellen liisst, welches Minimum wieder bei verschiedenen Entwick-
lungen verschieden ausfallen wird. Anderseits kann es vorkommen, dass selbst
dann, wenn sowohl das Integral in (1) als die Reihe fiir m — % divergiert, dennoch
fiir ihre Differenz eine konvergente Reibe als Grenzwert existiert.

Wofern nun, wie dies den Formeln von Euler-Maclaurin und Laplace-Lagrange!
als Hauptmerkmal gemeinsam ist, die Werte der zur Entwicklung von (1) oder
(1a) gewihlten Funktionen an beiden Grenzen des Integrales (resp. der Reihe)
herangezogen werden sollen, so kann man fiir dieses Problem ein generelles Ver-
fahren angeben, das zu gewissen Differenzengleichungen fiihrt, vgl. (6), (9) im

Folgenden.?
A

I. In dem vorerst zu betrachtenden Integral f ®(x+a)flz+a)dx werde
0
eine Entwicklung des Faktors f(x+ a) des Integranden nach bestimmten Funktionen
Yy (a) des Parameters a vorgenommen, und zwar mit endlich vielen Gliedern

(2) Flos A= D @)t (@) + Fale, @), o) =1, 9o (0)=1(a),

*=0

zugleich aber beziiglich jeder der Funktionen v eine dhnliche Entwicklung an der
Stelle a+h

(2 a) o+ a)= Zq)“ (h) Yer2 (@) + Senlh, ), pro(h)=1

Dann folgt einerseits aus (2), indem man mit —I(D(x-f— a) multipliziert und

h

von O bis A integriert

! Vgl. z. B. Enzyklopidie der math. Wissenschaften, Band II, Teil 3, 8. 92 u. ¢97. Die dort
stehende Formel (145) weist zwei Zeichenfehler auf, bei 4*y, und 4*y,, auch fehlt der zum Ver-
stindnis der Uberleitung in Formel (146) notwendige Lehrsatz der Differenzenrechnung

n—I1 1 n+x
d"yn—‘—Z() )A’yn——/+ 2 ( )A'yo
i=x A=n+1

* Einige Spezialfille, bei denen wegen Unendlichwerdens der oberen Grenze nur die untere in
Frage kommt, habe ich betreffs der Konvergenz bereits friiher untersucht. (Sitzungsber. der Wiener
Akademie d. W., math.-nat. Klasse Bd. 130 S. 321.)
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h

(3) %f@(ﬁa)f(ﬁa dx——[zwx fh @ (x+a) g, (x) dx +

h

+f- D (x + a)Rn(x,a)dx]

0

anderseits sind die, mit noch zu wihlenden Funktionen P, (a, h) der beiden
Parameter a,h gebildeten (n+ 1) Ausdriicke

(4) P.la, b)Y, (a)—Pila+h, ). (a+h), x=0 bis »
nach (2 a) als lineare Aggregate von v, (a), ... yYn(a) auswertbar
(5) P.a, W)Y la)=Pilath, k) [2 @ulh Wriala) + Sx,n—x(h;“)]‘

Addiert man jetzt die rechte Seite von (3) und die (n+1) Ausdriicke (5),
stellt aber hiebei die Forderung, dass sich in der Gesamtsumme alle die Koeffizi-
enten von Y, (a), ¥, (a), . . . Yn{a) gegenseitig aufheben sollen, withrend der Koeffizient
von Y,(a)=f(a) den Wert @(a) annehmen soll, so reduziert sich dieselbe auf

@ (a) £ (@) + R (a, 1), Rula, B) = %j D (z+a) Ro (v, a) do—

(5 a)

— ZP,‘(a-i- h/, h) Sx,n——x(hv (l).

x=0
Due Erfilllung der gestellten, vom Charakter der Funktion f wnabhdngigen Forderung

A

(6) o=P.a, k)= X Pila+h, h) @i (h)+%f@(x+a)q)x(w)da: filr x =1
=0 :
3

(6 a) @ (a)=P,(a, h)—P,(a+h, h) + iftp(x-l—a) dx

0

bewirkt demnach dass
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i—fa)(x+a)f(a+ ) dx + 2[ (@, W)y (a)— P, la+ 1, )wy,(a+h)]:

%=0

(7)
=@ (a) f{a)+ R (a, )
wird, welche Beziehung sich nach bekannter Methode, (Substitution von a+h, a+2h,

atm—1 I, anstatt a und Addition aller so enstandenen Gleichungen) erweitern

ldisst
mh N
Ilzf @(c+a)fle+a)de+ R [PZ (a, WY, (@)= Pyla+mh, h)y, (a+ mh)]Z
0 »=0

(8)

m—1 m——1
- Z (I) (a+'u]l)f(a+vh) + 9}m,n, 8?711) n— Z 9’1‘. (a‘l")/h’ h)

r=0 ¥=0

Wie verlangt treten die Werte der ¢, an beiden Grenzen des Integrales
in (7) und (8) auf.

Der Ableitung von (7) volkommen analog hat man auch mit der Differenz
(1a) zweier Reihen, dort ¥ (z)=® (a+z)f(a+x) und »=h gesetzt, zu verfahren:
Funktionen R,(a, ) entsprechend den Bedingungen

o=R,.{a, h)— Z%, (a+h, By @i, ilh) + ZCD x> 1
(0 ” -
® (a) = Po (@, h)— By (a+ 1, B)+ 5 @ (a+9)

zu wdihlen, so dass aus (2), (2 a) die Beziehung folgt

n

b Zornrlat)t 3| Bl sl Balat b Dpelori)| -
(10) =0 (a)f(a) + N.la, k)

h—1
?Rq;(a,h)z»}l;Z(D(anLv)an a) Z‘B (a+h, h) Sy, nxlh, a).
=0

*=0

Alsdann wemmt man mit (10) dieselbe Erweiterung vor, wie fricher mat (7)
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mh—1 n
LS @t flats) + Z[SB,‘(a,h)wx(a)—%,(a—l—mh,h)lpx(a—l—mh)]
(II) :mi lD(a—l—vh)f(a-i—vh)ﬁ-?R'm,n, m’m,n:EIml71(a+’l’}l,h).

Nachtriglich, nach Bestimmung der Funktionen P, resp. $B., kann unbeschadet
der Allgemeinheit der Fragestellung a=o0 in der Formeln (8) und (11) gesetzt
werden.

II. In den beiden einfachsten Arten der Entwicklung (2) von f(x+a), nach
der Taylorschen resp. der Newtonschen Interpolationsreihe, haben die Ent-
wicklungsfunktionen ¢,y die Werte
_

x!

px () Y (a)=s" (a)

(12)

X

el =it =2 (=0 () flae

A=0

rosp. g (z)=

< |8

ferner sind die in (2a) auftretenden Funktionen gleich

i

(123,} Pxi (3’/‘)2%
(12b) resp. @uo (X)=1, pu (2)=1, @ (x)=---=o0

und die Reste R, S lauten nach bekannten Elementarregeln bei der Taylorschen
Reihe

z h
tn = dt
— (n+1) AN — (n+1) .
19) Bl )= [ 1249 (e amt) 7ty Suame )= [ 240 a0
0 0
resp. bei der Newtonschen Interpolationsreihe
i+l &
(14) Ra(x, a)= (77_,_1_), h | et {(a+3nh), Sy anh,a)=0ausser Sw(h,a)=44"f(a)
n+1

(mit 9 ein positiver echter Bruch bezeichnet und f,a reell vorausgesetzt).
Beziiglich der Zerlegung ¥ (x)= @ (x)f(x) repriisentiert @ (x)=1 die einfachst
mogliche Annahme, insbesondere entstehen dann fiir die Entwicklungsfunktionen

56 —31104.  Acta mathematica. 57. Imprimé le 4 septembre 1931.
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(12) die Sitze von Euler-Maclaurin und Laplace-Lagrange. Es ist hienach auch
nicht notwendig, den letztern, wie oft iiblich, auf den ersteren zuriickzufiihren.

Eine Generalisierung und Erginzung der genannten Sitze kann nun in
doppelter Weise geschehen: Entweder unter Festhalten der Annahme @ (x)=1
andere Entwicklungsarten als die in (12) zu betrachten, oder aber, wenn die zu
integrierende Funktion ¥ ein Produkt @ f zweier anderer vorstellt, deren eine
sich auf einfachere Weise darstellen lisst, die Entwicklung auf diese eine Funk-
tion zu beschrinken. Ohne solche Verallgemeinerungen begibt man sich in
Finzelfillen auch der Moglichkeit geschlossene, im Endlichen abbrechende Ent-
wicklungen zu erlangen.

III. Die letztere der beiden angeregten Aufgaben, unter Beibehaltung der
Entwicklungsfunktionen (12}, die Wahl von @ nicht auf die Annahme @=1 zu
beschrinken, sondern offen zu lassen, soll hier untersucht werden.

Zunichst sind dann, wie auch @ gewihlt wird, die Differenzengleichungen

(6), welche hier nach (12a), (12b) zu lauten haben

S e Ay
(15 %) Pla =2 Pilat b bp ==y, | @leta) jde

{15b) resp. P,(a,h)—[Px(a+h,h)+Pz—1(a+h,h)]:~;;[(D(x-i—a) hldx

Y

X

in einer einzigen subsumierbar. Um dies zu zeigen multipliziert man (15a) resp.
(15b) unter Beniitzung einer Hilfsvariabeln ¢ mit (—e&)* und addiert die so fiir
x==1,2,... entstehenden Gleichungen zu (6a), so ergeben sich, weil rechts die Sum-
mation geschlossen ausfithrbar wird, zwei (leichungen

h
-3 ]_x*).

i P.(a,h)(—e) _Z(_e)xi})}' (a—Hs,h)(zl_k)lz@(a)—;:f@(x-ra,) e do

%=0 *=0 7=0

(16)

resp. iPx(a,h)(—e)“—(1—~e)i}’x(a+h,h)(—e)":d)(a)—%f@(x%—a)(h—e)f‘dx

*=0 %=0

deren jede eine Differenzengleichung fiir die Generierende P der Py(a,h)
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@

(17) Pla,h,e)=3 Pula, h)(—e)

%=0
vorstellt. Denn man braucht nur in der ersteren die Summationsfolge der auf-
tretenden Doppelsumme zu vertauschen, wodurch die Summierung iiber x ausfithr-
bar wird
e h%-l

Pi(a-+h, h)Z(—g)% (e—2)!

0 n=4

Ms

:i Py(a+h,h)(—etehe
=0

T

und fir P die Bedingungsgleichung entsteht

h

(18 a) P(a,h,6)—6_h5P(d+hyh,8):(D(“)_% [q)(x+d)€xfdx

0
wihrend die zweite Gleichung (16) sofort als Differenzengleichung fir P zu
schreiben ist

h
x

(18 b) P(a,h,a)—(l—a)P(cH—h,h,s):lD(a)——}llf(D(x+a)(1-—e)hdac.

Eine Vereinfachung erzielt man jetzt noch durch Einfithrung des unbestimm-

ten Integrales

(19) Q(z,¢) :%f@(fv)e—“dm resp% [(D(x)(l—s);dx

und, an Stelle der Generierenden P, der Funktion

T(a,h,e)=e"*Pla,h,e)—Q(a,e)
(19a) .

resp. (1—&)* Pla,h,e)—0(a,e)

weil zwischen ® wund T ein Zusammenhang elementarer Art besteht

a

(20) T(a,h,e)—T(a+h,h,e=e 2 @(a)resp. (1-—e)" D (a).
Vollkommen analogen Bedingungen wie (18a), (18 b) geniigt beziiglich der

in (9) definierten Funktionen B, deren Generierende P= D B, (a, h)(—e)"

#=0
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h—1
%(a,h,e)—e‘“%(a—i—h,h,e):LD(a)—;L-Z @ (a+v) e

=0

(21) y

Ba, b, e)—(1—) Bla+h, b, )= (@)= 3, @(a+v)(1—ef .

=0
IV. Die Spezialisierung @ (x)= %, welche ihrerseits fiir o— 1 die Sitze von
Euler-Maclaurin und Laplace-Lagrange reproduziert, ldsst Px und B, als die x-ten
Differentialquotienten elementarer Funktionen definieren. Im Falle @ (z)=0" ist

nimlich offenbar der Ansatz
(22) P,(a,h)=¢" Fy(o,k), Pla,h,e)=0¢"F(o,h,¢),

wo I, nicht mehr von a abhiingt, zu gebrauchen, so dass die Gleichungen (18 a),
(18 b), durch ¢® dividiert, die Form
h

Flo,h, e):I—;Lj Pe ™ dx

0

[I —Qh e—hs

h

z

-
F(g,h,e)zl-—%f@”‘(x-s)ﬁdw

resp. [1——9"(1——8)

0

annehmen und nach Auswertung der Integrale die Generierende F auf einfache

Weise bestimmen

1 I

F (9) h, 5): 1 _Qhehs +h(lge—e)
(23)
resp. Flo, h,&= ! + L
b BT =) T iglet 1—e)]
Setzt man aber in der ersten dieser Gleichungen 8=—Ilg¢ so wird F=F(o,h,¢)
zu einer Funktion von ¢+§
1 I
(24) j — s——lge

Ti—e A h(e+)

welche fiir e==0 den Wert besitzt

(249) JS S—
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deshalb muss, gemiiss dem Taylorschen Satz der Koeffizient von ¢* in F mit

gt 1 1

xldB \1-—-e?? hgB
tibereinstimmen.  Als Generalisicrung der Euler-Maclaurinschen Formel findet man
somit, nach (8), dort der Einfachheit halber ¢ =0 angenommen

mh

(25) f ¢ () dng Sk — 2 (1) b (0)-92”!’7(“’ (mh) d;;u R,

0

Durch den Ubergang ¢—1 oder §—o0 ergibt sich aus (24)

F=—1 I Fn:(.—l)"{d“ ( I I )15:0

— _ _r
1—e " he x! \det\1—e* hel|

also der Euler-Maclaurinsche Satz, der allerdings nicht direkt aus (25) abzu-

lesen ist.
Anderseits wird in der zweiten Gleichung (23) die Generierende F' als Funk-
tion von g"(1—e¢) definiert
I 1

— B — oh
(26) = 1—(a—as)+lg(6—ae) 7=

daher resultiert, wieder nach dem Taylorschen Satze, als Koeffizient von

(—ep in F
A L
ﬁ"_x! da“(1—0+1go)

und als Verallgemeinerung des Sateces von Laplace-Lagrange

mh
» m—1 n
A — o™ A} fmh) . 1 !
%] ezf(x)dx=2(,)e”hf(vh)—2(|)"” e i! b )D”(I—o+1§;)+
b p= A=
(27) +§Rmn,

eine nach Differenzen von f(0), f(h), f{2h),... fortschreitende Entwicklung. Fir
0=1 geht F nach (26) iiber in

1

1 1 [ 1—(1—ef
eTlg(I——e)_f & dw

0
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Speziell wenn f(x) eine echt gebrochene rationale Funktion von z bedeutet,

bringen Formeln von der Kategorie (25) und (27) die Potenzreihe D\ ¢"f(v) oder

Teile derselben, nach Partialbruchzerlegung von f(z), in Verbindung mit dem
Integrallogarithmus. 7

V. Nach ganz demselben Verfahren wie fiir die Differenz eines Integrales
und einer Reihe findet man im Falle ®(x)= % auch eine Entwicklung fiir die
Differenz ziweiher Reihen

mh—1 m—1

(28) =3 o f0) - 2 et

=0

bis auf den in (r1) mit N'p . bezeichneten Rest

n x,f(x) (O) _gmh'f{x) (7” h) N 1 I
Sl | ]

x=0 Z! ——e-". }l(I — e
(29)-
S A5 flo) — o™t A f(mh) ., 1 1
. S O
= h (1—d")

jenachdem man sich f nach (12) in eine Potenz- oder Binomialkoeffizienten-
reihe entwickelt denkt. Man beweist dies mittels der Formeln (21), deren rechte
Seiten geschlossen summierbar fiir die Annahme @ (x)=¢* werden, und aus denen

man sofort bei dem zu (22) korrespondierenden Ansatz
(30) Bola,h)=e"Tule. h), Bla,h,e)=e"F (o, h,e)

die Werte der Generierenden § entnimmt

I 1 I
%4{ —ole s hi—pe
(31)
resp . r _r . ..
T or—pt(1—¢) B - 1
M1 —¢) (i)

Die letztere Formel (29) verdient auch aus dem Grunde Erwihnung, weil
mh—1

sie die Summe der Glieder einer Potenzreihe: Z 0’ f{») bloss durch die Koeffi-
0

zienten f(0), f(h), f(27),... und deren fortschreitende Differenzen ausdriickt, ohne

die iibrigen Koeffizienten zu beriicksichtigen.

————



