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Die Reihenentwicklung der Differenz 

(I)  / ~ ( X )  d x - -  ~ tiff(v) 
J ~ 0  o 

(x reell positiv, rn eine positive ganze Z~hl) zwisehen einem Integral und der 

zugehSrigen Summe jener Werte, welehe die zu integrierende Funktion h ~ ffir 

~quidistante Argumente ~nnimmt, bezweekt entweder einen Niiherungswert ffir d~s 

Integral zu finden, oder falls d~s IntegrM leicht uusfiihrb~r sein sollte, einen 

solchen fiir die Summe, Und eine in ganz ~n~loger Weise zu behundelnde Aufgabe 

der N~herungsrechnung bef~sst sich mit der Entwicklung der Differenz zweier 

Reihen 
m~--I m--1 

'v~O ~ 0  

(k eine positive g~nze Z~hl) insbesondere wenn die m k Gr5ssen W (o), W (I), W (2) , . . .  

nicht von vorneherein numeriseh gegeben vorliegen sondern erst ~uszurechnen 

w~ren, denn die Kenntnis eines N~herungswertes der Differenz (I ~) erluubt es, 
ink--1 

die Berechnung yon ~, W(v) uusschliesslich auf diejenige der m Gr5ssen W(o), 
0 

T(k), W(2k),... zu b~sieren. 
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Dabei liegt die MSglichkeit vor, dass sich (I) oder (I a)durch eine Entwicklung 

nicht beliebig, sondern nur bis zu einem gewissen Mindestbetrag des Fehlers 

angeniihert darstellen l~isst, welches Minimum wieder bei verschiedenen Entwick- 

lungen verschieden ausfallen wird. Anderseits kann es vorkommen, dass selbst 

dann, wenn sowohl das Integral in (I) als die Reihe fiir m --* ~ divergiert, dennoch 

fiir ihre Differenz eine konvergente Reihe als Grenzwert existiert. 

Wofern nun, wie dies den Formeln yon Euler-Maclaurin End Laplace-Lagrange 1 

als Hauptmerkmal gemeinsam ist, die Werte der zur Entwicklung yon (I) oder 

(I a) gew~hlten Funktionen an beiden Gre~ze~ des Integrales (reap. der Reihe) 

herangezogen werde~ sollen, so kann man fiir dieses Problem ein generelles Yer- 

fahren angeben, das zu gewissen Differenzengleichungen fiihrt, vgl. (6), (9) im 

Folgenden. ~ 
h 

I. In dem vorerst zu betrachtenden Integral f q) (x + a ) f ( x  + a) dx  werde 
. 2  
0 

eine Entwicklung des FaVors  f ( x  + a) des Integranden nach bestimmten Funktionen 

~p~(a) des Parameters a vorgenommen, und zwar mit endlieh vielen Gliedern 

(2) f(x-+ a)= ~ qo, (x) ~fl~ (a) + Rn (x, a), q9 o (x) ~- I , ~Po (a)=f(a),  
~ 0  

zugleich aber beziiglich jeder der Fm~ktionen ~p eine 5hnliche Entwicklu~g an der 

Stelle a + h 
n 

(2 a) lp,, (h + a) = Z qD.;~ (h) ~fl~,+~ (a) + S,, n(h, a), qP~o (h) - - ~ I  . 

).~0 

I 
Dann folgt einerseits aus (z), indem man m i t ~  q)(x+ a) multiplizier~ und 

yon o his h integriert 

1 Ygl. z. B. Enzyklopgdie der math.  Wissenschaften,  Band I I ,  Teil 3, S. 92 u. 97. Die dort  

s tehende Formel  (I45) weist  zwei Zeichenfehler auf, bei A ~ Y0 und d4 Y0, auch fehlt  der zum Ver- 

stfindnis der Uber le i tung in Formel  (I46) notwendige  Lehrsatz der Differenzenrechnung 

n--1 n+• 
)~--I n 

).=x ~=n+l  

2 Einige Spezialf~ille, bei denen wegen Unendlichwerdens der oberen Grenze nu r  die untere  in 

Frage kommt,  habe ich betreffs der Konvergenz bereits friiher untersucht .  (Sitzungsber.  der Wiener 

Akademie d. W., math.-nat.  Klasse Bd. I3o S. 32I.) 
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(3) 

h 

;f 
0 

h 

~ 0  0 
h 

"~'J" (~) (X "Zc a) .Rn (X, a) d x ]  

o 

undersei~s sind die, mit  noch zu w~hlenden Funkt ionen P~(a, h) der beiden 

Parumeter  a,  h gebildeten (n+  I) Ausdriicke 

(4) P~(a, h)~p,(a)--P,(a+h, h)ga~(a+h), • bis n 

nuch (2 ~) Ms lineare Aggregate  von ~p, (a) , . . .  ga,(a) uuswertbur 

(5) 

Addier~ man jetz~ die rech~e Seite yon (3) und die (n+ x) Ausdriicke (5), 

stellt aber hiebei die Forderung,  d~ss sich in der Gesumtsumme alle die Koeffizi- 

enten yon ~Pl (a), ~P2 (a ) , . . .  ga,, (a) gegensei~ig ~ufheben sollen, wghrend der Koeffizient 

von ~Po(a)=f(a) den Wert~ O(a) annehmen soU, so reduziert sich dieselbe ~uf 

(5 ~) 

h 

o 

(x + a) R~ (x, ~) d x -  

n 
- E P~ (~ + h, h) &,._, (h, a). 

X ~ 0  

Die E~fiillung der gestellten, yore Charakter der Funktion f unabhdngigen Forderuug 

(6) 
h 

o = P~ (a, h)-- ~, P~ (a + h, h) 99~, ~_~ (h) + q) (x + a) q~ (x) dx fiir x =>I 
) ;~0  

0 

(6 ~) 
h 

�9 (a)= Po (a, h)-- Po (a + h, h) + 

o 

O(x+a)  dx 

bewirkt demnach dass 
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(7) 

h If ,,[ ] @ ( x + a ) f ( a + x ) d x +  ~,  P ~ ( a , h ) ~ ( a ) - - P ~ . ( a + h , h ) ~ p ~ . ( a + h )  = 
x = O  

0 

= �9 ( . ) / ( ~ )  + ~ .  (~, h) 
wird, welehe Beziehung sieh naeh bekannter 3Iethode, (Substitution yon a + h, a+  2 h, 

. . .  a +  m - - I  h, a~statt a u , d  Addi t io ,  aller so e~standenen Gleiehm~gen ) erweitern 

ldsst 

(s) 

m h  

' ~(.c+a)f(x+a)dx+ ~ P~,(a, h)tp,(a)--P,(a+mh h 
0 

,1,) ~,~ (~ + .,h)] = 

- - F,  a, (a + , , , ) f ( ~  + , ,  )+9,,~.,~, ~ , , , . , , =  F~ 9~ (~+ , , h ,  h). 
�9 ' ~ 0  * ' ~ 0  

Wie  verlangt treten die Werte der ~p~ an beiden Grenzen des Integrales 

in (7) und (8) auf. 

Der Ablei tung yon (7) volkommen analog hat man auch mit tier Differenz 

(I u) zweier Reihen, dort T(x)=-q)(a+x)f(a+x)  und z = h  gesetzt, zu verfahren: 

Fu~ktionen ~ ( a ,  h) e~lt,Treche~M den Bedi~gu,ge~ 

(9) 

z h - - 1  

o = ~ (., h)--  Y~ ~* (. + l~, h) ~ .~_~ (h) + ~i 
9 .~0  v = O  

h - - 1  
I 

(.) = ~o (~, h)--  ~o (~ + h, h) + ~ ~ e ( .  + ~) 
q ' ~ 0  

z ~ I  

zu wdhlen, so dass aus (2), (2 a) die Beziehung folgt  

(,o) 

I h - - 1  ~7, [- 

~ ,~0  ~ 0  

, h) . .  (.) - ~ (a + h, h) ~ (a + h)] = 

h - - 1  ~ 

,v~O x ~ O  

Alsdann nimmt man mit (~o) diesetbe Eru:eiterm~g vor, u'ie fi'~Ther mit  (7) 
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~_~ O(a+~,)f(a+~)+ ~(a ,  h)~p~(a)--?~,(a+mh, h)~p~(a+mh) 

m--1 m--1 

( I I )  - -  E ( [ ) ( g - } - ~ h ) f ( a - } - 7 ~ h )  + ~}~ ' n ,  ' - ~, m,~,,,= y, m',,(~+,h, h). 

Nachtrgglich, nach Bestimmung der Funktionen P~ resp. ~3,, kann unbeschadet 

der Allgemeinheit der Fragestellung a = o  in der Formeln (8) und ( I  I )  gesetzt 

werden. 

II. In  den beiden einfachsten Arten der Entwicklung (2 )von f (x+a ) ,  nach 

der Taylorschen resp. der bTewtonschen Interpolationsreihe, haben die Ent- 

wicklungsfunktionen ~,~p die Werte 

/ 
(~) 

I(!) t> resp. 9~ (x)= , *p,~(a)=d~f(a)---~_~(--I) '~-~" a+Zh)  
i = 0  

ferner sind die in (2 a) auftretenden Funk~ionen gleich 

X i 
( ~ :  ~) ~ (x)  = ~.  

(I2 b) resp: ~,0 (x)= I, ~,~ (x)= I, ~2 (x) . . . . .  o 

und die Reste-R, S lauten nach bekannten Elementarregeln bei der Taylorschen 

Reihe 
�9 h 

o o 

resp. bei der Newtonschen Interpola~ionsreihe 

x + l  
(I4) Rn(x,a)= (n+ I)! h f(n+~)(a+#nh), S~,,~-~(h,a)=oausserS~o(h,a)=Jh ~f(a) 

n+I 

(mit & ein positiver echter Bruch bezeichnet und jr, a reell vorausgesetzt). 

Bezfiglich der Zerlegung W (x)= @ (x)f(x) reprgsentiert �9 (x)= I die einfachst 

mSgliche Annahme, insbesondere ents~ehen dann fiir die Entwicklungsfunktionen 

56--31104.  Acta mathematica. 57. Impr lm~ le 4 septembre 1931. 
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(I2) die S~itze von Euler-Maclaurin und Laplaee-Lagrange. Es ist hienach auch 

nicht notwendig, den letztern, wie oft iiblich, auf den ersteren zuriickzufiihren. 

Eine Generalisierung und Erg~inzung der genannten Siitze kann nun in 

doppelter Weise geschehen: Entweder unter Festhalten der Annahme @(x)=I  

andere Entwicklungsarten als die in (I2) zu betrachten, oder aber, wenn die zu 

integrierende Funktion ~ ein Produkt O f  zweier anderer vorstellt, deren eine 

sich auf einfachere Weise darstellen F, isst, die Entwicklung auf diese eine Funk- 

tion zu beschri~nken. Ohne solche Verallgemeinerungen begib~ man sich in 

Einzelfiillen auch der MSgliehkeit geschlossene, im Endlichen abbrechende Eng- 

wicklungen zu erlangen. 

I l I .  Die letz~ere der beiden angeregten Aufgaben, unter Beibehaltung der 

Entwickhngsfunktionen (12), die Wahl yon @ nicht auf die Annahme @ = I  zu 

beschriinken, sondern often zu lassen, soll hier untersucht werden. 

Zuniichst sind dann, wie auch @ gew~ihlt wird , die Differenzengleichungen 

(6), welche hier nach (12 a), (12 b) zu lauten haben 

h 

h z - ) .  _ I l x z 

( 5a) h,h) h J  �9 

).--0 o 

( I S b )  ]'esp.~Dx(a,h)--[Px((l~-h,h)+Pz-l((l~-h,h)]:-- h (~(x-~(i) dx 

in einer ei~zige~ subsumierbar. Um dies zu zeigen multipliziert man (15 a) resp. 

(I 5 b) unter Beniitzung einer Hilfsvariabeln e m i t  (--~)~ und addiert die so fiir 

x-- I, 2 , . . .  entstehenden Gleichungen zu (6 a), so ergeben sich, well rechts die Sum- 

n~ation geschlosse~ ausfiihrbar wird, zwei Gleichungen 

h 

x=O ~=0 2=0  0 

( i 6 )  
h 

r e s p .  EP~(a'h)(--'~)~--(I--~)ZP• dx 
o 

deren jede ei,e DifferenzeJ~gleichu,g flit die Ge~eriere~de P der P~ (a, h) 



(~7) 
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P (~, h, ~ ) = ~  ~ (., h i ( -  ~)~ 

Denn man braueht nur in der ersteren die Summationsfolge der auf- 

tretenden Doppelsumme zu vertauschen, wodurch die Summierung fiber x ausfiihr- 

bar wird 

~(~  + h, h)F~ (-~)~(._~) ! - P~.(~+ h, h)(-~)~ - ~  
2=0 ~=~ ).=0 

und ffir P die Bedingungsgleichung entsteht 

( I 8  a)  

h 

0 

w~hrend die zweite Gleichung (I6) sofort als Differenzengleichung fiir P zu 

sehreiben is~ 

h 

(I8b) P(a,h,~)--(I--~)P(a-Fh,h,~)=~(a)-- q)(x+a)(I--~)hdx. 

0 

Eine Vereinfachung erziel~ man 

ten Integrales 

jetzt noch durch Einffihrung des unbestimm- 

' f (I9) t~(x,~)= @(x)e- '~dxresp.~ q ) ( x ) ( I - - ~ d x  

und, an Stelle der Generierenden P, der Funktion 

(,9a) 
T (~, h, ~)=~-o~ V (~, h, z)--.o. (~, ~) 

a 

resv. (I--~)'~P(~, h, ~)--.~(~, ~) 

well zwischen �9 und T ein Zusammenhang elementarer Art besteht 

(~o) 
a 

T (a, h, e)-- T (a + h, h, ~)= e -a~ cp (a) resp. (I __8)h ~ (a). 

Vollkommen analogen Bedingungen wie (I8a), (I8b) geniigt bez@lich der 
ov 

in (9) definierten Funktione,~ ~ deren Generierende ~ = ~ ,  ~,(a, h)(--e) ~ 
~ 0  



444 Alfred Tauber. 

(2i) 

h - - 1  
I 

?~ (a, h, e)--e-h~ ?~ (a + h, h, e)~-q) (a) - -~  ~_~ q) (a + v) e - ~  

h - - 1  ~' 
I 

(a, h, e)-- (I - -  e) ~ (a + h, h, e )=  �9 (a)-- h Z @ (a + v) (I - -  $)h- .  

" t ' ~0  

IV. Die Spezialisierung q) (x)= q~, welche ihrerseits fiir 0-+ I die Si~tze yon 

Euler-Macluurin und Laplace-Lagrange reproduziert ,  lffsst P.  und ?~ als die x-ten 
Differentialquotiente~ elementarer Funktionen definieren, Im Falle q ) (x)=Q ~ ist 

n~mlieh offenbar der Ansatz 

(22) Px(a,h)=q"Fx(q,h), P (a ,h ,~ )=q"F(q ,h ,e ) ,  

wo /,~ nicht mehr  yon a abh~ingt, zu gebrauchen,  so dass die Gleichungen (I8 a), 

(i8 b), durch e a dividiert, die Form 

I __Qh e--hE] .F (Q , h, 8)-~- 

h 

0 

Q~ e -z* dx  

h 

[ 1 f " 
I 

resp. I - - 0 h ( I - - ~ )  F(q,h,t)=i--~ e~(i--e)hdx 
0 

annehmen und nach Auswer tung  der Integrale  die Generierende F ~uf einfache 

Weise  best immen 

(23) 

I I 

F (q, h, e) - -  _Oh eh * I h ( lg  q - -  ~) 

resp. F(,o h , $ ) - -  I I , + -^h . . . . . .  �9 i - - ~ h ( ~ - - ~ )  l g [  O (~ - -~ ) ]  

Setzt mun aber in der ersten dieser Gleichungen f l - - - - l g Q  so wird F=-F(q,h,e)  
zu einer Funkt ion  yon e+ f l  

I I 

(24) F = i _ e _ h ( ~ + 3  ) h(~+fl)' f l= - - l gq  

welche fiir e -~o  den W e r t  besitzt 

(24 a) 
I I 

F ~  --e-h3 hfl 
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deshalb muss, gem~iss dem Taylorschen Satz der Koeffizient yon e* in F mi~ 

s dfl ~ I--e--h~ 

fibereins~immen. Als Generalisierung der Euler-Maclaurinschen Formel findet man 

somit, nach (8), dor~ der Einfachheit halber a : o  angenommen 

mh f m--1 n f(*) (o)-  Q,,hf(,)(m h) d*Fo ~_ ~ . , .  
(25) ~ Q~f(x) d x = ~ , Q w ' f ( v h ) - - ~ , ( - - I )  ~ • dfl , 

q ~ 0  ~ = 0  
0 

Durch den tJbergang q--* I oder fl--*o ergib~ sich aus (24) 

i--e-~~ he' .! ~ ~--e-~~ hdJ 

also der Euler-Maclaurinsche Satz, der allerdings nieht direkt aus (25)abzu- 

lesen ist. 

Anderseits wird in der zweiten Gleiehung (23) die Generierende t 7 als Funk- 

tion yon q~ (K--e) definier~ 

I I 
(26) F -  ~ - ( . - ~ e )  ~ lg ( ~ - ~ )  ' " =  e~' 

daher resultiert, wieder nach dem Taylorschen Satze, 

( - e )  ~ in F 

z ! d a ~ I - - a  lga] 

als Koeffizient yon 

und als Verallgemeineruug des Satzes von Laplace-Lagrange 

m h 

I J Q x f ( x ) d x  

0 
(27) 

m--1 ~ ~ mh ~ I I 
- -  ,~G m h ~_~ q~hf(vh)_ a~Ah'_ f(~ Q f (  ) n  [ - - + - - ~ +  

'~=0 ~=0 ~ ! JJ a \ I -- ff lg o ] 

+ ~mn, 

eine naeh Differenzen yon f(o), f(h), f (2  h ) , . . ,  fortschreitende Entwicklung. Ffir 

0 =  I- g e h t F  nach (26) fiber in 

1 

-+ l  I - f I -  ( I - e ) x  d x  �9 
e lg(I--s)  e 

0 
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Speziell wenn f(x) eine echt gebroehene rationale Funkt ion  von x bedeutet, 

bringen Formeln yon der Kategorie (25) und (27) die Potenzreihe ~,Q"f(v) oder 

Teile derselben, nach Part ialbruchzerlegung yon f(x) ,  in Verbindung mit  dem 

Integral logari thmus.  

V. Nach ganz demselben Verfahren wie fiir die Differenz eines IntegrMes 

und einer Reihe finder nmn im Falle @(x)= g~ auch eine Entwicklung fiir die 
D@ferenz zweiher Beihen 

~ h - - 1  m - - 1  i 
(28) ~ ~, q" f(v)--  ~, q'" f(vh) 

bis auf den in (II) mit  Ol'm.,~ bezeiehneten Rest 

" ,j<~> ( o ) - o " ~ . f  '~) (,~h) ~ I I 
Z ( - - I )  - Xl . . . . . . . .  113 i_e--t,3 

x =  0 - . 

(29)" 
11 

resp. 2; ~ ~';f/o):-e"h=+;,~.((,,h)D; ' ~ ~)]: 
~=o x [ L--a h (I--O ~ 

jenaehdem man sieh f naeh (I2) in eine P o t e n z - o d e r  Binomialkoeffizienten- 

reihe entwickelt  denkt. Man beweist dies mittels der Formeln (2I), deren reehte 

Seiten geschlossen summierbar fiir die Annahme @ (x)--0 ~ werden, und aus denen 

man sofort bei dem zu (22) korrespondierenden Ansatz 

(30) ?~(a,b)=eo~.~(,o,h), ?~(a,h,,)~-e"q~(o,,h,,) 

die Werte  der Generierenden ~ en tn immt  

(3i) 

I I I 

I - - Q b  e - -h  ~ ]l I - -  Q e - ~  

I I I 
resp. " . . . . . . . . . . . .  i 

I -e~( I -~)  h i k e ( , _ ~ ) ~  

Die letztere Formel (29) verdient auch aus dem Grunde Erw~hnung, well 
m h - - 1  

sie die Summe der Glieder einer Potenzreihe ~ e=f(v) bloss durch die Koeffi- 
0 

zienten f (o) ,  f(h), f ( 2  h ) , . . ,  und dcren fortsch.reitende D(fferenzen ausdriickt, ohne 

die iibrigen Koeffizienten zu beriieksichtigen. 


