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UND VERWANDTE INTEGRALE

VON

L. SCHLAFLI

in BERN.

Iim ersten Bande von Caucny’s vollstindigen Werken findet sich ein
Mémoive sur les intégrales définies aus dein Jahre 1814, worin p. 442
(g9) und p. 488 die erwahnten Integrale behandelt werden. Cavcny setzt
sich, wie er selbst sagt, nur die Berechnung der reellen Componenten der
in dieser Abhandlung vorkommenden Integrale vor, und seine Ergebnisse
sind meistens richtig, aber nicht immer. Dass der Begriff der valeur
principale eines Integrales, den Caucmy aufstellt, nicht statthaft sei,
braucht nicht erdrtert zu werden; was er so nennt, ist eine Summe von
Integralen, die einander nichts angehn. Auch die intégrale singuliére ist
ein bedenklicher Begriff; wo er zum ersten Male erlautert wird, p. 394,
geschieht es am Integrale

2 e
\[/\zgi__k_zz—)zdxdz o<z<1,0<z<1).

Niemand ist aber gehalten, dieses Doppelintegral zu verstehen, wenn iiber
dessen Begrianzung im Bereiche von (x = o, 2z = 0) nichts gesagt wird.
Setzt man

w‘l 22
e + 7 > 1, r <1, 2 <1
] v .. R . ind . a—3x
als Granzen, wo a, f positiv, aber belicbig klein sind, so ist YT A4
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e e T Y s _az—ﬂ? T a4l 3.
Werth des Integrales; fur a+ﬂ > 1 st er i e loaa,

wenn endlich das Rechteck o < # < a, 0 < 2z < f weggenommen wird, so

. T T . .
ist er C—Z;’ wenn tang = @, o< < 5 Cavcuy gibt nur zwei Werthe,
(72

T und —7% an.
4 4

1. Ich will mit den Beweise eines Hulfssatzes beginnen. Wenn
logsr = —a 4, (x>0, o<O<2z), logt=ig, (0<¢ < 2m),

wo ¢ alle recllen Werthe zwischen diesen Granzen durchlaufen soll, und
wenn ¢ keine ganze Zahl ist, so ist
x” 207, 2" I

; = — — & —————— dt;
A—a G.Zxr.a 1 RIE —1 t—=x ’

i=1

man berzeugt sich auf graphischem Wege leicht davon, dass die Summe
links noch convergiert, wenn auch a = o ist, wenn nur & mit keiner der
zwei Griinzen o, 27 zusammen fallt. Im Integralausdrucke rechts um-
schliesst zwar der Weg jetzt noch beide Pole o und x; weil aber die
zu integricrende Function im Bereiche von z den Charakter einer ganzen
Function von ¢{— z hat, so verschwindet das um z allein gefuhrte Integral,
und der Weg darf sogar durch # gehn. Setzt man jetat

x=c¢", (o<@<2m), a=i, b reell, t = ¢,

so komim

A T M0 b’—.—vt,')féi(g’)//) b(=—0) + .171'((;—'07. de
R—zb ]m-rb +-fmﬂb - — € - ) Sf‘—ﬁ.
r=1 .

2

Ersetzt man hier & durch — b, zieht dic so entstandene Gleichung von
jener ab und dividiert durch 2¢, so kommt

)

Z b g _03bz —0)
2+ T inab

A=1

—;—i(s’—(f) : S ig—0) deo
4zfm7rbf 72'—(:) e _w“b( _ﬂ) ) ‘ﬁj’
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Vertauscht man nun 6, ¢ mit 2z — @, 27— ¢ und combiniert beide
Gleichungen durch Addition und Subtraction, so ergeben sich die zwei
Gleichungen

b . T CD\:b(Tl"—H)
- A+ b 0034 = _“+ fin b

(a)

rMs

w0

b — 4
}: +bsmw 4fm_[bfcgb-:—ﬁj—cnzb(-r—;c)}cotu de.

Wenn man in der letzten Gleichung innerhalb der Intervalle 0o < ¢ < @,
0 < ¢ <2r statt ¢ resp. § —¢, 0+ ¢ schreibt, so wird die rechte
Seite zu

! ' 2 2 1 ¢
T |/ [03b(r — 60 + ¢) — c0zb( — 0)] cotg > dg
0
2n—8
+f|w~; x—0) — w3b(z — 0 — ¢) cotg (;O(/g,‘,
durch partielle Integration zu
. I“l - [ f}m b(= ) . logsin ;5 de

r) . log sin g d;a],

27

Der zweite Term innerhalb der Klammer zerfallt in ——-f—f—{— f

T Qx—8
den zwei letzten Theilen schreibe man 27 — ¢ statt ¢. Dann bekommt
man

(b) Z b sin 20

ORI

fin bd
finmb

0

=b

= g
08 by log cosi; de — bf w3 b(@ — ¢) logsin d;;
0
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2. Ich bezeichne mit N eine sehr grosse positive Zabl, die bestimmt
ist zuletzt unendlich zu werden, und nenne N, ¢N, — N, — N den Ost-
punkt, Nordpunkt, Westpunkt, Sidpunkt des Zahlenfeldes. Die Drehungs-
richtung, in der diese Punkte jetzt aufgezihlt worden sind, heisse rechi-
liufig oder positiv, die entgegensetzte riickliufig oder negativ.

N
et e @ " “sinae  dex .
Es scien a, & positiv, g sei keine ganze Zahl, 4 :./ Snbe T o venn
0
# im allgemeinen die positive Axe durchlauft, aber jeder Wurzel der

Gleichung sindz = o nach der Sudseite hin (also durch eine halbe posi-

. . . . ON .
tive Drehung) in unmittelbarer Nihe ausweicht, und wenn auch — keine

N

. - Il . .
Sl.nh e (Sudseite),
sinz b® + z*

. [ .
ganze Zahl ist. Setzt man L = 7o 80 wird 4 = /
0

N . . . .
wo — keine ganze Zahl sein soll. Wenn &> 1, so kann N nicht im

rre
geringsten aus der Realititslinie entfernt werden; und doch will ich ver-
suchen, 4 als Function von % aufzufussen. Wenn k=m+in, r=y—1iz,
wo m, y, z positlv, u reell, so ist

the == mz — py + i(my + p2).

Wenn mz — py positiv ist, so verlangt die Convergenz des Integrales, dass
(m — 1)z — py mnegativ gei. Dann kann g nur, wenn o < <1, so-
wohl positiv als negativ sein; aber wenn m > I, muss g positiv sein,
:—;<§<E%—- Wenn dagegen mz—- puy negativ ist, so erfordert die
Convergenz, dass (m + 1)z — py positiv sei, g ist nothwendig positiv,
7] z

7] . . K .
2525 2 . Wenn also m > 1, g1 angebbar positiv, so ist = zwischen
m” Yy om0 S y

. . . oy ' 73 . .
die zwei kleinen positiven Grianzen ~J_—*_——y —— eingeschlossen; 2 wird
m ne —

zugleich mit y unendlich; die Variable = bekommt in der Ostgegend
einen solchen Spiclraum, dass man & durch negative halbe Drehungen
uber ganze Zahlen weg fortbewegen kann.

3. Ich will zuerst nur voraussetzen, dass A positiv und keine ganze
Zahl sei.  Dann schreibe ich
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&

A - /‘eik:c — 1 bdv + /‘ —-1‘1‘: b(l«li

2isinx b*® 2isine b + 2*

0
N

—ikxr

& ikr
e hd& bdr
+./ 2isine b c* + / — 2¢sine b* + 2*

= I+ II 4+ 11l 4 IV, wo die positive Zahl ¢ kleiner sowohl denn =
als auch denn & gewahlt sei. Beim Terme III kann man den Weg in
kleine positive Kreise um die Pole =, 2z, 37, ... und einen einfachen
auf der Nordseite der Realitatslinic befindlichen Weg von ¢ nach N auf-
losen. Die Summe der Integrale langs der kleinen Kreise heisse B; dann ist

wh ilzk—1

= (Im)" + b*

Es sei III = B 4 III’. 1In III' kann man das Ende des Weges durch
eine positive Viertelsdrehung nach iN bringen, in- "IV durch eine nega-
tive Viertelsdrehung nach —iN; diese Wege mogen der lateralen Axe
gendhert werden ohne die Pole ib und — ib zu tberschreiten. In I und
I1I" setze man « = it, in II und IV dagegen x == — if. Dann wird

Py T
e — 1 bdt e thdi
A‘_B—I_\j 2fint 7 — +f 20int  t*—b?
0

¢ ke ~kl
+/i,f _Zb‘l“t (sidlich von &) + / ————Ez tfbdt (nordlich von b),

N

2fint *—

—iz

i€

~—ie

) N
. — 1 dbdt ..
Man kann I und II zu einem Integrale /%p—t—t;._l? vereinigen,
n — '
worin der Weg gerade von ie nach — ie durch o hindurch fuhrt, dann
den Weg durch einen negativen Halbkreis (also ostlich von o) ersetzen,

und hat endlich

—iz iz

¥ .
I411T= [.%m—t tT@é% (ostlich) —{—/ 7 tfbdt“ (pos. Halbkreis).

fe —1E
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Der erste Theil vereinigt sich mit III' und IV zu cinem Integrale

. —Ib
fﬁ tLE)_dfT,e (mit rechtlaufigem, & umschliessenden Wege) = ——g ;Tr?b
Ersetzt man im zweiten Theile ¢ durch — ¢, so bleibt der Integralausdruck
derselbe; aber der Weg geht nun auf der Westseite von iz nach — e
und erginzt den vorigen Weg zu einem ganzen positiven Kreise um o.
Dieser zweite Theil ist also gleich

jI b dt M . w
‘/Z 1" fint (pos. Kreis um o) = o

Jetzt ist
e e
A=DB+ 55—
und es bleibt nur noch wbrig, B anders darzustellen.
Wenn k=2n—14+a =0, 1, 2,..., 0<a< 2), so ist ver-

moge der Formeln (a), (b):

o 3 e)»i:a - e (D'f‘(b — l)ll)
B=> :- *b)z—_i‘ﬂT

o[ i : b Y
+ z;[%/coé%logcosgdgc—fcoé(ba—— f)logsmgdsﬁ]-
" )

Endlich ergibt sich

o

(1) fﬂk—v—ﬂf— (sidlich von =, ...) = —~——Tcws (b — ba) — e ™|

sinz b® 4+ 2 2 find

b finbu : by ¢ { - be -
+ z;—r[ W_[mg 7log cos 2 de — [ c03 <ba -?> log sIn 2 de 1.
- 0

0

0

4. s ist schon gezeigt worden, dass die durch das Integral A4 dar-
gestellte Function von % ihre Stetigkeit nicht verliert, wenn man &k durch
einc halbe negative Drehung um 2n 4 1 wieder in die Realitatslinie
bringt, wihrend der Integrationsweg zugleich die ndthige Schwenkung
nach Suden macht, und man dann % reell gegen 27 4 3 hin fortwachsen
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lagst. Zur Probe werde noch untersucht, in welche Form die rechte Seite
der Gleichung (1) ubergefuhrt wird. Nur

) b . @
-—/ (03 <ba — {) log sin Z de¢
0

bereitet einige Schwierigkeit, wenn « — 2 in einem kleinen riickliufigen
Halbkreise aus einem negativen Werthe in den positiven Werth g tiber-
geht. Die Variable ¢ muss der Bewegung ihres letzten Werthes (d. i. 7a)
folgen und werde nach Uberschreitung von 27 mit 27 4 « bezeichnet;

. L0 . U e
dann ist Iogsm; in —ir 4 10g§m5 uibergegangen. Da der Radius des

Halbkreises so klein gemacht werden kann als man nur will, und da

flo ¢dg zugleich mit ihm verschwindet, so geht das Integral in

-/c0 2h + 71/?———) 100‘Qm*(7§: —/co I;ﬂ-———)(——?r-{— logsin - )rlu
= ——f 3 {20 1)1——?) + c0d (bﬂ + %’) llogsingclg

.7 ? - ~ ’ l) ' . r
+ z% findp -—fcoé (bﬁ — 79) log sm% de¢
0

iiber, wo der erste Term durch

— 2 c08(h + 7/,9)/&)?: (l ——b—¢) lowsm—d;f

ersetzt werden kann. Die rechte Seite der Gleichung (1) ist nun
ﬁ [co8 (b + B) — 2 fin b finbf— e,

bl /i F
+ é[(ﬂﬁ%l’@ — 2030 + [,ﬁ))fcog—;ﬁlogcosgdy
0

3
) .
—fco?: <uﬂ — )—f> log sin ;ﬁdy]
0

und geht bei weiterer Vereinfachung in die frithere Form uber.

Acta mathematica. 7. Imprimé le 22 Septembre 1885, 25
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5. Man kann desshalb die Berechnung von A zuerst auf das Inter-

vall — 1 <k < 1 beschrinken und nachher die gefundene Function von
k schrittweise ther die Unstetigkeitspunkte k=1, 3, 5, ... hiniiber fithren.
Wenn man 2 durch — z ersetzt, so bekommt man

sinx

_j sin kz f’dt (Nordseite),

durch Addition

N
24 = f M _bdz ;
sine b* + z*
—N
(der Weg liegt in der Westhalfte auf der Nordseite, in der Osthilfte auf
der Sudseite der Realititslinie). Langs des ganzen Horizonts ist das Inte-
gral null. Man kann daher den Weg schliessen, indem man z. B. die
Nordhalfte des Horizonts hinzu nimmt. Dann umgibt der Weg nur die
Pole i, =, 27, 37, ... und zwar rechtlaufig; er zerfallt also in lauter
kleine Kreise um diese Pole. Also ist

L fln kb sinz(k — 1)
2A == [)z (17?)2 ¥ b2 ]
divergiert in k = — 1, 1. Setzt man £k = — 1 + a und gebraucht die

Formeln (a) und (b), so hat man

fin kb
find

(1) A=

~t4

~ wa,

, re " b .
_i_,t?[f"fb“j coéb—:ilo g cos L (l¢~—/c03 <ba—£> 108“‘%"5”]-
0

| find
B 0

Da finkd = g kb — e = w3(h — ba) — ¢, so stimmt diese Gleichung
mit (1) tberein.
6.- Die drei uibrigen Formeln (g) p. 442 bei Cauvcny erledigen sich
wie folgt
N

kx bd . ... .
1°. fcos—% i, (Studseite, k positiv, keine ungerade Zahl)

cosz b®+4 =z

o
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N N
& (’ k in (£ (k
. i 5( + I)x) 2bde s <5( - I)z> 2bde
sinz by + ¢ sinz (2b)% + z*’
0 ]
wird, wemn k=20 4o (n =0, 1, 2, ...; —1<a< 1),
T n g —kb
() = soap(— " finda + €7
Eﬂfl

.2t s / "
+ (— 1)";3”1 /log cotg G — g) (03 (ba — 2—?) de

]

2

wSba ¢ 2by

— 3b /logcotggcocsng;
0

2°. Multipliciert man dic Formel (2) mit éda und integriert von
= 0 an, so sieht man, dass die Kentniss des Integrals

N

sin2nz  bidx . . .
f 1 e (Realitatslinie), sei = C,

s cosx b?
0

erfordert wird. Weil

sin 2na ‘=§‘

cosx i

(— 1)1 2s8in(22 + 1)z,

N

sin(2d + Dz bidx _
fz x ) b+ &t a(1 — e,

0

so Ist

AT 7 (__ [)u . e-~2nb

C = 7sin
2 c05b
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Daher ist

‘ —kb
7 (— 1) co8bu —e

sinke b’de S in? ™t
(3) f____ —— (Sidseite) = =z sin 2 13 c03b

zecosz b* + z* (
0

lra
37

n'2b T ¢ ’ 2b¢
+ (= 1) — flog cotg <Z — —2—> 03 <ba — 7) dg
0
5
finba e 2be
— e log (,Otg 5 05 7 d;’)

0

furk=onta(—1<a<i,n=o0,1, 2 ...)
3°. Wenn man dic Formel (1), worin k = 2n — 1 + a, (0 <a <2,

N )
n =0, I, 2, ...), mit P 32 behandelt, so kommt

N

coske «dx TR
(4) /—m m (Sll(l§eltt}
)
—kb .
~me — jin(b — ba) . . T
=3 b — i logsin >y
b o3 ba - by ¢ l, 7% .
+ a;_[ il /cou?logwszdg; — [ jin <ba —-?> logbm;dg; .
0

0
Wenn % einer ungeraden Zahl gleich wird, so wird das Integral links

sinnlos.
Die Gleichungen (1), .., (4) entsprechen den mit (g) bezeichneten

p- 442 bei Cauvcay.

Bern, 13 Aug. 188s.




