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ZUR THEORIE DER E L I M I N A T I O N  

VOlq 

E. NETTO 
i n  BEB.  L I N .  

Herr J. MOLK hat in seiner schSnen Abhandlung: Sur ane notion qui 
comprend ceUe de la divisibilitd etc. (Acta m a t h e m a t i c a ,  Bd. 6), dutch 
welche er sich das Verdienst erworben hat, einen Tell der fundamcn- 
talen KnONECKr;l~'schen Untcrsuchungcn in ausgcftihrtcr Darstellung zu 
gebcn, eines Satzes Erw~hnung gctan, den ich ibm gelegentlich mitteilte. 
Er findct sich Cap. IV, w I, Nr. 6 seincr Arbeit; die Anft'dlrung meines 
Namens daselbst giebt lnir Vcranlassung, das Thcorem hier mitzuteilcn. 
In geometrischer Ausdruckswcise lautet dasselbe: Geht eine algebraische 
Curve F (x ,  y) = o darch sCOntliche Schnittpunkte zweier anderer algebraischen 
Curven f (x ,  y) = o, f~ (x, y) =- o, dana ist eine Potenz de," Function F ( x ,  y) 
als lineare homogene Function von f(x,  y) und f~(x, y) darstellbar, d. h. es 
wird 

F(x, U) '~ = / ( x ,  u).~(~, u) + f,(x, U).~,(x, ,j), 

wo die g, g~ wie f, f~, F 9anze Functionen yon x, y bedeute~t. 
In der bequemen KnONECKER'schcn Schrcibweise hcisst dics: 

F(x ,  y):'=_o; [mod (f(x, y), f~(x, y)!. 

Wir setzen, ohne der Allgemeinheit zu schaden, voraus, dass /; f~ keinen 
gemeinsamen Teller haben. 

Nehmen wit zuerst die lineare Substitution 

~ =  ~z + fl,j, 
Acta mathemattca. 7. Impr im6  le 27 &vril  188~. 

~ = r x + @  
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mit unbcstimmten Cocfficicnten vor, und ft'd~ren dadurch /; [~ in C(~, ~), 
ff~(~:,~7) i;tber, dann kann man cs durch passende Wahl  yon a, /3, ~-, 
bewirken, dass die beiden Eliminationsresultanten fclr f" ----- o, C~ = o 
ngmlieh'R~(~:) = o, R~(r/)-~ o nut  fi'tr die vielfachen Schnittpunkte von 
C, C, vielfache Wurzeln besitzen und zwar genau in der Multil6licit~t 
der entsprechenden Schnittpunkte. Sind also ~:,, rh; ~ ,  ~ ; . . . ;  ~,, ~7~ 
s~mtliche yon einander verschiedene Wertsysteme, welche gleichzeitig 
C(~, r / ) =  o, C~(~, r / ) =  o befriedigen, dann wird 

(I) 
~ , ( e )  = ( e - e , ? , ( e - - ~ ) ~ , . . .  ( e - -  e,),'~ 

und /~. giebt die Multiplicitat von $~, r2~'an. 
Ftd, ren wir ferner eine neue Variable u durch die Substitution 

u =  a S +  r~ 

mit willki'lrlichem, unbcstimmten a und m i t r  = i an die Stellc von rj 
tin, und setzen dementsprechend u. = ass + t~., so mOgen ~ ($, r ~ ($, ~) 
welter in tS(~, u), t~(~, u) f, bergehen. Die Resultante dieser beiden Aus- 
dri'w&e liefert d a n n  bei der Elimination von ~ eine Function, welehe 
durch Specialisirung in die beiden Formen (I) gebracht werdcn kalm, und 
die folglich die Form hat 

(~) n(u)  = co(e, u).h($, u) + co,(e, , , ) .h , (e ,  , )  

= (~ - - u , ) " , ( u  - ~ ) ' ~ , . . .  (u - -  u~)"~. 

Hebt man den Factor  ( u -  u~) ~ hervor, so kann man setzcn 

(u--u.)".S.(u)---- R(u)~_o ;  imod (&, &,)] 

und daher, wenn man auf die Variablen ~:, r/ zurfickgeht, 

3) [r162 r(r/--~/~)i'~, al-I[a(~--~,~)q- r ( r / ' - -~b) i '9=o;  ?,nod (f,, F1)! 

( / 3 =  I ,  2, . . . ,  ~ - -  , ,  ~ + I ,  . . . ,  k). 

Da o" willkorlich ist, mflssen in der Entwiekchmg yon (3) die Coefficienten 
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dec einzelnen Potenzen yon o-einzeln congruent 
Die h~schste Potenz liefert unmittelbar 
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Null rood (g, g~) sein. 

(4~) ~,. ,tr t : . (, - -  ; , )  p o  - o ;  v ~  17 (, - -  ,:)",, 

wobei also P~ fiir alle ~t, ~ ,  . . . ,  G mit Ausnahme von G versehwindet. 
Vergleieht man ferner die Coefficienten der nachst hohen Potenz 

yon r aur beiden Seiten der Congruenz (3) so folgt 

# o ( . : -  *oY'~ - ~DPo + ( ~ -  #,D,"o~#,,7 - ?Po - o ,  

und daraus durch Multiplication mit  1 - I ( ~ - - ~ )  und unter Beri'mksichti- 
r162 yon (4.) 

(4b) ~o;. : / - -  ~ o ) .  s >" - o ;  p o  = ~ (~ - -  ~,,)'<,~ +' .  

Sucht m a .  weiter den Coefficienten von v 2 auf, so findet sieh 

:'<'(:'<< - ' ) ( e - -  ,:<<),'~.-' (~ - -  ~ o ) ' L  -I- #<,(e - -  ,<,Y'o-' (~ - -  , ; o ) ~  ,~,, ~--~--g P<< 
I . 2 , t  

+ ( * -  I - Y . " ( " -  ' )  
L "7" 

,,,,. (# -  ~ - ~ , T J  P~ ~-O 

und daraus dureh Multiplication mit I I (~ : - -~ : )~  und unter Berneksichti- 

gung yon (4,) und (4b) 

(4 ~) \ ~  p * t  t t  

In genau derselben Art  findet man allgemein 

[mod (F, Fl)! (# -- ~D,: .~ -- ,~D ,~ . ~,' - o; 

(4) 

wobei also Ud ) fi:lr ~: ~ ~a nieht verschwindet. 
Nachdem dieser Hfilfssatz bewiesen ist, nehmen wir eine Curve 

@ = o, welche dutch die siimtlichen Schnittpunkte yon F = o, ff~ = o 
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geht, oder eine Function r 7), die for nile Systeme $~, r/~; $~, ~72; ...; SL-, 7k 
verschwindet, welche ~($, r / ) =  o, ~,,($, 7)----o gleichzeitig befriedigen. 
Dann ist 

(5) r  7) --- (~ - -  ~o) q"(e, 7) + (~ - -  ~o) g",($, 7), 

und (lurch Erhebung bl die p t~ Potenz und Multiplication mit/K,~), findet 
m a l l  

(6) 1 ~(~, 7y,~.P:,'o,- o; [,,,od (r ~,)~. 

Es bezeiehne nun 1~ den hofhsten der Exponenten #, ,  lh ,  . . . ,  P~, dann 
kann dmt0rlich in (6) /~. durch / z ersetzt werden; multiplieirt  man ferner 
mit einer noeh unbestimmten Gr0sse u~ und summirt  i~ber a ~ I, 2, ..., k, 
so ergiebt sieh 

(7) q~($, ~)"[u~P, "Jr u~P~ + . . . - F  u, Pk! =--o; [mod (~,, $,,)]. 

In dieser Congruenz kann dic Klammer, welche a, usser yon den unbestimm- 
ten Grossen nur yon $ abh~mgt, ft'lr keinen Wert  dieser Variablen ver- 
schwinden. Folglich lassen sich d i e  u als Functionen yon ~: so w'ahlen, 
dass der Weft der Klammer gleich einer Constanten, z. B. gleich Eins 
wird. Es entsteht also das zu beweisende Resultat 

r 7)" - o; imoa (F, ~,)] 

mit dem Zusatze, dass die Potenz, welche ausreicM, um die geforderte Dar- 
stelhtug za erm6glichen, fleich der h6cbsten bei den Schnittpunkten auflre- 
tenden l]lultiplicit(il sein wird. 

Berlin, M'~rz I885. 


