SUR LES FAMILLES DE FONCTIONS MULTIFORMES
ADMETTANT DES VALEURS EXCEPTIONNELLES
DANS UN DOMAINE.

PAR
M. GEORGES REMOUNDOS

& ATHRNES.

Introduction.

- 1. On sait que en 1904 M. LaNDAU a découvert un théoréme qui apporte
au premier des célébres théorémes de M. PicaRD une précision nouvelle, qui
consiste & donner une propriété commune & toute une famille de fonctions holo-
morphes admettant des valeurs exceptionnelles dans un domaine.

Les valeurs exceptionnelles jouent un role important au point de vue de la
convergence uniforme des séries de fonctions holomorphes, d’aprés les résultats
de recherches récentes de MM. ViraLi, SEVERINI, LANDAU, CARATHEODORY et
MoNTEL.

Comme tous ces auteurs ne se sont occupés que de fonctions holomorphes
ou méromorphes dans un domaine, je me suis proposé d’étudier les mémes pro-
blémes pour les familles de fonctions multiformes dans un domaine et cette
étude fait le sujet de ce travail.

J'établis des théorémes analogues &4 celui de M. LANDAU et concernant des
familles de fonctions algébroides finies dans un domaine qui admettent deux
valeurs exceptionnelles ou un domaine exceptionnel ou une ligne exceptionnelle.
Pour étudier le role des valeurs exceptionnelles au point de vue de la convergence
uniforme des séries de fonctions algébroides, je donne les définitions suivantes:
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Etant donnée une série:

f1@), ,(z),..., fa(@)s ... (s)

de fonctions algébroides & » branches finies dans un domaine D, je dis qu'un
nombre a est une limite de convergence d’ordre de multiplicité K de la série (s)
en un point z, de D, lorsque, étant donné un nombre arbitrairement petit ¢,
I'inégalité :

[fn (z0) —al<e

est satisfaite & partir d’une valeur de n pour K branches de f,(2).

Si K =1 le nombre a est une limite simple, si K > 1 le nombre g est une
limite multiple de convergence.

Nous dirons que la série:

f1(z0)s F2(20)s - - -s fu(z,) ...

converge, lorsque la somme des ordres (de multiplicité) de toutes ses limites de
convergence est égal & ». On peut, alors, dire que la série admet » limites de
convergence distinctes ou non.

Supposons que la série (s) converge en tous les points du domaine D et
soient 4,(z), 4,(2), 4;(2), ... Am(2) les limites de convergence d’ordre respective-
ment égal a K,, K,, K,,... Knm.

Nous dirons que la convergence est uniforme lorsque, & chaque nombre
positif &, arbitrairement petit, nous pouvons faire correspondre un entier #, tel
que pour » >n, et pour tous les points du domaine D les inégalités:

Iln(z)—'fn(z)|<£’ 'lz(z)_fn(z)|<£» I}'s(z)’_fn(z)|<8,---’ IM(Z)—‘]‘,;(Z)'<€

soient satisfaites la premidre pour les K, branches, la seconde pour les K,
branches, et ainsi de suite, la derniére pour les K,, branches de f,(z).

Les limites 4,(z), 4,(2),..., Am(2) peuvent &tre constantes pour tous les
points du domaine D.

Nous dirons aussi que la constante infinie est une limite de convergence
uniforme de la série (s), si & chaque nombre positif ¢ correspond un entier n,
tel que 'inégalité:

I,
Ifa(2)]

soit satisfaite pour n > m, pour tout point z intérieur & D et pour une au moins
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des branches de f,(z). §'il en est ainsi pour K branches de f,(z), la constante
infinie sera une limite de convergence uniforme d’ordre K.

Je démontre que les fonctions algebroides & » branches finies dans un
domaine D, qui y admettent un domaine exceptionnel ou une ligne exception-
nelle, forment une famille normale; j’entends par 14 que: de toute suite infinie
de fonctions de la famille nous pouvons extraire une nouvelle suite infinie
convergeant uniformément vers des fonctions algébroides et finies dans le
domaine D ou vers la constante infinie, dont le nombre total des branches est
égal 3 v.

Une limite constante est considérée comme ayant un nombre de branches
égal & son ordre. Nous établissons ensuite extension aux séries de fonctions
algébroides dans un domaine des théordmes bien connus de STIELTJIES et de
MM. Oscoop, ArzeLA, ViTaul et MONTEL sur la convergence des séries de fonc-
tions ‘holomorphes.

Nous faisons des applications des résultats ci-dessus indiqués aux fonctions
ayant une infinité de branches en complétant ainsi d’autres obtenus par M.
Bourroux. Nous obtenons aussi d’autres théorémes se rattachant intimement
au but de ce travail.

Les principaux résultats de ce travail ont été énoncés dans deux Notes
insérées dans les Comptes rendus des séances de U Académie des sciences de Paris:
Tome CLVI (1°r semestre 1913), 1) Sur les familles de fonctions algébroides
(862—865), 2) Sur les séries et les familles de fonctions algébroides dans un
domaine (1141—1144).

CHAPITRE 1.

Un théoréme sur les valeurs exceptionnelles de gquelques familles de
fonctions algébroides.

2. Dans un travail publié récemment dans les Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo (Le théoréme de M. PicarD et les fonctions algébroides,
tomo XXXV, Anno 1913, Adunanza del 2z Dicembre 191z) nous avons établi le
théoréme suivant:

Théoréme I. Soit u=a(z) une fonction algébroide finie & distance finie et
déterminée par Uégquation :

F u)=ut+ 4,@u1+ - + Ana (D) u + da(z)=o0 (x)
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AI(Z)=01 +blz+. .
A,(z) =a, + bz + -

(2)
A”(Z)=a,. + b”z + M
et u, un nombre différent des racines des égquations:
P(u)= -1 a,u”“2+ o+ Aot T CGu1 =0
_ n—1 a, b, n—2 . a,.__zb —2 Ap—1 bn—l - '
Q (u) = byur? + a e + -t a, b, u + a. b, o. (2"

8i nous envisageons aussi la fonction algébroide w=a,(z) définie par Uéquation:
fz, wy=ur1+ A, Ru2+ 4,2 u*3+ --- + dp—1(z)=0
il existe un cercle
lzl<R=R(n, u,, a,, b,, a,, b,..., an, by)
dont le rayon dépend seulement des mombres n, u,, a,, b,, @,, b,, ..., Gn, by [et

nullement des aulres coefficients des séries (2)], & U'intérieur duquel l'une au moins
des équations:

a(z)=o0, a(z)=1u,, a,(z)=u,

admet des racines. Le rayon R est plus grand que la fonction @(7,, y,) tndiguée
par M. LANDAU dans ses travauz! el délerminée complétement par M. CARATHEO-
DORY?, les y, et y, ayant les valeurs

- an _o Q)
7°~—u,P(u,)' 71_-“1[13('“1)]’ )

Nous retrouverons ici ce théoréme comme cas particulier d’un autre (théo-
réme IV de ce travail). La fonction a,(u), qui figure dans I’énoncé du théoréme
précédent, sera appelée adjointe par rapport & l'algébroide donnée a(z).

! ) Uber eine Verallgemeinerung des Picarb'schen Satzes [Sitzungsberichte der Kgl.
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang 1904, s. 1118—1133]; b) Uber den
Proarp’schen Satz [Vierteljahreschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, Bd. LI
(1906), &. 252—318].

* Sur quelques généralisations du théoréme de M. Picirp (Comptes rendus de }'Académie
des sciences de Paris, t. CXLI (2¢ semestre 1905), pp. 1213—1215].
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Nous utiliserons ce théoréme pour établir un autre concernant les familles
de fonctions analytiques algébroides définies par une équation de la forme:

Fiz, wy=uw+ A4,u1+ 4,@)u*2+ -+ Apa(®u+g(2)=o0. (4)

A @R)=a,+bz+e22+ . . .. ...
d,2)=a, + b,z 4+ ¢,22 4+ . . . . . ..

.................. (5)
Apa@)=apa + bpaz4+coz® +- - -

g(z)=a+‘u,z+u2z’+‘u3z8+. e

ot les coefficients a,, b,, ¢,..., Gy, by, €3 ..., Gpe1, bn—1, Cn—1, ..., des
fonctions entiéres A,(z), A,(z),..., An—1(2) sont donnés et fizes ainsi que le
premier coefficient ¢ de la fonction entiére g(z), tandis que les coefficients
ey Mgy W, ... sOnt des paraméires variables. Désignons par (f) cette famille de
fonctions algébroides dépendant d’une infinité de parameétres variables et définie
par I'équation (4).

Si nous considérons un nombre %, différent des racines de 'équation:

Puy=w'1+ag,u*2+aqu* 3+ - +ap_1=0

Palgébroide adjointe, qui est évidemment fize comme ne dépendant pas de
paramdtres variables, ne prend pas en z==o0 la valeur »,. Par conséquent, si
nous désignons par a,(z) V'algébroide adjointe et par ¢ le plus petit des modules
de zéros de I’équation

a,(2) =1,

nous aurons o= o. Remarquons que les nombres ¢ et y, sont fixes, tandis que
le nombre y; dépend du paramétre variable ,.
D’aprés le théoréme de M. CARATHEODORY, nous avons:
2Ir(y)] _ 1 ‘
@ (Yo, — =K 6
P 2= G gl = Bl ©
v(y) désignant Pinverse de la fonction modulaire et I[#(y)] sa partie imaginaire;
la quantité K, = K, (y,) est évidemment fixe.
Cherchons les valeurs du paramétre w, qui satisfont & l'inégalité:
1

K K,
— < ou > —
TARK A o
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ou bien:
Q)| K,
Ju JP(u)l” o’
elle s’écrit:
mwm>%mmwwm’wa1wwm>Kz (7)
en posant:
K, s
K,= ?I“l”P(ux” . (8)

Pour notre famille (f) de fonctions algébroides la quantité @(u) est donnée par
la formule:

a; b,
a u,

a; b,
a u,

Q (u) =u, unr—1 + ur—2 + ur -3 4 .. 4

Qp—1 bn—}
a U,

ou bien:
Qu)=w, (w1+ag u2+agu3+ - +apy)—adu2+bu—3+ . +byy);
on peut écrire:

Q(w) =p, P(u)—aX (u) (9)
en posant:
Nu)=bu2+bu" 3+ - +bps. (10)

Nous avons, done:
{Q ()l =l P () —a N (w)| 2 [, [ | P ()| — 2] |V (wi)]
et, alors, 'inégalité (7) sera satisfaite si l'on a:

llulllP(ul)l‘_la”N(ux)l>Kz
ou bien:

+ [all¥ (x,
i > B3 LR, (x3)

Rappelons-nous que P(u,)=o.
Le second membre de cette inégalité (11) étant fixe, si nous posons:

E, + [al [N )] _ g

[P ()] (x2)
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Pinégalité:
@ (70 7.) <o sera bien satisfaite si on a: |u,|> K. (13)

Les formules (6), (8), (10) et (12) déterminent complétement la valeur de
K qui est:

Klluxllp(u1)|2+ Qla“N(ul)I 2I[V(70)] '
.K = =
elP () U K= (13)

Remarque. Nous remarquons gque nous pouvons sUPPOSer: 7, o et y, = 1,
parce que, si y,—o toutes les fonctions de la famille (f) prennent la valeur
zéro pour z=o0; de méme, 8i §,= I NOUS avoNs:

—a .
m:x ou bien u, P{u,) + a==F (o, u,)=0

et, par conséquent, toutes les fonctions de la famille prennent, pour z=o, la
valeur u,. L’inégalité |y,| >%, qui est satisfaite avec (r3), montre que, si 'on a:

|te.] > K le nombre y, sera différent de zéro.
Appliquons maintenant le théoréme I aux fonctions de la famille (f) en
choisissant le rayon R de fagon & satisfaire aux inégalités:

@7y, 7)< R<o.

Cela est toujours possible pour toutes les fonctions (f) qui satisfont & I'inégalité
(13) et qui constituent une nouvelle famille (f,) faisant partie de la famille
donnée (f). Par ce choix du rayon R, l’algébroide adjointé de toute fonction
de la famille (f,) ne prend pas la valeur u, dans le cercle (c):

lzl<R

et, par conséquent, & I'intérieur du méme cercle, d’aprés le théoréme I, toute
fonetion de la famille (f;) prend I'une au moins des valeurs zéro et u,. 1l en

est, donc, de méme & lintérieur de tout cercle, dont le rayon est plus grand
K

que @ (7, 71) =W—’~I; ce nombre ¢ (y,, y,) n’est pas fixe, puisqu’il dépend du para-
1

métre variable p,, mais il ne dépend nullement des paramétres variables

s, Mas ftg,...: il dépend seulement des nombres #n, u,, a,, b,, @,, by, ..., Gu—1,

bna, @, u,.
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Si nous donnons au paramétre u, une valeur fixe u, = b > K, nous obtenons
une troisiéme famille (f,) de fonctions, dépendant des paramétres variables
Usy Ug, Ly, . - . pour laquelle la quantité ¢(y,, y,) sera fize.

Nous avons ainsi établi le théoréme suivant:

Théoréme II. Considérons une famille (f) de fonctions algébroides définie
par 1équation:

Fiz,u)=u"+ 4,@)ur"1+ 4, u*2+ -+ Apa(2)u+g(z)=0 (14)

ot les fonctions entidres A, (z), A4,(2),..., Au—1(2) ont tous leurs coefficients don-
nés et fixes:

(15)

...................

A”""l (z) == @n—1 + b”—lz + Cp—1 z’ 4.
et g(z) désigne une fonction entidre:
g2)=a + w2 + p,2t + ug2d + -

dont le premier coefficient seulement est fixe tandis que tous les autres p,, pt,, py, . . .
sont des parameétres variables; considérons aussi un nombre u, différent des racines
de Dégquation :

Py=uwr1+aur2+a,u* 3+ - +a-1=0.

Il existe un nombre positif et fixe K tel que toute fonction de la famille (f) satis-
faisant ¢ la condition:

' !‘1' >K
renne une fois au moins Lune des valuers o et u, & Dintérieur d’un cercle:
1
Jz]< R

dont le rayon dépend seulement des nombres n, u,, a,, b,, @,, b, ..., @Gn_, bp—1, @, 14,
[et nullement des autres coeffcients des séries (15)). Le rayon R doit satisfaire
a DVinégalité:

R> @y, 75)

. —a o Q(ul) .
" uPlw) T T PP

ol
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Les valeurs de Q(u,) et de la constante K se donnent par les formules: (g), (10)
et (13'). Nous complétons le théoréme précédent par le suivant:
»Si nous donnons & p, une valeur fixe u,=b > K nous obtenons une nouvelle

famille (f,) de fonctions algébroides pour laquelle la quantité ¢(y,,7,) est fixe;
il existe, donc, un cercle

lzl< B=R(n, u,, a;, b,,85, b5, ..., @n—-1, bp—1, @, b)

dont le rayon est fize (constant), & Dintérieur duquel chacune des fonctions de la
famille (f,) prend une fois au moins U'une des valeurs zéro et u,.»

CHAPITRE II.

Le module des algébroides admettant des valeurs exceptionnelles
' dans un cercle.

3. Considérons de nouveau l'algébroide u = a(z) définie par I'équation (1)
et désignons ses diverses branches par u,, %,, %,, - .., %Un. Si, & l'intérieur d'un
cercle:

lzl< R (16)
la fonction a(z) ne prend ni la valeur zéro ni la valeur ', les fonctions:
An(2) et F(z, u') =u'f(z, W) + 4n(2) (r7)

ne s'annulent pas & lintérieur du méme cercle; il en est de méme de f(z, ')
si 'adjointe a,(z) ne prend pas la valeur ' dans le cercle (16).
Avec ces hypothéses, 'égalité (17) nous montre que la fonction:

2(2)=%=60+6,z+5,z2+... (18)

qui est régulidre en z=o0, ne prend pas, dans le cercle (16) les valeurs zéro et
un et, par conséquent, nous avons: '

| 2 )| <2 (19)

cette inégalité étant satisfaite pour |z}]< 9 R, ol & désigne un nombre positif

quelconque plus petit que l'unité et 2(d,) désigne une quantité dépendant

seulement de J, [et nullement des autres coefficients d,, d,, ...]; nous appliquons

ici un théoréme bien connu de M. ScHOTTKY [Uber den Picarp’schen Satz und
Acta mathematica. 87. Tmprimé le 22 avril 1914, 32
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die Borer’schen Ungleichungen. Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen
Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1904, 8. 1244—1262].
Or, nous avons:

Fz,u)=0—u) (W —u)(u —u).... (' —ta), Adn(z)=(—1)"u UpUs....Un
il s'en suit:

U —up
Un

u' —u,
Us

u —u,
U,

. (20)

S 0]

Cette formule (zo0) montre que l'on aura, pour une au moins des branches,
Pinégalité suivante:

u —u,
ul

uw—u
u

ﬁlZ(z)I}' | (21)

car si, pour un point situé dans le cercle |z} <@ R, on avait:

> |2(z>|'“~ (2) “';"“"l> |2<z)

il en résulterait:

! 1 1
U U, By venn n

Uy

>

u'—u,
Uy

w—u,
Uy

u —u,
u,

T
Un

>|2(z)l.

L’inégalité (21) entraine:
1 I 1
pl— ful < ful| Sk < il 2k
!
Iu|>———lu—|— (22)

I+|[9(3o)]|'—l‘,

pour une au moins des branches de la fonction wu.
D’aprés 1’égalité (18), nous avons:

8o =[() + a, ()" + @y (W)= 4+ - + Gnoa v + an] - (23)
”
et, par conséquent, la quantité 2(J,) ne dépend que de ¥/, a,, a,,. .., An_1, Gn.

Pour abréger le langage, adoptons la définition suivante: Une valeur u, = o sera
dite hyperexceptionnelle d’une fonction algébroide a (z) dans un cercle (c) si



Les familles de fonctions multiformes dans un domaine. 251

cette fonction a(z) et son adjointe a,(z) ne prennent pas la valeur u, dans le
cercle (¢).
Nous avons ainsi obtenu le théoréme suivant:

Théoréme III. Soit une famille (G) de fonctions algébroides u = a (2) ayant
les propriétés suivantes: 1° Toute fonction de la famille prend, en z=o0, les n
valeurs qui sont des racines de l'équation:

W+ aurt 4 a,u" 2+ - @ % + ap=o0. (24)

2°. Toutes les fonctions de la famille ont le méme nombre n de branches. 3°. La
valeur o est exceptionnelle et la valeur u,=o est hyperexceptionnelle pour toute
fonction de la famille dans un cercle

|zl < R. (25)

Il existe, alors, un nombre positif fixe K (u,, a,, a,,... a,) >0 tel que nous ayons
Dinégalité :
lu| > K

g . R
satisfaste pour une au moins des branches dans le cercle |z] < 2 Le nombre K

est donné par la formule:!

ke ful )
r+ o]
ou Pon a:

238
L2(d,) = 7

en désignant par 1 le plus petit des nombres

llog d,|, |log (x— d,)l,

1
log (1—3—;)|

les logarithmes étant pris en valeur réduite, c’est-4-dire de fagon que leur partie
imaginaire soit comprise entre — @ (excl.) et m (incl.).

L’égalité (23) montre que le nombre J, est fini et différent de zéro, parce
que, par hypothése, les nombres o et u, différent des racines de ’équation (24);
d’autre part, nous avons:

1 11 dépend aussi du degré «.
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g, %1
parce que, dans le cas contraire, nous aurions I’égalité:
u+ o, u1+a,u*2+ - + @g,=a, ou bien u?+a, U2+ -+ as—1=0

ce qui est en contradiction avec ’hypothése que 'adjointe de toute fonction de
la famille (G) ne prend pas, dans le cercle (25), la valeur u,.

Nous avons, done, d,=o0 et 1 et fini et, par conséquent, le nombre 4 est
fini et plus grand que zéro.

Nous remarquons que, d’aprés le théoréme ci-dessus énoncé, si nous désig-
nons par (E) le cercle décrit dans le plan de la variable u=a(z) du point
% =0 comme centre et avec un rayon égal & K, les n points u—a(z) [correspon-
dants aux diverses branches des fonctions a(z)] ne penélrent jamars simultanément
dans le cercle (E), lorsque le point z se déplace d’une fagon quelconque dans le

: R s . .
cercle |z]< P L’intérieur du cercle (E) est, dans ce sens, un domaine exceptionnel

dans le cercle |2| <§ par rapport & Uensemble des branches de toutes les fonctions

de la famille donnée (G).

Pour nous rendre compte de Pintérét de cette propriété, rappelons-nous
que, dans le cas d’une famille de fonctions holomorphes, cette propriété suffit
pour que la famille soit normale. [Voir: P. MoNTEL. Sur les familles de fonc-
tions analytiques qui admettent des valeurs exceptionnelles dans un domaine.
Annales scientifiques de I'Ecole normale supérieure. 1912, tome 29 (3° série),
p. 493 et 494.]

CHAPITRE I111.
Généralisations du théoréme II.

4. Considérons de nouveau la famille (f) du théoréme II, définie par
Péquation (14) et deux valeurs quelconques %, et u,. La substitution:
w=u, + w fait correspondre & la famille (f) des fonctions w%(z) une nouvelle
famille (f) de fonctions w(z) et aux nombres u, et u, les nombres o et u, — u,;
la nouvelle famille sera déterminée par 'équation:



Les familles de fonctions multiformes dans un domaine. 253
Y w? .,
Folz, w)=TF (2 u) + wFulz, w) + T—F )+

on—1 _
i I.2.3.. (n_I)FL’;—?(z,ul).{-wn:o

dans laquelle les F'y(z, u,), F,(z, u,),.... Fy,‘.'_'ll)(z, u,) ne dépendent que des

A,(z), 4,(z), ... An—1(2) et, par conséquent, sont fixes (sans paramétres variables),
tandis que le premier terme F (z, u,) dépend aussi de g(z) et, par conséquent,
contient les paramétres variables u,, u,, 43, .... Si nous posons:

Fz,u)=d +mz+m22 +m,28+ -
nous avons évidemment:
d=u?+aurl+a,ur2+ -+ a1y ta
my=burt+b,ut2+4 - +by_u, +pu, #7)
grice a Dégalité:
Fiz,u)=u?t+ A4, @)u +4,@)u"2+ - + Adpy (2)u, +9(2).
Si nous posons aussi:
Foz,u)=0a +¥,2+-
F(z, u)=a', + b2+ -

...................

(n—1)
Fun—l(z’ ) = Onoy +bpaz+-
les coefficients o'y, b'y, a5, ¥,,...a,_,, b, , ne dépendent que des coefficients
a,b,0,,b,,...00_1,bn—1 et des u, et n.

D’aprés le théoréme II, il existe un nombre positif et fixe K tel que toute
fonction de la famille (f') satisfaisant & la condition

jm,|> K (28)
prenne une fois au moins 'une des valeurs o et u,—u, & lintérieur d’un cercle
l2l<R (28')

dont le rayon R dépend seulement des nombres =, u,—u,, a',, b',,d',, 0, ...,
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@'p—1, b'na1, @', m,; ce rayon, done, ne dépend que des coefficients a,,a,,..., @n-1,
@,b,by,...,bn, g, et des nombres =, u, et u,. Si nous donnons & m, aussi
une valeur fixe, le rayon R sera fixe.

D’autre part, en vertu de 1’égalité (27), nous avons:

[l > L] — (B ut™ + B 072+ -+ B
il en résulte que 'inégalité (28) sera satisfaite si I'on a:

fa — 10, w71 + b u2 + - + by u, | > K,
ou bien:
Ju > K + b, w4+ b,u?2 4 - + bpyuy.

Nous pouvons écrire:

lea| > K + |u, ||V (u)l, (29)

en tenant compte de la notation donnée par la formule (10).

Done, si le paramétre p, satisfait & linégalité (zg), toute fonction de la
famille (f) prend, 4 lintérieur du cercle (28'), une fois au moins 'une des valeurs
o et u,—u, et, par conséquent, toute fonction de la famille donnée (f) prend, &
Pintérieur du méme cercle, 'une des valeurs u, et uw,. Le second membre de
'inégalité (29) est évidemment fize. Nous avons ainsi démontré que le théoréme
II est valable pour deux mombres quelconques w, et u,: c’est-i-dire, dans I'énoncé
de ce théoréme, on peut remplacer la valeur o par une valeur quelquonque u,.

5. BEnvisageons maintenant la famille (F) de fonctions algébroides définie
par I'équation:

Yz, u) =ur + A, ) unL + - 4 Ay (2) uv—+t 4

(30)
+g@)ur + -+ dpal{2)u + 4n(2) =0
ol l'on a:
glz)=a+p 2+ p,28+ p2° + -
4,z)=a,+bz+c22+ - - - - - - -
A,y (2) =@y + bypgz+ecpy2®+- -« - (31)

Av-H (z) = Qy4+1 + bys12 + Gy 2+ -

An(z)zan + bnz + C”z’ + .
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les fonctions entiéres 4,(z), 4,(z),... Ay—1(2), Ap41(2),... A, (2) étant fixes,
tandis que la fonction entiére g(z) contient les paramétres variables p,, u,, us,. ..
Posons:

PEW 9w, (32)

et considérons la fonction

o) LEMZLEN) s (33)

u, et u, étant deux nombres quelconques différents de zéro.
D’aprés le théoréme de M. Lanpav,! il existe un cercle

12l < B (7, 7)), (34)

dont le rayon R dépend seulement des coefficients y, et y,, & 'intérieur duquel
la fonction ¢(z) ou bien admet au moins un point singulier ou bien prend au
moins une fois I'une des valeurs o et 1; donc, & Pintérieur du cercle (34), une,
au moins, des équations:

Q(z’ u1)=0: Q(Z, u2)=°’ (35)
Q,%)—Q(z, u)=o, (36)
admet des racines. Or, nous avons:

Qz,u)=u'+ A, @) w1+ -+ Ay (2) u, +

I +A,.(z),

n—y—1 Ny
L2 uy

+ g2+ + dn(z)
Q(z, u2)=u: + Al(z)uz-l + o+ Ay (z) u, +
+g@) + -+ 4ua(z)

I A, (2)

7n—v-+1 73—
Uy Uy v

3

Q(z: u1)—Q(z1 uz)=uf—u2 + (uﬁ“l—uﬂ"‘) A1+ e
+ (ul_uz)Av—l + oot An(“I_— = )’

n—v n—y
u 1 u 2

et nous voyons que la fonction @ (2, u,) — @ (2, u,) ne contient pas le coefficient
variable g(z); par conséquent, les racines de I’équation (36) sont fizes (ne dépen-
dant pas des paramétres variables u,, p,,...). Si, done, nous désignons par ¢
celle qui a le module minimum, nous choisirons le paramétre u, de fagon que
Pon ait:

! Travaux cités dans le No 2,
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? (70, 1) <lel, (37)
@ (70, 7:) 6tant la fonction bien connue de M. LANDAU.
Si nous posons:
Q(z,u)=q, +q, 2+ ¢,2* + -
Q(z,u)—Q(z,u,) =K, + K, z+ K,2* + ---
nous avons:
ur+a,ut 1+ +aut"+ - +a, but '+ -+ ut+ -+ by
9o = un—r ’ = unr—v !
Ky=@w—uw)+a (w3 —uy" )+ - +a ( 1 _ 1 )
0 1 ] 1 1 2 n u?_" u;;—-'u ’ (37!)
1 1
K, =b(w1—u )+ -+ by (u';-”_u';—”)’
_K, % K, — K4, "
Yo =7 ' 7 (37")
Nous savons que:?!
P (o 71) = 7 P (70)
e AR
et, par conséquent, I'inégalité (37) est équivalente a
P (%)
> . 8)
(7.1 fel (3

Les nombres g, y,, ¢,. K,, K, étant fixes, il est facile de démontrer, comme
nous I’avons fait dans la démonstration du théordme II, que I'inégalité (38) sera

satisfaite si I'on a:
la.1>C\,

C, étant un nombre positif fixe. D’autre part, nous avons:

b
lg:) > || — Byt + byus—2 4 - + =2

n—y
U 1

et, par conséquent, I'inégalité (39) sera satisfaite si I'on a:

(39)

* Voir le travail de M. Laspau: Uber den Picarp'schen Satz (Vierteljahrschrift der Na-

turforschenden Gesellschaft: in Zirich, Bd. LI, 1906, S. 252—318).
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II"1|>01+ blu"i'“+bzu¥_2+"'+u2: : (40)
1

Pour les valeurs, donc, du paramétre y, satisfaisant & cette inégalité on aura:

‘P(?’o: 71) <|Q|a

et comme le théoréme de M. LANDAU est vrai pour tout rayon plus grand que
@ (70, 71), nous prendrons le rayon R de fagon que on ait:

P (70, 7) <R <]el.

Alors, & VDintérieur de ce cercle |2] < R I’équation (36) n’admet pas des racines
et, par conséquent, 'une au moins des équations (35) a des racines. Nous en
concluons que, & l'intérieur de tout cercle |2| < R dont le rayon est plus grand
que @ (¥,,7,), 'une au moins des équations:

w(z: 'ul) =0 et '70(2, u2)=0;

a des racines, puisque l'on a:

lp(z’ul)=Q(z,u,), M=Q(Z,u2)'

uy uy—"
Remarques. Notre procédé exige que |g| > o; pour cela il fant supposer:

Ky=(uw) —ul) +a, (w1 —wr=) + - + @y (4, — u,) +

I
Uy

I I I
e

n—y n—v
u’ Uz

+ Ay41 (

ce qui entraine y,=o. Nous pouvons aussi supposer y, = I, parce que, dans le
cas contraire, toutes les fonctions @ (z, u,) s’annuleraient en z=o0 et, par consé-
quent, toutes les fonctions de la famille () prendraient en z=o0 la valeur u,.

Les formules (37') montrent que la quantité ¢(y,,7,) ne dépend que des
nombres n, ¥, u,, u,, et des coefficients

Gy, by @y by Gy, by, @, 1y, - . Gy, D

Nous avons ainsi établi le théoréme suivant qui est aussi une généralisation
du théoréme II.

Théoréme IV. Soit une famille (F) de fonctions algébroides définse par Uéqua-
tion:
Acta mathematica. 31. Imprimé le 23 avril 1914. 33
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Y, u)=ur+ 4, () urt 4+ -+ Ay (2) w4

+g@)u + Ay @) ur—14+ .- + 4,(2) =0,
o lon a:

41(z)=a1+b1z+ c o
A,(z)=a,+b,z+ ......

Av—l(z)=av—l+bv—lz+ st
(41)
g(2)=a+ pz2+u,z" +- - -

Ay Z)=ayp1 +bypaz+ - - -

les fonctions entitres A, (z), A,(2),... Ap1(2), Ar11(2),... An(z) étant fizes, tandis
que la fonction entidre g(2) a une infinité de paramétres variables (le premier coeffi-
cient a seulement étant fixe) p,, p,, uy, . ... St nous considérons aussi deux nom-
bres quelconques u, et u, différents de zéro et ne satisfatsant pas a Végalité:

(wd—u)) +a, (W 1—w™) + - + ay1 (8, —u,) +
(42)
I I I I
+ a1 E_Ez) + +a”(ﬁ7’~_u’; ,,) =0,

il existe un nombre positif fixe C tel que toute fonction de la famille (F) assujettie
a la condition
fu>C, (43)

prenne une fois au moins Pune des valeurs u, et u, ¢ Uintérieur d’un cercle: |z| < R,
dont le rayon dépend seulement des mombres n, v, u;, %,, a,, b, a,, by, ... @y, by,
@, Wy, ... G, by [et nullement des autres coefficients des séries (41)].

Le rayon R doit étre plus grand que ¢(y,,7,), ol les nombres y, et y, sont
bien déterminés par les formules (37') et (37"): La constante C est déterminée
par les formules (37), (37"), (38), (39) et (40).

Si nous donnons au paramétre g, une valeur fixe u, = b telle que |b|>C,
nous obtenons une nouvelle famille (F,), dont chaque fonction prend au moins
une fois 'une des valeurs u, et u, dans le cercle |z} < R ci-dessus indiqué. La
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famille (F,), qui dépend d’une infinité de paramétres variables p,, py, py, .. .,
fait évidemment partie de la famille donnée (F).

6. Remarquons! encore que les théorémes IT et IV peuvent visiblement
g’étendre au cas ol les fonctions algébroides des familles considérées possédent

des infinis & distance finie. C’est ainsi, par exemple, que I’équation (14) peut
étre remplacée par une équation:

F,v)=g@)+ 4, u+4,2)ut+ -+ dpa(2url + 4, () w* =0,

les g(2), 4,(z), 4,(2),... A,(2) désignant des fonctions entiéres, il suffit de mo-
difier legérement le sens des valeurs exceptionnelles: une valeur w—=u, sera dite
exceptionnelle dans un domaine (D), st aucune fonction F(z,u,) n'y prend la
valeur zéro. Cette définition est analogue & celle de 'équation exceptionnelle
utilisée par M. BOREL pour généraliser le théoréme de M. PrcarDp daus le cas
des fonctions méromorphes: [E. BOREL. Legons sur les fonctions méromorphes
professées au collége de France. Paris, Gauthier-Villars, 1go3, pages 55—66].
Je ne veux pas insister davantage sur ce point facile, parce qu’il ne s’agit pas
de changer les méthodes suivies pour les théorémes en question.

CHAPITRE IV.

Les familles bornées en module.

Envisageons nne famille () de fonctions f(2) algébroides et ayant le méme
nombre » (fixe) de branches? dans un domaine (D) et supposons que cette famille
soit composée de fonctions bornées dans leur ensemble dans Uintérieur du domaine
D: Nous entendons par la qu’il existe un nombre fixe M tel que nous ayons
Pinégalité:

”(Z)l(M, (44’)
satisfaite pour foutes les branches de toute fonction f(z) de la famille et pour tout
point intérieur 4 un domaine D,, en désignant par D, un domaine quelconque
intérieur & D. Soit:

fl(z)7f2(z):f3(z),---fn(z),--- (44)

une suite infinie de fonctions appartenant & la famille (F); nous démontrerons

' 1 faut aussi remsarquer que le théordme II se déduit comme cas particulier du théoréme
IV: c'est le cas ol v==n et, par conséquent, 'une des valeurs u; et u; peut étre égale i zéro.
? Nous supposons aussi que les fonctions de la famille soient finies dans le domaine D.
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que l'on peut en extraire une suite nouvelle convergeant uniformément & 1’inté-
rieur du domaine D vers une fonction limite.

La fonction u =f,(z), étant algébroide & » branches dans le domaine D,
satisfera & une équation:

w4+ A, w "+ B, 2)wt+ Cp(z) w3 + - =o0. (45)

ol les A, (2), Bn(2), Cr(z),... sont des fonctions holomorphes dans le domaine D.
Ainsi la suite (44) de fonctions algébroides dans D correspond & » autres
suites:
A, (2), 4,(2), A;(2), ..., Ap(2), ...

B, (2), B,(z), By(z),..., Bp(2),...

(46)
Cl (Z), C: (2), Ca (Z), RS Cn (Z), e
de fonctions holomorphes dans le méme domaine.
Nous avons:
- An(z) == fnl + /n2 + ,ﬂ3 + -+ fnvy
B, (2) = z fﬂl fnZ:
(47)

ha On (2) = 2/1;1 fn? fn3»

..................

en désignant par f.i, fa2, fa3,... fus les branches de la fonction f,(z), par

anl foz la somme de tous les produits des branches prises deux-a-deux, par

2 fn1fa2fns la somme de tous les produits des branches prises trois-a-trois et

ainsi de suite.
Les formules (44') et (47) nous donnent les inégalités:

l4n @l <v M, |Ba(2] <22 D pps, ;on(z>|<ﬂi%2(g—_-@Ms, .....
qui montrent que les fonctions 4, (z), B,(z), Cx(2),... sont bornées en module dans
leur ensemble dans le domaine (D), parce que les nombres » et M sont fixes.
Or, on sait que de toute suite de fonctions holomorphes bornées on peut
extraire une nouvelle suite convergeant uniformément vers une fonction [Voir:
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P. MonTeEL. Sur les suites infinies de fonctions. Paris, 1907, Gauthier-Villars,
pages 67—70, thése de doctorat. P. MoNTEL. Lecons sur les séries de polynomes
4 une variable complexe, p. 22—27. Paris, Gauthier-Villars; 1g10].

On peut, done, extraire de la suite:

) A, (2), A,(2), 4;(2), ..., 4 (2), ... (48)
une nouvelle suite:

Am (Z), Aaz (Z), Aas (Z), AR ] Aan (Z)’ e (49)

convergeant uniformément vers une fonction a (z) holomorphe dans tout domaine
D, intérieur & D. Ensuite, si la suite:

By, (2), Buy(2), Bos(2), . .., Bg,{(2),... (50)

ne converge pas uniformément vers une fonction limite, nous pouvons en extraire
une nouvelle serie:

Bﬁl (Z), B.32 (,z), Bﬂs (Z), ey Bﬂ,, (z), PR (51)

convergeant uniformément vers une fonction holomorphe b(z) dans le domaine
D,; la suite: 8, 8,, B:, ..., fn,... est évidemment extraite de la suite e,, o,,
Q3. . .5 Ons ... b, par conséquent, de la suite 1,2,3,..., 7n,...

Nous considérons maintenant la suite:

0,31 (Z), 0192 (z)’ Cﬂs (Z), ceey Oﬂn (Z), e
de laquelle nous pouvons extraire une nouvelle suite:
0y, (2), Cp(2), Cpl2), ..., Oyn (2),... (52)

convergeant uniformément vers une fonction limite c¢(z) holomorphe dans le
domaine D,. En continuant ainsi nous arriverons enfin & une suite infinie de

nombres entiers:
My, My, Mgy o v oy Ma, .

extraite des toutes les suites précédentes:
I, 2, 3yc0es Myou.

Cyy Olpy Ogy ey Uy

ﬂi’ [82: ﬂa:---, ﬁn,.-.
Y15 V2s Vas-vs Ynsvs
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telle que chacune des suites:
Am (2), Am: (2), Ame(2), ..., Am,(2), ..
By, (2), Bmy(2), Bms(2), ..., Bm,(2), ...
Cmi(2), Cos(2), Crig(2), .. oy Cpa (2), - - -

(53)

converge uniformément vers une fonction holomorphe dans le domaine D,; la
premiére vers a(z), la seconde vers b(z), la troisiéme vers c(z) et ainsi de suite.
En effet, la premiére des suites (53) peut &tre extraite de la suite (49) qui
converge vers la fonction a(z), la seconde de la suite (51) qui converge vers la
fonction b(z), la troisiéme de la suite (52) qui converge vers la fonction c(z),
et ainsi de suite.

Or, la fonction algébroide u = fm, () satisfait & I'’équation:

W + Am, (2) w1 + Bp, (2) w2+ Cpp, (D) w2+ --- =0, (54)

il en résulte que les » suites (53) de fonctions holomorphes correspondent a la
suite:

f’mx(z)s .fmz(z): fms(z): ey fmn(z): v (55)

qui converge, par conséquent, vers les fonctions w = f(2) satisfaisant & 'équation:
w+a)wl+b@Ew2+c(z)w3+--- =o, (56)

parce que les suites A, (2), Bm, (2), Cm, (2), ... convergent uniformément dans le

domaine D, respectivement vers les fonctions a (2), b (z), ¢(z), ... qui sont aussi

holomorphes dans D,, d’aprés un théoréme classique de WEIERSTRASS; la suite

(55) est évidemment extraite de la suite initiale (44). Si I’équation (56) est irré-

ductible, la suite (55) n’admet qu’une fonction-limite qui est algébroide & »

branches et finie dans le domaine D; si I'équation (56) est réductible, les fonc-

tions-limites sont au plus » et le nombre total de leurs branches est égal & ».
2. Donnons maintenant la définition suivante: Soit:

q)l(z)y (Pz(z):---s ‘Pn(z):--- (57)

by

une suite infinie de fonctions algébroides & un nombre fixe » de branches et
finies dans un domaine D, et désignons par @n1, 2, Pns, ..., P, les valeurs de
®n(2). Soit aussi ¢(z) un ensemble fini de fonctions, dont le nombre total des
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branches dans le domaine D est égal 4 ». Nous dirons que la suite (57) con-
verge uniformément, & Dintérieur de D, vers les fonctions w = ¢ (z) si, D, étant
un domaine quelconque complétement intérieur & D, on peut faire correspondre
a4 chaque nombre positif ¢ arbitrairement petit un entier p, fel que, pour n>p
et pour tout point z du domaine D,, le tableau des »® nombres:

w1—¢n1, wl_’(an’ Wy — Pn3, ...y Wy — Pny,
Wy — Pnly Wy~ Pug, Wy — Pp3, ...y Wy Pny,
Wy — Pp1; Wy — Pp2, Wy—Pps, ..., Wy— Ppy,

on Wy, Wy, Wy, ..., Wy sont les v valeurs des fonctions ¢ (z) au point z, contienne
ou moins v différences dont le module est inférieur & ¢.

Cela posé, nous démontrerons que la série (55) converge uniformément,
lintérieur de D, vers les fonctions-limites w = f(z).

Si nous désignons par a1, Unz, Uns, ..., Uny les valeurs de u = fm,(2) et par
Wy, Wy, Wy, ..., Wy les valeurs des fonctions w= f(z), il suffit de démontrer que,
a chaque nombre positif ¢ nous pouvons faire correspondre un entier p tel que,
pour n > p et pour tout point intérieur & D, le tableau:

W — Unl, Wy — Up2, W, —— Up3g, ..., Wy — Uny,
Wy — Un1, Wy — Un2, Wy — Uns, ..., Wy Uny,

(58)
Wy — Unl, Wy Un2, Wy— Up3, ..., Wy— Uny,

contienne au moins # différences de module inférieur & .

Comme les fonctions w = f(z) sont des limites de u = fm, (), il est clair que,
lorsque n croit indéfiniment, il existe » différences de ce tableau (58) qui tendent
vers zéro; c’est-a-dire & chaque point z intérieur au domaine D correspondent
v différences du tableau (58), dont le module, 4 partir d’une valeur de P’indice
n, est plus petit qu'un nombre 7 arbitrairement petit donné d’avance. Par

conséquent, si nous considérons I’équation:

v+ H @y '+ +Hy )y + Humy (2)y + Hu(2) =0, pu=:, (59)
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qui, pour chaque point intérieur & D), admet comme racines les différences du
tablean (58), il y a ¥ au moins racines de cette équation qui tendent vers zéro

avec %; il en résulte que les coefficients H, (2), Hyu-1(2), Husz(2),..., Hurs1(2)

tendent vers zéro dans le domaine D. D’autre part, il est facile de voir que
toutes les fonctions H,(z), H,(2),..., H,.(z) sont holomorphes dans D et, par
conséquent, d’aprés un théoréme de M. M. Osgoopn! et MONTEL? les » séries
H,(2), Hi (2), Hi2(2), ..., Hy—y41(z) convergent uniformément, & 'intérieur de
D, vers zéro,®

Si nous désignons par 7, r,,..., r. les racines de I’équation (59), nous avons:

H#(z) =(—1)trr,ry... 1y,

et 4 chaque nombre positif @ correspond un entier p tel que, pour n > p et pour
tout point intérieur a4 D, I'on ait
frirars. .. 7| <0, |Hu(2)]| <0, |Hu—2(2)|<0, ...

1
et, par conséquent, le module d’une au moins racine sera inférieur & Iﬂi‘l: soit:

1
fr.i< Ig;u I .
Or, nous avons:
H, ;(z) =(—1)1 2 Ty TaTses Tu1,

en désignant ainsi la somme des produits des racines r,, r,,..., r, prises u—1
& u—1. Si nous posons:

Hy (z2)=(—1)1ry0y... 7% + Gum1, (60)

et si nous désignons par M le module maximum dans tout le domaine D, de
toutes les fonctions de la série (55) et des fonctions-limites w = f(z), le module
de chaque terme de g, 1 sera inférieur &

1
[/

28—2 Mr—2

! Annals of Mathematics, 2¢ série, t. III, n® 1, 190I1.

* Sur les suites infinies de fonctions (Annales de I'Ecole normale, 3¢ série, t. XXIV, 1907,
p. 307). Voir aussi: P. MoxteL, Sur les familles de fonclions analytiques qui admettent des valeurs
exceptionnelles dans un domaine. Annales de I'Ecole normale, tome 29, 3¢ série, 1912, p. $29—535.
C. ArzELi. Sulle serie di fumzioni analitiche. Rendiconti dell. R. Accad. delle Scienze di Bologna,
1902—1903.

® 11 est facile de voir que les modules des fonctions H,(2), H,(2), ... Hu(z) sont bornés
dans le domaine .D.
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et, par conséquent, I'inégalité |H,_1(z)] <@ et la formule (60) nous donnent:

1
G~

Iryrs ... ru| <O + (u—1) 202 Mr—2

2

il en résulte que le module d’une au moins des racines 7,, 7,,.. ., 7, sera infé-
rieur & |d,(9)], ou

1

1t
62(0)=[0+(y—x)z“—zMﬂ—2|0M” :

Soit: |r,|<|d,(6)]. En continuant ainsi de proche en proche, & l'aide des iné-
galités:

|Hu2(2)[ <0, | His ()| <0, ..., [ Huori1 ()| <,

successivement utilisées, nous pouvons évidemment démontrer qu'il y a au moins
v racines r,, 7,, 73; . . ., 7 satisfaisant aux inégalités:

1
inl<lesl, im1<18, @1, 1n1<186O0L, ..., In1<15.O)1

ou 6,(0),6,(0),..., d,(0) désignent des quantités dépendant seulement des @, u,
v, et M et tendant vers zéro avec ¢; dés lors, étant donné un nombre positif &
quelconque nous pouvons choisir 6 assez petit pour que l'on ait:

1
|0“|<8, 16 0))<e, |0,0)|<e, ..., [6:(0)|<e,
ou bien:

Irll<£’ '7'2'<8, |7'3|<8,..., Irv|<3,

pour = >p et pour tous les points z intérieurs au domaine D.
Nous avons, done, démontré la convergence uniforme de la série (55) vers
les fonctions w==f(z) et établi le théoréme suivant:

Théoréme V. St nous considérons une famille (F) de fonctions algébroides i
un nombre fixe v de branches dans un domaine D, dont les modules sont bornés
dans leur ensemble dans le méme domaine, une telle famille a la propriété suivante:
De toute suite infinie de fonctions appartenant ¢ la famille (F) on peut extraire une
nouvelle suite convergeant uniformément, & Uintérieur de D, vers des fonctions algé-
broides ou holomorphes dans D, dont le nombre total de branches est égal & v.

Adoptons la définition suivante: Une famille (F) de fonctions algébroides a

un nombre fixe » de branches dans un domaine D sera dite normale dans D si
Acta mathematica. 37. Imprimé le 23 avril 1914, 34
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de toute suite infinie formée de fonctions de la famille (F) on peut extraire une
suite nouvelle convergeant uniformément, dans Uintérieur de D, vers des fonctions
algébroides dans D, dont le nombre total de branches est égal & v. Le nombre des
fonctions-limites, qui peuvent &tre aussi des constantes finies ou infinies, sera,
par conséquent, au plus égal & »; si » =1 nous retombons immédiatement & la
notion des familles normales de fonctions holomorphes dans un domaine, utilisée
par M. P. MoNTEL dans ses importants travaux ci-dessus indiqués.

A laide de la définition que nous venons d’adopter, le théoréme V peut
s’énoncer aussi de la fagon suivante:

Toute famille de fonctions algébroides ¢ un nombre fixe v de branches dans un
domaine D, bornées dans leur ensemble dans le méme domaine, est une famille nor-
male dans D.

C’est une extension aux fonctions algébroides dans un domaine d’un thé-
oréme établi par M. P. MoNTEL [Sur les suites tnfinies de foncitons, Annales de
I'Ecole normale, 3° série, tome XXIV, 1907, p. 67—70].

8. Soit:

@), 1@, fal2), .. (61)

une suite infinie de fonctions algébroides & » branches et bornées dans un do-
maine D; si nous supposons que cette suite converge vers les fonctions w = f(z)
satisfaisant & 1’équation:

F(z, w)=w"+ B,(z)w+ B,(z) w2+ --- + By1(2)w + B, (z) = o, (62)

la convergence, d’aprés le N° précédent, est uniforme et les fonctions B, (z),
B,(2),..., By—1(2), By(z) sont aussi holomorphes dans le domaine D. Si la fonc-
tion = f, (2} est définie par Péquation:

Foz, w)=v" + Am ) w7 + A2 (D) w2+ - + Apy 1 (D) u + Any(2) =0, (63)

les fonctions A,1(2), Ap2(2),..., Any(2) convergent uniformément vers les fonc-
tions-limites respectives B, (2), B, (z),..., By (2).

Supposons maintenant que, étant donné un nombre @, aucune des fonctions
limites w=1{f(z) ne soit égale & la constante a; alors la fonction holomorphe
F(z,a) n’est pas constamment égale a zéro. Il est clair que, pour qu’une au
moins branche de f.(z) prenne la valeur a dans D, il faut et il suffit que la
fonction holomorphe F, (z,a) s’y annule; de méme, pour qu’une au moins des
fonctions f(z) prenne dans D la valeur a, il faut et il suffit que la fonction
holomorphe F (z, a) s’y annule. Or, d’aprés un théoréme établi par M. MoNTEL
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dans son travail déja cité [Sur les familles de fonctions analytiques qui admetient
des valeurs exceptionnelles dans un domaine, Annales de 1'Ecole normale, tome 29
de la 3me série, 1912, page 490], si nous considérons un point z, situé a I'inté-
rieur de D, pour que I'on ait: F (z,, a) = o il faut et il suffit que, & partir d’un
certain rang, les fonctions holomorphes F,(z, a) s’annulent toutes dans le voi-
sinage du point z=z,: en effet, la suite des fonctions holomorphes F,(z, a) con-
verge uniformément vers la fonction F(z,a). Nous obtenons, donc, le théoréme
suivant:

Théoréme VI. Soit:
Il(z)’ fz(z)s LIRS ] f,,,(Z), .

\

une sutte infinie de fonctions algébroides & v branches bornées dans un domaine D
et convergeant uniformément vers des fonctions w = f(2), dont le nombre total des
branches est égal & ».

St aucune des fonctions-limites f(z) n’est égale & une constante a, pour que
Pune au moins de ces fonctions prenne en z=z, la valeur a, il faut et il suffit que,
a partir d'un certain rang, les fonclions f.(z) prennent toutes la valeur a dans le
voisinage de z,.

C’est une extension aux suites de fonctions algébroides du théoréme ci-dessus
indiqué et utilisé de M. MoNTEL.

CHAPITRE V.

La convergence des séries de fonctions algébroides.

9. Soit:
fl(z)afz(z):fs(z):---afn(z),“- (64)

une série de fonctions algébroides & un nombre fixe » de branches dans un do-
maine D; nous supposons aussi qu’elles soient bornées dans le méme domaine.
Nous commencerons par donner la définition suivante:

Nous dirons que la suite (64) converge en un point z, du domaine D, lorsque
la série:

fl(zo)sfz(zo):fa(zo)an-:f'n(zo):‘-- (65)

peut donner naissance & » séries convergentes:
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A4y Gyay Bigy ey Bln, -

@2y Bozs Aagy e v oy Q21,5 .

Qy1y By2y B3y . oy Qyn, -«

en désignant, d’'une fagon générale, par @in, @za, ..., Gy les v valeurs de f,(2,);
chacune des séries (66) doit contenir une valeur de chaque terme de la série (65)
et une seule; soient b,, b,, ..., b, les limites respectivement des séries (66). Il en
résulte que, si la fonction algébroide u = f,(z) est définie par I’équation:

w + dia(2) W+ Aon () w2 + - + 4yn(z) =0, (67)

les séries:
A,(2), A (20), .00, A1a(zy), ...

A21 (zo)s Azz (Zo), DR A2n (2’0), .
(68)

............

A,1(zy), Ava(2y), ..., Aunlzy),.

convergent aussi, la premiére vers — (b, +b,+---+b,), la seconde vers le nombre

Zb, b,, la troisidme vers le nombre — 2 b, b, b,, ..., la derniére vers le nombre
(—1)b,b,b,...0b,, en désignant par Zb1 b, la somme des produits des nombres

b, b,,..., by pris deux-a-deux par Zb‘ b, b, la somme des produits des mémes

nombres pris trois-a-trois et ainsi de suite. En effet, nous avons:
Alﬂ(zo) = (aln + azn + -0 + Aua),
A2n (z) = 2 G1n G2n,

ASn(zo) = —— Ealn Az2n A3n,

.................

Avn (zo) == (_ I)v A1n Q29 .. - Gy,

pour toute valeur de n.
Supposons maintenant que la série (64) converge en une infinité de points
du domaine D ayant au moins un point P de condensation (un point limite)
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a lintérieur de D et désignons par (E) I'ensemble de ces points; alors, comme
nous venons de voir, les séries de fonctions holomorphes

‘All(z)yAlz(Z),..., Aln(z),' PP
A,(2), 4y (@), ..., don(@), - - -

(69)
A,1(2), Avﬂ(z),...,Aw,(z),. ..

convergent aussi en tous les points de ’ensemble (E); nous en concluons, d’aprés
un théoreme de M. Virari?, qu’elles convergent uniformément dans I'intérieur
de D vers des fonctions holomorphes B, (z), B,(z), Bs(2),..., B, (2). Done, la
série (64) converge vers les fonctions w = f(z) satisfaisant & ’équation:

w’+ B, (z)w1+ B,2)w2+ - + By (2)w + B, (2) = o,

qui sont algébroides dans le domaine D: En d’autres termes, si nous considérons

Y

un point quelconque z, situé 3 Dlintérieur du domaine D, on peut avec les
valeurs en ce point des termes de la suite (64) construire » séries convergentes:

Uyts Uyzs Uggs o ooy Uln,y©

Ugys Uzgs Uggy - o vy Ugn,® * ¢ °

(70)

U1y Uvz, Undy o vy Upn,t *

ou les wuy, %y,..., uy1 sont les valeurs de f,(z,), les u,,, %y, ..., ttya sONt les
valeurs de f,(z,), les wu,, %y,..., uy3 sont les valeurs de f,(z,) et, en général,
les win, Usn, . . ., uyn sont les valeurs de f,(z,); les séries (70) convergent respec-
tivement vers les » racines de 1’équation:

w’ + B, (z)w1+ B,z w2+ --- + B,_1(z)w + B,(z,) =00,

qui sont toujours toutes finies.

1 G. Vrrarx Sopra le serie di funzioni analitiche [Rendiconti del R. Inst. Lombardo, 2@ série,
t. XXXVI, 1903, p. 772; Annali di Matematica pura ed applicata, 3¢ série, t. X, 1904, p. 73}
Voir aussi: H. Porter Concerning series of Analytic Fonctions [Annals of Mathematics, 2¢ série,
t. VI, 1904—1905, p. 190}
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Je dis maintenant que la suite (64) converge unsformément, a l'intérieur de
D, vers les fonctions limites w=f(z). Soit D, un domaine quelconque intérieur
a D. Si la convergence n’était pas uniforme dans D,, il existerait un nombre
¢ tel que, en un point au moins z, de D, et pour une infinité de fonctions

fmx(z):Ims(z)’--" fm,,(z),---; (71)

de la série donnée le tableau:

W, — Uin, W), —U2n, .. ., Wy — Uyn,
Wy, — Uiy, Wy —U2n, ..., Wy — Uynp,
Wy —Uln, Wy — U2n, .+ «y Wy — Uyn,

ne contienne pas v différences au moins de module inférieur a ¢, les w,, w,, ..., w,
désignant les valeurs pour z =2z, des fonctions-limites de la série donnée.

Mais, alors, il est clair que I’on ne pourrait extraire de cette suite (71) une
nouvelle suite convergeant uniformément, ce qui est absurde, parce que, d’aprés
le théoréme V, les fonctions de la série donnée (64) appartiennent & une famille
normale. La convergence uniforme de la série (64) est ainsi démontrée. Nous
avons, donc, établi le théoréme suivant:

Théoréme VII. Soit une série:

fx (z)’fz(z)’fs(z)»-‘ o fnl2), . (72)

de fonctions algébroides & un nombre fize v de branches dans un domaine D et
bornées dans le méme domaine.

St cefte série converge en une infinité de points du domaine D ayant au
moins un point de condensation (point limite) & Uintérieur de D, elle converge uni-
formément dans tout Uintérieur du domaine D vers des fonctions algébroides ou holo-
morphes, dont le nombre total de branches est égal a ».

C’est visiblement une extension aux fonctions algébroides dans un domaine
des théorémes bien connus de STIELTIES! et de MM. Oscoon?, ArZELA, MONTELS
et ViTavLr* sur les fonctions holomorphes.

1 Correspondance d'HerMITE ef de StieLmes, t. I, lettres no 399 et 400, p. 368; Recherches
_sur les fractions continues (Annales de la Faculté de Toulouse, t. VIII, 1894).
? Annals of Mathematics, 2¢ série, t. III, no 1, 1901,
* Sur les suites infinies de fomctions (Annales de I'Ecole normale, 3¢ série, t, XXIV, 1907,
p. 307)
4 Dans son travail ci-dessus cité et utilisé.
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10. Nous remarquons que le théoréme VII, ci-dessus énoncé, peut s’étendre
au cas plus général ol les fonctions de la série considérée ne sont soumis qu’a la
condition d’appartenir 4 une famille normale: c’est-a-dire I’hypothése que les
fonctions de la série soient bornées peut &tre remplacée par la condition plus
générale qu’elles appartiennent & une famille normale de fonctions algébroides.

La démonstration étant identique & celle du théoréme VII, je crois inutile
de Pexposer en détail. Remarquons d’abord que si les fonctions de la série
(72) appartiennent & une famille normale, il en est de méme des séries (69) de
fonctions holomorphes dans D; dés lors, nous n’avons qu’a employer un théo-
réme général de M. MoNTEL établi récemment dans son travail déja cité [P.
MonTEL. Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des valeurs excep-
tionnelles dans un domaine, Annales de I'Kcole normale supérieure, tome 29,
3° série, année 1912, pages 531 et 532] et répéter les autres raisonnements faits
pour la démonstration du théoréme VII pour obtenir le théordme suivant:

Théoréme VIII. Soit une suite infinie de fonctions

L) LG fal@), ...

\

algébroides & un mnombre fize v de branches finies dans un domaine D et appar-
tenant @ une famille normale dans ce domaine.

Si la suite converge en une infinité de points du domaine D ayant au moins
un poini-limite intérieur & D, elle converge dans tout le domaine D et la conver-
gence est uniforme & Uintérieur de D. Les fonctions-limites sont algébroides ou
holomorphes dans le domaine D et le nombre total de leurs branches y est égal a w.

C’est visiblement l'extension aux séries de fonctions algébroides du théo-
réme de M. MONTEL ci-dessus mentionné, qui joue pour la démonstration du
théoréme VIII le méme rdle que le théoréme de M. Virarr pour la démonstra-
tion de notre théoréme VII.

CHAPITRE VI.

Les familles de fonctions algébroides qui admettent dans un domaine un
cercle exceptionnel fixe.

11. M. MoNTEL a démontré qu’une famille de fonctions holomorphes dans
un domaine D admettant dans D un cercle exceptionnel fize est une famille nor-
male dans D [P. MoNTEL: Sur les familles de fonctions analytiques ..., Annales
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de I’Ecole normale, t. 29, 3° série, 1912, pag. 493 et 494]. Ces familles compren-
nent comme cas particulier les familles de fonctions bornées dans leur ensemble,
pour lesquelles il n’y a qu’un cercle non exceptionnel ayant comme centre Uori-
gine des coordonnées. Nous allons étendre aux familles de fonctions algébroides
dans un domaine D le théoréme ci-dessus indiqué de M. MONTEL en suivant sa
méthode elle-méme pour les ramener aux familles de fonctions algébroides
bornées en module.

Soit (F) une famille de fonctions algébroides! & » branches dans un domaine
D admettant dans D un cercle exceptionnel fixe et u = f(z) une fonction quel-
conque de cette famille; si le centre du cercle exceptionnel est le point a du
plan u et son rayon est égal & K nous aurons l'inégalité:

f(z)—al>K (73)

satisfaite pour toutes les branches de toutes les fonctions f(z) et pour tout
point z du domaine D; en d’autres termes, les points u = f(z) ne pénétrent
jamais dans le cercle:

|lu—al< K.
Posons:
I
fz)—a =y

et cosidérons la famille (F') composée des fonctions

@ (z)= ?(_z);:_a’ (74)

qui sont bornées dans D, puisque nous avons:

lo@)] < %

pour toutes les branches de toutes les fonctions ¢ (z) et pour tout point z du
domaine D; la famille (F') est done¢ normale d’aprés notre théoréme V.
Considérons maintenant une suite infinie de fonctions de la famille (F)

fl(z);fz(z),fs(z):"':fn(z)»'-- (75)

! Supposées finies dans e domaine D; nous supposons, c'est a dire, qu'elles ne prennent
pas dans D la valeur .
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a laquelle correspond, moyennant P’égalité (74), une suite infinie:

P (2), 92(2), @3(2), .., Pu(2), ... (76)

de fonctions de la famille (#"). De cette suite (76) nous pouvons extraire une
nouvelle suite:

(pmx(z)’ ‘pmz(z)’---a ‘pm,,(z)a-'- (77)

convergeant uniformément vers des fonctions algébroides ou holomorphes dans
D, dont le nombre total de branches est égal & »; & cette suite correspond
une suite:

f‘ml(z), fmz(z);---y fm”(z)r'-': (78)

de fonctions de la famille donnée (F). Soit @(z) une fonction limite de la suite
(77); si cette fonction est identiquement nulle, il lui correspond l'infini comme
fonction-limite de la suite (78); si @(z) n’est pas identiquement nulle, elle ne
prend pas dans le domaine D la valeur o, puisque il en est de méme des fonc-
tions @m, (2), Pme(2), ..., Pm,(2), ..., (d’aprés le théoréme VI): en effet, par
hypothése, les fonctions f(z) restent finies dans le domaine D; donc, & la fonc-
tion algébroide @ (z) correspond une fonction a + QT(Iz—)
domaine D, qui est une fonction-limite! de la suite (78). Or, la suite (78) est
extraite de la suite (75); nous en concluons que 1’on peut extraire de la suite
(75) une suite nouvelle convergeant uniformément vers des fonctions algébroides
et finies dans le domaine D ou vers l'infini, le nombre total des branches des
fonctions limites (I'infini compris) étant égal & ». Nous avons, donc, établi
le théoréme suivant:

algébroide et finie dans le

Théoréme IX. Soit une famille (F) de fonctions u=f(z) algébroides & v
branches et finies dans un domaine D. Si cette famille admet dans le plan u un
cercle quelconque exceptionnel fize, elle est normale dans le domaine D.

12. Envisageons la famille (F) composée de toutes les fonctions algébroides
u = a (z) définies par I’équation:

oz, u)=w + A, w1+ 4, w2+ - + AR u+4,(z)=0, (79)

ou les 4,(z), 4,(2), ..., A4,(2) désignent des fonctions holomorphes dans un
cercle |2]< R

! La convergence de la suite (78) est uniforme, parce que le module des fonctions (77) est
borné inférieurement et, par conséquent, celui des fonctions (78) est borné supérieurement.
Acta mathematica. 37. Imprimé le 24 avril 1014. 85
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4,()=a, +bz+- - -
A,(z)=a, +b,2+- - -

(80)
A4, (Z) =ay-1+ by—rz + -

A, (2)=a,+bz+ . . .

les coefficients a,, b,, a,, b,,..., Gy_1, by—1, Gy, b, étant fixes, tandis que les
coefficients non écrits sont quelconques (des paramétres variables). Ainsi les fonc-
tions de la famille (F) sont algébroides et fintes dans le cercle (C):

|zl < R. (81)

Supposons que, lorsque le point z se déplace dans le cercle (C) les points
%=a2a/(z) ne pénétrent jamais (pour aucune fonction de la famille) dans un
cercle (K) du plan u; en d’autres termes, nous supposons qu’il existe un nombre
y fixe tel que l’inégalité:

Iu - 7' >4, (82)
soit satisfaite pour toutes les branches de chaque fonction de la famille et pour

tous les points situés dans le cercle (C), ¢ désignant un nombre positif fixe.
Le cercle (K) défini par I'inégalité:

g’appelle alors exceptionnel dans le cercle (C), parce que tous ses points sont

Y

exceptionnels dans (C) par rapport & l’ensemble des fonctions de la famille:
cette dénomination est déji utilisée dans le N° précédent.

Si nous désignons par wu,, %,, %s, ..., uy les branches de u=a(z), nous
aurons: '

lu,—71>q, lu,—21>9, lus—7l>gq, ..., lw—7l>q,
et, par conséquent:
Wy — ) (u,—7) (us—7) - .. (s —7)| > ¢
Or, nous avons:

[(w, — ) (u — ) (s —7) . . . (s — )| =10 (2, 7)|.
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On en déduit;
1

oz, >q¥ ou <=
lo(z, »|>q 7

X
o(z, 7)

La fonction a_(zz—ﬂ est holomorphe dans le cercle (C), puisque ¢ (z, ¥) est holo-

morphe dans le méme cercle et ne s’y annule pas; si nous posons:

I
o(z,7)

=0, +0,2+ 0,28 +---»

nous avons;

I
6 == ’
0 y"+a19/"_1+a27""2+"'+a'u—17+av

5. = — b1+ b,y 2+ -+ b1yt by .
! (7 +a, -+ +aymy+an)?

D’aprés un théoréme classique de CavcoHY, nous avons:

Max de | ——

B +8,07 2+ -+ by + b]
7 +a =+ +aay+al® — R
2

ou bien:

B.pbyt+ 0,92+ ---+bv_1y+bu|<%|;ﬂ+a,yv-l+am—2+-~ + @y1y + as]?.

On en déduit:

R E_I?ﬂ’ +‘a17v—1+a27"—2+"'+av—l7’+a”|s, 8
¢ BT by TE by + 5 (&)

en supposant que le nombre y ne soit pas une racine de I’équation:
b1+ b2+ -+ b,z + b, =o0. (84)

Nous voyons que le second membre de Vinégalité (83) dépend seulement des
nombres donnés fixes v, q, 7, @,, @,, ..., G, b;, b,, .. ., b, [et nullement des para-
métres variables qui figurent dans les séries (80)]. Nous remarquons que I’équa-
tion (84) ne doit pas étre une identité, si nous voulons tirer un parti utile de
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ces considérations; il faut, donc, supposer que les coefficients b,, b,, b;, .. ., by,
ne soient pas fous nuls.
Nous avons ainsi établi le théoréme suivant:

Théoréme X. Soit (F) la famille composée de toutes les fonctions u = a(z)
définies par Uéquation:

o(z,w)=w + A, w1+ A4, w2+ -+ Ay (z)u + 4,(2) =o, (8s)
o les A,(2), A,(2), ..., A, (z) désignent des fonctions réguliéres en z=o:

4,(z)=a, +bz+- - -

............ (86)
Av(z)=av+bvz+' ¢

es coefficients a,, b,, a,, b,, ..., ay, b, élant fizes, tandis que les coefffcients non
écrits sont des paramélres variables. Nous supposons que les b,, b,, b,,...,b, ne
sotent pas lous nuls. St mous considérons Uensemble (E) des valeurs u qur satis-
font & Uinégalité:

lu—7l< g, (87)

y élant un nombre! quelconque fixe et ¢ un nombre positif aussi fixe, 1l existe
un cercle:

lzl<R=R(v,7,q,a,,a5...,8s,b,,0,,...,5), (88)

dont le rayon est fixe ne dépendant que des nombres donnés v, v, q, a,, Gy, ..., Qy,
by, by ..., b, [t nullement des paramélres wvariables des séries (86)], a Pintérieur
duquel toute fonction de la famille (F) ou bien prend aw moins une fois une valeur
de Uensemble (E) ou bien admet un point singulier transcendant {c’est-a-dire: elle
n’est pas algébroide dans le cercle (88)).

Ce théoréme nous fournit aussi la proposition suivante:

! différent des racines de l'éqation:

by av=1 + byav=2+ -+ by—12+ by=0.
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FEiant donnés v couples de nombres (a,, b,), (@5, b,), (@5, by)s - - ., (@, by) tels
que les b, b,, by, ..., b,, ne soient pas tous nuls, st nous désignons par (E)
Densemble de toutes les valeurs u qui satisfont a Uinégalité:

lu'_' yl <q,
le nombre y wélant pas une racine de Uéquation
byt +bya* 2+ - + by + by =0,

il existe un nombre positif ®(v,y, q, a,, @y, . .., Gy, b;, by, ..., by), dépendant seule-
ment des nombres donnés v, y, q, @y, Gy, ..., &y, by, by, . .., b,, jourssant des propriétés
sutvantes: «!) O élant un nombre positif arbilrairement petit, toute fonction de la
famille (F), définie par Uéquation (85) et les formules (86), algébroide dans le
cercle:

lzl<® + 9,

prend, dans ce cercle, au moins wune forts Uune des valeurs de Uensemble (E) ou
Pinfini. 87) 8i @ >0 et 0<I< D, il existe au moins une fonction de la famille
(F) algébroide et ne prenant dans le cercle :

aucune des valeurs de Uensemble (E) ni la valeur «.

Remarquons que 'ensemble (E) est représenté sur un plan u par I'ensemble
des points situés dans le cercle ayant comme centre le point y et son rayon
égal & ¢; ce cercle peut avoir un rayon ¢ arbitrairemeunt petit.

Le théoréme X peut s’énoncer d’une fagcon abrégée comme il suit;

Aucune fonction uw=f(z) de la famille (F) algébroide et finie dans le cercle
de cenlre origine et de rayon

Ry 27 tarittay?+ - taay+al
¢ (0T + byt by + b

ne saurait admelire, dans ce cercle, un domaine exceptionnel du plan w renfermant
complétement dans son intérieur le cercle

lu—yl<q.
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CHAPITRE VIIL

Remarques sur les séries composées.

13. Soit:
L), 12, @)y .o fnl2), ..y (1)
une série de fonctions algébroides & un nombre fixe » de branches finies dans
un domaine D et désignons par ag1, anz, @ns, - - -, @y les ¥ valeurs de f,(z,), ou

2, est un point quelconque du domaine D.
Toute série de la forme:

@ gy Bagy CaRyr -+ 0 Ok v o oo (2)
contenant une détermination el une seule de chaque terme de la série:

fi(za)s F2(20)s Fs(2e)s oo oy [a(Ze)s - - oy (3)

s’appelle branche de cette série (3).

D’aprés la définition du N° o, la série (3) est dite convergente, &'il existe des
branches convergenies de celte série, dont le nombre est au moins égal a ».! Nous
dirons qu’un tel ensemble de » branches convergentes de la série (3) forme un
systéme. fondamental de branches. Soit (S) un tel systéme de branches conver-
geant vers les limites ,, 4,, 4,, ..., A&, qui ne sont pas nécessairement distinctes;
je dis que toute série (quelconque) formée par des déterminations des termes
de la série (3) [c’est-a-dire; toute série, dont chaque terme a une valeur unique
qui est une détermination d’un terme de la série (3)] ne saurait avoir d’autres
limites que les nombres i, 4, 45, - .., 4.

Supposons, en effet, qu'une telle série (8,) ait une limite b différente des
nombres 4,, 4,, A, ..., 4,; on pourrait, alors, en extraire une nouvelle série (S,)
convergeant vers le nombre 5. La suite (S,) étant infinie, il est clair qu’elle
contient une infinité de termes d’une au moins des branches du systéme fonda-
mental (S); on pourra, done, extraire de la série (8,) une nouvelle série (S;) qui
peut étre aussi extraite d’une branche (B) du systéme fondamental (8). Nous
voyons que la série (S,) converge d’une part vers le nombre b [comme extraite
de la série (8,)] et d’autre part vers un des nombres i, %,, 4, ..., 4, [comme
extraite de la série (B)]; donc, la limite & n’est égale qu’a un des nombres
Aisdgy Agyovny Ao

1 ot dont l'ensemble contient toutes les déterminations de chaque terme de la série (3).
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La série (3) sera appelée composée, puisque chaque terme a » valeurs, que
nous ne voulons pas séparer comme étant les » valeurs en 2, d'une fonction
multiforme.

Toute série, dont chaque terme n’a qu’une valeur unigue, qui est une valeur
d’'un terme de la série (3), sera appelée série simple extraite de la série composée
(3). Nous avons ci-dessus établi le théoréme suivant:

Théoréme XI. Sout:
f1(2), 1:(2), f5(2), ..., fu(2), . . . (4)

une série de fonctions algébroides & un nombre fixe v de branches finies dans un
domaine D et z, un point de ce domaine.
Si cette série converge en z,, toute série simple extraite de la série composée

f1(20), f2(20); fa (20)s -+ -5 fn(2o) 5 . - . (5)

ne saurait admetire d’autres limites que celles des branches formant un systéme
fondamental. Parmi les séries simples extraites de (5) les plus intéressantes sont
les branches de (5), dont ¥ au moins sont des séries convergentes.

14. Considérons une série composée

frs (20)s fme (20) frma(20) 5 -+ oy g (20)s - . - (6)

extraite de la série (5) supposée convergente; il est clair que I’ensemble de toutes
les séries simples extraites de (6) admet toutes les limites 4, 4,, 4;,..., 4, d’un
systéme fondamental de branches de la série (5).

Inversement, supposons que de foute série (6) extraite de (5) nous pouvons
extraire au moins une série simple convergeant vers un nombre fixe i,; je dis
que, alors, une au moins des branches de la série multiforme (5) converge vers
le méme nombre 4,.

En effet, désignons par (E) 'ensemble des points du plan %, qui représen-
tent les déterminations de tous les termes de la série (5) et décrivons un cercle
(C) de centre A, et de rayon quelconque r; désignons aussi par (4) 'ensemble
des points de () qui sont situés dans le cercle (C) et par (4,) Pensemble des
points qui représentent toutes les déterminations de tous les termes d’une suite
infinie:

/Kx (20), sz (zo), st(zo)s v (7)

extraite de la série (5). Si tous les points de l’ensemble (4,) étaient en dehors
du cercle (C), il serait impossible d’extraire de la suite (7) une série simple con-
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vergeant vers le nombre i,, ce qui-est en contradiction avec notre hypothése
ci-dessus indiquée; nous en concluons que les » points f,(z,) ne sauraient &tre
tous en dehors du cercle (C) sauf, peut-8tre, pour un nombre fini de termes de
la série (5) et, par conséquent, il existe au moins une branche:

Qlyys A2puzs A3psy - - - (8)

de la série (5) telle que tous les points @iy, a2, @3, - - - de cette branche (8),
sauf, peut-étre, un nombre fini d’entre eux, soient intérieurs au cercle (C), aussi
petit que soit le rayon r. Si, done, 'ensemble dérivé (£') de () est fini, nous
pouvons prendre le rayon r assez petit pour que le centre du cercle (C) soit le
seul élément de I’ensemble (E') qui se trouve & Vintérieur du cercle (C); alors,
I'ensemble (4) n’a d’autre point limite et la branche (8), dont les termes appar-
tiennent & l'ensemble (4) [sauf, peut-8tre, un nombre fini de termes], converge,
par conséquent, vers le nombre ,.

Supposons maintenant qu’il existe » nombres A, 4,, 44, ..., 4, tels que I'en-
semble des valeurs des termes de toute suite infinie:

Ix:(2,), Iz, (20), frs (%), - .- (9)

extraite de la suite (5) posséde les limites 4,, 4,, 4,,..., 4,; alors, comme nous
venons de démontrer, il existera » branches convergentes de la suite (5) ayant
comme limites respectives les nombres %,, 4,, 44,..., 4, et, par conséquent, la
série (5) sera convergente.

Ces considérations nous aménent & adopter la définition suivante: Nous
dirons gqu'un mnombre A est une limite simple de convergence de la série (5), si tout
cercle de centre A et de rayon suffisamment petit renferme, dans son intérieur, une
valeur (et une seule) de chaque terme de celte série [souf, peut-étre, un nombre fini
de termes).

En général, nous dirons qu'un nombre i est une limite de convergence multiple
d’ordre P de la série (5), st tout cercle de centre A el de rayon suffisamment petit
renferme, dans son intérieur, P valeurs (exactement) de chaque terme de cette série
[sauf, peut-étre, un nombre fini de termes]. Une limite d’ordre de multiplicité égal
a4 p comptera pour p limites distinctes (simples).

A Tlaide de ces notions nous pouvons donner sous une forme trés simple la
définition de la convergence d’une série composée.

Une série:

A, A4, 4,,..., 4,,..

dont chaque terme a v valeurs, s’appelle série composée d’ordre v.
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Une série composée d’ordre v sera dite convergente, si elle posséde exactement
v limites de convergence [¢'est-d-dire st la somme des ordres de multiplicitée de toutes
les limites est égal a v).

Il est évident que cette définition est équivalente & celle que nous avons
donnée dans le paragraphe g; nous remarquons que, d’aprés le théoréme XI, les
limites de la série composée:

fl(zo)r fz(zo), fs(zo),. ‘e ]‘"(20), s

sont les seules limites de ’ensemble des valeurs de tous ces termes. Dans cer-
taines questions, 1’étude des limites d’un ensemble dénombrable de nombres se
raméne d’une fagon naturelle & I’étude des limites de convergence d’une série
composée: c¢’est surtout dans les cas ol les nombres de I’ensemble peuvent former
des groupes tels que les nombres de chaque groupe se frouvent en liaison in-
time: soient, par exemple, lezs » valeurs en un point 2z, d’une fonction algébroide
dans un domaine D contenant ce point et ayant » branches dans le méme do-
maine.

CHAPITRE VIIL

Application aux fonctions ayant un nombre infini de branches
dans un domaine.

15. M. PiErre BoUTROUX a publié des travaux intéressants sur les fonec-
tions analytiques d’une variable complexe ayant un nombre infini de branches
et sur leurs branches-limites ou fonctions limites.! Soit y(z) une fonction multi-
forme possédant une infinité de branches bornées en module dans un domaine D et
80it 2 =2 un point qui n’est pas point-limite de points singuliers d’un ensemble de
branches y,(z), y,(2),..., alors, on peut extraire de cet ensemble un autre ensemble
Yk:(2), Y. (), ..., convergeant uniformément vers une fonction-limite holomorphe
dans le voisinage de z=12: cela résulte du théoréme de M. MonNTEL déja utilisé
pour établir le théoréme V, qui est son extension aux séries de fonctions algé-
broides dans un domaine. Nous considérons comme point critique distinet (avec
M. BouTroux) tout point autour duquel se permutent deux déterminations de
y(2): ainsi, un point autour duquel se permutent » déterminations comptera pour
»—1 points critiques distincts; si, done, le point z n’est pas point-limite de

! Fonetions multiformes & une infinité de branches [Annales scientifiques de I'Ecole Nor-
male supérieure, 3@ série, t. XXII (1905), p. 441—469).

Acta mathematica. 37. Tmprimé le 24 avril 1914. 36
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points-critiques, les termes de la série: y,(z), ¥,(2),..., yn(2),... seront, & partir
d’un certain rang, holomorphes en z=z.

M. BouTroUX a démontré que, si le point z n’est pas un point-limite d’inter-
sections des branches y;(z)! et si la série 4,(2), #,(2),.-., ¥n(2),... converge
pour z=1z, les branches y; sont nécessairement bornées en module au voisinage
de z et, par conséquent, la limite Y de cette série (branche-limite ou fonetion-
limite) est une fonction holomorphe au voisinage de z. De plus, la convergence
de la série est uniforme, au voisinage de z.

Supposons que le point z soit un point-limite d’intersections des branches
y; supposées holomorphes ou méromorphes dans un certain cercle entourant le
point z et qu’il existe un entier m tel que deux branches y; quelconques se cou-
pent moins de m fois & Dintérieur de y, aussi grands que soient les indices ?.
Dans ce cas, M. Boutroux démontre que, si la série y,(z), y,(2),... sur un
chemin aboutissant au point z converge vers une fonction-limite Y (z), cette
fonction sera méromorphe au voisinage de z =z [Voir son travail® 1, pag. 3—6].

Notre théorie de séries et familles de fonctions algébroides dans un do-
maine D nous permettra d’obtenir un nouveau résultat sur le sujet étudié par
M. BouTroUX et concernant le cas des points qui sont des limites de points
critiques de nbtre fonction multiforme y(z).

16. Considérons un ensemble infini (£) de branches de y(z) algébroides
dans le voisinage d’un point z =z, et bornées en module, dans leur ensemble,
dans un domaine D auquel appartient le point z,. Si une branche y; ne se per-
mute qu’avec »— 1 autres branches, dans le voisinage du point z,, nous dirons
que la branche y; est d’ordre v en z=2z,. Si 'ordre des branches de I'ensemble
(E) est borné, il y a évidemment une infinité de branches de (E) d’ordre fixe
égal & un nombre ». On peut alors former une suite infinie

fl(Z),fz(z),f3(z),...,/n(Z),-.- (IO)

de fonctions algébroides & » branches dans le voisinage du point 2,, toutes les
branches des termes appartenant & ’ensemble (E); soit:

w4+ A, R urt + Ay, w2+ -+ Ay n () w6 + Ain(2) =0, (11)

Péquation qui définit la fonction u = f, (), les coefficients A;,(z), A2n(2),..., Avn(2)
étant holomorphes dans le voisinage du point z,. D’aprés le théoréme V, on
peut extraire de la série (10) une autre série

1 Supposées holomorphes en z=72.
? Qur les fonctions-limites des fonctions multiformes [Rendiconti del Circolo matematico
di ‘Palermo, tomo XXIV, anno 1907].
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wl(z); (Pz(z),(Pa(z):---a ¢ﬂ'(z)&--- (12)

convergeant uniformément vers des fonctions algébroides dans le voisinage de
%y, dont le nombre total de branches est égal a »; soit:

w + Bia(2) W + Ben () U2+ -+ + By—p,n(2) 4 + Byu(z) = o0, (13)

Péquation qui définit la fonction u = ¢, (z) dans le voisinage du point z=z,.

Si les fonctions A1, (z), A2x(2),..., Avs(2) sont holomorphes dans le voisi-
nage d’un point z==2, du domaine D, quel que soit I'indice n, ce point sera
appelé normal pour la suite (10). Le méme point ne sera pas normal pour la
suite (10), si la condition d’holomorphie ci-dessus indiquée est en défaut pour
une infinité de termes de la suite.

Si nous désignons par w=f(z) une fonction-limite de la série (12), il est
clair que cette fonction est algébroide dans le voisinage de tout point normal
de la suite (12); nous remarquons qu’un point normal de cette suite peut bien
étre un point limite de points critiques de notre fonction multiforme y(2).

1l existe, done, une branche-limite qui sera algébroide en tout point normal
de la suite (12).

Une série composée telle que (10), dont chaque terme satisfait & une équa-
tion de la forme (11) ol le dégré » est fixe et les coefficients 4;(z) sont holo-
morphes dans le voisinage d’un point z=z,, sera appelée série canonigue dans
le voisinage de z=2, formée par des branches de ndtre fonction multiforme;
elle admet comme point normal tout point dans le voisinage duquel elle ne cesse
pas d’étre canonique,

Nous avons ainsi établi le théoréme suivant:

Théoréme XII. Soit y(z) une fonction multiforme & une infinité de branches
et supposons qu’il existe une série composée ou simple (S) canonique dans le voisi-
nage d'un point z =2, formée par des branches de y(z) bornées en module, dans
leur ensemble, dans un domaine D. II existe, alors, des fonctions-limites (branches-
limites) algébroides en tout point normal de la série (8) intérieur au domaine D.
Si, donc, la série (S) est canonique en tous les points du domaine D, les branches-
limites sont algébroides dans lout le domaine D.

Nous dirons que la série canonique (S) est de degré v, si Pentier » est égal
au degré fixe de I'équation & laquelle satisfont les branches de chaque terme de
la série: alors, chaque terme posséde » valeurs distinctes ou non, et la série (S)
admet, d’aprés le théoréme V, des fonctions-limites dont le nombre total de
branches est égal a ».
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Si la série (8) converge en une infinité de points tendant vers un point z,
comme point-limite, il en est de méme, d’aprés le théoréme VII, dans tout le
voisinage de ce point: ¢’est-a-dire: la série (S) convergera dans un cercle (C) de
centre z, vers des branches-limites algébroides dans le méme cercle, dont le
nombre total de branches est égal a ». Par conséquent, d’aprés le théoréme
XI, P’ensemble (Z) ne saurait avoir plus de » valeurs limites pour tout point z
intérieur au cercle (C).

Nous obtenons, done, le théoréme suivant qui compléte le précédent:

Théoréme XIII. Soit un ensemble (E) de branches de y(z) bornées en module
et formant une série (S) canonique de degré v dans le voisinage d’un point z,. i
la série (8) converge en une infinilé de points z tendant vers le point z, comme point
limite, I’ensemble dérivé de (E) aura au plus v valeurs pour tout point du voisinage
de z,: c'est-a-dire: pour tout point intérieur & un certain cercle de centre z,.

Ces deux théorémes XII et XIII fournissent visiblement des relations entre
la distribution des points critiques de la fonction multiforme y(z) et la distri-
bution de ses déterminations pour une valeur de z. Ils complétent, d’une fagon
naturelle, les résultats de M. BouTrRoUX plus haut mentionnés.

Lorsque le point 2z, n’appartient pas & '’ensemble dérivé de I’ensemble ({)
des points critiques de la fonction multiforme nous sommes dans le cas de M.
BouTtroux. Notre cas est celui ou le point z, appartient 4 I'ensemble dérivé de
(§) de fagon qu'il soit point limite de points critiques algébriques pour chaque
branche de I’ensemble (E).

CHAPITRE IX.
Familles et séries de fonctions ayant une infinité de branches.

17. Envisageons une famille (F) de fonctions « = ¢(z2) ayant une infinité
de branches, bornées en module dans un domaine D, et déterminées par une
équation:

g(z,u)=o, (14)

¢ (2, v) désignant une fonction des devx variables z et « holomorphe dans le
domaine D pour z et dans un certain cercle (C) de rayon ¢ pour la variable .
D’aprés notre hypothése, il existe un nombre positif fixe K tel que, pour toute
fonction de la famille et pour tout point z, du domaine D, le module des zéros
de la fonction ¢ (u) =g(z,, u) est inférieur & K: si nous considérons le cercle fixe:
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|u|< K,

ce cercle contient (dans son intérieur) toujours tous les zéros de la fonction ¢ (u).
Nous en concluons que, si cette fonction ¢ (u) posséde une infinité de zéros, nous
aurons l'inégalité:

o< K, (15)
puisque la fonction g (u) n’est pas holomorphe dans le cercle (C'):
ju]<K, (16)

4 Pintérieur duquel elle admet une infinité de zéros.

8i, done, nous faisons ’hypothése que chaque fonction u = {(2) de la famille
admette une infinité de valeurs pour chaque point z du domaine D, U'inégalité (15)
sera, satisfaite pour toute fonction de la famille et pour tout point z du do-
maine D.

D’auntre part, si nous posons:

gz, u)=A,(z) + 4,2} u + A, (@) w® + -+ + Ap(R)ur + -

7. ’ by I .
nous savons que le rayon de convergence de cette série est égal & 5, L désig-

nant la plus grande limite (ou limite supérieure d’indétermination d’aprés du
Bois-RevymMonD) de la suite des nombres:

14,(2)], |V4, ()], IVA3(z)|,..., |VA,,(z)|,... (17)
Nous avons done:
1 . I
Z<K ou bien L>K- (18)

Avant d’aller plus loin nous donnerons quelques notions, qui nous sont
utiles ici.
Si nous considérons une suite infinie de nombres positifs:

0,,0,,05,...,0n,... (19)

il existe un nombre § ayant la propriété suivante: Tout nombre positif plus petit
que O est inférieur & 6, & partir d’une valeur de n et tout nombre plus grand

3

que 0 est supérieur & 6 vpour une infinité de valeurs de n. Ce nombre ¢ sera
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appelé limite inférieure d'indétermination et le maximum de la quantité |6, — 0|
sera appelé écart maxzimum de la suite (19).

Il est clair que la limite inférieure d’indétermination de la série:

I I I

I
s > g R 5 e e (20)
IAl(z)I IVA;,(Z)' IVAS(Z)I |l/——-—A”(z)|
est égale a % Supposons que P'écart maximum de cette suite soit borné dans

le domaine D pour la famille F; alors, il existera un nombre positif fixe 1 tel
que l'inégalité:

I SR S
Vaml 2"

soit satisfaite pour tout point z du domaine D pour toute valeur de n et pour
toute fonction u = ¢ (z) de la famille donnée F. On aura donc:

(21)

I

ﬁi—<£+ﬂ<K+y_ ou bien: |1’A,,(Z)‘>K_m (22)

L R
VA,,(z)|
On en déduit:

14..(z)| > m’ (23)

pour tout point intérieur au domaine D pour toute valeur de n et pour toute
fonction de la famille donnée F.

Si nous désignons par f, la famille des fonctions holomorphes 4, (z), qui
correspond & la famille donnée F, nous voyons que, grace & cette inégalité (23)
et & un théoréme déja mentionné de M. MoNTEL, la famille f, est normale pour
toute valeur finie de I'indice n: les fonctions de chacune de ces familles sont
bornées (dans leur ensemble) en module inférieurement. Nous avons ainsi établi

le théordme suivant.

Théoréme XIV: Considérons une famille (F) de fonctions ayant une infinité
de valeurs pour chaque point d’'un domaine D, déterminées par une équation de
la forme:

g(z, u)=‘40(z) +4,(z)u+ Az(z)u’+A,,(z)u”+ o+ Ap(Ryur + ---=o,
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ou g(z,u) désigne ume fonction holomorphe dans le domaine D du plan z et dans
un cercle ju| <o du plan u; supposons en ouire que Uécart maximum des séries:

I I I

I
48 VAE [V gl rwel

soit borné pour la famille F dans le domaine D et désignons par [, la famille des
fonctions holomorphes A,(z) correspondante & la famille F.

Si la famille donnée F est composée de fonctions bornées dans leur ensemble
dans Uintérieur de D, la famille f, est normale dans le méme domaine D pour
loute valeur finie de Uindice n.

CHAPITRE X.

Familles de fonctions algébroides admettant une courbe exceptionnelle.

18. Soit une famille F de fonctions u=¢(z) algébroides & » branches
dans un domaine D du plan z et ne prenant, dans ce domaine, aucune des
valeurs représentées par les points d’une courbe I' du plan des #. Nous dé-
montrerons qu’une telle famille est normale dans le domaine D; pour faire la
démonstration, nous distinguons deux cas:

A! cas. Si la courbe I' est fermée, elle partage le plan « en deux régions
4, et A, et, par conséquent, nous pouvons utiliser les raisonnements de M.
Mo~NTEL dans son Mémoire [Sur les familles de fonctions analytiques qui admet-
tent. ... Annales de I’Ecole fiormale, XXIX—Novembre 1912, page 494]; Lorsque
z parcourt le domaine connexe D, le point u = ¢(z) décrit un domaine connexe
A4 situé tout entier dans 4, ou tout entier dans 4,; par conséquent, si nous
considérons une suite infinie de fonctions de la famille, on peut en extraire une
nouvelle suite (8) de fonctions pour lesquelles le domaine 7 est contenu tout
entier ou dans 4, (pour toutes) ou dans 4, (pour toutes); alors pour les fonc-
tions de cette suite (S) 'un des domaines 4, et 4, sera exceptionnel et, par
conséquent, d’aprés le théoréme IX, nous pouvons extraire de la suite S une
nouvelle suite 8, convergeant uniformément vers des fonctions algébroides dans
D ou vers 'infini, dont le nombre total de branches est égal & ».

La famille donnée F est donc normale.

B! cas. Supposons maintenant que la courbe I" soit ouverte joignant le
point @ au point b. Je suivrai, dans ce cas aussi la voie indiquée par M.
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MoxTEL dans son Mémoire ci-dessus cité (pages 495 et 496) et utilisée pour les
familles de fonctions holomorphes.

Il est d’abord clair que le domaine . n’est traversé par la courbe I' pour
aucune des fonctions u =g (z). Posons:

u—a
u—1b

=w, w=o0()=Ilogw, (24)

et remarquons que les fonctions w ne prennent, dans le domaine D, aucune des
valeurs représentées par les points d’une courbe (I";) continue joignant I'origine
avec l'infini; par conséquent, lorsque le point z parcourt le domaine connexe D,
les point w ne traversent pas cette courbe I', et, par suite, ne peuvent tourner
autour de l'origine.

Pour déterminer complétement la fonction ¢(z) convenons qu’en un point
de départ z, du domaine D la parte imaginaire de log w sera comprise entre
—m et + w, la limite inférieure exclue. La fonction w étant algébroide & »
branches dans le domaine D, soient:

w, =elei01’ w2=926503, W, =gsei03, . wq,=g,,e‘"0~,

les » valeurs de w en z=2,, ou les g, ¢, 0, ..., ¢» désignent leurs modules.
Les valeurs de o(z) en 2z, seront:

log o, + ¢6,, log g, + ¢0,,..., log e, + 76,, (25)
avec:
— <, <m, —a<b,<nx,..., —a<b,<mx.

Si maintenant nous passons & un autre point quelconque z, du domaine D par
les divers chemins qui joignent les points z, et z, et sont situés dans le domaine
D, nous obtiendrons des valeurs de o(z,), dont les parties imaginaires sont com-
prises entre — 37 et + 37. D’autre part, si nous désignons par

R, ein, R, ", Ryebn, ..., R, e, (26)

les valeurs en z =2, de la fonction w, celles de la fonction ¢ (z) au méme point
z, seront de la forme:

log R, +i(y, + 2K,n), log R, + i(y, + 2K,7),..., log R, +i(p, + 2 K,m), (27)

les K,, K,, ..., K, étant des entiers positifs ou négatifs. Mais & chacune de ces
v formes mne correspond qu’une seule valeur de o(z,), parce que chacune des
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formes (27) ne contient que des nombrées qui différent d’un multiple de 2w s:
pour passer, par exemple, d’une valeur log B, + ¢(y, + 2 K, =) &4 une autre valeur
de la forme, il faudrait que, le point z parcourant le domaine connexe D, le
point R, ¢! puisse tourner autour de Porigine, ce qui est impossible.

Nous en concluons que les fonctions w=— ¢ (z) sont aussi algébroides & v
branches dans le domaine D et les points w = o (z) ne sortiront pas d’une bande
(B) du plan des w limitées par deux droites paralldles & Paxe des parties réelles
menées & la distance 3 de cet axe: en d’autres termes toute la région du plan
des w située en dehors de la bande B est exceptionnelle pour les fonctions
w=¢(2) dans le domaine D et ces fonctions sont aussi finies dans le méme

. . . u—a , . .
domaine, puisque les fonctions w= posy S 4 prennent ni la valeur zéro ni la

valeur infini. Donc, d’aprés le théoréme IX, les fonetions w = o (z) forment une
famille normale et, par conséquent, de toute suite infinie de fonctions ¢'(z) nous
pouvons extraire une nouvelle suite infinie convergeant uniformément vers des
fonctions algébroides finies dans le domaine D ou vers la constante infinie, dont
le nombre total de branches est égal & ».

En disant que le nombre total des fonctions-limites est égal & », nous en-
tendons que toutes les fonctions-limites W satisfont & une équation algébrique
du degré » par rapport a W.

Si nous prenons maintenant une suite infinie de fonctions dc la famille
donnée, les formules (z4) lui font correspondre une suite infinie de fonctions
¢ (z), de laquelle nous pouvons, puisqu’elles forment une famille normale, extraire
une nouvelle suite:

01(2), 3 (2), G (2), - or O (2), - - o (28)

convergeant uniformément vers des fonctions-limites algébroides finies dans D
ou vers la constante infinie, dont le nombre total de branches est égal & ».

A cette suite correspond une suite de fonctions:

9, (2), 9, (2), s (2), . . ., ‘Pn(z)s'--» (29)

de la famille donnée, la correspondance étant déterminée par la relation:

a—beml?)

T P (30)

Pn(z) =

2o0. Distinguons ici quatre cas:
Acta mathematica. 31. Imprimé le 24 avril 1914, 37
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a/ cas. Supposons qu’aucune des fonctions-limites Zx(z), Zz(z), cey zq(z) de

la suite (28) ne soit la constante infinie ou la constante 2 Kn 4, ot K désigne
un nombre entier ou zéro; alors ces fonctions ne prennent pas & Pintérieur de
D, ni la valeur 2 Kz ¢ ni la valeur infinie, puisqu’il en est ainsi des fonctions

on(2); en effet les fonctions w = Z_Z ne prennent pas la valeur 1. Nous

appliquons ici le théoréme VI. La suite (29) converge vers les fonctions:

a— b e a—be2® a—beZg®
QR)=——zm P ==—rm Pl = T o5’ (31)

qui sont algébroides et finies dans D et dont le nombre total de branches est
égal & ».
p , I T
! cas. Supposons que I'une des fonctions-limites zl(z), 2’ (2),..., Zq(z)

soit une constante 2 K w¢: soit:
2,@=2Kni.

Les fonctions e’ convergent uniformément vers les fonctions efie), e&l®, . |
eZg—1" et la constante 1 et la suite (29) converge uniformément vers les fonc-
tions @, (z), @,(2), ..., ®g_q(2) et la constante infinie: Nous entendons par la
que, étant donné un nombre ¢ arbitrairement petit, les inégalités:

|(D,(z)—¢p,,(z)|<s, |(D2(z)—(p,,(z)|<e,..., IQQ—l(z)—‘pﬂ(z)|<8: |¢n(z)|>%’

sont satisfaites pour une branche au moins de ¢,(z), & partir d’une valeur de
n, et pour tous les points z intérieurs au domaine D.

7! cas. Supposons enfin que l'une des fonctions-limites 21 (z), 22 ),...,
2, (2) soit la constante infinie; soit, par exemple: zq(z)= o ; alors, & chaque

nombre positif ¢ arbitrairement petit on peut faire correspondre un entier g tel
que pour n>p et pour tous les points intérieurs au domaine D I'on ait les
inégalités:

|21(z)—a,.(z)| <s, Izz(z)—a,.(z)l <& euny |21_1(z)—a,,(z)|<s, lon(2)]> »Is—,

chacune de ces inégalités étant satisfaite pour une au moins branche de toutes
les fonctions 0,(z). Puisque la partie imaginaire des ¢,(z) est comprise entre
-—3m et + 3, nous aurons les inégalités:
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I
|2, @ —m@|<e |2 @—ouia]<e ..., | Zpi®) =0 @) <. [Bal2) > (32)

satisfaites & partir d’une valeur u, de n pour tous les points intérieurs & D et
chacune pour une branche au moins de o,(z), en désignant par R,(z) la partie
réelle des fonctions o,(z). La derniére des inégalités (32) peut 8tre remplacée
par I'une des inégalités:

1 1
Ieun(:)l <e ¢ ou Ie—o”(z)|<e &,

satisfaite pour une au moins des branches.

Nous pouvons, donc, faire correspondre au nombre positif ¢ un entier
n tel que pour n>n, pour tous les points intérieurs au domaine D et pour toutes
fonctions ¢a® Pon ait les inégalités:

e — eon®]| < g, |6 —etnld]| <, ..., |eZ—1) — o] < g, (33)
et 'une des inégalités:

len®]<e, |e~m)]|<e, (34)

chacune des (33) étant satisfaite pour une au moins des branches des o,(z) et
Pune des inégalités (34) pour une branche au moins des 0,(z) de fagon que
chaque branche des o, (z) satisfasse & I'une des inégalités (33) et (34).

Les inégalités (33) nous donnent:

et <& 4 632 e < & + e .. |em] < & + eFg—1l),

D’autre par, nous avons:

onte) o Pn(2) — 0
¢ Pulz) — b

Nous obtenons donc la conclusion que, étant donné un nombre positif ¢ ar-

bitrairement petit, on peut lui faire correspondre un entier n tel que pour n>n
et pour tous les points du domaine D chaque branche de toute fonction ¢, (z)
de la série (29) satisfait & I'une au moins des inégalités suivantes:

|lD1 () —Pn (z)l <e, Imz (2) "(Pﬂ(z)l <& ..., I(DQ—I (z)_‘pn(z)l <e, (35)

@n(z) — b

<eg, |=
(Pn(z)"’a‘

< s. (36)

Pu(z)—b
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Les fonctions @, (2), @,(z),..., @y—1(2) étant finies dans le domaine D et le
nombre ¢ arbitrairement petit, il en résulte que le module des fonctions ¢y, (2)
est borné. En effet, il existe un nombre M assez grand pour étre supérieur au
module de tous les @,(z), @,(z),..., Dy et de tous les ¢, (z) correspondant &

n>n; il existe aussi un nombre fixe m plus grand que le module des g, (z),
¢ (2), ..., 9n (2).

Donc, les fonctions ¢, (z) de la suite {29) forment une famille normale et,
par conséquent, nous pouvons extraire de la suite (29) une nouvelle suite:

Pe; (2), Pea(2), - - ., ‘pl—',,(z)l"” (37)

convergeant uniformément vers des fonctions-limites algébroides et finies dans
le domaine D, dont le nombre total de branches est égal & ». Les branches

de @.,(z) qui ne satisfont & aucune des inégalités (35) convergent ou vers la
constante @ ou vers la constante b et vers toutes les deux, tandis que les bran-

ches qui satisfont aux inégalités (35) convergent vers les fonctions @, (z),
D,(2),..., Vg (2).
0/ cas. Supposons que 'une des fonctions-limites 21(2)’ 22 (2),..., 2q(z)

soit la constante infinie et d’autres soient égales a des constantes de la forme
2Kmwi, o K désigne un nombre entier positif ou négatif. Ce cas se raméne
immédiatement aux deux cas précédents et, en faisant les mémes raisonnements,
nous obtenons une suite de fonctions de la famille donnée, extraite de la suite
donnée, et convergeant vers des fonctions-limites, dont 1’'une est la constante
infinie, une au moins des autres est égale & la constante @ ou b et toutes les
autres sont algébroides et finies dans le domaine D; le nombre total des bran-
ches des fonctions-limites est égal & ». Mais il est nécessaire de remarquer
qu'une constante finie ou infinie, considérée comme fonction-limite, peut &tre
multiple ou & plusieurs branches, la multiplicité étant telle que le nombre total
des branches soit égal 4 ». Par exemple, la constante a sera une fonction-
limite multiple d’ordre (de multiplicité) égal & P de la série (37), lorsque cette
constante est la limite de convergence de P branches des fonctions ¢, (z). On
g’en rend bien compte par les considérations développées dans le N° 14 sur la
convergence des séries composées.

Nous voyons que, dans tous les cas, de toute suite de fonctions de la famille
donnée nous pouvons extraire une nouvelle suite convergeant uniformément vers
des fonctions algébroides et finies dans le domaine D ou vers la constante
infinie, dont le nombre total des branches est égal & ». Nous obtenons, done,
le théoréme suivant:
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Théoréme XV. Soit une famille (F) de fonctions u = ¢ (z) algébroides ¢ v
branches finies dans un domaine D. 8 les fonctions de cette famille ne prennent,
dans ce domaine, aucune des valeurs représentées par les points d’une courbe I' du
plan u (cette courbe est, alors, exceptionnelle pour I’ensemble des fonctions de
la famille dans le domaine D), la famille est normale dans le domaine D; c’est-d-
dire: de toute suite infinie de fonctions de la famille nous pouvons extraire une
nouvelle suite infinie convergéant uniformément vers des fonctions-limites algébroides
el finies dans D ou la constante infinie, dont le nombre total de branches est
égal & ».

20. Revenons aux considérations des deux numéros précédents et rap-
pelons-nous que les fonctions w = (z) sont algébroides et finies dans le domaine
D et satisfont, par conséquent, & une équation de la forme:

W* + B;(2) W—1+ B,(2) W2+ .-- + B, 1 ()) W + B, (2) =0, (38)

ou les B, (2), B;(z), ..., B,(z) désignent des fonctions holomorphes dans le do-
maine D.

Les branches Wk se lient avec les branches ux des fonctions u = ¢ (2) par
la relation:

UR — O
ug—2>b

Wg = log (39)

Comme on a les égalités:
—B () =W, + W, +--- + W,, B2(2)=2W1 Wy ooty (—1)By(2)=
=W, W, W,...W,,

les nombres B, (o), B, (0),. .., By (0), B, (o), B,(0),..., B,(0o) ne dépendent que
des valeurs en z=o0 de la fonction u =@ (z) et de sa dérivée u' = ¢'(2).
Soit, done:

w4, w4, w2+ o+ A (R)u+ A () =f(z,w) =0, (40)
I'équation qui détermine la fonction u =¢(z), et posons:
4,(2) =a,+bz+-, 4,2)=a,+ b2+, Ap1(2) =ayp—y + byy2 + ---,
A,z)=a, +byz+ - )

Les valeurs de ¢ (o) sont les racines de 1’équation algébrique:

wtawlta, w2+ -+ a,quta,=o, (42)
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et les valeurs de ¢' (o) sont égales a:

_/,:(0, rl), _f’l(o) 1’2), J—— /,J(O; rv—l), ___/’3(0’ rv), (43)
fu(o; ry) /'u(os rz) "u(O, Tv-—l) f’u(o. ry)
oM 7y, 75, ..., Ty—1, 7y désignent les racines de I’équation (42).
Si le point z=o0 n’est pas un point de rencontre de branches de la fonc-
tion u = @ (z) les valeurs (43) ne dépendent que des coefficients a,, a,, ..., @,

vy by, by, ... by,—1, b, des séries (41) et nullement des autres coefficients et il en
sera, par conséquent, de méme des nombres:

B, (o), B,(0), ..., B,(0), B',(0), B;(0), ..., By(0).

Nous savons que tous les points qui n’appartiennent pas & la bande B sont
exceptionnels pour les fonctions w = o(z). Si, donc, nous prenons un point y

extérieur & la bande B et si nous désignons par ¢ sa plus petite distance des
droites paralldles qui limitent la bande, 'intérieur du cercle

lw—7I<d, (44)
est exceptionnel pour les fonctions w = o (2).
On a:
_ . a—u, a—u a—uy _
B,(z) = log y—y + log b—u,+ + IOgb——u.,

(@a—u)(@a—u,)...(a—u)
8 b—u,) 6—u,) ... (0—u)

»

=1

(e—u)(@—1u,)....,(a—u)=f(a,z)=a" + 4,(2)a* +

+ Az (""')a"—2 +- + Av—-l (z)a + Av(z)s

b—u)d—u,) ..., b—u)=f(b,2)=b" + 4, (z) 0> +

+Az(z)bv_2+"'+Av—l(z)b+A”(z)’
et
log 1@ 2) _ ., P(2)
— B () =log 75" = log 5

en posant:
fla, 2) = P(z), }(b, 2) = Q(2)-
On en déduit:

i _ Q@) P()—P) Q)
By P@QR
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d’ou:
— B, (o) =(b" +a, b+ a, b2+ 4 a,) (b0 + b0 2 F - + b)) —
l [P ().
— (@ +a, @'+ a,0" 2+ - +a,) (b, 0 + b b2 4 -+ bv).

Q (2)Js=o
Si, donc, les nombres a et b ne satisfont pas 3 la relation:

a’t+a,a + a0+ - ta_ba + b0+ b (45)
bv+albv—1 +a,b""2+---+a,,_b,b"—1 +b2b'v—2+...-|-b,u 45

le nombre B, (0) est différent de zéro et, par conséquent, '’équation:
B' (o) 21+ B'y(0) a2+ ---+ B',3(0)x + B,{o)=o0, (46)

ne sera pas une identité. En choisissant alors le nombre y de fagon qu’il ne
soit pas une racine de cette équation algébrique, nous pouvons appliquer le
théoréme X & la famille des fonctions w=¢(z) qui admettent le cercle excep-
tionnel (44). 8i, done, le domaine D est un cercle de centre I'origine et de rayon
R, ce rayon satisfera & I'inégalité:

R<2 |7+ Bi(0) + 2 B,(0) + - + 7 By (0) + By (0)°

o |y B, (0) + 2 B, (0) + ----- ¥ 7B,21(0) + By(0)] (47)
dont le second membre ne dépend que des nombres », a,, a,, G, .., @y, b;, b,,
bs,..., by et nullement des autres coefficients des séries (41); en effet, le nombre

y est arbitraire étant seulement soumis & des inégalités qui ne dépendent que
des nombres ci-dessus indiqués, et le nombre ¢ dépend seulement de 7.

Il en résulte que, dans un cercle de centre l'origine et de rayon supérieur
au second membre de I'inégalité (47), toute fonction = ¢ (2) de la famille donnée
prend au moins une fois 'une au moins des valeurs représentées par les points

de toute ligne du plan u joignant les points @ et 5. Nous avons ainsi établi le
théoréme suivant:

Théoréme XVI. Soit (F) la famille composée de toutes les fonctions u =@ (z)
définies par Uéquation :

fz,u)=w+ 4, () w1+ 4, @) w2+ - + Ay (2) u + A, (2) =0, (48)

ou les A,(z), 4,(z),..., A, (2) désignent des fonctions holomorphes dans le voisinage
de z=o0:
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A (z)=a,+bz+ -

4,(z)=a,+ b2+ -
(49)

4,(z)=a, + b,z + -

les coefficients a,, b,, a5, b,, ..., a,, b, et le degré v étant fixes, tandis que les coeffi-
cients non écrits sont des paramitres variables; soient aussi deux nombres quelconques
a et b assujeltis seulement & la condition:

@ +a,a+a,a+ - +aqa+a,  bat+bai+--+b
b +a, b 1+a, b3 F - +aabt+a bW+ b0+ + by

8i le point z=o0 n'est pas un point d’intersection des branches!, il existe un cercle:
|z2l<R=R(v,a,b,a;,b,,0a,,b;,..., 0, b),

dont le rayon est fize, ne dépendant que des nombres v, ay, by, @y, b;, ..., av, by, a
et b [et nullement des paramétres variables des séries (49)], & Uintérieur duquel
toute fonction finie de la famille (F) ou bien admet un point singulier transcendant
ou bien prend au moins une fois Pune au moins des valeurs représentées par les
points de toute courbe (ligne) joignant le point a au point b.

Le second membre de l'inégalité (47) est une quantité variable avec le
nombre arbitraire 7 et le rayon du cercle du théoréme ci-dessus énoncé peut-étre
pris plus grand que toute valeur de Pexpression (47), mais il est, bien entendu,
avantageux d’employer sa valeur minimum qui sera nécessairement différente
de zéro.

21. Le théoréme XVI est visiblement la plus précise des extensions aux
fonctions multiformes dans un domaine du théoréme de M. LANDAU, que nous
avons établies dans ce travail: ces extensions remplacent le cercle d’holomorphie
de M. LaNDAU par un cercle pouvant contenir des points critiques algébriques
quelconques de la fonetion, mais elles ne conservent pas, au point de vue des

! Cotte condition ne concerne aussi que les nombres fixes ai, @, as,. .., a,, puisqu'elle
se rameéne & supposer que l'équation algébrique:
m"+a,x"’l +a’xv—-2+ "‘+‘1v—1”+%=°’

n'ait pas des racines multiples.
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valeurs exceptionnelles, la précision du théoréme de M. Lanpav, parce que ou
bien l'ensemble des valeurs exceptionnelles est continu ou bien la considération
de deux valeurs exceptionnelles est accompagnée de quelques restrictions. Dans
deux Notes publiées récemment dans le Bulletin de la Société mathématique de
France nous avons donné une autre extension qui conserve toute la précision au
point de vue des valeurs exceptionnelles et qui est applicable dans un cercle,
dont le centre est un point critique algébrique de la fonction.

J’espére de pouvoir établir prochainement I'extension la plus parfaite aux
fonctions algébroides & » branches dans un cercle par la considération de 2z »
valeurs exceptionnelles (I'infini non compris).

CHAPITRE XI.
Fonctions-limites d’une suite convergeant uniformément.
22. Soit:

fl(z)’fz(z):-w:fn(z)v--- (50)

une suite de fonctions algébroides & " branches finies dans un domaine D con-
vergeant uniformément et soit:

Foiz,w)=w + Ap1(2) w1+ Ap2 () w2+ -+ 4,,,(2) =0,

Péquation qui détermine la fonction u= f,(z), o les An1(2), An2(2), ..., Any(z)
sont des fonctions holomorphes dans le domaine D.

Si nous désignons par 4,(2), 4,(2),. .., 4,(2) les limites de convergence de la
série (50), les fonctions A,; (2) convergent uniformément vers la fonction-limite:

—[, @)+ 4, + + b ()] = A, (2),

qui est aussi holomorphe dans le domaine D, d’aprés un théoréme classique de
WEIERSTRASS publié en 1880. De méme, les fonctions Ans(2) convergent uni-
formément vers la fonction holomorphe:

Ay (2) = D1, (2) by (2), [somme des combinaisons deux-a-deux]
et ainsi de suite ... les fonctions 4,,(z) convergent uniformément vers la fonc-

tion holomorphe dans D:
Acta mathematica. 37. Imprimé le 27 avril 1914. a8
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Ay (2) = (—1)* A (2) 4,(2) ... 4 (2),
et, par conséquent, les fonctions-limites de la suite (50) satisfont & I’équation:
Fzywy=w + 4,(z) w1 + A, (z) w2+ -+ 4,(z)=o0. (51)

Nous avons, donc, établi le théoréme suivant:

Théoréeme XVII. 8¢ une suite infinte de fonctions algébroides o v branches
finies dans un domaine D converge uniformément, les fonctions-limites sont aussi
algébroides et finies dans le domaine D el leur mombre total de branches est
égal o v.

(C’est une extension aux fonctions algébroides dans un domaine D du thé-
oréme classique de WEIERSTRASS ci-dessus utilisé.

Nous pouvons aussi dire que ce théoréme est une conségquence immeédiate
du théoréme VIII, parce que les fonctions de la suite considérée forment une
famille normale: cela résulte d’un raisonnement facile indiqué par M. MoNTEL
dans son Mémoire: Sur les suites infinies de fonctions (thése de doctorat, 1go7,
P- 74) et utilisé déja par nous dans le N° 20 de ce travail.

Si dans I’expression:

dFp(z,u) _

T vt {y—1) Ap 2 w2 4 - + Ay v (2),

nous remplagons % par f,(z) nous obtenons une fonction o,(z) algébroide & »
branches finies dans D telle que la série:

0,(z), 0,(2),...,0,0(2),...

F(z,w)

converge uniformément vers les fonctions —- , ou w désigne les fonctions-

limites de la suite (50) qui satisfont & I'équation (51).
Si les fonctions fn(z) sont, & partir d’'une valeur de n, multiformes dans le

domaine D, les fonctions o,(z) admettent des zéros & partir d’une valeur de n
. . . . 7 ,

et il en est de méme d’une au moins des fonctions-limites: —F(%]—ui) =0 (z) dans

le cas ol aucune de ces fonctions n’est la constante zéro [d’aprés le théoréme VI].

Nous en concluons que I'une au moins des fonctions-limites w = f(z) de la suite

(50) admet des poinfs doubles, c’est-a-dire il y a des points de rencontre de

branches d’une au moins des fonctions-limites de la suite (50).
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Nous pouvons, done, compléter le théoréme XVII de la fagon suivante:

8¢ les fonctions algébroides de la suite sont multiformes & partir d’une valeur
de n et si gqucune des fonctions-limites ne satisfait ausst & Uéguation F (2, w)=o0,
il y a toujours dans le domaine D des points d’intersection de branches des fonctions-
limites w~ f(2).

Athénes, le 11 septembre 1913.
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