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In der Abhandlung VI der Serie cAbhandlungen zur Theorie der konformen 
Abbildung>> 1 habe ich u. a. die Aufgabe der konformen Abbildung eines sym- 
metrischen mehrfach zusammenh~ngenden Schlitzbereichs auf einen symmetrischen 
Kreisbereich mittels eines Iterationsverfahrens behandelt. Die dort gegebene 
LSsung ist jedoch, was den Konvergenzbeweis anbetrifft, auf den Fall endlichen 
Zusammenhanges beschr~inkt. In vorliegendem Artikel (w 3) wird das erwghnte Ite- 
rationsverfahren in einer Form begrfindet, die diesem Verfahren auch fiir den Fall 
unondlich hohen Zusammenhanges Geltung verleiht. Aber auch die umgekehrte 
Abbildungsaufgabe, bei der der endlich- oder unendlich- vielfach zusammenh~n- 
gende Kreisbereich als gegeben betrachtet wird und die Abbildung auf einen 
Schlitzbereich verlangt wird, wird w167 x u. 2 ausfiihrlich behandelt, indem gezeigt 
wird, dass eine unmittelbar aufstellbare unendliche Reihe ScHOTWKY'schen Typus 
diese Abbildung leistet2 Es ist bemerkenswert, dass beide bezeichnete Abbildungs- 
aufgaben, von denen die eine die Umkehrung der andern ist, hier durch eine einfach 

: Die A b h a n d l u n g  V I  ffihrt den Untertitel *Abbildung mehrfach zusammenhangender 
s c h l i c h t e r  Bereiche auf Kreisbereiche. Uniformisierung hyperelliptischer Kurven ( I te ra t ions-  
m e t h o d e n ) )  E r s c h i e n e n  in  Math .  Ze i t schr i f t ,  Bd VI I ,  :92o. 

2 Die Abbildung eines endlich-vielfach zusammenh~tngenden s y m m e t r i s c h e n  Kre i sbe re i chs  
auf einen s y m m e t r i s c h e n  Sch l i t zbe re ich  wurde  zuers t  in einem Aufsatze ~ein Beitrag zu Poin-  
car6 's  Theor i e  de r  F u c h s ' s c h e n  Funktionem> (G0tt. Nachr. ,  i885, p. 359) yon  H. WEBER behandelt. 
Weber beweist zun~chst die Existenz der Abbildungsfunktion z u n t e r  Ben t i t zung  der SCHWARZ'schen 

potentialtheoretischen Existenzbeweise und zeigt dann, dass dio GrOssen z--a2~- - 1  durch 
c z - - a  2 

unendliche Produkte darstellbar sind, wenn a2~_l und a2~ die Endpunkte irgend eines der Be- 

g renzungssch l i t z e  dieses Schlitzbereiches sind. 
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geordnet fortschreitende unendliche Folge elementarer Reehenvorschriften gelSst 
erscheinen. In diesem Sinne einordnet sich die vorliegende Arbeit den yon mir in 
der oben erwiihnten Serie grunds~tzlich verfolgten Bestrebungen einer rein funk- 
tionentheoretisehen Umbildung der Theorie der konformen Abbildung. Dieser 
Tendenz wird aueh der letzte Abschnitt (w 5) gerecht, worin die Abbildung eines 
ganz beliebig begrenzten symmetrisehen Bereichs B auf einen Schlitzbereich mit- 
telst einer einfach unendlichen Folge ree]ler ~>Fundamentaltransformationen* aus- 
gefiihrt wird (Sehmiegungsverfahren), womit dann auch zufo]ge w 3 eine Abbildung 
auf einen Kreisbereich gewonnen ist. - -  Der Inhalt gliedert sich, wie folgt: 

w i. Abbildung des m-faeh zusammenhKngenden Kreisbereichs auf einen 
Sehlitzbereieh. (Methode der Reihenbildung). 

w 2. 

auf einen 

w 
unendlieh 

w 
gebildeten 

w 
reichs. 

Abbildung des unendlieh-vielfaeh zusammenhiingenden Kreisbereichs 
Sehlitzbereich. (Methode der Reihenbildung). 
Das umgekehrte Abbildungsproblem, insbesondere fiir Bereiehe yon 
hohem Zusammenhang. (Iterationsverfahren). 
Bemerkungen betreffend die Riinderzuordnung der auf einander ab- 
Bereiehe. 
Abbildung des allgemeinsten beliebig begrenzten symmetrischen Be- 

(Sehmiegungsverfahren). 

w I .  

Abbildung des m-fach zusammenh~tngenden Kreisbereichs auf  einen 
Schlitzbereich. 

(Methode der Reihenbildung.) 

I. Wir bezeiehnen mit K einen yon m getrennten Kreisen begrenzten sym- 
metrischen m-fach zusammenh~ngenden Bereich in der Ebene der komplexen 
Ver~nderliehen ~. Die Symmetrie des Bereiches bestehe in Bezug auf die Aehse 
des Reellen. S~imtliche m Begrenzungskreise sollen die Achse des Reellen unter 
rechten Winkeln schneiden. Der unendlich ferne Punkt  der ~-Ebene werde als 
innerer Punkt  des Bereiehes angenommen. 

Wir stellen uns als erste Aufgabe die, den Bereich K eineindeutig ken/otto au t 
einen symmetrischen Schlitzbereich S abzubilden, der von m getrennten auf der Achse 
des Reellen einer z-Ebene liegenden Sehlitzen begrenzt wird. Bei dieser Abbildung 
sollen je zwei symmetrischen Punkten der ~-Ebene symmetrische Punkte  der z-Ebene 
entspreehen; insbesondere also sollen den m in K enthaltenen auf der Achse des Reel- 
lea liegenden Strecken ebenso|ehe Strecken entsprechen. Die Abbildungsfunktion 

(~) sell ferner l~ings den Begrenzungskreisen des Bereiches K regular sein, wie 
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aueh in dem ganzen endliehen Innern des Bereiches K. Im Unendliehen sell die 
Abbildungsfunktion sieh gem~ss der Formel 

z = ~ ( ~ ) = ~ +  ((o))  

verhalten. Es wird also verlangt, dass der unendlieh ferne Punkt  bei der Abbil- 
dung wieder in den unendlieh fernen Punkt  und zwar in der angegebenen Weise 
iibergeht. 

Die Abbildungsfunktion ~0 (~) ist dureh die angegebenen Eigenschaften voll- 
st/indig bestimmt. (Unitgitssatz.) Wiire niimlieh tp(~) eine zweite Funktion der 
verlangten Art, so wfirde 

eine in K mit Einschluss der Begrenzung regulKre Funktion sein, deren imagin~rer 
Teil an der ganzen Begrenzung den Weft Null hat. Daraus ergibt sieh, dass der 
imagin/ire Teil identiseh versehwindet. Dann muss sich abet w(~)selbst auf eine 
Konstante reduzieren zufolge dem Satz, das der reelle bzw. imagin/ire Teil einer 
yon einer Konstanten versehiedenen regul~ren Funktion in beliebiger N~he einer 
regul~iren Stelle algebraisoh gr6ssere wie kleinere Werte annimmt.  

Da die gesuehte Funkt ion ef(~) auf den Begrenzungskreisen reelle Werte 
annimmt,  k6nnen wir sie in bekannter Weise gemiiss dem Riemann-Sehwarz'schen 
Spiegelungsprinzip fiber diese Begrenzungskreise hinaus analytisch fortsetzen. 
[ndem wir eine Spiegelung an einem solehen Begrenzungskreise mit  einer Spie- 
gelung an der Aehse des Reellen kombinieren, ergibt sieh eine reelle lineare Sub- 
stitution, ns diejenige elliptisehe Substitution der Periode 2, deren Fixpunkte 
die beiden Sehnit tpunkte des betreffenden Kreises mit  der Achse des Reellen 
sind. Diese elliptisehe Substitution ordnet die beiden Hs des Kreises ober- 
halb und  unterhalb der Aehse des Reellen einander in der Weise zu, dass je zwei 
spiegelbildlieh symmetriseh liegende Punkte  einander entspreehen. Wir gewinnen 
so den m Begrenzungskreisen entspreehend m reelle lineare Substitutionen, denen 
gegenfiber die Funktion r unge~indert bleibt. Der Bereich K kann demgem/iss 
als ein Fundamentalbereieh derjenigen linearen Substitutionsgruppe F aufgefasst 
werden, die dureh unbegrenzt kombinierte Wiederho]ungen der genannten m er- 
zeugenden Substi~utionen entsteht. 

Hiermit ist eine Auffassung der Funktion ~(~)gewonnen,  die auf natur- 
gem~sse Weise zu einer die Funktion unmittelbar liefernden unendlichen Partial- 
bruehreihe fiihrt. Wir wollen zu diesem Zweeke die yon der identisehen Trans- 
formation versehiedenen Substitutionen der Gruppe F m i t  

Acfa mathc, matica. ~ .  Imprim~ le 6 mars 1922. 34 
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~ = L . ( ~ )  

bezeichnen, wobei wit uns den Index n entspreehend den unendlieh vielen Sub- 

stitu~ionen der Gruppe F alle positiven ganzzahligen Werte durchlaufend denken. 

Dem Punkte  ~ = ~ entspreehe der Punkt  

= ). 

Wegen des automorphen Verhaltens der Funkt ion r gegeniiber den Substi tu- 

tionen der Gruppe F wird das Unendliehwerden der Funkt ion ~ (~.) bei AnnE- 

herung der Gr6sse ~. an die Stelle co. dadurch gefunden werden kSnnen, dass 

man die GrSsse ~, die das Unendliehwerden der Funkt ion 9~(~) im Unendlichen 

eharakterisier~, in Abh~ngigkeit von ~. betrachtet :  

= ~ (~)  = L~ -~ ($~), 

wo mit L~ 1 die zu L~ inverse Substi tut ion bezeichnet wird. Fiir uns handelt  es 

sieh darum, den Haupt te i l  dieser Funkt ion yon ~ zu bilden. Dieser wird 

aber fiir eine gebrochene lineare Substi tution immer dadureh gefunden, dass man 

den Wert  der betreffenden linearen Funkt ion fiir den Argumentwert  ~ yon der 

Funkt ion selbst abzieht. Das gibt in unserem Falle 

L71 (~)  - -  L7  ~ ( ~ )  

a[s Hauptteil .  Fiir die Partialbruchbildung der Funkt ion ep ($) ist in vorstehenden 

Ausdrucke ~. dutch ~ zu ersetzen. Bedenken wit ferner, dass die Gesamtheit der 

Substi tutionen L~ -~ der Gruppe F mit der Gesamtheit der Substitutionen L .  selber 

identiseh ist, so erhalten wir folgende Partialbruchreihe 

~ + ~ ( L ~  ($) ~ L ~ I ~ ) )  
f~ 

d ,  i .  

n 

2. Die so gewonnene Reihe ist nunmehr einer besonderen Untersuchung 
daraufhin zu unterwerfen, ob sie konvergiert und ob die durch sie dargestellte 

Funkt ion tatsEchlich die gewiinsehte Abbildung leistet. 
Was zunEchst die Frage der Konvergenz anbetrifft ,  so komm$ deren Priifung 

auf die Priifung der Konvergenz der Reihe 

f~ 

hinaus. 
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Denken wir uns ~ zun~ohst im gegebenen Fundamentalbereieh K variierend, 
so variiert ~. in einem Bildbereiche desselben, n~imlieh einem Kreisbereiche 

K., der aueh den Punkt con in seinem Innern enth~ilt. Die einzelne GrSsse 
I ~n w co.I ist also kleiner als der Durchmesser dos umschliessenden Kreises K" yon 
K,,. Nun ist aber die Summe der Umf5nge und damit aueh die Summe der 
Durchmesser aller soleher Kreise konvergent, t womit die gleiehmSssige Konver- 

genz unserer Reihe zun~iehst bei Besehr~inkung der VariabilitKt yon ~ auf den 
Bereieh K feststeht. L$sst man ~ die Grenze yon K iiberschreiten und nimmt 

zu K eine endliehe Anzahl aneinander ansehliessender Bereiehe Kn hinzu, so wird 
aueh in dem so erweiterten VariabilitStsbereich gleiehm~ssige Konvergenz der 
Reihon bestehen naeh Abtrennung derjenigen endlieh vielen Glieder der Reihe, 

die in den jenen Beroiehen entspreehenden Punkten wn unendlieh werden. Denn 

auoh bei dieser erweiterten Variabilit~t wird die Summe ~ ] ~ . - - o n ]  naeh Ab- 

trennung endlich vieler Glieder gleiehm~issig mit Hilfe der Summe der Durch- 
messer aller Kreise K'n abgeschEtzt werden kSnnen, weil der Uebergang yon 

~ zu wn jetzt immer nur die Uebersehrei~ung einer bestimmten besehr~nkten 
Anzahl yon Kreisen K~ erforder~, sodass [~- -con[  jedenfalls kleiner ist als die 

Summe der Durehmesser jener/iberschrittenen Kreislinien. Aus dem topologisehen 
Gesetze der l~ebeneinanderlagerung der Bereiohe K.  ergibt sieh sofort, dass bei 

dieser Abseh/itzung der einzelne Kreis K~ nut eine beschr~inkte Anzahl yon Malen 
zu Verwendung kommt, wobei die gemeinte Besehr/inkung der Anzahl eine ffir 
alle Werte des Index n gleiehmgssig giiltige ist. 

Die aufgestellte Reiho stellt naoh Vorstehendem eine in der ganzen Ebene 
mit Ausnahme der bei Anwendung des gruppentheoretisehen Reproduktionspro- 
zesses auf den Fundamentalbereieh K freigelassenen unendlich vielen diskreten 

Punkto der Aehse des Reellen meromorphe Funktion dar, die nur in den Punkten 
oo uncl con unendlioh wird und zwar mit den eingefiihrten Hauptteilen. 

Die dargestellte Funktion nimmt offenbar auf der Achse des Reellen nur 

reelle Werte an, mithin an je zwei spiegelbildlich symmetrisehen Punkten zur 
Aehse dos Reellen konjugiert komplexe Werte. Wendet man auf ~ eine erzeugende 
Substitution an, ersetzt also etwa ~ dureh ~ ,  so bedoutet dies eine Ersetzung 
der GrSsse ~ durch ~n, in der Weise, dass ( r ,  ~n,) dieselbe GrSssengesamtheit 

wie (~, ~.) bedeuten, n~mlieh ein und dasselbe volJst~indige System beziiglieh der 
Gruppe F iiquivalenter Werte. Die einzelnen Terme unserer Reihe werden dem- 

gemiiss duroh neue Terme ersetzt, die abgesehen yon additiven Konstanten vSllig 

i Vgl. w 6 der Abhandlung IV dot Sorie ~Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbil- 
dung~ in &eta math. Bd. 41, insbos, pag. 327, (1918). 
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fibereinstimmen. Nach der Ersetzung finde~ nun aber ebenfalls Konvergenz der 

Reihe s~att. Daraus folgt, dass das Resultat  der Ersetzung nur eine Aenderung 
des Funktionswertes um sine additive Konstante sein kann. Diese additive Kon- 

stante muss jedoch gleich Null sein, well sieh bei Wiederholung der erzeugenden 
Substitution als einer elliptisehen Substitution der Periods z die identisehe Sub- 
stitution ergibt. 

In spiegelbildlich symmetriseben Punkten  eines Begrenzungskreises yon K 

nimmt unsere Reihenfunktion wegen ihrer Realitiit auf der Achse des Reel|en 
konjugiert  komplexe Werte an, wegen der Aequivalenz solcher Punkte  vermSge 
einer erzeugenden elliptisehen Substitution nimmt sie andererseits ebenda g|eiche 
Werte an. Das ist nur vereinbar, wenn die auf K angenommenen Werte reell sind. 

3. Die Reihenfunktion hat, wie wir sehen, al|e Eigensehaften, die wir oben 

ffir die Funktion cf (~) als charakteristisch naehgewiesen haben. Aueh die :Normie- 
rungsbedingung der Funkt ion ~ (~) ist fiir unsere Reihenfunktion erfiillt, da alle 

Glieder der Reihe, abgesehen yon dem ersten Gliede ffir ~ ~ ao den Wert  Null 
annehmen. Wir k6nnen somit die Reihenfunktion mit ef (~) bezeiehnen. Zu be- 

weisen bleibt jedoeh noeh, dass tatsgehlich die gewfinschte Abbildung dureh ~ (~) 
geleistet wird. Dieser Beweis griindet sich auf die erw~hnten bereits festgestellten 
Eigenschaften der Funkt ion cp (~). 

Man kann die Funktion cf (~) an jeder Stelle des Bereiehs K naeh der Me- 
rhode der Reihenumkehrung umkehren. Diese Umkehrung kann man vollstiindig 

fiir das ganze Gebiet K mittels einer endliehen Anzahl yon Umkehrungsreihen 
bewirken. Man erkennt hieraus, dass man den Bereich K in end]ieh viele Par- 
zellen so zerlegen kann, dass diese Parzellen einzeln auf schlichte Gebiete (Bild- 
parzellen) abgebi|det werden; dabei kan man u. a. die etwa vorhandenen Null- 
stellen der Ableitung cf (~) als Parzelleneeken einfiihren. Es zeigt sich nun, wenn 

man die gefundenen Bildparzellen ihrerseits ordnungsgemhss aneinandersehliesst, 
dass dann ein Riemann'sehes Flgchenstiiek entsteht,  das als eineindeutiges Bild 
yon K anzusprechen ist. Dieses Fl~ichenstfiek wird dureh ganz fiber der Aehee 
des Reellen verlaufende Linien begrenzt, die ausserdem ganz im Endliehen liegen. 
Daraus ist ohne weiteres klar, dass das betrachtete  Flgehenstiick die Ebene end- 
liehvielbl~ttrig und zwar iiberall gleich-vielbl~ttrig bedeeken muss. Dass die 

Bedeekung sine einbl~ittrige ist, fo]gt dann daraus, dass der unendlieh ferne 
Punkt  jedenfalls nur  einfaeh bedeekt wird. Nunmehr  ist klar, dass die Begren- 
zung unseres Flgchenstfiekes nur von m von einander getrennt  verlaufenden 
Sehlitzen auf der Aehse des Reellen gebi|det sein kann. Damit  ist aber die 
Abbildungsaufgabe, die wir uns in diesem Paragraphen gestellt haben, vollst~n- 
dig erledigt. 
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w 2. 

Abbildung des unendlieh-vielfach zusammenh~ngenden Kreisbereiches 
auf einen Schlitzbereich. 

(Methode der  Reihenbildung.) 

4. Nunmehr werde mit K ein symmetrischer Kreisbereich unendlieh hohen 
Zusammenhanges der ~-Ebene bezeiehnet. Einen solchen denken wir uns durch 
unendlieh viele getrennte die Achse des Reellen senkreeht schneidende Kreise 
begrenzt, die alle in einem endliehen Bezirke enthalten sind und ausserdem der 
Bedingung geniigen, eine diskrete Gesamtheit zu bilden, womit gemeint ist, dass 
zwisehen je zwei der Begrenzungskreise ein Intervall der Aehse des Reellen liegt, 
das dem Innern des Bereiches K angehSrt. Die jetzt zu bestimmende Abbildungs- 
funktion ~0 (~), die den gegebenen symmetrisehen Kreisbereieh K auf einen 
Sehlitzbereieh S abbildet, soil ausserdem im Unendliehen wieder die friihere 
Normierungsbedingung 

z = ,p (~) = ~ + ( (o) )  

erfiillen. Die Regularit~t der Abbildungsfunktion wird weiter auch auf den ]3e- 
grenzungskreisen verlangt ~, wobei aber in denjenigen Durchstossungspunkten mit 
der Achso des Ree]len eine Ausnahme zu machen ist, die Hiiufungspunkte yon 
Begrenzungskreisen sind. Diese Ausnahmepunkte wollen wir als singuldre Grenz- 
punkte bezeichnen. Ganz allgemein mSgen als singul~ire Grenzpunkte diejenigen 
Punkte der ~-Ebene bezeiehnet werden, die sich als H~ufungspunkte yon Begrenz- 
ungskreisen des Bereiehs K darstellen. Hiernaeh braucht ein singul~rer Grenz- 
punkt  nieht notwenig auf einem Begrenzungskreise zu liegen, er kann vielmehr 
fiir sich eine vollstSndige Begrenzung dos Bereiches K darstellen (accessorische 
Grenzpunkte). 

Dass fiir die gestellte allgemeine Abbildungsaufgabe der Unitdtssatz gilt, 
ergibt sich dureh eine leichte Modifikation der friiheren Betraehtung ffir endlich- 
vielfach zusammenhKngende Bereiche. Leiste etwa q0 (~) die Abbildung auf einen 
Sehlitzbereich S der z-Ebene, ~0 (~) eine Abbildung auf einen Bereich S r einer 
z'-Ebene, so kfnnten  wir z' als Funktion yon z betraehten. Die Differenz 

z ' - -  z = W (z) 

w~re eine fiir z = ~o versehwindende analytisehe Funktion,  deren imagin~rer Teil 

Siehe hierzu w 4 der vorliegenden Abhandlung. 
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in einem die Begrenzungsschlitze von S s~mtlieh enthaltenden sehmalen rechtecks- 
fSrmigen Streifen unter jede Grenze herabsinken mfisste, wenn jener Streifen 

sehmaler und sehmaler gew~hlt wiirde. Daraus aber wiirde folgen, dass der 
imagin~re Tell yon W (z) im ganzen Aussengebiete des erwiihnten Streifens beliebig 
klein abgeseh~itzt werden kSnnte, mithin identisch versehwinden miisste. 

5. Es ist nun der Nachweis der tats~iehlichen Existenz einer Abbildungs- 
funktion ~(~) zu ffihren. Dazu nehmen wir erneut auf unsere frfihere Reihe 
Bezug und wollen dartun, dass sic auch im vorliegenden Falle die geu~nschte 
Abbildung leistet. 

Wir fassen dazu den Bereieh K in derselben Weiso wie frfiher als einen 

Fundamentalbereieh mit nunmehr unendlieh vie]en elliptischen Substitutionen der 

Periode 2 als Erzeugenden auf, und setzen die Reihe an 

n 

Was zun~iehst die Frage der absoluten Konvergenz der Reihe anbetrifft, so 
kSnnen wir jetzt nicht das Argument der Konvergenz der Summe der Umfiinge 

aller Grundkreisbilder K', heranziehen; das ist aber auch nieht notwendig. Wir 
bemerken zun~chst, dass bei Ausiibung des Spiege]ungsprozesses auf den Bereich 
K auch im vorliegenden Falle eine vollst~indige Bedeckung der ~'-Ebene mit Aus- 
nahme einer unendlichen Menge diskreter Punkte der Aehse des Reellen bewirkt 

wird. Man iibersieht dies sofort, wenn man den Spiegelungsprozess stufenweise 

in der Weise vornimmt, dass man nach jedem Sehritte das ganze bis dahin ge- 
wonnene Gebiet an einem seiner Begrenzungskreise spiegelt, wobei dann nach 
dieser Spiegelung alle neu auftretenden Begrenzungskreise Durehmesser haben, 

die kleiner sind als der Ha]bmesser des Spiegolungskreises. Bei der Spiegelung 
geht n~imlieh der unendIich ferne Punkt in den Mittelpunkt des Spiegelungskreises 
fiber. Man kann es daher offenbar so einrichten, dass man naeh einer endlichen 
Anzahl yon Spiegelungen den Bereieh so erweitert hat, dass siimtliehe nunmehr 
vorhandene Begrenzungskreise Durehmesser yon beliebiger Kleinheit haben. Da- 
durch wird in der Tat klar, dass obere und untere Halbebene bei dem Spiege- 
lungsprozesse nach und nach vollst~indJg bedeckt wird, und dass aueh auf der 

Aehse des Reellen kein noeh so klein angenommenes endliches Intervall existieren 
kann, das nicht dureh den Gebietserweiterungsprozess ganz oder teilweise erfasst 
wfirde. Das dureh den Spiegelungsprozess tatsiiehlich erfasste Gebiet der ~-Ebene 
mSge mit Z (~) bezeichnet werden, soweit es nur yon inneren Punkten gebildet wird. 

Zum Nachweis der gleichm~ssigen und absoluten Konvergenz gehen wir yon 
der offenbaren Tatsache der Konvergenz der Summe der L~nge aller Bildintervalle 
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eines beliebigen ganz in Z(| onthaltenen reellen Intervalls s aus, wobei jedoch 
diejenigen Bildintervalle ausgenommen sind, die den unendlich fernen Punkt  der 
~-Ebene enthalten. Von bier aus ergibt sieh leieht der Satz, dass die Summe 
der UmfEnge aller Bildkreise eines in Z(| enthaltenen Kreises konvergiert 1, wenn 
vorkommendenfalls diejenigen Bildkreise ausgenommen werden, die dutch den 
unendlich fernen Punkt  der ~-Ebene hindurchgehen und sieh also als Geraden 
darstellen. 

Die gleiehe Bemerkung gilt von irgend einem in der ~-Ebene angenommenen 
Kreisbogen oder Kreisbogenpolygon und deren vermSge der Substitutionsgruppe 
F sieh ergebenden Bildkurven. Nun kann man abet die Punktpaare (~n, wn) 
durch derartige unter einander verm6ge der Gruppe /" ~iquivalente Kreisbogen- 
polygone k,  mit einander verbinden, und die L~inge eines solchen Kreisbogen- 
polygons ist immer gr6sser als die L~nge [ ~ - -  wn [; womit die gleichmiissige und 
absolute Konvergenz unserer Reihe ~ (~) dargetan ist. 

Die Funktion 90 (~) bleibt aus demselben Grunde wie frfiher gegeniiber den 
Substitutionen der Gruppe F ungeEndert. Sie nimmt auf der Achse des Reellen 
und auf den Begrenzungskreisen des Bereiehs K nur reelle Werte an und ist auf 
der ganzen Begrenzung yon K mit  Ausnahme der singul~ren Grenzpunkte often- 
bar regul/ir. 

6. Zu zeigen bleibt jedoeh noah, dass die Funktion ~ ( ~ ) d i e  verlangte 
Abbildung auf einen symmetrisehen Schlitzbereich S leistet. 

Dazu gehen wit yon der Auffassung der Gruppe/"  als Grenzfall einer Gruppe 
mit  endlieh vielen Erzeugenden aus. Denken wJr uns die unendlich vielen Er- 
zeugenden der Gruppe F irgendwie numeriert, so kSnnen wir auf Grund dieser 
Numerierung die Gruppe /1 als Grenze einer Gruppe / '~  auffassen, wenn wir mit 
F~ diejenige Gruppe bezeichnen, die aus den ~ ersten Erzeugenden yon F ent- 
springt. Die unter  BesehrEnkung auf die Gruppe F~ gebildete Reihe 

~(~)  = ~ + ~ ( ~  - - ~ ) ,  

in der n~ nur diejenigen Werte des allgemeinen Index n durehliiuft, die Substitu- 
tionen der Gruppe F~ entspreehen, ist auch gleiehmiissig und absolut konvergent. 
Sic ist ja nur  eine Teilreihe der Reihe ~o (~). Beim Uebergang yon r zu r + I 
werden der Reihe q0~ (~) jedesmal unendlieh viele Terme der Reihe (p (g) hinzuge- 
fiigt. Man hat daher 

( ~ )  = lira ~ (~). 

Sieho die Fussnote pag. 267. 
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Die tteihe ef~(~) liefert n a c h w  I eine schlichte Abbildung des durcb die r 
ersten Erzeugenden gekennzeichneten Kreisbereiches K(") auf einen Sch]itzbereicb 

S,,. Daraus folgt, das of, (~) den Bereich K, der ja ein Teilbereich yon K(') ist, eben- 
falls eineind6utig auf einen schlichten Bereich S'~ abbildet; und daraus ergibt sich 

weiter, das rf (~) als Grenzfunktion der Funktionenfolge q~(~) ebenfa]ls eine 
eineindeutige Abbildung des Bereichs K auf einen schlichten Bereich S leistet. 

Dass bei dieser Abbildung den Grenzkreisen nach Ausschluss der singu]~iren Grenz- 
punkt6 in regul~irer Weise Strecken der Achse des l:teel]en entsprechen miissen, 
geht bereits aus dem Friiheren hervor. Indessen ist hiermit noch nicht  dargetan, 

dass der Bereich S ein Schlitzbereich ist, d. i. ein Bereich, dessen voUsldndige 
Begrenzung auf der Achse des Reellen enthalten ist. 

Um diese Frage zur Entscheidung zu bringen, nehmen wir an, der schlichte 
Bereich S besitze Begrenzungsteile, die in der oberen z-Halbebene liegen mSgen. 
Es sei z" ein solcher Grenzpunkt yon S. Wit w~ihlen nun in der N~ihe yon z" 
einen Punk t  z r i m  Innern yon S und beschreiben um z ~ als Mittelpunkt einen 

Kreis k, der den Punkt  z" in seinem Innern enthi~lt. Wit kSnnen die Anordnung 
so treffen, dass die Kreisfliiche k ganz der oberen Halbebene angeh~irt. Um s als 
Mittelpunkt beschreiben wir nunmehr  noch einen zweiten kleineren Kreis k r so, 
dass die ganze Kreisfl~iche k f m i t  Einschluss der Kreislinie k r im Innern yon S 
enthalten ist. Der Fliiche k t entspricht  verm6ge der durch ~ (~) geleisteten 

Abbildung ein Bereich • Die Umkehrungsfunktion werde mit ~ ~ }~ (z) bezeichnet, 
entsprechend die Umkehrungsfunktion der Funktion ~f~ (~) mit  ]~ (z). Man bemerkt  
nun, dass die Umkehrungsfunktionen ]~ (z) nicht nur in k r, sondern sogar in k 
erkl~irt sind, und zwar leistet ]~ (z) eine schlichte Abbildung der Kreisfl~iche k 
auf ein Gebiet, das ganz in dem r-fach zusammenh~ingenden Kreisbereiche K (~') 
enthalten ist, der den Fundamentalbereich der Gruppe F ,  bildet. Wegen der  
Schlichtheit der durch die Funkt ionen /~(z)geleis te ten Abbildungen und der 
Normierung dieser Abbildungsfunktionen im Unendlichen ergibt sich, dass die 
Funktionen /~ (z) in k beschr~nkt sind. Da sie ausserdem in k mit wachsendem 
offenbar gegen ] (z) konvergieren als Umkehrungsfunktionen der konvergenten 
Funktionenfolge der ep (~), so ergibt sich nach einem bekannten Konvergenzsa tze l  

dass die Fo]ge der ]~ (z) auch in der ganzen Kreisfl~che/r gleichm~ssig konvergiert.  
Die Grenzfunktion /(z) aber ergibt dann eine Abbildung der Kreisfliiche k auf 
ein schlichtes Gebiet u, das ganz der oberen ~-Halbebene angehSrt. Die Um- 
kehrungsfunktion ef (~) der Funkt ion /(z) biidet nun abet x auf ein durchaus 

S. w 6 der Abhandlung 5 dor Serio ,Abhandluagen zur Theorie der konformen Abbildung~ 
in Math. Zoitschrift Bd 2, insbos, pag. 226. 
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inneres, keinen Begrenzungspunkt yon S enthal~endes Teilgebiet yon S ab, welches 
somit yon der FIEehe /r versehieden were. 

Damit ist ein Widersprueh hergeleitet und somit dargetan, dass die voll- 
stEndige Begrenzung yon S auf der Achse des Reellen enthalten ist. 

w 

Das umgekehr te  Abbi ldungsproblem,  insbesondere fiir Bereiche y o n  

unendlich hohem Zusammenhang.  

(I terat ionsverfahren.)  

7- Wir gehen nunmehr yon einem beliebigen endlioh- oder unendlich- 
vielfaeh zusammenhEngenden symmetrischen Sehlitzbereich S der z-Ebene aus. 
S~imtliche Begrenzungsehlitze yon S sollen auf der Achse des Reellen liegen, der 
unendlieh ferne Punkt  dem Innern yon S angehSren. Jeder einzelne Sohlitz hat  
eine endliohe yon Null versehiedene LEnge. Zwisohen je zwei verschiedenen 
Begrenzungssehlitzen gibt es ein Intervall der Aehse des Reellen, das dem Innern 
yon S angehSrt. Diejenigen Begrenzungspunkte yon S, die sieh als HEufungs- 
punkte  yon Begrenzungsschlitzen des Bereiehs S darstellen, bezeichnen wir als 
singulEre Grenzpunkte. Diese kSnnen sieh als Endpunkte  yon Schlitzen oder 
als selbstEndige Grenzpunkte (accessorische Grenzpunkte) darstellen. Wir fordern 
die Bestimmung einer Abbildungsfunktion 

dureh deren Vermittlung der Bereich S in symmetrischer Weise au/ einen (als 
unbel~annt anzusehenden) symmetrischen Kreisbereich K in der Weise eineindeutig 
konform abgebildet wird, dass dabei der unendlich ferne Punkt  sich selbst ent- 
sprieht, wobei ~ z im Unendlichen verschwinden sell (Normierungabedingung). 
Die Abbildungsfunktion sell sizh auf den Begrenzungsschlitzen yon S mit Ausnahme 
der singul~ren Grenzpunk~e regul~r verhalten, eine Bedingung, die ffir gewShn|iche 
Schlitzendpunkte, die n~mlich nicht singul~re Grenzpunkte sind, dahin zu inter- 
pretieren ist, dass die Regularit~t der Abbildungsfunktion im gewShnliehen Sinne 
nach Einffihrung einer lokalen Wurzeltransformation der z-Ebene bestehen sell. 

Dass die hier gestellte Abbildungsaufgabe nicht mehr als eine LSsung 
zulassen kann (Unitdtssatz), ergibt sich sofort, wenn man zwei Abbildungen 
annimmt und die so gesetzte Abbilduugsbeziehung der beiden Kreisbereiehe 
auf einander untersucht. Diese Abbildungsbeziehung erweitert sizh naeh dem 

Acta mathematica. 43. Imprim6 le 6 mar8 1922. 35  
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Spiegelungsprinzip sofort zu einer Abbildungsbeziehung der ~-Ebene auf eine 

~-Ebene, wobei in der ~-Ebene und ~r-Ebene je eine unendliche Gesamtheit 

diskreter Grenzpunkte auftri t t ,  in denen diese Abbildungsbeziehung auch noch 
stetig w~ire. Man kann jetzt den Unitiitsbeweis auf die Feststellung grfinden, 

dass die hiermit gesetzte eineindeutige Abbildungsbcziehung zwisehen der oberen 
~-Halbebene und der oberen ~r-Halbebene nur  dureh eine reelle lineare Trans- 

formation bewirkt werden kann, die sieh wegen der Normierung im Unendlichen 

auf die Identit~t reduzieren muss. Wir kSnnen abet  s tat t  dessen den Beweis auf 
die Betraehtung der Differenz ~ ' - - ~  als Funktion der GrSsse ~ griinden. Diese 

Differenzfunktion verschwindet im Unendlichen. Ihr imagin/irer Tell wird aus- 
serdem lEngs eines die Grenzpunkfimannigfaltigkeit in der ~-Ebene einschliessenden 
sehmalen reehteeksfSrmigen Streifens gleichm~ssig unendlich klein, wenn dieser 

Streifen schm~iler und schm~ler gew~ihlt wird. Daraus folgt das identische Ver- 

sehwinden des imaginEren und folglich auch des reellen Tells derselben. 
8. Nunmehr  gehen wir zum Existenzbeweis fiber. 
Wit denken uns zu dem Zweeke die unendlich vielen Begrenzungssehlitze 

des Bereichs S, deren keiner sich auf einen Punkt  reduziert, irgendwie numeriert.  

Wir wenden sodann eine Folge yon Elementartransformationen auf S an, deren 
einzelne die Verwandlung der von einem endlichen Sehlitze begrenzten Ebene 

auf das Aeussere einer mit  dem Sehlitze konzentrisohen Kreislinie bcwirkt, wo- 
bei auch der Normierungsbedingung im Unendlichen geniigt wird. Die Funkt ion 

Z + fg ~ z mit der Umkehrung z ~ z 

bildet bekanntlieh das Aeussere des Z-Einheitskreises auf die liings des endlichen, 
die Punkte  - - 2  und + 2 verbindenden Schlitzes aufgesehnitten zu denkende 
z-Ebene ab, wobei der unendlioh ferne Punkt  sioh selbst entsprieht  und Z - - z  
im Unendlichen verschwindet. Geht man yon einem beliebigen endliehen Schlitz s 
auf der Aehse des Rellen der z-Ebene aus, so liefert die erw/~hnte Transforma- 
tion, umgekehrt  genommen und sinngem~ss modifiziert, eine Abbildung der 
dureh s begrenzten Ebene auf das Aeussere eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit 

dem Schlitzmittelpunkt zusammenfi~llt und dessen Durehmesser gleich der halben 
LEnge des Sehlitzes ist. Bei dieser Abbildung werden die nicht auf s enthaltenen 
Punkte  der Achse des Reellen nEher an den erwiihnten Mittelpunkt herangeriickt 

( Fundamentaltrans/ormation ). 
Wir wenden nun die Fundamental t ransformation zuniichst auf den ersten 

Begrenzungssehlitz yon S an. Dabei geht S in oinem Bereioh S'1 fiber, der 
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abgesehen yon unendlich vielen Schlitzen auch yon einem Kreise begrenzt wird. 

Indem wir S'~ an dem gefundenen Begrenzungskreise spiegeln, erweitern wir den 

Bereich S'~ zu einem nur noch yon Sehlitzen begrenzten Bereich S~. Die so neu 

hinzugekommenen Schlitze sind wieder zu numerieren und ausserdem mit eiuem 

Nebenindex I zu versehen, dor andeuten sell, dass diese Sehlitze erst naeh der 

ersten Fundamental t ransformation aufgetreten sind. Je tz t  wird die Fundamen-  

tal transformation auf irgend einen Begrenzungsschlitz yon S~ angewandt,  wobei 

S~ in S'~ fibergeht, weleher Bereich seinerseits dutch Spiege|ung am gewonnenen 

Begrenzungskreiso zu einem Sehlitzberoich S.~ erweitert  wird, wobei neu zu nu- 

meriarende Begrenzungssehlitze auftreten, denen der Nebenindex 2 beizufiigen ist. 

Das geschilderte Verfahren kann i. inf. fortgesetzt werden. Dabei ist jetzt  

zwecks Erreichung unseres Hauptzieles nur einer Bedingung zu genfigen, n~imlich 

der folgenden: es sell im Laufe des Verfahrens jeder einmal eingeffihrte Schlit, z 

aueh einmal als Transformationslinie fiir die l~undamentaltransformation verwandt  

und dadureh zum Fortfall  gebracht werden. Dieser Bedingung kann z. B. dutch 

die allgemeine Vorsehrift genfigt werden, dass immer ein Schlitz als Transforma- 

tionslinie verwandt  warden sell, ffir dan die Summe aus Nummer und Index 

mSgliehst klein ist. 
Die s~mtliahen Begrenzungsschlitze des Bereiches S .  best immen ein endliehes 

Intervall  a~ auf der Achse des Reellen, das veto ~ussersten linken Begrenzungs- 

punkte  his zum Eussersten rechten Begrenzungspunkte yon S ,  reicht. Aus den 

Vorbemerkungen fiber die Fundamental t ransformation entnimmt man, dass die 

L~nge des Intervalls an mit zunehmendem Index u immer kleiner wird, wobei 

jedes folgende Intervall  im vorhergehenden enthalten ist. Gleiehwohl bleiben 

die LEngen der a~, die wir aueh mit dem Zeiehen a,  bezeiehnen, oberhalb einer 

angebbaren yon Null versehiedenen endliehen Sehranke. Das ergibt sich so: 

Der Bereieh S wird durch die Fundamental t ransformationen sukzessive in 

Bereiche S (11 ~ S'1, S (2~, S (a) . . . .  iibergeffihrt. Das zu S gehSrende Intervall  a ent- 

h~lt reelle Teilintervalle, die zum Innern des Bereiehs S geh6ren. Diesen Inter- 

vallen entsprechen best immte Intervalle in den Bereichen SI ~.  Die zusammen- 

gasetzte Abbildungsfunktion, die den Bereich S in den Beraich S (~1 iiberffihrt, 

werde mit 

bezeiohnet. Diese Abbildungsfunktion erfiillt im Unendliehen die Normierungs- 

bedingung. Auf sic finder daher unser Verzerrungssatz ffir unendliche Bereiehe 

Anwendung. 1 Diasam zufolga mfissen die einzelnen reellen Teilintervalle je eine 

S. w 8 der pag. 272 zitierten /kbhandlung. 
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yon der Wahl des Index n unabhs bestimmbare Mindestl~inge haben. Die 

Liingen a,  sind aber gr6sser als jede der erw~ihnten Mindestl~ingen, sogar grSsser 

als die Summe allor dieser Mindestls 

9. Wir hat ten oben mit S ,  den nach Anwendung yon n Fundamental transfor-  

mationen gewonnenen erweiterten Schlitzbereich bezeichnet. Andererseits ba t ten  

wir mit  S(") den nach n-maliger Anwendung des Fundamental t ransformat ion aus 

S als Bild dieses Bereiches entstandenen neuen Bereich bezeichnet. Wir wollen 

dementsprechend mit S(, 'n) denjenigen Bereieh bezeiehnen, der aus S,, als einein- 

deutiges Bild dieses Bereiches naeh Anwendung yon m weiteren Fundamental-  

t ransformationen entsteht.  Die Begrenzung dieses Bereichs weist m oder weniger 

als m Linien auf, die sieh nieht als Sehlitze, sondern als einfach geschlossene 

Linien darstellen. Wir bezeiehnen mit d(, m) die Maximaldistanz, die zwischen den 

Punkten  jener Linien und der Achse des Reollen besteht. Dann wollen wit 

nunmehr zeigen, dass die Gr6sse d~ m) bei frei bleibendem m unendlieh klein wird, 

wenn n fiber alle Grenzen w~ichst, d. h. es gibt eine von m unabh~ngige obere 

Schranke d,  der GrSssen d(nm), die bei unbegrenzt wachsendem Index n ihrerseits 

unend|ich klein wird. 

Um diesen Nachweis zu fiihren, benStigen wir einige Hilfsbetraehtungen. 

xo. Es sei B irgend ein den Nullpunkt  in seinem Innern enthaltender 

schliehter einfach zusammenhs Bereich innerhalb des Einheitskreises einer 

z-Ebene, dessert AbbildungsmSglichkeit auf das Innere des Einheitskreises einer 

w-Ebene als bekannt  angesehen wird. Naeh dem Schwarz'schen Lemma, angewandt  

auf die :Funktion z (w), schliessen wir, dass bei dieser Abbildung das VergrSsse- 
w 

I dw] ist. Durch VerMeinerung der Bildkreisfl~iche unter rungs-Verhs ~-~ z-0 > I 

Beibehaltung des Nullpunktes kann man zu einer wohl bestimmten Abbildungs- 

funktion iibergehen, bei der das VergrSsserungsverhs an der Nullstelle den 

Wert  I hat. Der Radius R~ 1 der so definierten Kreisfl~iehe ist dann kleiner als 

i und vSllig bestimmt. Wir nennen ihn den invarianten Radius des Bereiehs 
B, wobei der Index o die besondere Bedeutung des Nullpunktes bei der Ab- 

b i ldung  hervorhebt. Das Sehwarz'sehe Lemma lehrt sofort, dass der invariante 

Radius sich verkleinert, wenn man yon B zu einem Teilbereiche yon B fibergeht. 

Es ist ferner aus der Definition sofort zu erkennen, dass der invariante Radius 
eine unveriinderliche GrSsse ist gegeniiber allen eineindeutigen konformen Trans- 

formationen des Bereiehs B, bei denen der Punkt  o fest bleibt und das Ver- 

grSsserungsverh~iltnis der Transformation in o den Wert  I hat. 
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Die Begriffbestimmung des invarianten Radius wie auch die Bemerkung 

fiber VergrSsserung bzw. Verk]einerung desselben erstreckt sich offenbar nicht 
nur  auf Bereiche B innerhalb des Einheitskreises sondern fiberhaupt auf sehlichte 

einfach zusammenhgngende Bereiche B, die den Nullpunkt im Innern enthalten. 
Wir kehren jetzt  wieder zu der Vorsteltung eines Bereiehes B zurfick, der 

ganz innerhalb des Einheitskreises der z-Ebene enthalten ist. Es sei Q die L~inge 
des Abstandes des dem Nullpunkte am n~iehsten liegendcn Begrenzungspunktes 

yon B vom Nullpunkte. Der Radius R~ I liegt dann, wie schon bemerkt, unter-  

halb I, aber auch oberhalb Q, wie man sofort erkennt. Dariiber hinaus beweisen 
wir jetzt  den Satz. 

Satz: Es besteht fiir alle Bereiehe B m i t  dem Minimalabstande Q die Relation: 

2 

Zum Beweise wenden wir auf den Bereich B die erste Schmiegungsoperation 
unseres Schmiegungsverfahrens an, d. h. wir unterwerfen B derjenigen eineindeu- 
tigen Abbildung, die den zweibl~ttrigen Bereiche ] z ] < z mi~ dem Windungspunkte 
erster Ordnung in einem im Abstande e yon :Nullpunkte gelegenen Randpunkte  

yon B auf die schlichte Einheitskreisfl~iche unter  Festhaltung des Nullpunktes 
abbilde~. Diese Abbildung setzt sich in einfaeher Weise elementar zusammen. 
Das dabei an der Nullstelle s tat t f indende Vergr6sserungsverh~iltnis ist 

(I--e ~) I I =I+e. 

Hieraus ergibt sich dureh Verkleinerung des Bildbereiehes im Verh~ltnis 2 V~ 

eine Abbildung des Bereiehes B auf einen Bereich B', der ganz im Kreise K r mit  

dem Radius ~ - ~  enthalten ist. Ffir diese Abbildung besteht an der Nullstelle 

das VergrSsserungsverh~ltnis x. Weft B r in der erw~ihnten Kreisfl~iche K ~ ent- 

halten ist, finder sieh nunmehr,  dass der invariante Radius R~ ~, dot gleieh ~B,'~~ 
ist, kleiner als der Radius des Kreises K ~ ist, womit der behauptete Satz bewiesen ist. 

Wir merken noeh diejenige Fassung dieses Satzes an, die sieh ergibt, wenn 
man anstelle des Einheitskreises eine beliebige Kreisf]~che mit  dem Nullpunkt 

als Mittelpunkt und dem Radius r t reten l~isst, innerhalb deren der Bereich B 
enthalten sein soll, w~hrend e die alte Bedeutung behalten mSge. Man finder dann 

(**) ~ < R~) < Vo r 
- - r .  

(e + r) 
2 
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Hierin liegt insbosondere, wenn mit ~' die Maximaldistanz der Begrenzung des 
Bereichs B veto Nullpunkte bezeiehnet wird, 

(***) q_<--R(~ )s  Veq' e'- 
I 

(e + d) 

Nunmehr gehen wir zur Betrachtung von Aussenbereichen in der z-Ebene 
fiber, d. h. yon Bereiehen A, die veto ganzen Aeusseren einer im Endliehen 

liegenden Linio gebildet werden und ffir die die M6glichkeit der Ausfiihrung ihrer 
Fundamentalabbildung bekannt ist. Damit ist auch die MSgliehkeit der Abbil- 

dung eines solehen Bereiehes auf das Aeussere eines gewissen endliehen Kreises 
gegeben, bei der im Unendliehen die Normierungsbedingung, dass w - - z  im 
Unendliehen versehwinden soil, erffillt wird. Diese Abbildung ist offenbar vSllig 

bestimmt. Es wird auf diese Weise jedem solehen Aussenbereiehe A ein invari- 
anter Mittelpunkt, n~imlicb der Mittelpunkt des gewonnenen Kreises und ein 
invarianter Radius RA (halbe Oe]]nungsweite), niimlieh der Radius des gewonnenen 
Kreises zugeordnet. 

Wit haben fiir das Folgende unsere Aufmerksamkeit vor allem auf die 

Oeffnungsweite zu richten. Diese kann aueh erklKrt werden als Radius desjenigen 
Kreises mit dora Nullpunkt als Mittelpunkt, auf dessen Aeusseres der gegebene 

Bereieh A in der Weise abgebildet werden kann, dass dabei das Unendliehe sieh 
selbst entsprieht und das Vergr6sserungsverh~iltnis im Unendliehen den Grenzwert 
r besitzt. Die Oeffnungsweite des Aussenbereiehes A ist offenbar gegenfiber 
kongruenten Versehiebungen des Bereiehes A invariant; bei ~ihnlieben Abbildungen 
yon A wird die Oeffnungsweite naeh Maassgabe des VergrSsserungsverhtiltnisses 
jener ~hnliehen Abbildung ge~ndert. Man bemerkt ferner sogleieh, dass die 
0effnungsweite eines Aussenbereiehs A vergrSssert wird, wenn man yon diesem 
Bereieho zu einem Teilbereiehe desselben fibergeht, d. h. zu einem Bereiehe, 
dessen Begrenzungslinie die Begrenzungslinie yon A umschliesst. Sehliesslieh 

bemerken wir noeh, dass die Oeffnungsweite aueh als halbe L~nge desjenigen 
Sohlitzes erkl~irt werden kann, den man erhiilt, wenn man eine Abbildung des 
Bereiehes A auf einen yon einem einfaehen Sehlitzo begrenzten Bereieh unter 
Beobachtung der Normierungsbedingung im Unendliehen vornimmt. 

Naeh diesen Vorbemerkungen mSgen nunmehr insbesondere solehe Bereiche 
A be~raehtet werden, deren Begrenzungslinien den Einheitskreis der z-Ebene 

umsehliessen. Es mSge mit Qa die L~inge des Maximalabstandes der Bereiehsbe- 
grenzung vom Nullpunkte bezeichnet werden. Dann ergibt sich aus der Formel 
~*) mittels einer Inversion am Einkeitskreise 
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2 

Aus dieser Formel entnehmen wir den weiterhin wiehtigen Satz 
Satz: Es sei A ein veriinderlieh vorgestellter Aussenbereieh ausserhalb des 

Einheitskreises, dessen Begrenzungslinie l den Einheitskreis umsehliessg. Der 

Oeffnungsradius RA ns sieh unbegrenzt dem Werte I. Dann muss sieh aueh 
die DistanzgrSsse 0A dem Werte i unbegrenzt n~ihern, wobei die Anns 
sine gleiehm~issige ist insofern, als der Ann~herungsgrad wesentlieh nur  dureh 

den Kleinheitsgrad der GrSsse ( R A - - I )  bestimmt wird, niimlieh von der beson- 
deren Begrenzungsform des Bereiehs A durehaus unabhiingig ist. 

Dieser Sa~z iibertr~gt sich sofort auf einen vers Bereich A', dessen 

Begrenzung das Intervall ( - -  2 . . . . .  + 2) umsehliess~, in dem Sinne, dass hier der 
Anns der Invarian~e Ra, an den Wert I die gleiehms Ann~iherung 

der Begrenzung yon A' an das genannte Intervall  entsprieht.  
xi. Die in voriger Nummer entwickelten Resultate wenden wir ]etzt auf 

unsere Bereiche S (m) an oder, riehtiger gesagt, auf diejenigen einfaeh zusammen- 

hs Aussenbereiehe [S(~)], die sieh aus den Bereichen S(~ ") ergeben, wenn 

man alle dem Innern dieser Bereiehe angehSrenden reellen Intervalle zur Begren- 

zung hinzunimmt; die invariante 0effnungsweite des einzelnen Bereichs [S~ m)] ist 

gleieh derjenigen des Bereichs [S,], d. h. gleieh a~. Nun bilden die Gr5ssen 
2 

an eine abnehmende Griissenfolge, die aber, wie wir sahen, oberhalb einer endlichen 

yon Null versehiedenen Sehranke bleibt. Der Bereieh [S (~)] ist sin Teilbereioh 

des Bereichs [S~+m] mit der Oeffnungsweite a,+m Da nun der Unterschied 2 

a , + m - - a ~  mit waehsendem n bei freibleibendem m unendlich klein wird, ergibt 

sieh jetzt, dass die Begrenzung des Bereiehs [S(~m)j . yon dem Intervall a~+m einen 

Maximalabstand hat, der mit unbegrenzt waehsendem n bei freibleibendem m 
unendlich klein wird. 

Damit ist die oben (in 9) aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Es ist somit klar, dass die Gr6sse 

I 

ls an, mithin im ganzen yon der an begrenzten Aussenbereiehe an mit unbe- 
grenzt waehsendem n bei freibleibendem m gleichm~ssig unendlich klein wird. 
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Fixieren wir jetzt einen Bereieh S~,, so sind die Gr5ssen ~ fiir n > ~ in 
diesem Bereiehe s~mtlich erk]~rt. Die Differenz ~ (~,+m-- ~ )  ist, sofern man sie 

als Funktion yon ~ betrachtet, nicht nur in S(~ -~), sondern in dem weiteren 
Bereiehe S, erkl~irt. Aus dem Vorstehenden folgt daher das gleiehm~issige Unend- 
lichkleinwerden der betraehteten DifferenzgrSsse in S,, mithin die gleichm~issige 

Konvergenz der Funktionen 3 (~, (~)) im ganzen Bereiehe S~ mit Einsehluss des 

Randes. Daraus schliessen wir welter, dass die Funktion ~,(~)  selber in jedem 
inneren Teilbereiehe von S, gleichm~ssig konvergiert. Die Grenzfunktion 

( r )  = lim ~. (~) 

leistet eine Abbildung des Bereiehes S~ auf einen Schiitzbereieh Z,,. Die Begren- 

zung des Bereiehs Z~ hat von der Achse des Reellen einen Maximalabstand ~ 

yon dem jetzt noeh zu zeigen ist, dass 

(*) lira & ~ o 

ist. Dies folgt aber daraus, dass die GrSsse ~n ein Bild des Bereichs S~ auf einen 

Bereich S(, n--~) entwirft, dessen Begrenzung yon der Aehse des Reellen einen 
Abstand hat, der allein abh~ngig yon ~ bei freibleibendem (n - -~ )  abgeseh~itzt 
werden kann. Diese uns bekannten Abseh~itzungen liefern die Schranke d,, die 
in der Tat mit wachsendem Index u unendlich klein wird. Da die Funktion 

(~  (~)) im ganzen Bereich S~ mit Einsehluss der Begrenzung gleichm~ssig gegen 
die Grenzfunktion ~(~(~))  konvergiert, so bedeutet dies, dass jene Sehranke 

auch fiir die Grenzfunktion selbst, die nun l~ings der erw~ihnten Begrenzung stetig 
sein muss, besteht. SchSpft man also den Bereich S~ mit N~herungsbereichen 
aus, so wird ~ (~ (~)) l~ngs der Begrenzung der Ni~herungsbereiche Werte annehmen, 
die gleiehmiissig unter jede die erw~hnte Schranke iibersteigend angenommene 

GrSsse herabsinken. 
Hiermit ist die aufgestellte Formel (*) vollkommen bewiesen. 
Das Ergebnis ist eine Abbildnng des Bereiehes S auf einen symmetrischen 

Bereich Z0, dessen obere und untere H~lfte unbegrenzte allseitige Spiegelungs- 
fi~higkeit besitzt so, dass in der oberen und unteren Halbebene bei Ausfibung 
dieses analytisehen Spiegelungsprozesses eine vollst~ndige singularit~itenfreie 
Bedeekung der betreffenden Halbebene eintritt. Hieraus sehliessen wir nun, dass 
die den Begrenzungsschlitzen des Bereiehs S bei Z0 entsprechenden Linien der 
oberen und unteren Halbebene die Eigensehaft besitzen, eine Zerlegung der 
betreffenden Halbebene in zwei in Bezug auf diese Linien im analytischen Sinne 
spiegelbildlich symmetrische H~ilften zu zerlegen. Dann miissen diese Linien 

Halbkreise sein, die auf der Aehse des Reellen senkrecht stehen. D. h. der Be- 

reich Z0 ist ein symmetrischer Kreisbereich K. 
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w 
Bemerkungen betreffend die Rfinderzuordnung der auf  einander 

abgebildeten Bereiche. 

i2. Wir haben die in Vorstehendem behandelten Abbildungsaufgaben bJsher 
dadurch in gswisser Weise begrifflich beschr~nkt, dass wir yon vornherein nut  
solehe Abbildungen verlangten, die aush eine analytische R~inderzuordnung ver- 
mitteln, wobei allerdings bei Bereiehen unendlieh hohen Zusammenhanges die 
singul~ren Grenzpunkte sine gewisse Ausnahmestellung einnahmen. Man kann 
nun die Fragestellung dadureh erweitern, dass man die Abbildungsbeziehung 
unter  Aufrechterhaltung ihrer Symmetrie inbezug auf die Achse des Reellen nut  
fiir die inneren Bereichpunkte fordert. Wir wollen jetzt noeh zeigen, dass jede 
Abbildungsfunktion, die dem so erweiterten Problem entspricht, aueh das speziellere 
Problem 15st, indem n~mlieh die analytisehe R~nderzuordnung immer yon selbst 
eintritt. Aueh die soeben noah beibehaltene Forderung der Symmetrie der Abbil- 
dung kann fallen gelassen werden, da aueh diese sich als eine Folge der iibrigen 
Bedingungen, d. s. iusbesondere die Symmetrie der Bereiehe K und S und die 
der Symmetrie angepasste Normierungsbedingung im Unendlishen, herausstellt. 

Es werde zun~iehst die im weiteren Sinne zu verstehende Abb]Idung zweier 
symmetrischen Schlitzbereiehe S, und $2 auf einander betraehtet. Die Abbil- 
dungsfunktion z~ (z~) geniige im Unendliehen der Normierungsbedingung 
z~ ~ z~ § ((o)}. Dann wird der Imagin~rteil der GrSsse z2-- zl eine Funktion yon 
zj, die im Unendlichen und bei Ann~iherung an den Rand yon $1 versshwindet, 
daher im ganzen Bereiche $1 versehwindet; womit denn aueh z2--z~ selbst 
identiseh versehwinden muss. Die Abbildungsfunktion z3 (zl) vermittelt  daher die 
identisehe Abbildung. Damit ist aber aueh der analytisebe Charakter der Abbil- 
dung am Rande evident, desgleiehen die Symmetrie der Abbildung. 

Hat  man nun eine Abbildungsbeziehung im weiteren Sinne zwisehen einem 
symmetrisehen Sehlitzbereiche und einem symmetrisehen Kreisbereiehe oder 
zwisehen zwei symmetrisehen Kreisbereichen, so kann man zweeks Untersuehung 
der Abbildungsbeziehung am Rande die Kreisbereiehe zun~iehst in symmetrischer 
Weise auf symmetrisehe Sehlitzbereiehe abbilden, n~mlich durch unsere oben 
betraehtete Reihenfunktion, die zugleieh eine analytisehe R~nderzuordnung 
vermittelt .  Hisrdurch wird man wieder auf die Betraehtung tier Abbildungs- 
beziehung yon Schlitzbereichen gefiihrt und erkennt durch Riickiibertragung das 
Bestehen analytischer R~nderzuordnung ffir die urspriinglich betrachtete Abbil- 
dungsbeziehung sowie die Symmetrie dieser Abbildung. 

Vorstehende Bemerkungen gelten in gleicher Weise ffir Bereiche endlichen 
wie unendlieh hohen Zusammsnhangs. 

Acta mathernatica. 45. Imprim~ le 6 mars 1922. 36 
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Abbildung des al lgemeinsten beliebig begrenzten symmetr ischen Bereiehs.  
(Schmiegungsverfahren.)  

13. Es sei nunmehr B ein vSllig beliebiger endlich- odor unendlich-vielfaeh 
zusammenhgngender schliehter symmetrischer Bereich der z-Ebene, der den un- 
endlich fernen Punkt  in seinem Innern enthalte. Der Bereieh werde als nur yon 
inneren Punkten gebildet vorgestellt. Er kann als Grenze endlich-vielfach zu- 
sammenh~ingender Ngherungsbereiche B(') crk]hrt werden, die ihn naeh und nach 
aussehSpfen. Wir stellen uns die Aufgabe, eine Abbildungsfunktion F (z) zu be- 
stimmen, die den Bereieh konform auf einen symmetrisehen Schlitzbereich S,  ab- 
bildet, wobei der unendlieh ferne Punkt  in der Weise sich selbst entsprechen 
sell, dass die Funkt ion F (z) im Unendliehen die Verhaltungsformel 

F(z) = z +  fro)) 

erfiillt. Bei dieser Aufgabestellung wird es nStig, den Begriff des symmetrischen 
Schlitzbereiches S ,  yon vornherein so weir als mSglich aufzufassen. Wir verste- 
hen jetzt darunter jeden endlieh- oder unendlich-vielfach zusammenhiingenden 
Bereich, dessen vollsthndige Begrenzung auf der Achse des Reellen enthalten ist. 
Das einzelne Begrenzungskontinuum eines solehen Bereichs stel|t sieh entweder 
als endliche Strecke (gew6hnlicher Schlitz) oder als einzelner Punkt  (punkt/6rmiger 
Schlitz) dar. 

Der UnitStsbeweis fiir die zu 15sende Abbildungsaufgabe ist nach friiherem 
Muster sofort zu fiihren, indem man die Differenz zweier angenommenen AbbiL 
dungsfunktionen F, (z) und F2 (z) untersueht und yon deren imagin~irem Teil 
zeigt, dass er identiseh versehwinden muss. 

Zum Existenzbeweia verlangen wir die effektive Bildung einer Funktion F (z) 
mittels einer unendliehen Folge reeller Fundamentaltrans/ormationen. 

Wir bestimmen diejenigen spiegelbildlieh symmetriseh zur Aehse des Reellen 
liegenden Begrenzungspunkte des Bereiehs B 1 die yon der Achse des Reellen den 
grSssten Abstand haben, und benutzen sic als Verzweigungspunkte der Funda- 
mentM-transformation. Der Ausdruek dieser Fundamentaltransformation ]autet, 
wenn 4-2 i die Verzweigungspunkte sind, 

Z - - z ~ z ,  d.i.z~-2 
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Durch Anwendung der zuvor erkl~irten Fundamental t ransformat ion gehe z in z~, 

der Bereich B in einen Bereich B 1 fiber. Mit dem Bereiehe B~ wird nunmehr  in 

derselben Weise verfahren, wie mit dem Bereiche B. Der Bereich B1 geht dann 

in einen Bereich B2 der z2-Ebene fiber und so fort. Es wird behauptet ,  dass 
sich auf solche Weise bei unbegrenzter  Wiederholung des Verfahrens (Schmie- 
gungsver]ahren) 1 in der Grenze die gesuchte Abbildungsfunktion in der Gestalt  

F (z) = lim zn (z) 

ergibt. 

Der Beweis stiitzt sieh zun~ichst auf die Bemerkung, dass die Gr5ssen zn 

auf Grund ihrer Normierung im Unendlichen infolge eines wiederholt zur An- 

wendung gelangten Schrdnkungssalzes in jedem endlichen Teilbereiche des Be- 

reichs B besehrdnkt bleiben. Daraus ergibt sieh, dass die Begrenzung aller Be- 

reiche B~ in einem endlichen yon n unabh~ngig best immbaren Bezirke bleiben. 

Man kann daher insbesondere eine yon n unabh~ngigo positiv reelle GrSsse A 

bestimmen, unterhalb der die absoluten Betr~ige der reellen Koordinaten der 

Begrenzungspunkte aller Bereiehe B~ bleiben. 

Bei der Ausiibung jeder Fundamental- transformation werden zweitens die 

I 
Bereiehpunkte jedesmal der Achse des Reellen angendhert, wie der Ausdruck Z Z 

mit Bezug auf die Achse des Reellen sofort erkennen l~sst. Fiir den Grad der 

Ann~herung, welche die Begrenzungspunkte des Bereiehs B .  erfahren, l~isst sich 

elementar eine Abseh~itzung ausrechnen, die nur yon der Entfernung der Ver- 

zweigungspunkte der Fundamental t ransformat ion yon der Aehse des Reellen 

und yon der GrSsse A abh~ngt. I-Iieraus ergibt sich aber, dass die Maximalab- 

weizhung der Begrenzung des Bereichs B .  yon der Aehse des l~eellen bei unbe- 

grenzt zunehmendem n u n t e r  jede Grenze herabsinkt und daraus weiter die gleieh- 

m~issigo Konvergenz zungchst des imagin~iren Teils der Funkt ion z, (z) im ganzen 

Bereieh B gegen eine Grenzfunktion, die, wenn z --~ x + i y gesetzt wird, im Unend- 

lichen wie y + ((o)) unendlieh wird und bei Ann~iherung an die Grenze yon B 

auf dem Wege der Aussch6pfung dieses Bereiches vermSge endlich-vielfach zu- 

sammenh~ingender N~iherungsbereiehe gleiehm~issig unendlieh klein wird. I-Iieraus 

folgt sehliesslieh die gleiehm~issige Konvergenz der Funktionen zn(z)selbst in 

jedem solehen N~iherungsbereiche, wenn man sich diesen mittels endlich vieler 

Kreisszheiben unter  Einbeziehung einer unendlich grossen Aussenkreisscheibe 

1 Diese Benennung des Verfahrens rechtfertigt sich erst sp~ter, wenn gezeigt wird dass 
die wesentliche Leistung des Verfahrens eine fortgesetzt zunehmende Anschmiegung der Be- 
reichgrenze an die Achse des Reellen ist. 
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iiberdeckt denkt und beachtet,  dass in jeder dieser Kreisfl~ichen die unendlich 

klein werdende Schwankung des imagin~iren Tells der Differenz 

Zn+m(Z)--Zn(Z) 

die unendlieh klein werdende Schwankung des reellen Teiles dieser DifferenzgrSsse 

fiir eine konzentrisehe, etwas kleiner zu wKhlende Kreisfl~ehe zur Fo]ge hat. 1 

14. Es sei der Bereich B insbesondere ein Kreisbereich K , ,  den wir dabei 

jetzt  im allgemeinsten Sinne verstehen wollen, n~imlich als einen Bereich, dessen 

s~mtliche Begrenzungskontinuen Kreise sind, deren jeder einzelne sich aueh auf 

einen Punkt  (punktfSrmiger Begrenzungskreis) reduzieren darf. Wenden wir auf 

K ,  das Schmiegungsverfahren der vorigen Nummer an, so bemerken wir sogleich, 

dass hierbei ein Sehlitzbereich S ,  entsprechend allgemeinster Art gewonnen wird. 

Es werden n~m]ich notwendig den gewShnliehen Begrenzungskreisen gewShnliche 

und den punktfSrmigen Kreisen punktfSrmige Schlitze entspreehen. Denn andern- 

falls w i i rde  entweder die Abbildungsfunktion oder deren Umkehrungsfunktion 

eine Funkt ion sein, die l~ings eines Kreisbogens bezw. l~ngs eines endlichen 

Schlitzes sich auf einen konstanten Wert  reduziert, die daher iibcrhaupt eine 

Konstante  sein miisste. 

Wir bemerken weiter, dass die gewShnliehen Begrenzungskreise (oberer und 

unterer Halbbogen) notwendig regul~ir abgebildet werden; denn man kann der 

Anwendung des Schmiegungsverfahrens zun~chst eine elementare Abbildung vor- 

ausgehen lassen, durch die ein beliebig gew~ihlter solcher Begrenzungskreis regular 

auf einen Schlitz abgebildet wird, und auf den so gewonnenen Bereich erst das 

Schmiegungsverfahren anwenden, wobei dann offenbar der in der Voroperation 

gewonnene Schlitz eine regul~ire Abbildung erfghrt. In den punktfSrmigen Be- 

grenzungskreisen besteht, da ihnen punktfSrmige Sehlitze entsprechen, eo ipso 

Stetigkeit. Dariiber hinaus besteht  sogar Regularit~it der Abbildungsfunktion, 

sofern es sich um solche punktfSrmigen Begrenzungsschlitze handelt, die nicht 

H~ufungspunkte gewShnlieher Begrenzungskreise sind. Denn man kann einen 

solchen punktfSrmigen Begrenzungskreis als inneren Punkt  (nicht Endpunkt)  

1 S. ,Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung I*. Journal ftir die reine und 
angewandte Mathematik Bd. I45 pag. 19o, ferner den Artikel des Verfassers ,fiber das Schwarzsche 
Lemma und einigo damit zusammenhi~ngende Ungleichheitsbeziehungen der Potentialtheorie 
und Funktionentheorio, in Math. Zeitschrift Bd. 6, pag. 6L 

Ohne den in Rede stehenden Hilfssatz anzuwenden, kann man das gleichm~ssige 
Unendlichkleinwerden der betrachtoten Differenzgr6sse zn+rnNzn auch nach dora Muster 
der in Abhandlung V der genannten Serie in w 3 gegebenen Entwicklung beweisen; s. Math. 
Zeitsehrift Bd. 2 pag. 2~o ff. 
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eines kleinen Intervalls der Achse des Reellen auffassen, das keinen gewShnlichen 
Begrenzungskreis trifft, und nunmehr einen neuen Bereich dadureh bilden, dass 
man alle auf diesem Intervall enthaltenen punktfSrmigen Begrenzungskreise 15scht. 

Das Schmiegungsverfahren, auf diesen neuen Bereich angewandt, nimmt offenbar 
reehnungsm~ssig denselben Verlauf wie auf den urspriinglichen Bereieh angewandt. 

Die neue Fassung zeigt jedoeh, dass das erw~ihnte Intervall eine reguliire Ab- 
bildung erf~ihrt. 

15. Es werde nunmehr die Aufgabe gestellt, einen Bereich B allgemeinster 
Art in symmetrischer Weise au] einen Kreisbereich K .  allgemeinster Art abzubilden 
unter Berfieksichtigung nur der inneren Punkte, wobei im Unendlichen wieder 

unsere stets angewandte Normierungsbedingung erfiillt werden solh 
Hier gilt es zun~ehst den Unitgtsbeweis zu liefern. Dies erfordert den 

Nachweis, dass zwei Kreisbereiche allgemeinster Art nur durch die identische 
Transformation im genannten Sinne auf einander abgebildet werden kSnnen. 
Um dies zu erkennen geniigt es, den Nachweis der Regularit~it einer so zun~ichst 

nur fiir die inneren Punkte der Bereiche definierten Abbildung auf den gewShn- 
lichen Begrenzungskreisen festzustellen, weil dann sofort der Unit~tsbeweis der 

Nummer 7 in Kraft treten kann. 
Man bemerkt zun~ichst sofort, dass bei der genannten Abbildung zweier Kreis- 

bereiche K .  auf einander gewShnlichen Begrenzungskreisen nur gewShnliche Be- 

grenzungskreise und punktfSrmigen Begrenzungskreisen nur punktfSrmige Be- 

grenzungskreise entspreehen kSnnen. Dariiber hinaus erkennt mann die Regu- 
larit~t der Abbildung, indem man jeden der beiden Kreisbereiche auf einen 

symmetrischen Sehlitzbereich abbildet. Diese Hilfsabbildungen sind, wie wir 
sahen, auf den gewShnlichen Begrenzungskreisen regular. Die gewonnenen beiden 

Sehlitzbereiehe aber kSnnen in der Tat nur durch die identische Transformation 
auf einander bezogen werdon, wie das wiederholt yon uns angewandte Verfahren 
der Differenzbildung lehrt, wenn man den imaginiiren Tell der Differenzfunk- 

tion untersucht. 
Was nun die Existenz einer Funktion anbetrifft, die den Bereich B auf 

einen Kreisbereieh K .  leistet, so ist jetzt der Weg zur Bestimmung einer solchen 

Funktion vorgezeichnet. Man wird zun~chst B auf einen Schlitzbereich S .  abbilden, 
wobei sich tells gewShnliche, teils punktfSrmigo Sehlitze ergeben. Darauf wird 

man den Bereich S.  mit Hilfo unseres Iterationsverfahrens der Nummern 8-- i I  
behandeln in der Weise, dass nur die gewShnlichen Begrenzungsschlitze des 

Bereiehes S.  zur Bildung der Transformation herangezogen werden. Der Be- 
reich S.  wird demnaeh so behandelt, als ob es sich um die Abbildung des Be- 
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reiohes S handelt, der dureh die gewShnlichen Begrenzungsschlitze des Bereiches S ,  
als Begrenzungslinien erkl~irt werden kann. Man bemerkt, dass bei dieser Ab- 
bildung die gewShnlichen Begrenzungsschlitze yon S ,  in gewShnliche Begrenzungs- 
kreise des gewonnenen Bereiches K ,  iibergehen, hingegen die punktfSrmigen 
Begrenzungsschlitze yon S ,  in punktfSrmige Begrenzungskreise yon K, .  

I5. Es dr~ngt sieh noch die Frage auf, welche Begrenzungskontinuen des ganz 
allgemein vorgestellten Bereichs B in gewShnliche Begrenzungsschlitze des Bereichs 
S ,  und infolgedessen in gewShnliche Begrenzungskreise des Bereichs K ,  iibergehen. 
Die Mannigfaltigkeit der verschiedenen Begrenzungskontinuen des Bereichs B 
wird im umfassendsten Falle nicht abz~ihlbar sein. Hingegen muss die Mannig- 
faltigkeit der im Sinne der Fragestellung ausgezeichneten Begrenzungskontinuen 
notwendig abz~ihlbar sein, weil die Menge der gewShnlichen Begrenzungsschlitze 
von S ,  offenbar abz~ihlbar ist. Die Antwort auf diese Frage wird durch die 
allgemeine Theorie der Riinderzuordnung fiir Abbildung be]iebiger einfach zu- 
sammenh~ngender schlichter Bereiche auf die Fl~iche des Einheitskreises gegeben. 1 
Nach dem allgemeinen Ergebnis dieser Theorie folgt bei Anwendung auf die hier 
vorliegende Abbildung der oberen H~lfte B' des Bereiches B, die einen einfach 
zusammenh~ingenden Bereich darste]lt, auf die als ttalbebene sich darstellende 
obere H~lfte des Schlitzbereiches S ,  unmittelbar fo]gendes Resultat:  

Die ausgezeichneten Begrenzungskontinuen yon B sind diejenigen, die minde- 

stens zwei und dann selbstverstdndlich unendlich viele aus dem Innern des Bereiches B r 

her erreichbare Punkte aufweisen. Man kann leicht Beispiele yon Bereichen B 
mit unendlich vielen nieht punktfSrmigen Grenzkontinuen bflden, deren s~imt- 
lithe Grenzkontinuen bei der Abbfldung auf einen Schlitzbereich S ,  bezw. 
einen Kreisbereich K ,  in punktfSrmi~e Begrenzungsschlitze bezw. punktfSrmige 
Begrenzungskreise iibergehen. 

Was die Frage nach dem regulSren analytischen Charakter der R~inderzuord- 
hung anbetrifft, so gibt auch hierfiir die 1. c. gegebene Theorie der R~nderzuord- 
hung einfach zusammenh~ngender Bereiche sofort die Antwort:  Jedes freie 
regul~ir analytische Begrenzungsstiick wird regular dutch die Abbildungsfunktion 
auf ein ihm entsprechendes Begrenzungsstiick yon S ,  bezw. K ,  abgebildet. 

1 S. ~Abhandlungen zur Theorie der konformen AbbildungiI~Journ. f. Math. Bd. I45, w167 8--I i. 
S. auch Angaben in einem Artikel yon mir, der in dot t~ilbert-Festschrift (Berlin, 1922, Vorl~g 
Julius Springer) erscheinen sell. 
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Li tera tur .  

Das Problem der konformen Abbildung beliebiger endlich-vielfach zusammenh~ngender 
schlichter Bereiche auf Kreisbereiche hat seine erseh0pfende Erledigung gefunden, worfiber 
man besonders folgende Ver~ffentlichungen yon mir nachsehe: Jahresbericht der D. M. V. I9O8 
(Seite 50 der Mitteilungen u. l~achrichten, Sitzung der G0ttinger Math. Gesellschaft veto 25. z. o8 
G~tt. Nachr. I9o8 (22 Febr. und II 5uli), 19o9 (20 Febr.), 191o (26 Febr. u. 28 Mai); $ahresber. der 
D. M. V. I9O6, I9O7, I9IO; ffourn, f. Math. Bd. I38 (I9IO), w IS; Math. Ann. Bd. 59 (191o) pag. 60; 
Math. Zeitschrift Bd. 7 (I92o). 

Einen Weg zur LSsung der Abbildungsaufgabe fflr symmetrische Bereiche unondlich hohen 
Zusammenhanges babe ich schon in G~tt. l~achr. I9O8 am Schlusse einer 1%re vom iI 5uli 
bezeichnet und sp~tter in einer Dissertation yon Herrn A. ]?ISCHER (Jena, 1915) ausffihren lassen. 
Gowisse unsymmotrischo F~tlle unendlich hohen Zusammenhanges habe ich dutch l~errn K 
GF~OR~I in einer Dissertation (Jena, I915) behandoln lassen. 


