
MI~M01RE SUR LES POLYNOMES DE BERNOULLI. 
I~AR 

N. E. I~0RLUND 

Luz<D. 

z. Pour  abr6ger nous d6signerons la diff6rence du premier ordre avec l'in- 

tervalle co par le symbole A 
0) 

A 1(,~) = 1 (x + ~o)-- t ( x ) ,  
0) O) 

et la moyenne entre les valeurs d 'une fonction dans les points x et x + co par le 

symbole V 
0) 

V 1 (~) = 1 (:~ + ~o) + l (:~). 
0) 2 

Soient co 1, co2, co s . . . .  des nombres complexes quelconques. En appliquant  les op6- 

rations /~ et V plusieurs fois de suite on t rouve la diff6rence du second ordre 

A ' l ( x )  = A ( A  1 ( x ) )=  1 (~ + ~,, + ,o~/-- 1 (~ + ,o,) - 1(~ + ~,,) + 1 (~) 
~ 0)2 0)2 \ 0)1 [2)1 ~ 2  

et la moyenne du second ordre 

f01 (D2 f02 4 

Et  en g6n6ral la diff6rence d 'ordre n 

A" I (~ )  = A ( A " - '  1(~)) 
('01 "" ' 0)lr~ 0)n ~0~1 ~ "" 0 ) n - - 1  

et la moyenne d 'ordre  n 

= v 
0)1 " "COn ('On \ 0 ) 1  "'" 0 ~ - - 1  

Aeta mathematlca. 43. I m p r i m 6  l e  23 j u i l l e t  1920. 16 
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Si t ous l e s  hombres to sont 6gaux ~ un j'6eris plus bri~vement A " / ( x ) e t  V"/(x) .  

On a done 

is] 
s~O 

Vn/(x)  - - ~ -  ! ( z + s ) .  
8 

Consid6rons les 6quations 

A - / ( z )  = r ( z ) ,  (~) 
( 0 1  . . .  (~0 n 

V" ! (z) = ~ (x), (2) 
O)  1 ' " "  0 ) n  

fp (x) 6rant une fonction donn6e. Les solutions de ces deux 6quations forment 

une classe de transcendantes qui m6ritent d 'at t irer l 'a t tention des gdombtres. 

Pour plusieurs raisons il parai t  naturel de commencer l 'exposition des r6sultats 

que j'ai obtenus relativement h ces fonctions par une 6tude du eas off fp(x) est 

un polynome, et ee M6moire est consaer6 K ce cas particulier. Nous allons voir 

que les solutions des 6quations (I) et (2) s'expriment lin6airement par un nombre 

fini de polynomes. Mais si ~f(x) est une transcendante les solutions s'expriment 

encore ~ l'aide des m6mes polynomes. En met tant  en 6vidence les propri6tds de 

ces polynomes on facilitera l '6tude des solutions dans des cas plus g6n6raux. C'est 

ee que nous allons faire. Le but  de ce M6moire est done surtout  de servir d'in- 

troduction ~ d'autres M6moires qui devront traiter des probl~mes plus difficiles. 

Si n =  I les polynomes susdits se r6duisent aux polynomcs de BER~CO~LLI 

et aux polynomes d'EuLER. Ces polynomes ont 6t6 6tudi~s depuis longtemps par 

un grand nombre d'auteurs. Je n'ai gubre de r6sultats nouveaux ~ ajouter. 

Pourtant ,  pour la commodit6 du lecteur, je commence par reproduire quelques 

propri6t6s de ces polynomes. Je les d6duis d'une mani~re qui est, je crois, pr6- 

f6rable ~ eelles qu'on a appliqu6es jusqu'iei. 

Un extrait  de ce Mdmoire a 6t6 publi6 dans ]es Comptes rendus de l'Aca- 

demie des Sciences, Paris, t. I69 (i919), p. i66--8, p. 22x--3, p. 52x--4, P. 6o8--io. 

T, es polynomes de Bernoull i .  

2. On appelle hombres de BERlqOULLI la suite des hombres B0, B1, B2, . .  

d6finis par la relation de r~currence 
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~o(~= Bm=B,,, ~ = 2 , 3 , 4 , . . .  (3) 

Bo~I,  

On voit imm6diatement que les B~ sont des nombres rationnels et que 

(~+x)! B~ est un entier. Les premiers d'entre eux sont 

x B I I , B ~ = o , B , = Z .  B0 = x ,  B1 - -  2 '  2 ----- ~, B~ = o ,  B4  30  42 

Ces nombres jouent un r61e considerable dans une foule de questions d'Analyse 

et surtout  dans le calcul aux differences finies. A l'aide des nombres de BER- 

NOULLI on peut ais~ment r~soudre l '6quation 

l ( x + i ) - l ( x ) = ~ x  ,-1, 

~tant un entier positif. En effet, on sait trouver un polynome qui satisfait s 

cette 6quation. Ce polynome est du degr6 ~ et il est d6termin6 ~ une constante 
arbitraire pr6s. 

J 'appelle polynome de B~RNOULLI le polynome B, (x) qui satisfait ~ l'6qua- 
tion aux diff6rences finies 

/ ~ B ,  (x) = ~x~- I  

et qui, pour x ~ o, est 6gal au nombre de BERNOULLI B~ 

B, (o) = B~. 

Soit 

.V) B~ (x) ~ A, x ~-". 

(4) 

En substi tuant  cette expression dans l'6quation (4) on voit que les coefficients 

Am doivent satisfaire s la relation de r~currenee 

Ao~l, 

Mais cette relation coincide avec celle qui d~termine les nombres de BER- 

NOULLI. On a donc A,~--B, et par cons6quent 

B~ (x) ~ B, x ~-~. (5) 
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En d6r ivant  ce polynome par  rappor t  ~ x on t rouve la relat ion 

DxB, (x) = ~B,_,(x), (6) 

d'ofi encore 

D~:B~( p x ) = v  (v -- I)" . " ( v - - p + I ) B , - p ( x ) .  

On a done on ver tu  de la formule de TAYLOR 

B, (x + h) = h" B~_, (x), (7) 

h 6 tan t  un nombre  queleonque. Si l 'on pose en part icul ier  h = I on t rouve  la 

relat ion de rgcurrence 

U0(x , 2c(~)S,(~,-{-(~)U2(x,+.- .+ (~/21) Uv.- l (X,=~x v-1. (8) 

Cette formule permet  de calculer suecesivement  tous les B~ (x). On t rouve  

ainsi 

i o ( I )  Bo(x)----I, B l ( x ) = x  B 2 ( x ) = x ~ - - x +  I ,  B a ( x ) = x ( x - - I )  x - -  , 
2 

B4 (x) = x 4 _  2 xa _{_ x 2 I Bs(x)=x(x_I)(Xi)(x.x_3). 
30 ' 

3. On peut  donner  h ces r6sultats  une forme symbolique qui est assez re- 

marquable.  La  relat ion (3) peu t  en effet  s'6crire sous la forme symbolique 

( B + I ) ~ - - B ~  = o, v > I ,  (9) 

off il fau t  d6velopper su ivant  les puissances de B e t  puis remplacer  B"  par  B , .  

L '4quat ion  (9) n 'est  plus valable dans le c a s v  = I qui donne lieu g l ' identi t6 

( B + I ) - - B = I .  

On a done la relat ion symbolique 

9(B+ i)-- 9 (B) = 9' (o), (IO) 

9 (z) 6rant  un polynome quelconque de z. E t  si l 'on remplace ~0(z) par  ~0 (z + x) 

9 (x + B + I) - -  rp (x + B) = 9' (x). (II) 

L'6quat ion  aux  diff6renees finies 

1 (x + ~) - 1 (x) = ~0' (~), (i2) 
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off ~ (x) est un polynome donn6, admet  done la solution 

_~! B~ B~ ., / (x)=cp(x+B)-~rp(x)+ rp' (x) + ~ .  rp" (~) + ~ .  c# (x) + . - - .  

Soit maintenant  (p(x)~ x ~. La d6finition des polynomes de B~,RNOULZa permet 
imm6diatement de conclure qu'on a 

B~ (x) ----- (x + B) ~. (5 bis) 

En d6veloppant le second membre on retrouve l'expression (5). En gcrivant 
x + h  au lieu de x il vient 

B~ (x + h) -~ (x + B + h) ~ (7 bis) 

et en d6veloppant le second membre suivant les puissances de h on retrouve la 
formule (7). 

Cela pos6, on volt que la solution rationnelle ](x) de l'4quation (i2) peut 
s'dcrire eomme il suit 

/(x + h).=rf(x + (h + B)) =q~(x + B(h)), 

x et h grant des variables quelconques. Pour trouver la valeur de l'expression 

symbolique au dernier membre on d6veloppe suivant les puissances de B(h) et 
puis on remplaee (B (h)) �9 par B~ (h). On a done 

Les nombreuses applications des polynomes de BERNOULLI duns le calcul aux 
diff6renees finies reviennent en derni~re analyse & cette formule importante. 

En y appliquant l'op~ration /~ on trouve la e~l~bre formule sommatoire 
d'EcL~R et de MAc LAURIN 

90' (x) 4-.-.. 

Pour donner imm6diatement une application de la formule (x3) posons co(x).= 
---- Bv+l(X). On trouve 

](,T 4- h)2"~+1(~ 84- x ) Ba.(h)Bv+l-.(~) . 
,f~o 

D'autre  par t  on v6rifie ais6ment que l'~quation 

1 (x + t = + B,  (x) 
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admet  la solution 

N. E. NOrlund. 

/ (x) = (~ + i)  (x - -  i) B~ (x) - -  r Bv+l (x). 

Ces deux solutions ne peuvent  done dif f t rer  que par  une cons tan ts  et  leurs d~ri- 

v~es sont  par  consequent  iden~iques. C'est & dire qu 'on  a 

~,(x+h--I)B~_l(x+h)--(~,--z)Bv(z+h)= B,(h)B,,_,(x), (z4) 

x et  h ~tant  des variables queleonques.  

Remarquons  enfin que la relat ion (zI) peut  s'~erire sous la forme su ivante  

~p (B (x) + i)  - -  cp (B (x)) = ~f, (x). ( i i  bis) 

On t rouve dans  ]a l i t t6ra ture  un tr~s g rand  nombre  de relat ions de r6cur- 

rence entre  les nombres  et les polynomes de BER~OULLL Lea auteurs  a r r iven t  

souvent  h c e s  formules d 'une  mani~re fort  d~tourn~e. Mais la source commune 

de toutes  ces relat ions e 'est  la formule ( i i  bis). En ehoisissant le polynome ep(x) 

convenablement  on arr ive ais6ment &ces  relations.  Pour  en donner  un exemple 

posons (p (x) = z% il vient 

(B (x) + x)" - -  (B (x)) ~ = vx "-I 

ee qui n 'es t  aut re  chose que la relat ion (8). Si l 'on fair tendre  x v e r s o  eet te  

~quation se redui t  & la relat ion qui nous a servi eomme d~finition des nombres  

de BERNOULLL 

4. Revenons ~ l '~quat ion 

l ( x +  ~ ) - - I  (x) = (,' + ~)x". 

Elle admet  lee deux solutions 

B~+I (x) et ( - -  i) v+l B~+I (I - -  X). 

C'est ce qu 'on voit  en remplas dans  l%quation 

B,+I (x + I)  - -  B~+I (x) = (~' 4- I) x ~ 

x par  - - x .  Les deux polynomes susdits ne peuvent  done dif f t rer  que par  une 

cons tan ts  K 

(-- i),+1 B,+I (I -- x) = B,§ (x) + K. 
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Je  dis que ee t te  cons tan te  est  6gale s z~ro. En  effet,  d6r ivons  p a r  r a p p o r t  s x 

il v ien t  en v e r t u  de (6) 

B~ (I - -  x) ---- ( - -  I)" B ,  (x) (15) 

e t  ee t te  re la t ion  subsiste pour  routes  les valeurs  de r .  

De l '6quat ion (6) on peu t  t i rer  ce t te  au t r e  re la t ion  

Y j 'B,  ( z )dz  B,,+I (y) - -  B,+I (x) (16) 
~ + I  

x et  y 6 tan t  des nombres  queleonques.  Si en par t icu l ie r  y = x +  I on t r o u v e  

x + l  / B~ (z) dz  = x ~'. (I7) 

aft 

On p e u t  expr imer  les sommes des puissances semblables des nombres  ent iers  

les po lynomes  de BERNOULLI car  en rempla~ant  x r e spec t ivemen t  pa r  o, I ,  p a r  

2 . . . .  n - - i  e t  en a jou t an t  ensemble on t rouve  

n 

I v + 2 ~ + 3 ~ + . . .  + (n - -  I) ~ = ['B~ (z) dz  B~+I (n) - -  B~+I 
j ~ + I  
o 

~ ' > 0 .  

C'est ce t te  propri6t6 des B ,  (x) qui  a t ou t  d ' a b o r d  a t t i r6  l ' a t t en t ion  des g6om4tres 

sur ces polynomes.  

Consid6rons la fonet ion  

+:), 
s~O 

n 6rant  un  ent ier  posit if  queleonque.  On a en v e r t u  de (4) 

Mais ee t te  ~quat ion aux  diff6rences finies ad m e t  aussi ]a solut ion 

n 1-~ B~ (nx) .  

On a pa r  consequent  
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K 6rant  une  cons tan te .  
x 

membres  de x s x + - - ;  on t r o u v e  
n 

1 
x + l  x + ~  

N. E. N6rlund. 

Pour  d~terminer  ce t te  cons tan te  int~grons dans  les deux  

gg x 

Mais en ve r t u  de (i7) ce t te  re la t ion  se r~duit  s K ~ o. On a done 

$~n--1 

x + = n 1--" B ,  ( n x ) ,  (i8) 
8m0 

quel que soit  l ' en t ier  posit if  n .  

On aura i t  aussi pu proe~der inversement  e t  d~duire (i7) de (I8). En  effet ,  

si l 'on divise les deux  membres  de (I8) p a r  n e t  puis fai t  t endre  n v e r s  l ' infini  

on r e t rouve  la re la t ion  (i7). 

5. Des re la t ions  (4), (I5) et  (i8) on peu t  t i rer  la va leur  de B,  ( x ) p o u r  eer- 

ta ines  va leurs  ra t ionnel les  de x. Posons  x =  o dans  lea ~quat ions (4) et  (I5). 

On t r o u v e  

B~ (I) = B ~ ,  ~ > I  

B~, (I) : ( ~  z)~' B~,, r > o .  

On a donc B~ = o, si u est  impai r  et  plus grand que ~n. P a r  consequen t  

B2~+1 (I) = B~+l  (o) = o, ~' > o, (I9) 

B~_~ (I) = B2~ (o) = B2~. (20) 

Posons  z = o  dans l '~quat ion (I8). I1 v ient  

S i n  ~ 2 ee t te  re la t ion  se r~duit  

s i e  est  impair  le second membre  s 'annule.  L e  poly~ome B~ (x) adraet doric les trois 

z~ros x ~ o ,  i ,  ~2, 8i ~, est i m p a i r  et 3. 

,B~, ( z ) d z  ~ n 1-~' B~ ( n z ) d z  + n "  



M~moire sur los polynomes do Bernoulli. 129 

En posant n = 3 dans l '6quation (21) on troupe en se reportant  s l'6qua- 

tion (15) 

i _11 By ' 
B y ( 3 ) = B y ( 3 ) = , 3 y - 1  / 2 vpair .  (23' 

Ell posant n =  4 dans l '6quation (21) on troupe s l'aide de (15) et de (22) 

By = B, ----/2~:i_ 1 -  I) ~ - ,  ~ pair. (24) 

En posant n = 6  on troupe enfin s l 'aide de (I5), (22) et (23) 

By(5) = By(6) = ( i - -  2-~i_1) ( i - -  3~_1) ~ , , p a i r .  (25, 

NOUS verrons dans le paragraphe i i  qu'on pout encore trouver une expres- 

sion simple de By (4) si v es~ impair. 

6. Nous venons de voir que les polynomes do degr6 impair admet tent  los 

points 0, 2I et I pour z6ros. Je  veux d6montrer qu'il n 'y  a pas d 'autres z6ros 

dana l 'intervalle o < x < I .  Je  dis d'abord qu'on a 

( - - I )  yB~y- l (x )>o ,  s i o < x < I .  (26) 
2 

Cette in6galit6 se d6montre par vole d'induetion. Elle est vraie, si v =  i ,  

car B1 (x) i = x - - - .  Supposons que l'in6galit6 (26) soit v ra ie  pour une certaine va- 
2 

lout de v. En int6grant entre lea limites o et x on trouve 

I (27) (--i)y(B2y(x)--B2~)>o, s i o < x < - .  
2 

D'autre part  on a 

n y a dono une 

dgriv6e de B2y+I (x), et par eons6quent B2y (x), s'annule. 
l'in6galit6 (27) on troupe 

(--  1)~+lB2y > o, v > o .  
.Acfa mathematica. 43. Imprimd lo 24 juillet 1920. 

B2~+I  (o) ~--- B2v+ l  ( I )  ~--- o .  

valour x o de x, situ6e entre o et I_ pour laquelle la 
2 

En posant x =xo  dans 

(28) 
17 
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Cela pos6, je dis que 

( - -  I) ~+1B2~+~ (x) > o, si o < x < i .  (29) 
2 

I 
E n  effet,  ce t te  fonct ion s 'annule  dans les points  x = o et  x = - m a i s  elle ne 

2 

peu t  pas s ' annuler  s l ' int~rieur  de l ' in terval le  o < x <  I ear  alors sa d6riv~e s 'an-  
2 

nulera i t  dans  deux points  au moins de eet  interval le  et  sa d~riv~e seconde,  e t  

par  eons6quent  B2~-x(x), s ' annule ra i t  aussi h l ' in t6r ieur  de eet  in terval le  ee qui  

est  con t ra i re  h l 'hypoth~se  (26). Pour  d~mont re r  (29) il suffi t  done de r e m a r q u e r  

que pour  des va leurs  posi t ives  e t  trSs pet i tes  de x le signe de (--1)~+1B2~+1(x) 

est  le m6me que le signe de ( - -  i)  *+1B2,. E t  ce nombre  est, en ve r tu  de (28), positif.  

A l 'a ide de la re la t ion 

B~ (I - -  x) = ( - -  I) ~ B ,  (x) (30) 

on peu t  m a i n t e n a n t  se rendre  compte  co m m en t  se c o m p o r t e n t  nos po lynomes  dans  

l ' in terval le  [ < x < I .  Des in6galit~s (29) e t  (27) on d~dui t  en effet  
2 

et  

( - -  I) ~ B2~+~ (z) > o, 
. I  

Sl --  < X < I (31) 
2 

( - - i ) ' (B2~(x ) - -B~ , )>o ,  s i o < x < I .  (32) 

i 
Le po lynome B2~+1 (x) a done les z6ros x ~  o, e t  I e t  aucun au t re  z6ro 

2 

dans  l ' in terval le  o < x < I.  Ces z6ros sont  simples car  B 2 ~ ( x ) e s t  diff6rent  de 

z6ro darts ces points  en ve r tu  de l ' indgalit6 (28) e t  des re la t ions  (2o) e t  (22). Le  

po lynome  B2~ (x ) - -B2~  n ' a d m e t  pas de z6ro h l ' in t6r ieur  de l ' in terval le  o < x < x. 

Mais les points  x = o et  x = 1 sont  des zgros d'ordre deux, si ~ > I, parce  que la 

d6riv6e s 'annule  dans  ees poin ts  p e n d a n t  que  la d6riv6e seconde est  diff6rente  de 

z6ro en ver tu  de (28). S i r  ~ I c e s  deux  z6ros sont  du premier  ordre.  Remar -  

quons  en par t icul ier  que le p o ly n o m e  

( - -  I )  v (B2~  (x )  - - B g , )  

est posit if  e t  c ro l t  avee  x dans l ' in terval le  o < x < 2I; il est  posit if  et  d~croissant 

_x dans  le I dans  l ' in terval le  < x < x. Ce po lynome  a done un  max imum poin t  x = - .  
2 2 
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Des propri6t6s du polynome B2~-l(X) on conclut que le polynome B2v(x)a 

un seul z6ro dans l'intervalle o < x  < i_. Ce z6ro est situ6 e n t r e 6 e t  i_ En effet, 
- -  - - 2  4 

des relations (24) et (25) il r6sulte que B2~(x) change de signe entre ees deux 

I 
points. Quand ~ tend vers l'infini ce z6ro tend vers - .  De la relation (3o)il 

4 

r6sulte enfin que le polynome B2,(x) a un seul z6ro dans l 'intervalle I < x < I 
2 - -  - -  

et que ce z6ro est situ6 entre 3 et 5_. 
4 6 

. 

B~ (x) et qu'il eonvient d'6tudier 

diff6rences finies 

Les polynomes d 'Euler .  

I1 y a terrains polynomes qui se rat tachent  6troitement aux polynomes 

en m6me temps. Consid6rons l 'dquation aux 

l (x  + ~) + l(x) = z ' ,  (~) 
2 

6tant un entier positif. 

fait ~ eette 6quation. Ce polynome est du degr6 ~. 

e'est un polynome d'EULER et je le d6signe par E~ (x). 

V E~ (x) = x~ (2) 

En d6rivant eette relation par rapport s x on volt qu'on a 

D= E~ (x) = ~ E,-1 (x). (3) 

La formule de TAYLOR nous donne done ee d~veloppement 

I1 y a 6videmment un polynome et un seul qui satis- 

Je  dis pour abrdger que 

On a done 

En posant en particulier h = I cette formule se r6duit ~ la relation de r6currence 

qui permet de ealeuler sueeessivement tous les E~ (x). On trouve ainsi 
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( I) Eo(Z)=i, E~(x)=z-- - ,  E,(~)=x(z--I), E~(x)= x-- x~- -~- -~ ,  
2 

E,(x)=x(x--x)(x'--x--x), Es(x)--~-(x--~)(xa--2xa--x~-}-2x+i), 

E ~ ( x ) = x ( x - - z ) ( z * - - z x  s - z x  ~ + 3 z + 3 ) .  

Si, dans l '6quation (2), on remplace x par - - x  on voit que le polynome 

est aussi une solution de l '6quation (i). Ce polynome est donc 6gal ~ E~ (x), car 

il n 'y a qu'un seul polynome qui satisfasse s l '6quation (i). C'est ~ dire qu'on a 

E~ (I - -  x) = ( - -  I)" E~ (x). (6) 

Soit n u n  entier positif impair. Consid6rons la fonction 

On a 6videmment 

Le polynome /(x) est donc une solution de l '6quation (i) et par cons6quent 

il est 6gal ~ E,(x). On a donc 

s~0  

Nous avons suppos6 que n e s t  entier positif impair. La relation cesse d'fitre 

vraie s i n  est pair. 

On d6montre de la mfime mani6re cette autre relation 

e~0 

n 6rant un entier positif pair. 

8. EULER a introduit  certains nombres E,  qu'on appelle les nombre, d'EULER 

et qui figurent comme coefficients darts le d6veloppement de s6e z en s6rie de 

puissances. On peut  d6finir les E~ par la relation de r6currenee 
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E ~ - s +  ( - - I )  s E~_~-~ o, v =  1 , 2 , 3  . . . .  (9) 
s=0 8~0 

Eu~--- x .  

Cette  re la t ion  pout  aussi " " sous s ecr~ro la forme 

Le  dern ier  t e rme  au premier  membre  est  Eo, s i v  est  pair,  mais rE,, si v est  

impair .  On voi t  imm6dia tement  que  E ~ =  o, s i v  est  impair ,  et  que  los au t res  

nombres  d 'EuL~R sont  des ent iers  impairs.  Voici les premiers  d ' en t r e  eux  

E o = I ,  E 2 = - - I ,  E 4 = 5 ,  E ~ = - - 6 I ,  E 8 = I 3 8 5 ,  Eto---~--5o52I.  

Les po lynomes  E~(x) s ' expr iment  d ' une  mani~re simple ~ l 'aido des nombres  

d'EuLv.R. E n  effet  posons  

. 

P o u r  d6terminer  los coefficients A8 subs t i tuons  ce t te  expression dans  la re la t ion 

(2) e t  d6veloppons lo premier  membre  su ivan t  les puissances de x. E n  6galant  

les coeff icients  des m6mes puissances de x on voi t  que los A8 do iven t  v6rifier 

la re la t ion  de r6currence 

s~0 

A o = I ,  

~ = I ,  2 , 3 ,  �9 �9 �9 

qui  d6 termine  u n i q u e m e n t  cos nombres.  Mais en co m p a ran t  avec  (9) on voi t  

q u ' o n  a 

E~ = 2~A~ 

e t  pa r  consdquent  

E~(x)  = E~ 1 I \  ~-" (~o) 

En  posan t  x = I il v i en t  
2 

Ev ~ 2- ~ . 
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I 
Le polynome E~(x) s'annule donc dans le point x = - ,  s i v  est impair. 

2 

9. Pour mettre  bien en 6vidence le caract~re de la relation de r6currence 

(9) il convient de l'6crire sous la forme symbolique 

(E + i),, + (E__ i),,__ {o, v > o ,  
2 ,  ~' --~- O,  

off il faut d6velopper suivant les puissances de E et puis remplacer E" par E~. 

On a par cons6quent 

(p(E + i) + ~p (E - -  i) = 2 ep (o), 

(p(z) 6tant un polynome quelconque. E t  si l 'on remplace 9(z) par (p (x + 2) i l  vient 

( E + I ) + e f ( x  +E--I)= 2q~(x). (12) 
e f x +  2 2 

L'6quation aux diff6rences finies 

/ (x+i)  +t(x) ~(z), (13) 
2 

off 9(x) est un polynome quelconquo de degr6 v, admet  donc la solution 

l(x)=rf x+E i =~qD(,) ~-- IE.  
- -  2-" s~." ( 1 4 )  

En particulier si l'on pose el(x) = x ~, il r6sulte de la d6finition des polynomes 

E,,(x) qu'on a 

E~(x) = (x + E--I-) 

ce qui n'est autre chose que la relation (xo). En rempla~ant x par x + h il vient 

( E~(x+h)~ x + E - - I  +h 
2 

En d6veloppant le second membre suivant les puissances de h on retrouve la 

relation (4)- 
La s6rie (14) n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d 'un d6veloppement plus 

g6n6ral. En effet, rempla~ons x par x +  h on trouve 



Le polynome l(x), 

mani~re suivante 

l~I~moire sur les polynomes de Bernoulli. 

/ ( x + h ) ~ q ~ ( x + h + E .  I ) - - - -~(x+E(h)) .  

d6fini par l%quation (I3), peut done 

135 

se d4velopper de la 

"=~ E,(h) /(x + h) = q~ (~ + Z(h)) = ~ ~,~(,~ (x) ~V. (i5) 
, ~ 0  

x et h ~tant des variables quelconques. On v6rifie d'ailleurs imm~diatement que 

ee polynome satisfait s l '6quation (I3) car en appliquant aux deux membres de 

l%quation (I5) l 'op6ration V,  off V porte sur la variable h, on trouve 

8 ~  h8 l(~+h+ i)+l(x+h) ~(')(x)~=~(x+h). 
:2 

8--0 

Mais si V porte sur la variable x il vient 

$--0 

Cette formule sommatoire a ~t4 d~montr4 par  BOOL~.I dans ]e cas particulier 

oh h = o. Pour donner une application de cette formule posons 

d'oih r~sulte 

(i7) 

r = E~+I (x) - -  ( x -  i )  E~(x) 

L%quation (i6) se r6duit par consequent 

E~+l(X + h) --  (x + h - -  i) E~(x + h) = 2 ~o \ s/ E~_,(x) E,(h). 

Supposons en second lieu que 

On trouve cn vertu de l '6quation (i8) paragraphe 4 

V ~0(x) --  B,(x).  

1 A treatise on differential  equations,  London 1865, p. 107. 
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E n  subs t i tuan t  ees expressions dans  l '6quat ion  (i6) il v ien t  

(~s) 

On peu t  consid6rer l '6quat ion (12) comme une relat ion de r6eurrence en t re  

les E . (x ) .  Cette  6qua t ion  peu t  en effet  s '6crire comme il suit  

cf (E(z) + ~) + 9 (E (x)) = 2~0(z). (19) 

En  ehoisissant  le po lynome  cp(x) eonvenab lemen t  on en d6dui t  des re la t ions 

de r6currence  en tel  nombre  qu 'on  veut .  P a r  exemple  en posan t  9 ( x ) =  x ~ on 

r e t r o u v e  la re la t ion (5) qui s '6crit  sous la forme symbol ique  

(E(x) + I) ~ + (E (x)) ~ = 2x ~. (5) 

I 
En  posan t  en par t i eu l ie r  x =  il v ien t  

2 

e 'es t  s dire que 

( E  + 2) ~ + E ~ ~ 2 

IO. II convien t  encore  d 'envisager  deux  au t res  suites de nombres ,  voisins 

aux nombres  d'EVLER et  de BERNOULLI. NOUS d6signerons ces nombres  p a r  

C, e t  D~ et  nous les d6finirons pa r  les re la t ions de r6currenee  

Co = Do = i ,  

ou sous formo symbol ique  

(5 ,+2)~+C ~ ={o,2, 

( h + I ) ~ - - ( O - - ~ ) ~ = {  ~ 

= 0 ,  ~ > I ,  

v > o ,  C2o~ 
r  

v > i ,  c2i) 
"t  / 

r  
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On voit imm6diatement que lea C, sont des entiem pendant que les D~ sont 
des nombres rationnels tels que D~ = o, s i v  est impair. Les premiers d 'entro 
eux sont 

C o = I ,  C 1 = - - I ,  C ~ = o ,  C 3 = 2 ,  C 4 = o ,  C 5 = - - I 6 ,  C 6 ~ o ,  C7=272. 

D 0 ~ I ,  D 2 ~ - - I - ,  D 4 =  7 ,  D 6 = - - 3 1 ,  D s = 1 2 7 ,  Dt ~ 2555 
3 15 21 15 33 

A l'aido de ces nombres on peut  de nouveau r6soudre les deux 6quations aux 
diff6renees finies que nous venons d'6tudier. En effet on a 

9(C + 2) + 9(C) = 29(o), 

ff(D + i) - -  ~o(D - -  i) ---- 29' (o), 

~o(z) 6tant  un polynome queleonque. E t  s i l ' onremplaee  9 ( z ) p a r g ( x +  z) il vient 

Cp(X +D:I)'~9(x+D--?I)=~Y(~). ( 2 3 ,  

L'6quation aux diff6renees finies 

V l (x )  = 

oh 9(x) est un polynome queleonque de degr6 v, admet done la solution 

a=0 

et il n 'y  a pas d'autres potynomes qui satisfassent s cette 6quation. Si ]'on poso 
en particulier 9(x) ~ x ~ il r6sulte de la d6finition des polynomes d'EULER qu'on a 

( C)" ~-" v)2-" C. x ' - ' .  (24) E~,(z,--=-x+2 = ~ 0  (8 

On volt de m6me que l'6quation 

A t (x) = (x) 
admet la solution 

Aeta mathematiea. 43. Imprim6 le 25 3uillot 1920. 

(25) 

18 
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e 'es t  s dire que 

N. E. NOrlund. 

s=v D 
- ~ .  ~ ( x ) .  

s--0 

d 'oh en par t icu l ie r  

(C + ~)~ + ( C - -  ~)~ = 2 ( - -  ~)~, 

( D + 2 ) ~ - - D "  ~ 2 v.  

Les hombres  d'EULER s ' exp r imen t  pa r  les C~ et  inversement .  

I 
x = -  dans l '6quat ion  (24) il v ien t  

2 

Mais en posan t  x----o on t rouve  

et  pa r  eons6quent  en ve r tu  de (6) 

Cw 
E,  (o) - -  2" 

E~(I) = ( - -  I ) V ~  �9 

De l '6quat ion  (Io) on d6dui t  m a i n t e n a n t  en posan t  x ~ o ou x ~ I 

(29) 

En  effe$ en posan t  

( 2 8 )  

Soit en par t icul ier  e l ( x ) =  x v+l. De la d6fini t ion des polynomes  de BERI~IOULLI 

on conclu t  qu 'on  a 

Si l 'on pose x = i_ il v ien t  
2 

I1 y a en t re  les 6'~ et  en t re  les D,  un  grand nombre  de relat ions qu 'on  

dgdui t  des ~quat ions (22) et  (23) en ehoisissant  eonvenab lemen t  le po lynome ~(x). 

P a r  exemple  en posan t  ~ ( x ) =  x �9 on t r o u v e  

( x + C + 2 ) ' + ( x + C ) ' = 2 x  ~, 

( x + D +  i ) ' - -  (x + D - -  i) ~ =  2 v x  ~-1, 



De m~,me on trouve 
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C+ = ~ ; ( - -  z)+-: [ ~ / E . =  ( E - -  i) ~, 
. - ,  ~s I 
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e~ que 

(--  I)v C2v-1> o, ( - - z F D 2 ~ > o .  (33) 

Cela pos6 rappelons que nous venons de d6montrer que 

2-~0~ = E~ (o) ----- ( - -  x) ~ E~ ( i) .  

I I e n  r6sulto que les polynomes E~ (x) admetten$ les points x = o e t  x ~ z pour 

(:) 2~B, = ~ ( - -  ~)~-, D, = ( D - -  ~)~, 
s~O 

i i(:t (--2)~ B~ = D~ =~ (D + I) ~, 

,s0( ) = ( z B + I F .  

Mais ces 6quations peuvent  se r6duire. En effet en comparant  l '~quation (27)k 
l '6quation (22) paragraphe 5 on trouve 

D~ = 2 (z - -  2 v-l) B.. (3o) 

Les C, s 'expriment aussi par  les nombres de BEmeOULI.I. En effet de 

l '6quation (8) on d~duit en posant n = 2 

En faisant tendm x vers z6ro it vient 

C~_1 = 2 �9 (I - -  2 ~) B~. (32) 

Des propri6tgs des nombres de BERNOULLI on conelut maintenang que 

C ~ = o ,  s i ~ > o ,  

/ ) 2 ' u + l  = O 
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z6ros, si v est  pair.  Ces z6ros sont  du  p remier  ordre  ear  la d6riv6e de E~ (x ) e s t  

diff6rente  de z6ro dans  ces points  en v e r t u  de l ' in6galit6 (33)- 

Voici enfin une au t r e  propri6t6 des ent iers  C~ qu' i l  convien t  de signaler.  Je  

veux  d6mont re r  que 2-~(v  + I)C~ est un  en t ie r  impair ,  si v est  impair .  En  effet ,  

nous avons  vu  qu 'on  a 

Soit  en par t i eu l ie r  

il v ien t  

9 (C' + 2) + 9 (C') = 2 9 (o) .  

9 (x) = x" (x - -  2) ~'-1, 

(C + 2) 'v C v-1 -[- C v ( C - -  2 )  v - 1  = o ,  

mais puisque  C2~-----o ee t te  6quat ion  se r6dui t  h 

En  posan t  pour  abr6ger  T~+I = 2 -'~ (v + x)C~, l '6quat ion p rend  la forme 

On en eonelut  imm6dia tement  par  voie d ' indue t ion  que les T2,  sont  des ent iers  

impairs.  

xi.  De la re la t ion  (I8) pa ragraphe  4 il r6sulte qu 'on  a 

A l 'a ide de ee t te  re la t ion on d6dui t  de l '6quat ion  (3I) que 

E~_I (x) ~ ~ B~ (x) - -  ~.~ B, �9 (34) 

On aura i t  pu  a r r ive r  un peu plus d i ree tement  ~, ee r~sultat  en eonsid6rant  

l '6quat ion aux  diff6renees finies 

! (~ + 21 - -  1 (x) - -  2 [(x + ~/"-1 - -  x ~ - q .  

On v6rifie imm6dia tement  que le premier  et  le second membre  de la re la t ion (34) 

sont  des solutions de ce t te  6quat ion.  Ces deux  solut ions rat ionnel les  ne p e u v e n t  

done diff6rer  que  pa r  une cons tan te .  E t  ee t te  cons tan te  est  z6ro. C'est  r q u ' o n  

vol t  en posan t  x-----o. 
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De l '6quat ion  (34) on p e u t  d6duire  quelques  r6sul ta ts  num6riques .  E n  p o s a n t  

I 
x = -  on t r o u v e  

2 

B[I_I = D , - - v  E~,_~ 
/4/ 4 ~ 

S i v  est  impa i r  ce t te  6qua t ion  se r6dui t  s 

L,  
B~ = - -  v 4 ~ 

I T \  
Dans  le p a r a g r a p h e  5 nous  avons  d~js t rouv6  la va leu r  de B~ ( ~ / d a n s  le cas oh 

r e s t  pa i r  e t  ee t te  va leu r  est  en accord  avee  celle que nous  venons  de  t r o u v e r  

pa ree  que E~ ~ o, si v est  impai r .  

i 
E n  p o s a n t  x - ~ -  dans  l ' 6qua t ion  (34) on t rouve ,  en t e n a n t  eomp te  des rela-  

3 
t ions  (23) e t  (25) p a r a g r a p h e  5, que 

p o u r v u  que v soi t  impai r .  On a r r ive  aussi  ~ ce r6su l ta t  en p o s a n t  x = o e t  n ~ -3  

I 
dans  l ' 6qua t ion  (7). Mais si l ' on  pose x ~- - ,  n ~ 3 dans  l ' 6qua t ion  (7) on t r o u v e  

2 

(;) (:) E~ = 2 ~ + E~ , 

p o u r v u  que v soit  pair .  On a done,  dans  ee cas 

12. Dans  les p a r a g r a p h e s  3 et  9 nous  avons  d6mont r6  q u ' o n  a 

X(:) ~, (x + y - -  I) B~_I (x § y) w ( v - -  I) B,  (x + y) = B8 (x) B~_8 (y), 

/L+l(X + y ) - -  (~ + y - -  ~ ) /L  (~ + y) = ~ E . ( x ) / L _ d y ) ,  
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On  p e u t  en  t i r e r  d iverses  r e l a t ions  r e m a r q u a b l e s  que  je va is  s ignaler .  E n  p o s a n t  

x e t  y 6gaux  h o ou  i - on  t r o u v e  
2 

( B +  B)  r --~ B , B ~ _ , =  ( I - -  v) B ,  - - v B r - 1 .  

(C + C) r = C, Cr_, = C~+1 + 2 Cr, 

s~O 

(E  + E)  ~ = E , E ~ _ ,  = - -  C v + l ,  

(D + D) r = D,  D r - ,  = 2 ~ (I  - -  v) Br ,  

(E  + C) r = E,C~_,  = Er + E , + l .  

(E + D) r = E ,  D r - ,  = 2 r D~. 
s~0  

(C + D) ~ = C, D,,_, = Dr - -  v E~- I ,  

}?) (2 B +  D) r = 2 * B , D , _ , = - - v D r _ I - - ( v - - I ) D , ,  

Sm0 

(2 B + E)" ~ 2* B,  E r - s  = Dr  - -  r E r - l .  

13. J o  vais  enf in  d6du i re  les va l eu r s  de  que lques  in t6gra les  d6finies  d o n t  

nous  a u r o n s  s faire  u sage  p lus  loin. N o u s  a v o n s  v u  que  

d Br (x) d Er  (x) 
d ~  - -  v Br-1  (x), d x v Er -1  (x) .  

I I e n  r6sul te  que  

Y ) 'B~ (z)  d z  = B ~ + I  ( y )  - -  B v + l  ( x )  
~ , + I  
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Y 

j 'E~ (z) dz  
E~+I(y ) - -E~+I(x ) .  

r + i  (35) 

E n  p o s a n t  y-----x + i dans  la p remibre  de ces 6qua t ions  on t r o u v e  en ve r tu  
2 

de (3I)  

1 

/ B~ (z) dz  -~ E~ (2 ~) 

~g 

d 'oh  en par t i eu l ie r  

1 3 

"B~ (z) dz = 2 ~ u  B~ (z) dz 2~+ 1 

0 1 

I 
De l '~qua t ion  (35) on d6dui t  en p o s a n t  x = o e t  y = I ou - 

2 

1 

C v + I  

0 

1 

j ' E ~ I  (z)dz E~ 
2 ? . . , . 2  2 ~ '  

0 

1 

fl 'E2~ C2v+1 
( z )dz  = ( 2 ~ + I ) 2  ~+~" 

0 

L a  p r e m i e r e  de  ees in t6grales  s ' annu le  done  s i v  es t  impai r .  

14. ~Tous avons  d6j~ vu  que les p o l y n o m e s  E 2 ~ ( x ) a d m e t t e n t  les po in t s  

x----o e t  x = i  pou r  z6ros du  p remie r  ordre.  C 'es t  co qui  r6sulte  en effe t  des 

6galit6s (28) et  (29). 

i 
x = - -  On a en effet  

2 

Les p o l y n o m e s  de degr6 impa i r  ont  un  z6ro dans  le po in t  
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e t  E~ = o, si v est  impa i r .  J e  v e u x  d 6 m o n t r e r  que ce z6ro est  tou jours  du pre-  

mier  o rdre  e t  qu ' i l  n ' y  a pas  d ' a u t r e s  z6ros dans  l ' i n t e rva l l e  o < x < I que ceux 

que nous  venons  d ' ind iquer .  Dans  ce b u t  je d6mont re  d ' a b o r d  q u ' o n  a 

(-- I)~ E2~_1 (x) > o, <~_. si o < x (36) 
2 

E n  effet,  ce t t e  in~galit6 est  vra ie ,  si ~ =  I .  Supposons  qu 'e l le  soit  v ra ie  

p o u r  une ce r ta ine  va leu r  de v. En  in t~grant  en t re  les l imi tes  o e t  x on t r ouve  

( - -  I)" E2~ (x) > o ,  si o < x < i ,  (37) 
- - 2  

T 
et  en in t6g ran t  encore  une fois en t re  les l imites  x e t  : on t r o u v e  

2 

I 
( - -  I )  ~+l E 2 ~ + l  (x )  > o ,  s i  0 < x < - 

2 
e. q. f . d . .  

Cet te  in6galit6 est  v ra ie  encore  si x =  o; c ' es t  ce qui  r6sulte de l ' 6qua t ion  (28). 

I 
De l ' in6gali t6 (37) on p e u t  t i re r  un r6su l ta t  i m p o r t a n t .  E n  p o s a n t  x = - o n  t rouve  

2 

en effet  

( - - x )  ~ E2~ > o .  

On vo i t  m a i n t e n a n t  que le z6ro x =  I- de  la fonct ion E2~+l(x) est  du p remie r  
2 

I 
ordre,  car  sa d6riv6e ( 2 v +  I )E2~(x )  est  d i f f~rente  de  z6ro dans  le po in t  x = - .  

2 

E n  t e n a n t  e o m p t e  de la  re la t ion  

E ~ ( I - - x )  = ( - -  ~)~ E~ (x) 

on d6dui t  de (36) 

e t  de (37) 

�9 I 

( - -  I)V E 2 v - i  (x )  < o ,  81 - <~ x <: I 
2 

( - -  i)~ E2 ~ (x) > o, s i o < x < i .  

Le  r6su l t a t  6none6 plus h a u t  r e l a t i v e m e n t  aux  z6ros de  E~ (x) es t  donc compl~-  

t e m e n t  d6montr6.  
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Po lynomes  d 'Euler  d 'o rdre  n.  

15. Les coefficients des deux suites de polynomes que nous venons d'6tudier 

sent des nombres rationnels. On sait maintenant  construire des polynomes qui 

poss6dent des propri4t4s de tous points analogues h celles que nous venons d'~nu- 

m4rer et dent  les coefficients d6pendent d'un nombre quelconque de param6tres 

co,, co~,...co.. Ces polynomes sent des g6n4ralisations imm6diates des E~, (x) et 

des B~ (x) et nous les appellerons par  extension des polynomes d'EULER et des 

polynomes  de BERNOULLI d'ordre supdrieur.  L'4tude de ces polynomes s'impose 

pour plusieurs raisons. Les B~ (x) et les E~ (x) sent indispensables dans l '6tude 

des 4quations aux diff4rences finies du premier ordre. Les polynomes nouveaux 

entrent  de m6me dans l '4tude des 4quations d'ordre quelconque. 

Soit n u n  entier positif. Soient w,, (o~ . . . .  o,. des nombres complexes quel- 

conques. Consid6rons l '4quation aux diff4rences finies 

V"/(x) =x~,  (I) 
O) 1 ... f0~ 

4tant un entier non n4gatif. I1 y a 4videmment un polynome et un seul qui 

satisfait ~ cette 4quation. Ce polynome est du degr~ r. Je  le d4signe par 

E(~ ") (xlco~,...~o~) ou plus bri~vement par E~ ") (x). On peut  ainsi d4finir une suite 

infinie de polynomes d'EUL~R E~ ) (x), E(~ ) (x), E(~ a) (x) . . . .  et l'on a en particulier 

E(:' (x l oJ)=co~ E~ ( ; )  �9 

Je  dis pour abr6ger, que le polynome E (~) (x) est du degrd ~, et d'ordre n. 

Les polynomes E 0') (x) poss6dent des propri4t4s remarquables et il y a des nom- 

breuses relations entre eux que nous allons mettre en 6vidence. 

Voici d 'abord deux propri4t4s importantes qui d4coulent imm6diatement de 

la d6finition. Soit p u n  entier positif plus peti t  que n. Posons 

On a en vertu de (t) 

V p E ( 2  (~) = F (x) .  
6Dl .. �9 fO/O 

V"-p F (x) = x ~. 
o~p + , . . . o,n 

Le polynome E(x) qui satisfait h cette 4quation est par d4finition 4gal 

F ( x )  - E(~ -p)  (x I ~ + 1 ,  �9 �9 �9 ~ . ) .  

On a done 
Acts mathematiaa. 48, Imprim6 le 4 aofit 1920. 19 
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V ~ E ~ ) ( z )  . , , ,  p 1 ,2  . . . .  n - - ~ ,  (2) 

e t  si l 'on v e u t  me t t r e  en 6vidence les pa ram~t res  

V~  E P  ) (x I o~,, ,~  . . . .  o~.) = ~(?-~) (x I ~ + ,  . . . .  o~.). 
eel ""  top 

Si l 'on pose E(~~ ce t te  re la t ion subsiste encore pour  p = n .  On peu t  

d 'ai l leurs  p e r m u t e r  les param~tres  w,,w2 . . . .  w, d ' une  mani~re quelconque.  Si 

l 'on dis t ingue p parmi  d 'eux,  et  si l 'op~rat ion Vp por te  sur ees p param~tres ,  

le po lynome  au second membre  ne d~pend plus des param~tres  dis t ing@s.  

R e m a r q u o n s  en par t ieul ier  qu 'on  a 

V El y) (~ I ~, . . . .  ~ . )  = E( :  - "  (x I,o, . . . .  ~ . - , ) ,  
ton 

{n- -2 )  V E(~ " - ~  (x I+, . . . .  (On_i) = E~ (~ I~, . . . .  ~"-~),  
to,,-, (3) 

V E~ ') (x I,o,) = z~. 
tel  

Ces n ~quat ions sen t  6quivalentes  h l '~quat ion ~ (x). 

En  d6r ivant  l%quat ion (r) par  r a p p o r t  h x la d~finition des po lynomes  

d'Evr,ER nous donne  imm6dia tement  ce t te  re la t ion  

Dx ~..(n) ~,(,,) _~ (x) = *'~v_l (x) 

On a done en ve r t u  de la formule  de  TAYLOR 

(4) 

8~V 

(5) 

En  posan t  h ~ w~ ee d6ve loppement  p rend  la forme 

(.) I~'Vtv) ~ (.) E ~ " - a ) ( x ) ~ E ~  ( x ) + 2 ~ l l  s w, ,E~_,(x) ,  * ' = 1 , 2 , 3  . . . .  (6) 

A l 'a ide de ee t te  re la t ion  de r6eurrence  on sait  d6 terminer  sueeess ivement  

tous les po lynomes  d'EULER d 'o rd re  n quand  on connai t  les po lynomes  d 'o rd re  

n - - i .  On sait  d 'ai l leurs  d 'une  mani~re expl ic i te  exp r imer  les po lynomes  d 'o rd re  

n pa r  les po lynomes  d ' o rd re  inf6rieur b, n.  En effet,  je dis qu 'on  a 

x On peut donc, si l'on aime mieux, ddfinir les polynomes d'E•LErt par ces n ~quations au 
lieu de, comme nous l'avons fait, par l'unique ~quation (I). 
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E:~ =20(  E':_7'(,), 
~ a n t  des nombres quelconques, p ~tant, comme plus haut, un entier x e t y  

positif plus peti t  que n. Pour le voir consid6rons l '6quation 

V ~ l(z) = ,-p(x), (8)  
0)  1 . . *  0 ) ~  

~(x) ~tant un polynome du degr6 r 

~(x)  ~ Ao + Al  x + "" + A~x ~. 

Le polynome l(x) qui satisfait ~ eette 6quation peut  s'~crire sous la forme 

l(x) = Ao E(o p) (x) + A ,  E ?  ) (x) + - . .  + A~, E~ pl (x). 

Remplagons x par x +  y e t  d~veloppons le second membre suivant les puissances 

de x; on t rouve en vertu de (5) 

�9 :~ Ei~) (y).  
t(x + y ) = ~ ( . ) ( x )  s! (V) 

8~0  

Si l'on pose en particulier 

~(x)  = E(r I (~Op+l . . . .  0)•) 

on a eomme nous venons de le ddmontrer 

t(:~) ' =  E(,, ") (x  I . , ,  . . . .  o,,,). 

En subst i tuant  ces valeurs l '~quation (9) prend la forme 

E(: ) (x + y I ~ ,  . . . .  ~ )  = E 7  ) (Y i ~ ,  . . . .  ~o,) ~(,:-7 ) (x I ~o,+, . . . .  ~ )  (~o) 

c. q. f. d. 

Cette relation subsiste encore si les polynomes E~ ~ (y) (s ~ o, x . . . .  ~) d4pendent 

de p queleonques parmi les hombres ~l,w~ . . . .  w, pendant  que les polynomes 

E~ n-p)(x) d~pendent des n - - p  autres. Notre relation peut  Svidemment s'dcrire 

sous l 'une et l 'autre des deux formes symboliques suivantes 

E(~ ") (x + y) = E~ " - ~  (x + E(P)(y)) 

E(~ "~ (x + y) = (E('~-P) (x) + E(P~(y))'. 
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De la derni6re expression on conclut qu'on a plus g6n6ralement 

E(~ ) (xl + x2 + - "  + x,) = (E(p,)(x~) + E~',)(x2) +. . .  + EO',)(x,)) ~, (10 bis) 

xl, x2 . . . .  x. 6rant des nombres quelconques, Pl, P., . . . .  p~ 6rant des entiers positifs 

tels que Pi + P 2 + " "  + P, = n. 

L'$quation (Io) est une g4n6ralisation de l%quation (5) et s 'y r6duit s i p  -= o. 

Si p ~  I on trouve 

E~ ") (x + v) = E. (~ I,o.) E~'__-." (~ I,o~ . . . .  ~o._,). 1~) 

En posant y ~ o i l  vient 

. ~ 0  

On arrive aussi k cette 6quation en r6solvant le syst~me des 6quations (6) 

par rapport aux E~ ")(x). Les 6quations (6) et (iz) sont done, pour ainsi dire, 

r~ciproques. 
A l'aide de l 'une ou l 'autre de ces relations on ddtermine aisdment tous les  

polynomes E~")(x). Je reproduis ici les premiers d'entre eux 

2 
1 

I 2 {Osl (Os~ ~ ~P) (x) = x ' - -  ~o. x + ) 
1 

n 
1 _ _  

a ~ (~) - -  ~ ' -  ~ 2 ~. x, + ~ 2 ' %  ,o., ~ ~ 4 ' 
1 

~;" (x) -- ~ , -  ~ y. ,o.~,  + 3 y.~o., ,o.~ x, + , o : -  3 2,~.,,o., ,o., ~ -  
I 

Z 4 , o . , - 3 2 , o . ~ , o . ~ . , ~ . ,  

2 

I6. Quelle est l'expression g6n6rale des coefficients dans ces polynomes? II 

est facile de le voir. Nous allons d6montrer qu'ils s 'expriment d'une part  ~ l'aide 

des nombres d'EULER E~ et d 'autre part  s l'aide de~ entiers Cv. Nous donne- 
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rons en m6me temps deux mdthodes nouvelles I pour rdsoudre notre dquation 

aux diffdrenees finies. 

Dans ee but j ' introduis eertaines formes que je ddsigne par E(~ ") [eel, co2 . . . .  w~] 

et C(~)[~ol, ~o~ . . . .  ~o.] ou plus bridvement par E~ (n) et C($ ). Ces formes sent pour 

les polynomes d'EULER d'ordre n ce que les nombres E~ et C~ sent pour les 

polynomes d'EULER d'ordre u n .  

Nous avons ddfini les E~ et les C~ par les dquations 

ou symboliquement 

"-" (:) 

(E + I )  ~ -I- (E- I )  ~ = I 20 P ~--O > 0 (i3) 

(o+z)~+(c)~={: , , > o  
~ 0 .  

(I4) 

Je ddfinis de m6me los quantitds E (n) et C ('~ par los relations de rdeurrence 

(15) ,.~o i ~-" ) , ,~,(,,) ~.(,,-~) 

ou symboliquement 

(~7) (E(") + oJ,,) ~ + (E(") - -  ~o.) + = z E ' ~ " - ' ,  

(~8) (C (n) "J- :2 (Orj) v ~- (C(n) )  v : Z C(vn-1)o 

Pour aehever la ddfinition je pose en particulier 

Et  a) [~,] = ,oT E~, C(, " [~,] = ~T O~. 

1 Si nous  n ' av ions  pas  eu ce bu t  s u p p l d m e n t a i r e  n o u s  au r ions  pu  s impl i f ie r  un  pe u  I ' ana lyse  
do co pa rag rapho  en  t e n a n t  compte  des  rdsu l t a t s  du p a r a g r a p h e  prdcddent .  
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On d6termine ainsi successivement les quantit6s E(~)[tol, to2], E(~)[Wl,tO2,to3], 
E~ ) [wx . . . .  ~4] . . . .  et  les quantit6s C(~ 2) [to~, to2], C~3, ) [to,, to~, ~o3] . . . .  Les 6quations 
(I3) et (I4) sont pour ainsi dire les relations de r6currence qui appart iennent 
l '~quation aux diff6rences finies 

E .  (z + i)  + E . ( x )  = ~ x  ~. 

Dans cet ordre d'iddes on peut dire que les dquations (I7) et (~8) sont les rela- 

tions de r6eurrenee qui appart iennent  au syst6me d'6quations (3). Des 6quations 

(I7) et (x8) il rdsulto qu'on a 

(E(-I + ~o,) + ~ (E~-J-  ~o,) = 2 ~ (E~"-I~), (~9) 

rp (C("~ + z co.) + ~ (C("I) = z ~ (C("- '0,  (2o) 

ep(z) 6rant un polynome quelconque. Si l'on remplace ~(z) par qD(x+ z t il vient 
~ ]  

E(~--1)~ 

q) ( x + co,, + C-?) + r ( x + C--~) = 2 q~ ( x + C(:-1~) . (22) 

L'~quation aux differences finies 

l (x  +0 , . )  + t(x) - -  2 ~ (z + - -  

admet  done la solution 

et l '~quation aux diff6renees finies 

admet  la solution 

Cola pos6, rappelons qu'on a 
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Z~) (x + o~x) + E~ ') (x) = 2 x ,  

E~ ~) (~ + 01~) + E 7  ) (x) = 2 E~ 1) (~) 

E(~ ~J (x + 01~) + E(2 (x) = 2 E(, ~) (~) (23) 
�9 . . . . . . . .  , . . . . .  

E(, ") (x + 01~) + B(, ") (x) = ~ ~ ,  ~xj. 

]De la premiere de ces dquations nous avons eonelu dans le paragraphe 9 que 

D e  la 

..E(1)(X[011) = (X ~l.q,_E(1)t'v 

seconds dquation on eonelut de m6me, en posant ~ ( x ) ~  x - -  , que 

r  " } -  0 1 2  

E(~ ~) (x I011, 01~) = x 

st par voie d'induction on ddmontre qu'on a en gdndral 

, [ O)l-~-012"It-'''~-01n.~_~n)) v 
E(r I ,o,, 013 .... 01.~= ix---- 

OJl + (.02 + . . . .  k 01nl '~ -# 
! 2 

c'est ~ dire que 

~," l,v~ E~ "~ 1 

En ehangeant la variable il vient 

(24) 

( 2 ~ E~n) x -{- w I + 012 +"" + w n -~- ~ l~(n) 
2 ~ ~-,. (25) 

De la premidre des dquations (23) nous avons conclu dans le paragraphe io que 

De la seeonde dquation on eonelug de m6me, en posant ~v(x)~ x ~, que 

et par voie d'induction on ddmontre qu'on a en gdndral 
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c'ost ~. dire que 

N. E. N0rlund. 

(26) 

. .... (;)o(.-, 
# 2 ( ~ )  = ~ ~ . . . .  �9 (~7) 

$--0 

L'6 tude  des polynomes d'EDLER eat ainsi ramen6e h une 6tude des quan-  

tit~a E(~ n) ou C~, "). 

17. Revenons ~ l '6quation (I5) qui d6finit  les E~ "~. On peut,  si ]'on aime 

mieux,  6crire eet te  relat ion de r6currence sous la forme 

(:) .o,-, E!2 ) + ~,~ E(r + ,o~ ~ _ ~  + . . . . . .  ,, ~ = o ,  ~ ,  2 . . . .  ( 2 s )  

Le dernier terme au premier membre  est  6gal h co,~0 , s i v  eat pair, maia 

~ g a l  h wn ~l  , si v est impair. 

On voit  imm6dia tement  que E~, ")(co,, w~ . . . .  wn) est uno forme du degr6 v et  

coeHicients entiera. Remarquons  en outre  qu 'on a E2~,+1 = o, et par  eons6quent 

en ver tu  de (28) E(2"~)+l = o quels que soient n et  ~. 

De eet te  observat ion on peut  t irer un r~sultat  impor tant .  Posons x = o dana 

l '6quat ion (25), il vient  

2 ~ E(, , ( ,o,+ oJ, +2 --. + oJ,) = E(,). (29) 

Le  po lynome  E l  ") (x[o,, . . . .  co,,) s ' annu le  done toujours  dana le poin t  

~o, + eo 2 + . . .  + w ,  

s i  ~, eat impair ,  et eela quel que soit n. 

De l 'dquat ion (16) 

o,~ ") + o ~  2, - ,  oP2, = o.l, " - ' )  (~6) 

on conelut  de m6me que C(~ ") [to~ . . . .  (o.] est une forme du degr6 v e t  a coe]/icients 

entiers.  Pour  t rouver  l 'expression explicite de ces formes posona x - - o  dana 

l '6quat ion (27); il vient  

2~, /~7(n) ~ ( n )  --~ ( 0 ) = ~  �9 (3 ~ ) 
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Revenons  ~ l '6quat ion ( i i )  e t  posons x = y  = o on t r o u v e  

C!~) [to1, ~o2 
s ~ O  - " 

cc qui est  la r~ciproque de l '6quat ion (15). D ' au t r e  pa r t  en posant  

Wn eo~ + r + �9 �9 �9 + con-1 y ~ - - - ,  X--~- 
2 2 

dans l '6quat ion ( I i )  il v ient  

E~;)bo~,~,~ . . . .  , o~]= ~ , ~ . ~ , - .  L~o,,~o~ . . . .  co._~] (32) 

ce qui est  la r6ciproque de l '6quat ion  (28). En  posant  n = 2 on t r o u v e  

"-~ v C. C,,-s ~o~ ~o: (33) C<~ 2'[~o,, to~]= .~ 

E~ ~) [co,, co~] --~ Es E~_, to," w,"-*, (34) 

et  par  voie d ' induc t ion  on d6mont re  qu 'on  a en g6n6ral 

! s n 
C! n) [tO, . . . .  [ 0 n ] = 2 8 1 !  82T. ~ . . 8 n  ! C s ,  C , 2  . . . C s  n r s  . . . t O n  , ( 3 5 )  

v !  
E~'~ . . . ~o,,] = ~ s, I s,~. . . . s,,~! E , , E ~  . . . Es,,  J /  w:+ . . . to: n, (36) 

off la sommat ion  est 6 tenduc  ~ routes  les valeurs  enti~res, posi t ives ou nulles dc 

s, ,  s2 . . . .  s~ qui  vdrif ient  la condi t ion  st + s2 + -." + s ,  = v. 

Ces 6quat ions pcuven t  s '6crire sous la forme symbol ique  

E( ' )  ~ .. to,] = ( ,E~o,  + 2E co, + . . .  + ~Eeo,,) ~. [r OJ2, �9 = 

On a par  consgqucnt  aussi 

2~E(~m ( 2 [ ~  , . . . .  oJ,,) = ( x  + ~C oh + ~C ~o~ + . . . . .  ~-,,C to,,) ~ 

2 ~ E l ? '  ( x  + r a ,  + ' " + 2  o~n[ c o , , . . ,  o~,,) = (x  + , E w ,  + ~Eto~ + . . . +  ,E~o,~) ~ . 

Acta mathematlea. 43. Imprim6 le 10 aoflt 1920. -90 
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On ne r6duira pas ies ,C avec  les ,C, ni non plus les ,E  avec les ,E .  Mais 

lorsque le d6ve loppement  symbol ique  des seconds membres  sera effectu6, on 

remplacera  (,C) ~ pa r  C~ et  GE)" pa r  E~. 

Les formes E(~ a) e t  C(~ ") sont  done des [ o n c t i o n s  s y m d t r i q u e s  d e s  p a r a m ~ t r e s  

to~, to2 . . . .  to, et  il en est de m~me des po lynomes  E<~ )(x). Ces fonct ions sont  en 

ou t re  homog6nes et  du  degr6 ~ c 'es t  b. dire qu 'on  a 

C(~ ") [ ), ,o , , ) , to2,  . .  �9 ) , ton] = ),~ C~ ( ' )  [ t o , ,  to~ , �9 . .  ton],  (37) 

E~, ") [Z to,, ) . t o : , . . ,  ). to,,] = )." El,") [~o,, t o , , . . ,  to,,], (38) 

E(~ " ) (). x I ). t o , , . . .  ). to,,) = )." E (~ " ) ( x l to , , . . .  to, , ) ,  (39) 

), 6 t an t  un  nombre  queleonque.  

S i v  est  impai r  le second membre  de (33) se r6dui t  e t  on t rouve  

o~ ) [to,, to~] = (to~; + to;') c~,. 

De m6me si ~ est impair  le second membre  de (36) se r~duit  k z~ro parce que 

Eo_p+ ~ ~ o . 

Les re la t ions  (3I) et  (32) ne sont  que des cas par t ieul iers  de relat ions plus 

g6n6rales. En effet,  en posan t  dans l '6quat ion (IO) 

Y = tot + to~ + . . .  + top ,  x ~  top+l + cop+2 + " + to,, 

2 2 

on t rouve  

Zo() E ~  [ to, , .  co,,] = ~ "~ E~ )bo ,  ("-P) . (E(p) + E ( " - P ) )  " . . . .  to~,] E .... [ top§ 

qui se r~duit  h (32), si p = i .  E t  en posan t  y = x = o  on t rouve  

}i(:) c~ ") [ to , , . . .  ,o.] = c~ p) [,o, . . . .  top] c~_-. p) [top+, . . . .  to , ]  ~ (c(~) + c ( , - p ) ) ;  

qui se r6duit  k (3I), si p = , .  De ces expressions on conclut  encore  qu 'on  a 

plus g6n6ralement  

E~, m = (E(P,) + E ~ )  + .  �9 + E(~,))", 

C(2 ) = (C(p,) + C(~) +-  �9 + C(v,)F, 

~ ,  P2 �9 �9 �9 P, 6tan$ des ent iers  positifs qui vdrif ient  la condi t ion p, + p., + ..- + p , =  n.  

A l 'aide de l 'une ou de l ' au t re  de ces re la t ions on d6termine ais6ment  les E!Y ) et  

les C (m. Voici les premi6res de ces formes 
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. . . .  2 2 

s ~ l  s--1 

s = l  a - 1  

I8.  I1 y a un  g r a n d  n o m b r e  de  r e l a t ions  e n t r e  les E(~ "~ e t  e n t r e  les C(~ ~). 

On les d6du i t  des  6 q u a t i o n s  (21) e t  (22) en cho i s i s san t  c o n v e n a b l e m e n t  le po ly -  

n o m e  ep (x). P a r  e x e m p l e  en p o s a n t  e l ( x ) =  x ~ on  t r o u v e  

(x + E(n) + ~ ) ~  + (x + E (n) - -  ~on) ~ ---- 2 (x + E(n-l l)  ~ , 

(x + C(n) + 2 con) ~ + (x + C(")) ~ : 2 (x + C(n-')) ~. 

E n  p o s a n t  x = ton dans  la p r e m i e r e  e t  x ~ -  ~on dans  la s econde  de  ces r e l a t ions  

o n  t r o u v e  

(E<~) + 2 ~,)~ + (E<n)) ~ = 2 (E ('-~) + ~n)', 

(C  (n) + (On) 'v + ( C  (n) - -  ,on) v = 2 ( C  {n- l}  - -  o)n) v .  

Les  E(~ ") s ' e x p r i m e n t  aussi  p a r  ]es C~  ) e t  i n v e r s e m e n t .  E n  p o s a n t  

x - -  ~ ((o, + ~o~ + - - -  + to~) dans  l ' 6qua t i on  (27) il v i e n t  
2 

- -  ~ (tol + oJ~ + . - .  + ton) ~-" = (C(~I + tot + ~ + ' - .  + con) ~. 
~ v  8 

~ 0  

E n  p o s a n t  x = o dans  l ' 6 q u a t i o n  (24) il v i e n t  

=0 

( - -  I1 ~ C(~ ") = E P  ). (w~ + co: + - . .  + oJ , ) ' - :  = (E( ')  + w, + to2 + . . .  + ton) + �9 

R e m a r q u o n s  e n c o r e  que  l ' 6qua t ion  (22) p e u t  s '6er i re  c o m m e  il su i t  

~p (E(~ (x) + oJ~) + ~p (Boo (x)) = 2 ~ (E(~-~) (x)).  

C 'es t  le t y p e  g6n6ral  des  r e l a t ions  e n t r e  les p o l y n o m o s  de  d e u x  o rd res  eons~cu-  

tifs.  rf (x) es t  un  p o l y n o m e  q u e l e o n q u e  de  degr6 v ,  p o u r  f i xe r  ]es id6os. R e m -  

p la~ons  ~ (x) p a r  rf (x + y), y 5 r an t  un  n o m b r e  que ]conque ,  e t  d6vo loppons .  I l  v i en t  
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. -~  =(n) " ~  E~ n - ' )  (x) +(.) (y)  

E n  a p p l i q u a n t  a u x  d e u x  m e m b r e s  de  ee t t e  6 q u a t i o n  l ' o p 6 r a t i o n  V n - -  v fois 

do suite,  oh  ~ p o r t e  sur  la v a r i a b l e  y, on  t r o u v e  

' -"  E~ n) (x)  V n  ~f(~) rf (x + 
~ i  (Y) = Y)" CO 1 . � 9  rOT~ " 

S = 0  

C'os t  le t y p e  g6n6ral  d ' u n e  r e l a t i on  de r6cur renoe  e n t r e  les p o l y n o m e s  d ' o r d r e  n .  

i 
E n  p o s a n t  en  p a r t i c u l i e r  x = o ou x ~ - (oJ~ + ~% 4- . . ,  + {on) il v i e n t  

2 

cln) [ { 2 , : : . . ' - ]  V n r  
2 s 8 !  

$~'t, . . . .  {On] ( 

2 s 8 !  $ ~ 0  0)1 " " 'O)n 
+ 

{oj + ~o2 + " �9 �9 + { o , q  
o 

! 2 

19 . N o u s  a v o n s  vu  q u ' o n  a 

E~? ) ~x + {o,) + El, ")(x) . o n - l > .  
= ~, ,  ~xl {o~ . . . . .  ~On). 

2 

E n  r e m p l a g a n t  x p a r  - - x  e t  en  t e n a n t  e o m p t e  do l ' 6 q u a t i o n  (39) il v i e n t  

~(n) + x) E~,") ~ - -  x) + ~, ,  ~{o, - -  p( , , - l l  (x l  - -  {o2, ( -  I)~ = . . . . .  , -  {+,). 
2 

Les p o l y n o m e s  E(~ n) (x[wj . . . . .  ~on) et  ( - -  I)" E(~ n) ({o~ - -  x I w,, - -  eo 2, - -  {o~ . . . .  , - -  w,) 

s a t i s f o n t  d o n e  t o u s l e s  d e u x  k l ' ~qua t i on  

/ (x + {o,) + / (x) __ E{,,_l)(x i,o~ . . . .  ,o~). 
2 

Ces d e u x  p o l y n o m e s  s e n t  p a r  c o n s 6 q u e n t  i d e n t i q u e s  e ' e s t  k d i re  q u ' o n  a 

E~ ") (x l  {o, . . . .  , ~ . )  = E~"' (~  - -  {o, I - -  ~ , ,  {+ . . . . .  ~ n) ,  

et  en r e m p l a + a n t  x p a r  x + {ol 

Z{~ ") (x + ~o, [ ~o, . . . . .  ~ , )  ~- E~ ") (x ! - -  o , ,  w: . . . . .  w , ) .  (40) 
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De ca r t e  r e l a t i o n  on  d~du i t  e n c o r e  

E(~ m (x + to, + to21 to, . . . . .  w,) = E(~ ") (xl  - -  to,, - -  to2, to3 . . . .  , to-), 

E(~ ") ( :r + to, + t o ~ + - - - +  topi to1 . . . .  , t o .  ) = E~"~ ( x l - -  ,o, , - -  to~ . . . . .  - -  top, to~, + , . . . . .  t o . ) ,  (4~) 

off p p r e n d  les v a l e u r s  i ,  2 , . . . n .  D a n s  le cas  p = n  la  r e l a t i o n  p e u t  s '4c r i re  

sous  la  f o r m e  

E ?  ) (to, + to: + . . .  + , o , ~ - -  x Ito~ . . . . .  to-) : ( - -  ~)~ E ( 2  (:~ l to, . . . . .  , o . ) .  (42) 

E n  p o s a n t  x -=- I_ (tol +to2 + " "  +to-)  on vo l t  que  le p o l y n o m e  E(~ ) (x [to~ ,to~,...,to,), 
2 

si . v e s t  i m p a i r ,  a d m e t  ee  p o i n t  p o u r  z6ro c o m m a  nous  l ' a v o n s  d4js  fa i r  r e m a r -  

que r .  E n  p o s a n t  x = o  il v i e n t  

E(? ) (to, + to: + . . -  +top[to, ,  to: . . . . .  to,) := 2 - ~  C(~ m [ - - t o , ,  - -  to , , . . .  , - -  cop, top+, , . . .  ,to,d (43) 

e t  en  p a r t i c u l i e r ,  s i p  ..... n 

E ( 2  (tol + to~ + + to~ l to, . . . .  , to.) = ( -  ~ ) -~  e~  ~) [to,,  ~ :  . . . .  , to-]" 

E n  d ~ v e l o p p a n t  ]e p r e m i e r  m e m b r e  s u i v a n t  les p u i s s a n c e s  de  tot + co2 + " " - +  ton on  

t r o u v e  ca r t e  nouve l l e  r e l a t i o n  e n t r e  les C(~ ) 

( - -  ~)~ C~  ) 2'  (~,  + to., + . - .  + to,) '  c;C-) _ (C("~ + 2 to~ + 2 to~ + + 2 to,)" 

Si l ' on  c h a n g e  le s igne d ' u n  ou de  p lus i eu r s  des  n o m b r e s  to la  f o n c t i o n  E(+ ") [to~ . . . .  ,to~] 

n ' e s t  pus  a l t6r6e.  Mais  off en est- i l  a v e e  la  f o n c t i o n  C(+ ") ? I l  e s t  fac i le  de  le 

vo i r .  De  l ' 6 q u a t i o n  (43) o n  conc lu t ,  en  effe t ,  q u ' o n  a 

c ~  ") [. ,~ . . . . .  t op_~ ,  - -  top, top+~ . . . . .  t o . ]  ~ -  _ e ? )  [to~ . . . . .  top . . . .  , t o . ]  

+ 2 C(~ - ' )  [to1 . . . . .  top_,, c o ~ + 1 , . . . ,  to,]. 

20. So i t  m un  e n t i e r  pos i t i f  i m p a i r .  Cons idg rons  la  f o n c t i o n  

S~m--1 ( 8 tot "tO ~ ) 
/ ( z ) = ~ ( - - ~ ) ~ Z < ~  ) x + ~ l  x . . . t o - -  

On a 6 v i d e m m e n t  
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et  par  eons6quent  

Mais ee t te  6quat ion admet  aussi la solut ion 

/ (z) = E(~ ") [~ I ~ ,  tO2 ~ . . . O) n ]  . 

Cos deux solutions sent  des polynomes  en x. Elles son~ par  eons6quent  indentiques.  
On a done 

'4 ,- , 4  . . . .  = ~  ~ I ~ , ~ o ~ , . .  

De ce t te  relat ion on d6dui t  encore 

�9 ~ ~ x + + - -  

s~=0 s2-0 Sp=0 m l  

) s~to~ §  _ _ _ _ 1 ( , o ~ ,  to 2 . . . t o n  
m ~  T ~ p  , 

,(n)( w, to~ Wp ) 
- ~  J ~ v  d" I - - '  - - ~  . . . .  ~ O)p..bl . . . COn 

m ~ rn. ,. ,rap 

m j, m 2 . . .  rap d tant  des entiers positifs impairs quelconques,  p 6rant  un des nom- 

b r e s I ,  2 . . . .  n. Dans  le cas par t ieul ier  off l ' o n a p - - - - n e t m ~ - -  m2 . . . . .  m n = m  

eet te  relat ion peut  s'dcrire sous la forme 

m - - 1  ra - -1  
81 Oil  "~- "" " ~- ,$'n fort 

I1--0 S n n 0  

(n) 
. . . .  , o n  m - v  E v  ( ' l l l , : r [ ( o  1 . . . .  t o n ) .  

P o l y n o m e s  de Be rnou l l i  d ' o r d r e  n .  

21. Passons  aux po lynomes  de BERNOUI~LI. Nous  avons d6fini les nombres  

do BERNOUr~X par  la relat ion de rdcurrence 

B~-,  --- , si ~ > I ,  
~ 8 1 f = I ~  

ou symbo l iquemen t  

(B + I )~ - -B~  = { : 'si, si v == I . ~ / >  r ,  
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Par  analogie avec ce qui pr~ebde j ' in t roduis  certaines quanti t~s que je d~signe 

par  B(~)[w,,oj2...eo~] ou, quand  il n ' y  a pas lieu h ~quivoque, par  B(~ "). Je  

d~finis ces quanti t~s par  la relation de r~currence 

( i )  

ou symbol iquement  

K ) ( - - - I )  (B( - )  + ~o , ,p ' - -  (B("}) �9 = ~o..,..,_,~_~ . (2} 

Pour  achcver  la d~finition ]e pose en part icul ier  

B~ ) [w,] = r B,,. 

A l 'aide de cette relat ion de r~eurrence on de3terminc successivement toutes  les 
R(2) D(~) ~(4) quanti t~s ~ , ,  ~ , ~  . . . .  

Consid4rons l%quation aux  differences finies 

Al(x)=~f(x), 
O) 

~p(x) 6 tant  un polynome donn~ de dcgr~ r .  On sait t rouver  un polynome ](x) 
qui satisfai t  ~ cette ~quation. Ce polynome est du  degr6 ~ +  x et  il est enti~re- 

men t  defini quand  on connai t  sa valeur  dans  un point  quelconque, par  exemple 

dans  le point  x ~ o. 

Cela pose, ]e d~finis de la mani~re  su ivante  une suite de polynomes que je 

d~signe par  B~; } (x I co ~, ~ . . .  ~o~) (n --  x, 2, 3 .  �9 .) ou plus br i~vement  par  B I; } (x). 

Be} (x , I oJ~) est le polynomc qui sat isfai t  h l '~quation 

et  ~ la condi t ion 

A B!I) {~) = ~ x~-I  (3) 
(1}1 

B{)  } (o  I,o~) = B~  ~} [o~,]. 

B]Y)(xl~o~, ~o~) est le polynome qui sat isfai t  ~ l '~quation 

A B}, ~} (x) = ~, B~I_) 1 (x) 
(o2 

et s la condit ion 

(4) 

B!2 (o I,o,,  ,o,) = B i  ~) [,o,, o,d.  
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Et  en g6n6ral B~, ~ l ( x ] ~ o j  . . . .  , wn) est le polynome qui satisfait ~ l'6quation 

A B(~ ~) (x) . ~(~-1) 

et ~ ]a condition 

BI, ~) (o  I , o , ,  � 9  � 9  ~on) = B ?  ) [,o, . . . . .  ,on]. 

On a donc en particulier 

(5) 

(6) 

B(2 (x) = # '  

B!I)(x [ , o , ) = o ~ B ~ ( ~ ) .  

On voit que B(~ n)(x) est un polynome en x de degr6 r .  Ce polynome poss~de 

des propri6t~s analogues h celles du polynome B),(x). Je dis par extension que 

B (n) (x) est un  polynome de BERNOULLI d'ordre n e t  du  degrd ~,. 

Dans le paragraphe 2 nous avons d6montr6 que les deux conditions impos~es 

h B(~ 1)(x) entra~nent qu'on a: 

On d6montre tout  h fait de la m~me mani4re que les deux conditions que nous 

venons d'imposer i~ B~, 2)(x) entralnent  qu'on a 

B}2')(xl c ~ 1 7 6  ,9 x ' ~  . . . .  

s--O 

Par voie d'induction on d6montre qu'on a en g6n6ral 

B,n) , ~ ' ( r )  x~ B(~,)_~[,o, . , ,o,~]. (7) 

En d6rivant les deux membres de cette ~quation par rapport ~ x on trouve 

D~ B~ ~) (x) = r B(~  (z). (8) 

On a par cons6quent 

D~ B(~ ) (x) ~ r (v - -  I ) . . .  (v - -  p + I) B~"_)p (x). (9) 

En appliquant la formule de TAYLOR on trouve donc 
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B~ ") (x + h) = ~ h" B~28 (x).  (xe) 

En  posant  h ~ ws on trouve,  en ver tu  de (5), la relat ion de r~eurrence 

qui se rgduit  ~ (i) quand  x tend  vers z6ro. 

De l '6quat ion (5) on d6dui t  

A ~  B (s) (x) = v (v  - -  I~ B (s-2) , ~ -2  ( x ) ,  
f-O~__ 1 O) s 

et en g6n6ral, si p<__ n 

A p  _~n (s~ (x)  = ~ (~ - -  i ) . - .  (~  - -  p + i )  ,~_pn("-P) ,tx~,. (~2) 

Cette 6quat ion peut ,  en ver tu  de (9), s'6crire sous la forme 

Ap B(~ n) (x) = D~ B~ n-~) (x), p = i ,  2 , . . .  n .  (13) 

En  posant  p = n on t rouve  en part ieul ier  quo B (n) (x) sat isfai t  s l '6quation 

/~" B(~ s) (x I ~, . . . .  o . )  = ,  ( , -  ~ ) . . .  ( , -  n + ~) *~-". (~4) 
CO 1, ., r 

Au lieu de ddfinir B(~ ) (x) ~ l 'a ide des n 6quations susdites du premier ordro 

on aura i t  pu d6finir cet te  fonct ion comme le polynome qui sat isfai t  s l '6quation 

(14). Mais oette condit ion ne suffi t  pas pour le d6finir, car le polynome le plus 

g6ndral qui sat isfai t  s cet te 6quat ion renferme n constantes  arbitraires.  I1 faut  

done encore se donner  les valeurs  de B(~ ) (x) et  de ses d6riv6es d 'ordre  I ,  2, . . .  n - -  I 

dans  un point  quelconque par  exemple dans  ]e point  x----o. E t  il convient  de 

ehoisir ses valeurs eonform6ment  s l '6quat ion (7). 

~(s )  r 22. J ' in t rodu is  encore une au t re  suite de quant i t6s  zJ~ LW~ . . . . .  wn] que je 

d6finis par  la relat ion de r6currenee 

( s - - l )  (D(,O + tOs)~ - -  (D(s) - -  tos)~ -~ 2 ~o~ v D~- I  [to, . . . . .  tOs_,]. (I5) 

Pour  aehever  la d6finit ion je pose en part ieul ier  

D~ ) [coil = w~' D~. 

A c t a  m a f h e m a t i e a .  43. Imprim6 le 10 aoiit 1920. 21 
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En d6veloppant on trouve 

D(~) + r (v - -  I) 2 r~(n) I + ( - -  I)" ~0'~ D(o~) 
t o n  . u ~ , - 2  -4- �9 "" + - -  

2" 3 2 ~ + I  
----- D(~ "-') [ol . . . . .  to,,-ll. 

Puisque D , =  o, si ~ est impair, on voit qu'on a de m0mo D~")~ o, si ~ est 

impair, et cela quel que soit n. 

Le systbme des 6quations (I5) est ~quivalent ~ l 'unique 6quation 

(. (x + z ~v ~ ~'"~' + - ~ - - / '  (~6) 

of(x) ~tant un polynome quelconque et r dtant sa ddrivde. De m~me, des 

6quations (z), qui nous ont servi eomme d6finition des B~ "), on d6duit 

~f(x + B ('~) + to.) - - q ~ ( x  + BI,*)) =- w . q J ( x  + B("-a)) .  

L'6quation aux diff6rences finies 

admet  done la solution 

et l '6quation 

admet  la solution 

A 1 (z) = r + B("-~)) 
O)7] " 

l ( z ) = r  

D(n_i) ) 
A I ( x ) = ~ '  x + ~ !  
o)n 

l(x) = q~ (x+ D(-)~- (o.). 

De ee dernier fair on conclut imm~diatement que 

( ~,~(") (x  ] to1, . . . ,  co,,) = x - -  ~o, + ~o2 + " "  + (o,, + 
2 

En d6veloppant on trouve 

( ) 2~ B(? ) X + co, + . . .  + to,,[ w t , . . . ,  to,, = x ~ DP2, .  
2 

On a done en partieulier 

(I7) 

(~8) 
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~R(n) (to1 +to~+2 .... +c~n) ___ 2_~ D(~ ) . (19) 

Le polynome B(~ ") (xlto~,..., o~) admet par eons6quent le point x = 2(~o~ + co2 + ' . -  + ~o,) 

pour z6ro, si v est impair. 

On peut exprimer les D(~ ~ par les B(~ ~) et inversement. En effet de l'6quation 

= 2( ; ' )  

on  d6duit 

v ~--" ( 0 ) 1  + to~ + . . .  + oJ,) s 2~ -~B~2 ,  = (2 B (*) + to, + 02 + ' "  + w~) ". 

De l'6quation (x8) on d6duit do m6me 

�9 - .  ( : )  
2" B ~  "1 = .~ ( - -  i ) "  (~, + ~= + . - -  + ~,,), D($2s = (D(~) - -  c0, - -  o:, . . . . .  ~,,)", 

8 ~ 0  

. . . .  ~- co ~ D (') - -  ( D(")  + o,~ + taz + . .  + co.) ~. ( -  2 ) " B ~  ") ( ~ .  + . , 5  + - ,,, ~,-,-- �9 

8 ~ 0  

23. On peut 6erire l'6quation (I7) sous la forme suivante 

~o (B('~ (x) + to.) - -  fp (B(")(x)) = to. q~' (B("-') (x)). (20) 

C'est le type g6n6ral d 'une relation de r6eurrence entre les polynomes d 'ordre 

n et d 'ordre n - - i ,  Iei 9(x) signifie un polynome quelconque de degr6 r + n ,  
pour fixer les id6es. Remplagons rf(x) par q ~ ( x + y )  et d6veloppons; il vient 

' - ~ + "  B (") tz~ ~-~+,, # / , - o  (x) of(,+,) (y). 
" - , : "  ' A = ! 

8 ~ 0  8 ~ 0  

Appliquons aux deux membres do eetto 6quation n - - i  fois de suite l'op6ration 

A ,  off A porte sur la variable y. On trouve 

s = , ,  B ( n )  , , 

$ ~ 0  u �9 CO 1 . . . f .Of/ ,  

(2I) 

C'est le type g6n6ral d 'une relation de r6currence entre les polynomes de 
BERNOULLI d'ordre n. Ici x et y sent des variables quelconques. Si en parti- 
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eulier  x = o ou x = i (cot + co2 + - - .  + ~o~) il v ien t  

*-~ B(-) . ~  , [~o, . . . .  , ~o,~] A ~  9 ( . ) ( y )  = 9 ~") (y), 
8T 

' ( D  1 ' ' * 0 ) ~  
8 ~ 0  

8-v r~(-) ( 
~,, [co~ ~: : . ,  co,] A ,  90 )(y) = 9(,) Y + _ _  

,=o 2 s 8 ! oh... co. 

~o~ + ~o2 + "'" + w,~l. 
/ 2 

Consid6rons l '6quat ion aux diff6renees finies 

A "  l(x)  = ~f(,o (x), 
CO i �9 . .  0 3 .  

9(x)  6rant  un po lynome  donn6, e t  9~'~(x) 6rant  sa d6riv6e ni~% De la re la t ion  

(21) on eonclut  sans peine que ce t te  6quat ion  admet  uno solut ion ](x) te l le  qu 'on  

air, quels que soient  x e t  y 

](x + y) = 9(B('O (x) + y) = "~ (x) 90 ) (y). 
z.J 8 !  

Cette propri6t6 des po lynomes  de BEnl~OUI~LI est assez remarquable .  Nous avons  

suppos6 essent ie l lement  que 9(x) 6fair un  po lynome  mais on peu t  d~mont re r  un 

r6sul ta t  analogue dans des cas plus g6n6raux.  

24. A l 'a ide de la re la t ion  de r6currence ( i i ) o n  p e u t  t r o u v e r  Ies poly-  

nomes de BERNOULLI d 'o rdre  n quand  on connai t  les po lynomes  d 'o rd re  n - - I .  

On sait  d 'ail leurs d 'une  mani~re explici te expr imer  les po lynomes  d 'o rd re  n pa r  

les po lynomes  d 'o rd re  inf6rieur s n .  En  effet ,  posons dans  l '6quat ion (21) 

9(Y) = B~+d ) (y[w, . . . . .  wp+,), 

p 6rant  un  ent ier  positif  quelconquo.  I1 v ien t  1 

,n, B(/+p) (x  + y [,o, . . . .  , ,op+.) = s B .  (x[ ,o ,  . . . . .  ,o.) B(.~. ( y [ o . + ,  . . . .  , o . + p ) .  
$ m o  

(22) 

Cet te  re la t ion subsiste d 'ai l leurs si l 'on p e rm u te  les nombres  co d 'une  mani~re 

queleonque.  Ce fair  r6sulte de ce que B(~ ")(x) est  une fonet ion  sym6t r ique  de 

eo~,~o~ . . . .  oJ~ comme nous  allons le voi r  dans  un moment .  Ce n ' es t  pas inuti le de 

r emarquer  que l '~quat ion (22) p eu t  s'~erire sous la forme symbol ique  su ivanto  

1 Sip----o cette 6quation se r~duit ~ l'6quation 0o). 
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B ( n + p )  t -  ,~ + y) = (B(") (x) + B(v) (y))~. 

De cette expression on eonelut  qu 'on  a plus g6n6ralement 

B(~ ") (x, + x~ + - . .  + x,) = (B~)  (x~) + B(P~ ) (x2) + " "  + B(p~) (x~))% 

xa,x~ . . . .  x~ 6rant  des nombres quelconques et  p~, P 2 , . . .  P, 6rant  des entiers non 

n6g~tifs qui v6rifient la condi t ion 

P~+ P 2 + " "  + P * =  n.  

Si l 'on pose en part ieul ier  p = i ,  y = o e t  si l 'on remplace n pa r  n - -  i ,  l '6quation 

(22) se r6duit  

s R iq ( n - 0  B(:) (x [ ~, . . . . .  w.) o~.-~ ~ _ .  (xl ~,, .... , ~o,,_,). (23) 

On peut  aussi t rouver  cet te  relat ion en r6solvant  le syst~me des 6quations (II)  

par  r appor t  aux  quanti t6s  B(~ ~)(x). Les 6quations (II)  et (23) sen t  done r6ei- 

proques. A l 'aido de la relat ion de r6currenee (23) on peut  t rouver  ]e po lynome 

de B~.m~OVLl~i d 'un  ordre et d ' un  degr6 queleonque.  Mais le caleul s 'effeetue 

plus ais6ment en passant  par  l ' intermddiairo des quant i t6s  B(~ ") ou D(~ ~). Si t 'on 

pose x = y  = o dans  l '6quation (22) il v ient  

B~ "+') [ ~ , , . . . ,  ~,+,]  = B~ ") [,o, 

Mais si l 'on pose 

~ol + co2 + "'- + r 
2 

il v ient  

/.9',, L~ol ~ �9 �9 �9 ~ ~ n + p ]  ~ 8 

8 ~ 0  

. . . . .  O)n] - - * , - ,  [e .on+,  . . . . .  COn+p].  

~On+l + " "" + ~on+p y =  
2 

. . . . .  co,] D ~ ,  [con+, , . . . ,  co,~+~]. 

D~ ") [~o,, ~o~ . . . .  ~o.] = ~ ,o~ DeD~:---. ') [~o, . . . .  , ,o._,] .  

B~ ") [~,, ~2, .~,,] ="-*,1~) , ,o.B.':"-')[o,,_._. . . . . .  , o . _ , ] ,  

Soit en part icul ier  p = i et  remplaTons n par n - - I ;  on t rouve  
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Ces deux 

d6finition des B(~ nJ et  des D(~ n). 

Si n = 2, on t rouve  

B~ ') [w,, to,] ~ s to' to~ B.  B~---. 
8 ~ 0  

et par  voio d ' induct ion  on d6montre  qu 'on  a en g6n6ral 
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6qua,  ions sent  r6ciproques aux  6quations qui nous on ,  servi commo 

(24) 

les somme, ions  6 tan ,  6,endues ~ routes les valeurs positives ou nulles de s, ,  s2 . . . .  s," 

qui v6rifient la condit ion s ,  + sz + . - .  + s," = v .  

Ces 6quations peuvent  s'dcrire sous les formes symboliques 

B~) ~ . . .  to~] = (,B to, + 2B to2 + " "  + ,'B ton)~, v Lto,, to2, 

D~ n} [to~, to~ . . . .  ton] = (,D to, + zD to~ + . . .  + n D  ton} ~. 

O n  a par consequent  aussi 

B(, ") (x  [ to, . . . . .  ton) = (x + ,Bto, + ~Bto2 + ' "  + ,'Bto,')% 

2~ B~" ( x + to' + ' ' '+  Ito,,. ..,to,, ) (x + ,Dto, + ,Dto~ + . . . .  + ,,Dto,)% 

Lorsque les d~veloppements symboliques aux seconds membres  seront  effectu6s 

on remplacera (,B) ~ par  B~ et GD) ~ par  D~. 
(n) Les B,  [ t o , , . . . , `  on] et les D~n~[to~,...,ton] sent  done des fonctions sym6- 

tr iques des paramgtres  to,, to~ . . . .  ton et  par  cons6quent i] e n e s t  de m6me du poly- 

nome B~n)(xlto, . . . .  ,to~). On volt  en outre  que ces fonctions sent  homogbnes 

et du  degr6 ~, o'est ~ dire qu 'on  a 

B(~ ") [),to,, ),to, . . . .  ),ton] = ),~ B(~ "~ [to,, to2 . . . .  to~], (27) 

D~ ") [),tot, ),to2, �9 �9 �9 ),to,,] = )," D~ ") [to,, to2 . . . .  m,'], 

B~ n) (),x I )`to,, ),to2 . . . .  Z to,'] = ),~ B~ "} (x I t  ~  t o , , . . ,  ton). (28) 

A l 'aide de l 'une ou l ' au t re  des relations pr6c6dentes on calcule ais6ment 

routes les fonetions BC~ m e t  D~ n). On trouve,  pour  les premi6res valeurs de r 

D(nr.~.,~,. ) Lto,, toz . . . .  to - ]  = ~7' St f 82 ! . . .  8n!  

to2 . . . .  t o n ] =  
8, l 8 z! . . .  8n!  

to, to . . . .  to. B., B,~ B,,', (25) 

8 n  , , ,  
to~' C0~2. ." ton Ds  I Ds ,  D, n, (26) 



B~ n) ~-  I ,  
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~5. Nous 

nomes B~n) ( x ) .  
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= - ~ - + ~ ~ , o , ,  (O. , ,  

I 8 ~ n  Din'= - - ~ : ,  
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allons maintenant  d~duire quelques autres propri~t~s des poly- 

Revenons ~ l'dquation (5): 

O) n 

et rempla~ons x par ~ x il vient 

: (~  + z )  B(~ "- ' )  ( x ] ~ , . . . ,  ~ . _ , )  

( -  i )~§  ~ '~§ ( -  ( ~ , - -  x) _ ( ~ +  i ) B ( : _ , ) ( x  [ _  ~ , , . . .  , - -  ~o._,). 
O) n 

Les polynomes n(~) - u , + l ( x ] w l ,  . . . ,  w n )  et ( _  i)~+1 ,(n) ,~,~+1 (w,~-- x [--~ol, . . . ,  - -  ~on-1, con) 
satisfont done t ous l e s  deux 5 l'~quation 

l ( x  + ~ , , )  - -  l ( x )  - O'  + ~ ) B( ,  " - ' )  (:~ I ( o , ,  . . . , ~ . - , ) .  
(On 

Les ddriv~es par rapport h x de ces deux polynomes sont par consequent inden- 
ticlues e'es~ h dire qu'on a 

B ( 2  (x]  ( O , , . . . ,  ~n)  ---- B ( :  ) (~ - -  ~ ,  [ o ~ , , . . . ,  ~ , - 1 ,  - -  (O,), 

et en rempla~ant x par x + ~o,~ 

B(~ ") (x + (O. I (O, . . . .  , (On) = B~ "~ (~ I ~ , ,  �9 �9 �9 ~ n - , ,  - -  (O.). 

De eette relation on d~duit encore 

B(~ n) ( ~  + ( o . - ,  + ~ .  I ~ , , . .  ,o.) (n~ (x . .  �9 , ~ B . . ,  . ]o.)1~ . , O ) n _ ~ , - - O ) n _ l ~ O n )  ~ 

B ( :  ) ( x  + o~p+, + . . .  + ( O . ] ( O , , .  . . , ( o . )  = B ( 2  ( x  ] o, ,  . . . . .  o ,~ ,  - (Op+, ,  - ( O . + , ,  . . . , - (O,,), 

off p prend les valeurs o , x , 2 , . . . n - - i .  Dans l e c a s l e p l u s i m p o r t a n t ,  o f f i c i o ,  
eette relation peut s'6erire sous la forme 

B~n~ , ~ ,  + o , ,  + . . . + ~ . - ~ [ ( o ,  . . . .  , ~ . )  = ( -  ~)" ~ ( 2 ( ~ 1 ~ ,  . . . .  ,(O.). (~9) 
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Si l ' on  pose  iei 

to~ -t- ~2 + " "  -4- ~ .  

2 

on  v o l t  de  n o u v e a u  q u e  le p o l y n o m e  B~ ")(x) s ' a n n u l e  d a n s  le p o i n t  

tol + co2 + - - .  + co,~ 
X ~ 

2 

si ~ e s t  i m p a i r .  

D ' a u t r e  p a r t  en  p o s a n t  x = o i l  v i e n t  

B~ ") (to1 + to, + . - .  + to. I t o 1 , . . . ,  to.) = ( -  ~)" B~ ")[to, . . . .  , to.]. (3o) 

L e  p o l y n o m e  B(~ ") ( x ) - - B ~  ") a d m e t  done ,  si ~ es t  pa i r ,  les d e u x  zdros  x = o 

e t  x = to~ + tos + "'" + co.. 

P l u s  g 6 n ~ r a l e m e n t  on sa l t  t r o u v e r  la  v a l e u r  du  p o ] y n o m e  B ~ " ) ( x [ c o l , . . . ,  co,) 

d a n s  t o u s l e s  p o i n t s  sl to1 + s~ cos + . . .  + s ,  to,,  off s~ d6s igne  un  des  h o m b r e s  o ou  x. 

D e  la  f o r m u l e  que  n o u s  v e n o n s  de  d 6 m o n t r e r  il r~su l te  en  e f f e t  q u ' o n  a 

B~ ") (s, ~o, + ss to, + " -  + s .  ~o.) = B~ ") [ ( - -  I)', co,, ( - -  I)'. ~o~ . . . . .  ( - -  I)'-  ro.]. 

D ' a u t r e  p a r t  de  l ' ~ q u a t i o n  a u x  d i f f6 rences  f inies que  s a t i s f a i t  le p o l y n o m e  

B~'~  t o ~ , . . . ,  to,,) on  d~du i t  en  p o s a n t  x =  o q u ' o n  a 

(n--0 B~ ") (tol) = B~ ") [to,, �9 �9 �9 to,] + tol v B , _ ,  [co, . . . . .  coi-~, t o i + , , . . . ,  to,,], (3I)  

i 6 t a n t  un  des  n o m b r e s  1 , 2  . . . .  n .  E n  e o m p a r a n t  ees d e u x  ~ q u a t i o n s  on  t r o u v e  

en  p a r t i c u l i e r  la  r e l a t i o n  

B~ ") [ t o , , . . . ,  co~-,, - -  tol, col+, . . . . .  to,] = B~ ") [to,, �9 �9 �9 tol, �9 �9 �9 to,] + 

�9 D(n- -0  r 
t o i  '~" . D a , - - i  Loo t  ~ �9 �9 �9 , t o i - - I ,  t o i + l ,  �9 * . ,  C O n ] .  

R e m a r q u o n s  e n c o r e  q u ' e n  d ~ v e l o p p a n t  ]e p r e m i e r  m e m b r e  de  l ' ~ q u a t i o n  (30) 

s u i v a n t  les p u i s s a n c e s  de  (col+ cos + . . - +  co~) on  t r o u v e  ee t t e  n o u v e l l e  r e l a t i o n  de  

r ~ e u r r e n e e  e n t r e  les B~ ") 

(Br + to, + tos + + to,)~ = ( - -  x) ~ B~ "). 

26 .  Soi t  m un  e n t i e r  pos i t i f  q u e l e o n q u e .  Cons idd rons  la  f o n e t i o n  
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I (~) = ~0(")  I s~,, 

On a 6v idemment  

/ ( x  + ~ ) -  [ ( x ) =  B(~, (x + %)_ ~,~+,n(") (x), 

et par  consequent  

+, )  B,:-,, ,o,, 

Mais eet te  ~quat ion admet  aussi la solution 

O) I 
'~"~ :~1 ~ - '  ,o~ . . . .  , . , . ) .  ](x) = m ~,~+~ 

Ces deux solutions sent  des po lynomes  en vc. Leurs  d@iv~es sent  pa r  consequent  

indent iques  e 'est  & dire que 

z . . ~  x +  I% . . . .  ,~,~ = r o B  ('~ ~ o ~ , . . . , t o , .  
$~0  

(33) 

De cet te  re lat ion on ddduit  encore que 

m~ mz mp 

=mlm2. . .mpB (~)(x] ~0~ eoA~ . .  ~%, 
m ~ ' m 2 '  " ' rap ~%+~'" ' w~)' (34) 

m ~ , m 2 , . . . m p  6rant  des entiers positifs quelconques,  p 6 tant  un  des nombres  

z ,  2 . . . .  n .  Dans  le cas part icul ier  o~ l 'on a p = n e t  mt ~ m~ ~ . . .  = m ,  = m cet te  

relat ion peu t  s '6crire sous la forme 

re--,m--, m--, ( S,O~,+S~O,~+-.'+S.r ) 

---- m~-7 B(~ ~) (taxi c o l , . . . ,  w~). (35) 

Si l 'on pose m = 2  et  si l 'on  

6quat ion  se r6duit  & 
Ae ta  mathemat lea.  43 Imprim~i le 21 aofit 1920. 

remplace co~ pa r  2w, ( s - -  I ,  2, . . . n )  eetto 

22 
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V" B(~") ( x l  2 ~o,, 2 a~, . . . .  2to,,)~-B(,,")(:~lto,,'o2 . . . .  ore). 
fD 1 - . .  (D n 

(36) 

II y a encore une autre relation de co genre qu'il convient de signaler. Soit 

maintenant  m~, m 2 , . . ,  mn des entiers positifs pairs. Consid6rons la fonction 

l r n l ~ l  m 2 - - 1  mn--I  
8n tan i 1(~ ) -  ,~, 2 , - . . ] i i ( -~ )  "~+'~+...+'-~ ~,+~,,o_~,+~,,,,_~,+...+~,,, , . .  ~,,,). 

�9 ~ . u v + n  m i  m2 , , 

En appliquant l 'op6ration V n lois de suite on trouve 

m l  m 2 m n  

On a par cons6quent 

V"l(x) =kx" ,  

oh l'on a pos6 pour abr6ger 

k =  - -  (o, ta2 . . . ran(v+ i ) ( v + 2 ) . . . ( v + n ) .  

Mais cette 6quation admet aussi la solution 

m~ m2 mnl 

Ces deux solutions sont des polynomes en x. Elles sont par eons6quent iden- 

tiques. On a done 

~r ~ 1 t n n - -  1 

~ , _  ,,.,+.~+ +.~ B,n,(~.~ ~ + ,,,~,o~: + +  ~,~., ~ . o ~  .. �9 , 4  
$ I  m 0 $1r$ ~ 0 

= k E~n) ( x[  t~ . . . .  , to~) . (37) 

On sait ainsi exprimer les polynomes d'Euler par les polynomes de Ber- 

noulli. Dans le cas particulier off l 'on a ml = m2 . . . . .  m n =  2 cette relation peut 

s'6crire sous une forme qui est assez remarquable. On trouve en effet 

~{") (z [ 2 oJ,, z ~ . . . .  , z ~,,,) 
E~")(x[r162 . . . .  con)= A "  ~'~+" (3s) 
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A l 'a ide de ce t te  re la t ion  on sait  d6duire les propri6t6s des po lynomes  

d'EuL~,R des propri6t6s cor respondan tes  du po lynome  de BERNOULLI. 

27. Je  vais ma in t enan t  consid6rer quelques int6grales d~finies. Voyons  

d ' abo rd  ce qui  se passe quand  un ou plusieurs des param6tres  to t enden t  vers z6ro. 

Nous  avons  vu  qu 'on  a 

B~ ") (x 10)~ . . . .  ,0).)  = 0)~ B.  B~_V ) (x 10)~ . . . . .  ~o.) .  
8~  0 ' 

Faisons  t endre  to, vers z6ro il v ien t  

B~ ") (x lo ,  0)~ . . . .  ,0).) = B(? - ~  (xl0)= . . . .  ,0) . ) .  

On a par  consequent  

B ( n )  ( x  o ,  . . .  , . . . .  , . I o ,  o ~ + , , .  , ~ - )  B($ - ~ ) ( ~ 1 ~ + , , .  ~.) 

et  en posan t  x ~ o  

B (n) [ o ,  o . . . .  o ,  0 ) p + l  . . . . .  COn] = B(v  n - p )  [0).o-I-1 . . . .  , 0 ) h i *  

Cela pos6, reprenons  l '4quat ion  (33) divisons les deux  membres  p a r  m et  raisons 

t endre  m v e r s  l ' infini il v ien t  

CO 1 

s  , ! (n--l) t B ; ) ( x + t l 0 ) ~  . . . . .  0 ) . ) d t = B ~  (xl0)2 . . . . .  0).). (39) 
0 ) 1 , ]  

o 

De l '6quat ion (34) on d6dui t  de m~me en divisant  pa r  ml m s . . . m p  et  en 

fa isant  tendro  les ent iers  m~, m2 . . . .  mp vers l ' infini 

. . . . .  

0)1 0)2 " �9 " 
o o o 

= B~ "-p) (x l0)~+, , .  �9 �9  0),).  (4o) 

Si p = n on t rouve  en par t ieul ier  I 

On p e u t  auss i  a i s d m e n t  d d d u i r e  ces  f o r m u l o s  do l ' dqua t ion  a u x  d i f fd rences  f in ies  
B {n) (x . l aque l l e  sa t i s f a i t  _~  , ) 
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1 1 1 

. . . .  , . . ,  

0 0 0 

(4I 

Rempla~ons x par  x + s~ ~ot + . . .  + s~to~ (si = o, I , . . .  m~-- I) et a joutons  ensem- 

ble, il vient  

f ~ l  f/~2 f rgn  

0 0 0 

/ n  I - -  1 / n  n -  1 

+...+,o,t,)at,= ~ . . -~  (~ +s~,o,+~o,~+...+~,~,,)~, 
S i r e 0  8 n ~ 0  

mr, m 2 , . . ,  m~ 6tant  des entiers positifs quelconques. 

On peut,  si l 'on aime mieux, 6crire eette relat ion eomme il suit  

$1 ~ 0 S n ~  0 

= m , m ~ . . . m , ,  &" B(r (x I o ~ , . . ,  to,.,). 
(v + i ) (v  + 2)-.-(v + n) ,,,,,0, ..... ,,o,,, (42) 

En faisant  tendre  x vers z6ro dans l '6quat ion (41), il vient  

1 1 1 

0 0 0 

v > o (43) 

Cette relat ion est vraie quels que soient v ct n.  Elle est vraie encore si l 'on 

remplace le polynome de BERNOVLLI B(~ ")(x) par  le polynome d'EULER E(~ n)(x), 

pourvu  que r soit impair.  

En  effet dans  le paragraphe  13 nous avons dSmontr6 qu 'on  a 

1 

'E(, ) (o,t I ,o)d t  = o ,  
t ,  
0 

si v est impair. E t  dans le paragraphe  15 nous avons d6montr6 que 

E(~")(cott, + . . .  +to~t , , )  = E~ ') ( t o , , t , , ) E ~ ' ) ( % t ,  + . . . + t o , , _ ~ t , , _ , ) .  

Par  voie d ' induct ion  on d6montre  alors ais6ment que 
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1 1 1 

f 
0 0 0 

s i v  est impair.  Mais si v e s t  un n o m b re  que lconque  la valeur  de ee t te  int6grale 

est  dgale 

2 ~ s , + i ) ! ( s 2 + i ) ! . . . ( s , + i ) ! C , ~ + l C , ~ + , . . . C , , + ~ ' ~ ' ~ 2  . . . t o ,  , 

la sommat ion  s '6 tendant  s routes  les valeurs enti6res,  posi t ives ou nulles de 

s~, sz . . . .  s .  telles que s~ + s2 + " -  + s ,  = r .  

Remarquons  enfin que  l '6quat ion  (38) peu t  s'6criro sous la forme 

I 1 I 

0 0 0 

to ~ t~ + to 2 t~ + . . "  + to,, tn  [ 2 oJ 1 , 2 t% , . . .  2 0~,~ ) d r , ,  

= E ( 2  ( z l  o,, . . . .  , o ,~);  

c 'es t  ee qu 'on  voi t  en t e n a n t  eompte  de l '6quat ion  (8). 

i 
En  posan t  en par t ieul ier  x -=  ~- (co~ + w2 + " -  + w,O on t rouve  

3 3 3 

4 4 4 

1 1 1 

+ to2 tz + " "  + to,~ t,,I to1, �9 . . ,  to,~) d t n =  
E(2[ ,o , ,  o,, . . . .  ~ ]  

.22 r  

D ' a u t r e  pa r t  en posan t  x = o, il v ient  

1 1 1 

2 2 2 

. . . .  

0 0 0 

28. Arr6tons  nous un  m o m e n t  au  cas par t ieu l ie r  o h  n = ~ 2 .  On a en 

ve r t u  de (24) 

Si v e s t  impai r  tous les te rmes  au  second membre  disparaissent ,  except6  le se- 

cond et  l ' avant -dern ie r .  On a d o n c  
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B(~ ~) [0),, 0)~] v ~-~ = - -  - col 0) ,  (0 )~-~  + 0)~ ) B ~ - - , ,  
2 

s i v  esg impair ,  t ~ p r e n o n s  l '6quat ion (31): 

B~')(0)11 0),, 0)~) ---- B(~)[0),, ,02] + 0), ,07- '  vB~._,, 

B(,~)(0),tcot, 0)2) = B(:  [0)l, 0)d + 0), co, ,, B , _ , .  

Dans le cas ac tue l  les seconds membres  p e u v e n t  se r6duire.  

t r ouve  en subs t i t uan t  l 'expression que nous venons d ' ind iquer  

B(r )(0), �9 ~ ,  ~-~ ~-: 0)1,0)~)=~0)~ --co, ),o, 0)2B~-,, 

(0), - -  0)~-~) ,ol 0)2 B ~ - ,  . B(? (0)~10),, 0)~) = - ~  ~-~ 

Ces deux  valeurs  song donc 6gales e t  de signes contraires .  

e t  > z nos 6quat ions  se r6duisent  

Bo) ,  , .~o) =B(~) 

pa rce  que Bs, B6, B7 . . . .  song nuls. Rappe lons  en ougre que 

B(~ ~) (0), + 0):) = ( - -  i) ~ B(~ :) . 

Le po]ynome 

B(~ :) (x) - -  B(~ ~) 

(45) 

S i v  est  impai r  on 

Mais s i v  est  pair  

$ 
0 ) 2  p 

$ 
B(~2)(xl0)1, 0)2) = BsB~_,(x[0)~) 

8 R 0  

a dme t  pa r  cons6quent  les qua t re  points  x = o, 0),, co2, col + 0)3 pour  z6ros, si v e s t  

pa i r  e t  plus  g rand  que  2, eg ces z6ros song en g6n6ral du premier  ordre.  S i v  = 2 

ce po]ynome a les deux  z6ros x = 0 et  x = 0 ) t  + 0)2. 

P o u r  t rouver  les valeurs  du po lynome  de BERNOULLI d 'o rd re  2 dans  ]es 

points  0)z et 0)2 rappelons  qu 'on  a 
2 2 
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0) 2 En  posant  x = dans  la premiere et x - - - - -  dans 
2 2 

on t rouve  

la seconde de ces relations 

B~) ( ~  ]to1, to2) = 2 Bm [tot B~ ~) L 2 ' to~]-  [to1, to~], 

B~) (-~Jtol,to~)~2B~'[to,, ~]--B(,,o[to,,to2]. 
Si v e s t  impair  ees expressions se r~duisent et on t rouve en ver tu  de (45) 

,~ 
----- - -  2 ~) to1 to2 B~_~, 

to~ ~ ( ~  : -  , - 1  

~' 2 :-~') toT'  ,to2 = ~ ( I - -  to1 Bv-m.  

A l 'aide de l '6quation (35) on d6dui t  enfin la valeur du polynome dans le point  

to1 + to2. En  effet, en posant  x = o e t  n-----m-----2 on t rouve,  apr~s quelques r& 
2 

duct ions  

Le second membre se r6duit  ~ z6ro s i v  est impair. Mais si, dans  la m6me re- 

091 '-~ to~ 
l a t i o n  ( 3 5 ) ,  o n  p o s e  �9 e t  n = m = =  2, o n  t r o u v e  

4 

pourvu  que v soit  pair.  Posons enfin dans  l '~quation (38) x 

on trouve,  aprgs quelques r6ductions 

tot+toz e t  n - ~ -  2 ,  
2 

B(: ) Ito, ~ Ito,, to~ = to ,  t o ~ ( ~ - -  ~) ~-~ . -~  

A l 'aide de ces deux relations on t rouve la valeur  de notre  polynome dans le 

point  to~ + % 
4 

Enf in  en posant  x = o darts l '6quation (38) il vient  
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wtcoz v ( v - - i ) 2  ~-:~' C~3): = B~ ~) ( ~ ) -  B~ ~) ( ~ ) -  B~- ' ) (7 )+  B~ ~) . 

En subst i tuant  les valeurs que nous venons de t rouver  il vient 

F 7 r f , } ' ]  

co, eo2v(v - - I ) 2  -~ " ,'~O) r r (I + 2 -~') B~ "~' [col, w . ] -  B(~ ~) |~o, [ B ~ ' |  "~ ,  
~v--2 [(01 , ~ " L 2 -  ' (Ozj - -  LOII  ' 2:..] " 

MM. P. APPELL 1, M. KRAUSE ~ et E. W. ]~ARNES s o n t  6tudi6 des polynomes voisins 

des polynomes B~ ~)(x). Dans ce qui pr6e~de nous avons poussd plus loin l '6tude 

de ces fonctions. Notre point de d6part a 616 diff6rent de eelui de ces auteurs. 

d6fini un polynome de BERNOULLI ~ deux variables x et y par M. APPELL a 

l%quation 

p = x  q = y  

P ~ ( x , y ) =  ~ ~__j(pw~ +q,o2)". 

Co polynome de M. APPELL est dgal 

B,,+~ (xcol) ~+~ (yeo2) ~+~ p ~ ( x , y ) = B ( ~ ( x ~ o , + y e o 2 ) _ _  o) __B(:) + B  (:) (o) 

ou encore 6gal 

x+l y+l 

1 1 

M. BARXES a d 'abord introduit  s l 'aide d 'une 6quation aux diffdrenees finies un 

polynome qui est un peu moins simple que B~2)(x). Mais en poursuivant ses 

reeherehes et consid6rant le cas g6n6ral M. BARNES a pr6f6r6 d6finir ses poly- 

nomes par ce fair que leurs d6riv6es figurent comme coefficients dans certains 

d6veloppements en s6ries. Nous avons par tout  d6fini les polynomes par leur 

propri6t6 la plus essentielle. Le lecteur pourra juger de l 'avantage que pr6sente 

torte d6finition vis s vis de route autre. 

I Sur  los fone t ions  de BERNOULLI ~ deux  variables,  A r c h i v  Math.  Phys .  (3)4  (I9O2---o3), 
p. 292--3. 

13her die gERNOUImI'schen F u n k t i o n e n  z~veier ver~.nderl icher  Gr6ssen,  Arch iv  Math .  Phys .  
(3) 4 (I9o2---o3), p. 293--5; l ) be r  BERXOVLLI'schen Zah len  und  F u n k t i o n e n  im Geb ie te  der  Funk-  
t ionen  zweier  ve r i inder l i cher  Gr6ssen ,  Ber. Ges. Lpz, 55 (I9o3), ma th .  p. 39--62. 

8 The  Theory  of t he  double  G a m m a  Funk t ion ,  Phi los .  Trans.  London  I96 A (I9Ol), p. 
271--85; On the  Theory  of the  mul t ip le  G a m m a  Funct ion ,  Trans.  Cambr.  philos.  Soc. 19 (I9o4) 
p. 377--86. 
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Dans  le eas par t i cu l ie r  oh tous les nombres  toi se redu isen t  ~ x les B(~ ~) on t  

6t6 6tudi6s pa r  A. CAUOHY t, E. LUOAS s, B. ][MSOHENETZSKY 3, J .  SYLVESTER 4, 

D. SINTZOF 5, E. GRIGORIEW G et  N. NIELSEN 7. Nous  par lerons plus loin de ce 

cas par t icul ier .  

P o l y n o m e s  de B e r n o u l l i  e t  p o l y n o m e s  d ' E u l e r  d ' o r d r e  n6gat i f .  

2 9. Jusqu ' i c i  nous avons  suppos6 essent ie l lement  que l 'ordre  n 6 ta i t  un  

ent ie r  positif.  Nos re la t ions  subs is tent  encore  pour  n ~ o, si l 'on suppose que  

B(2 (x) = E(2 (x) = ~ .  

Mais il y a avan tage  ~ 6 tendre  la no t ion  et  ~ in t rodui re  des fonct ions d 'o rd re  

n6gatif.  On p e u t  ainsi faire r en t r e r  dans  un m6me cadre  des fonet ions qui 

appara issent  jusqu' ic i  comme dist inctes.  Nous  avons  d6fini les fonet ions d ' o rd r e  

posit if  de sor te  que:  

! XV--n, 
A "  B(? ) (xl~o,, �9 �9 �9 co,~) = (~ __ n)! 

O )  1 �9 �9 �9 03~r~ 

V "  E(/) (~ I ~', . . . .  ~,,) = x~. 
coi.., co n 

J e  d6finis le polynome de BERNOULLI d'ordre - - n  par  l '6quat ion 

B(7 "l (x I",, . . . . .  ~,-) (~ + n)! ~,~... +, (I) 

et  le polynome d'EULER d'ordre - - n  par  l '6quat ion 

E(~ - +  ( ~ 1 ~ o , , . . . ~ . )  = V " ~  ~, (~) 
C.O 1 �9 . .  COf~  

n et  v 6 tan t  des ent iers  non  n6gatifs. On voi t  que B(, - m  ( x ) e t  E(~"~) (x) sent 
encore  des po lynomes  du  degr6 v. De la d6finit ion il r6sulte imm6dia tement  que  

1 (EuvaEs (2) 8, Paris 189o , p. I8o--94. 
Sur les d6veloppements  on s6ries, Bull. Soc. math.  France 6 (z878), p. 57--68. 

a M6m. Acad. P6tersbourg (7) 31 (I883), m6m. no Is. 
Educ. Times 39 (1883), P. 74. 
Bull. Soc. physico-math6matique de Kasan (I) 8 (z89o), p. 291--336; id. (2) I (I892), p. 234. 

o Nombres de BE~NOUT,LI des ordres sup6rieurs, id. (2) 7 (z898), P. 146--2o2. 
7 Ann. mat. pura appl. (3) xo (z9o4) , p. 287--325; Handbuch  dot Theor ie  der Gammafunk- 

tion, Leipzig I9o6 , p. 66--78. 

Acta mathematfca. 43. Imprim6 le 23 aoi~t 1920. ~3 
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( , . - . f $ - -  1 ) A B~-'~ (xI{o~ . . . .  ~o,~+,), 
o~n ~ l 

B) 

~{--n) ~-,{-n-- ) ,  
~'~, (xl<o, . . . .  ,,,,,) = ~,~, t x  ~ ,  . . . .  <,,,,+,). 

~lri,,,t- l 

Les ~quat ions 

p (n) A B~ (x) = ~,(~,-- i ) . . . 0 ' - - P  + I )B?-~ i (x) ,  

Vp ~(,")(x) = E(~ "-~} (x) 

(4) 

(5) 

(6) 

r e s t en t  donc  vraies  m6me si p > n .  

Dans  los pa ragraphes  I5 et  24 nous avons  d~montr6  qu 'on  a 

E~ (~ + y) = E~ ") (x) ~,(P) (y), (7) 

S a y  

B,  (~ + y = (x) (y), (8) 

x e t  y 6 t an t  des nombres  quelconques ,  n e t  p 6 tan t  des ent iers  non n6gatifs.  

Appl iquons  aux  deux  membres  de l '6quat ion  (7) l 'op6ra t ion  

f-.Dl �9 �9 �9 f o r t  ~ ~ 1  � 9  �9 CDflt 

oth V por te  sur la var iable  x. On re t rouve  l '6quat ion  (7) off n a 6t6 chang6 

en - - n .  Appl iquons  ensui te  aux  deux  membres  de ce t te  6quat ion l 'op6ra t ion  

V 2 p  

oh V por t e  sur la var iable  y .  On r e t ro u v e  l '~quat ion (7) off n e t  p o n t  ~t~ 

changes en - - n  e t  - - p .  On peu t  enf in  faire la m~me observa t ion  re l a t ivement  

l '~quat ion  (8). Los dquations (7) et (8) subsistent donc pour routes los valeurs 
enti~res, positives, nulles ou nggatives de p et de n. Nous  ment ionnerons  quelques  

cas part icul iers  de ees ~quations.  Posons  p ~ o et  rempla~ons n pa r  - -  n,  il v ien t  

S m O  

i On pout aussi d~duiro ces ~quations do la formulo de TAYLOR. 
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B(~-'o (~ + y) = ~ y~- 'BT ~) (~). (~o) 

Par  analogie avec ee qui precede je pose 

~(-n) _ R(-n) ~, - -  ~ v  ( 0 ) ,  

o(~ -~ )  = z~ E(~ -~ )  (o),  

D ( - - ) = 2 ,  B ( - m ( r  ~ ' 

E(-n) ~ 2~ E(-n)( -~~ 'kah+'"'bc~ " 2  

Alors il r6sulte des 6quations (9) et  (io) que les polynomes d 'ordre  n6gatif  

s ' expr iment  par  les B(~ -~) etc. de la m6me mani~re que les polynomes d 'ordre  

posi t i f  s 'expr iment  par  les B(~ ~ etc. I1 s 'agit  done de t rouver  les fonctions B (- ')  

etc. Dans ce bu t  posons x = y  = o dans  l '6quation (8). I1 v ient  

et  cet te relat ion subsiste si l 'on remplaee B par  C, par  D ou par  E .  Cela pos6, 

on arrive ais4ment ~ t rouver  l 'expression explicite des fonctions B (-") etc. On 

a d 'abord  

B~ - " ) =  C~ - " ) =  D(o - " ) =  E ~ - ' =  x, 

B(~ - ' )  [w] = - - - - ,  C(~ -0  [co] = 2 ~-' co ~, 
~ + I  

pour routes les valeurs positives de v et  

E (-0 [~o] = ~o ~, D (-') [~] ~~ , 

s i v  est pair. Mais si v e s t  impair on a D(~ -1~-- E(~ - 0 - ~  o. 

De ce dernier  fair on conolut  imm6dia tement  qu 'on a toujours  

D(~ - ~ ) =  E(~ -n)-~- o, 

s i v  est impair,  et cela quel que soit n .  Pa r  voie d ' induct ion  on d~montre  

ensuite que 
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B ~  n )  v ~b r ! $! 8 2 8T$ [co,, (On] q-O 2 COl C02 COn 
(s, + ~)! (s~ + ~ ) ! . . .  is,, + ~ ) ! 

o i l  J 

~ c i 7  ')[co,]..  c~7 ' ) [~.] ,  c(~-")[co,, co, . . . .  cod = ~ s , ! s , i _ . .  8,! 

les s o m m a t i o n s  6 r a n t  6 t endues  s t o u t e s  les va l eu r s  ent i~res ,  nul les  ou  pos i t ives  

de  s~, s2 . . . .  s .  qu i  v6r i f i en t  la c o n d i t i o n  s~ + s2 + . . .  + s~ ---- v.  

S i v  es t  pa i r  on  t r o u v e  

'• "" ! *t 82 #n E(-n~ [co~, ~o~ . . . .  co~] = s, ! 8~ ! . . .  s~! ~ '  ~ " ' "  co~ , 

v~ 
"~(-./') [~o,, ,o~,...~o,] = ~ (s, + ~) ! (s~ + ~ ) ! .  ~. (s,, + ~)! 

$1 82 $ n  
0)1 (.02 . . .  O) n 

les s o m m a t i o n s  6 t a n t  ~ tendues  a u x  m 6 m e s  va l eu r s  de  s, ,s~ . . . .  s ,  en exceptant 

celles qui sent impaires.  

R e v e n o n s  a u x  6 q u a t i o n s  (7) e t  (8) et  p o s o n s  p = - - n .  I1 v i e n t  

8 ~ 0  

(x + y)~ = B~ ") (x) B~-_? ) (y), 

e t  on  pa r t i e u l i e r  si y = o 

X .  2 _  s y f l - -n )  h-7{n) = v8 - ~ - 8  (x), 
8 1 0  

x V  = l:t(--n) /:~{n) / - \  
JL-rs  ~ r - - - s  %J~). 

8 ~ 0  

A l ' a ide  de  ces r e l a t ions  de  r6cu r r ence  on sai t  t r o u v e r  les p o l y n o m e s  de  BERNOULLI 

e t  les p o l y n o m e s  d 'EULER d ' o r d r e  n sans passer par l ' intermgdiaire des polynomes 

d'ordre in/grieur ~ n.  R e m a r q u o n s  en o u t r e  que  ces 6 q u a t i o n s  p e u v e n t  s '6cr i re  

c o m m e  il su i t  

8-~ C(;-,0 d8 E(,o (x) 
2 8 8 !  d x *  ~ x* ' ,  

Sin0  

"-~ B (--') d" B(~ -"~ (x) x ~. 
2 a .  
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Les polynomes de B~,R~OULLI et les polynomes d'E~L~R d'ordre quelconque 

(positif ou ndgatif) satisfont donc s des dquations diffdrentielles lindaires et 

coefficients constants. Et  ces dquations n 'admet tent  aucune autre solution 

rationnelle. 

Posons enfin x = y - - o  dans l 'dquation (13); il vient 

~ ,  = o. (I4) 
$ ~ 0  

Dans cette dquation le second membre est dgal h o, si v >  o, mais dgal 

I ,  si v = o. Nous avons ddfini la forme B(~ ~) par un syst~me de n relations de 

rdcurrence. Ce systdme peut done se remplacer par l 'unique dquation (14) qui 

lui est 6quivalente. Surtout quand il s'agit de trouver B (") pour une grande 

valeur de n il est prdfdrable de se servir de cette dquation. 

Relativement aux fonctions C(~ ~), D (") et E (~) on peut faire la m~me remarque, 

car l '6quation (14) subsiste si l 'on remplaee B par C, par D ou par E. II faut  

done commencer par calculer les fonctions E(~ - m e t  D(~ -n) qui sent d'une nature 

plus simple que les fonetions d'ordre positif. 

30. Tout ce que nous avons dit  des polynomes d'ordre positif reste vrai 

mutatis mutandis pour les polynomes d'ordre ndgatif. C'est trop dvident pour 

que j'aie besoin de m'y arr~ter. Je veux donner seulement un exemple. Dans 

le paragraphe 26 nous avons dtabli pour les polynomes d'ordre positif les deux 

relations suivantes 

..(n) x .A" /~  (xlz co., 2 o2 . . . .  2 r = D (') E(~ ") (xlwt, w~, �9 �9 �9 ~o.), 
(01 , * ,  (O n 

V "  B(2 (~12 ~, ,  2 ~, . . . .  2 ~ )  = B(2 (~ I~,,  ~ , , . . .  ~-). 
C01 " " '  (O ~"l, 

Je dis que ces relations 

effet on a 

et par consdquent 

sent vraies encore si l'on remplace n par - - n .  En 

A V = V A = A  
~ CO ~ 2 0 )  

A" V " l ( x ) = A " l ( x ) ,  
(O 1 . . .  O,)n COl �9 . -  O)ft  ' 2 COl . . , 2 ( O  n 

V ~ A ' / ( x ) = A ' l ( x ) .  
(O1 " "  ( o n  (O 1 ' ' "  f-Olrl. 2 (O1 ' " 2  (oflb 
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Posons / ( x )  ~-  x ~ dans la premibre de ces relations et ] ( x )  = x ~+'* dans la seconde, 

il vient  

n (-n)  A'* E~-") (xl~o,, ~o~ . . . .  , o , ) = D = B ,  ( x 1 2 ~ o , , 2 ~ o ~ , . . . 2 , o , ) ,  
(1) 1 �9 � 9  (D~.$ 

V "  B(~ -n) (x [w,, ,o~ . . . .  (o,,) = B(~ - ' ~  (x 12 ,o,, 2 w, . . . .  2 ,o,). 
O)j * , .  0 ) ~  

e. q. f. d. 

3x. On sait  exprimer  les moyennes  et les differences d 'une  fonction par  

ses d6riv6es. En  effet  soit ] ( x )  une fonction analyt ique ,  holomorphe au voisinage 

du point  x ~  o. Appliquons aux  deux membres  de l '6quation 

l 'op6ration V n, il v ient  

X V  

l(x) = 1(")(o) ~ i  
V ~ 0  

~(-" )  (x) 
V " I ( z )  = 1 ( " ) ( o ) ~  ~,! 

0)1 ' " "  (l)7"g ' 1 ) ~ 0  

Mais en app l iquan t  l 'op6ration A n on t rouve  

B(- ,O (• 
~"l(x) = ~ p + " ) ( o )  ~,! �9 

fOl "" " (Ot l  ~l 0 

Ces deux s~ries convergent  si les valeurs absolues des 

suf f i samment  petites. 

Soit par  exemple ] ( x ) =  e ~t il vient  

hombres  x et ~o sont  

t~ g ~ _ ,  o (zl~o,,~o~, ..~o,,), 2 - "  (e'~,' + I )  (e'~ ~ + i ) - . .  (e~',,' + :t) e a = ] ~  V.' 

(e~', t _ I)  (e~ ~ - -  ~ ) - - .  (e~ t -  ~t) e,~t B(~ -" )  (x I ~,,, ~o , , . . , o , , ) .  
wl  t o . , . . ,  ran t n -~  ~ .  " 

~ 0  

Ces deux s6ries convergent  pour  toutes  ]es valeurs des variables x et t. 

on ment ionnerons  les trois cas part icul icrs  suivants  

Nous 
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cos0)ltcos0)2t . c o s 0 ) , ` t ~ ( - - i ~  ~ t~ E (-,`) 
"" " ,  , . ~ 2 ~ !  ~ ' 

'V~O 

�9 . ~ t2~ D ( _ ,  ) s i n  0)l t s i n  e~ 0)2 �9 �9 �9 0),," sin 0 ) n t t , `  ~-~(-- I ) ~  ~ ' 

( : , ~ - -  1)(:,~t_ I)...(e'~ 1) _ ~ ~B(_,~ 
0)1 ~0~ �9 �9 �9 0)n  t n  - -  f ! " ( I 5 )  

Quelle est maintenant  la fonction g6n6ratrice des B(~)? Nous venons de 
voir que notre d6finition de ces formes est ~quivalente h l'6quation (14): 

":" {o,. > o 
(I4) 

Elles se d6terminent uniquement par cette 6quation quand on y pose suc- 

cessivement r =  o , i , 2  . . . .  On en conclut que la fonction g6n6ratrice des B~ ~ 

est la r6ciproque de la fonction g6n~ratrice des B(~ -") c'est s dire qu'on a 

0)~ 0)2 �9 �9 �9 0),` I n  ~ tv  

( : , ' - - ~ ) - ( : ~ - - 1 ) . . . ( : , ` ~ - - 1 )  = Vi'. BL,`); 
~ l O  

(I6) 

car en multipliant terme ~ terme les 6quations (15) et (16) on trouve 

1 =  ~ . ~ i s  I~$ , _ , .  

~ 0  8 ~ 0  

Les coefficients de la s6rie (16) satisfont done bien ~ l'6quation (14). Pour t rouver 

la fonction g6n6ratrice du polynome B(~'O(x) rappelons qu'on a 

Sin0  

Multiplions la s6rie (16) par la s6rie 

ext = .~  x ~. 

I1 vient 

0 )  1 0 )  2 . . . c-On t , `  e x t  t ~ 
- ~ ~ BL,`) (xl ~ 

~ 0  

( : ,  t _  1 ) ( : ~ ' - - i ) . . - ( e * , ` ~ - - i )  ' ~ . . . .  0)")" (I7) 
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On d6montre de la m6me mani~re que 

(e~,* + I) (e~* + i ) . . - ( e ~ * +  i )  = ~ . . - ~  ,oJ2, .  �9 

La s6rie (i7) converge pour toutes les valeurs de z si le module de t e s t  

inf6rieur au plus petit des nombres 

La s~rie (i8) converge si le module de t e s t  inf~rieur ~ la moiti6 de ees nombres. 

On aurai t  pu arriver un peu plus direetement aux ~quations (i7) et ( i8 )en  

par tant  des 6quations aux diff6renees finies. Consid~rons par exemple la fonction 

au premier membre de (i8). Cette fonction est holomorphe au voisinage du 

point t ~  o. Elle se d6veloppe par cons6quent en s6rie suivant les puissances 

de t. Les coefficients duns cette s6rie sent des polynomes en x. Cela pos6, 

appliquons aux deux membres de l'6quation (i8) l'op6ration V ~, il vient 

e ~ = ~ .  V "  E(2 (x). 
~ 0  

Il en r6sulte que 

V "  E(Y ) (z)  == z~ 

Les coeffieents de la s6rie sent par cons6quent les polynomes d'EuL~R d'ordre 

n. e. q. f. d. 

En posant x----i (o~ + ~2 + " "  + ~ )  duns les ~quations (xT) et (x8) on trouve 
2 

en partieulier 

o~ 

~162176 "''~ ~ ( _ _  '~ t ~ D(,O 
s in  o~ t s in  ( o 2 t . .  . s in  o J ~ t =  I J ~ - ~ !  ~ , 

~ 0  

see ,t) 1 t sec o)2t . . .  8ec o)n~= ~ ( - -  i ) v ( ~ .  E~nv ), 
~ 0  

Nous mentionnerons encore le cas particulier off n =  I,  wl = I .  En ce eas 

on t rouve  
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t e o s 6 e t = ~ o ( - - I ) ~ ) , . D ~ , .  Itl < z ,  

o t2 v 
s * e t = ~ ( - - i ) ~ E ~ ,  It l< 2,  

'P~O 

OO 2~' (20 
ad~O 

,V~O 

185 

Un cas part icul ier .  

32. Jusqu' ici  les param~tres w~ ont 6t6 des nombres queleonques. Suppo- 

sons maintenant que t o u s l e s  w~ tendent  vers u n  eL voyons ce qui arrive. 

L'dquation (17) du dernier paragraphe se rdduit 

~ o  

Ddrivons par rapport  h t, il vient 

d'ofi en r~duisant 

(n + xt )  t n-~ e ~t n t  n e (x+Ot ~ t ~ ~(n) 

(e t _  i)-+,  - -  ~ ~.w B(~ '0 (x) n -  ~'~-' (x) . 

M a i s  e n  e o m p a r a n t  e e  d 6 v e l o p p e m e n t  a v e e  le  d 6 v e l o p p e m e n t  ( i )  o n  t r o u v e  

~, i x +  i ) - - - ~ n - - v  B~n) (x )+ x v  n(n) 
n 

En tenant  compte de l '~quation 

B~ '+'~ (z + ~) _ -~D("+') .~z). = ~ B(~, (z) 

I Do ce t te  6quat ion  on d6duit ,  en  posan t  x =~ o, quo B! n+ l )  (x) = n - -  v ~ n ) .  

Hera mathema2ica. 48. Imprim6 le  23 ao~t 1920. 24 
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on peu t  61iminer B (x + i)  et on t rouvo 

"+ ' ) - - ,  ( _ n )  Bt") (x) + (x n) V ~ ('0 B~ ( ~ J =  ~ - -  n ' - ' ~ - ' ( z ) "  

si n 

(2) 

Cette  relat ion est d6montr6 s i n  est  un entier  positif .  Elle est  vraie  encore 

es t  n6gatif. C'est  ce qu 'on  vol t  en d6r ivant  la fonct ion gdndratr iee des 

po lynomes  d 'ordre  ndgatif. On le ddmontre  aussi de la mani~re suivante .  Consi- 

d6rons l ' identit6 

A " ( 9  (x) (p (x)) = (A"~0 (x))qJ(x) + ( '~)(A("- ')9 (x + i))A~V(x) + . - .  + 9 (x  + n)A"(P(x) ,  

et  posons 

I1 v ient  

~(x)=~,+--', q,(x)=x. 

A,~x ~+,~ = (z + n) A " x " + " - '  + n A " - '  x "+" - ' .  

Mais cet, te relat ion est ident ique & celle qu 'on  obt ien t  en rempla~ant  n par  - - n  

dans  l '6quat ion (2). 
En  d6r ivant  la fonction g6n6ratrice des po lynomes  d'EULER on d6mont re  

de la m~me mani~re que ces po lynomes  sat isfont  h la relat ion 

d r  +~  (z)  = ~ ~,,,+, (z)  - -  n (x),  (3) 

n 6rant  un  entier  posit if  ou n6gatif. 

Posons  v-----n dans  l '6quation (2). I1 vient  

B~ "+') (x) = (z - -  n) B~,".2, (x). 

Mais comme on a BOo ) ( x ) =  i il en r6sulte que 

B~ "+'~ (x) = ( x - -  I) ( x - -  2 ) ' - . ( x - - n ) .  (4) 

On a done en part ieul ier  

B(, "+') = ( - -  I)" n l, 

n 

Dt~ " + ' ) =  ( - -  I) ; 1 . 3 . 5 . 7 . . . ( n - I ) ,  si n est  pair, 

D(~ ~ + ' ) =  o, s i n  est  impair.  
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De l'6quation (4) on d6duit 

d'ofi en particulier 

B~)(~) 
x+l --f(,--i)(,--2)...(t--n)dt, 

a~ 

1 

B(~ m = f ( t -  I ) ( t -  2)... (t--n)dr, 
o 

1 

I ~(n) J - - n ~ , ~ + l =  t ( t - - I ) ( t - - 2 ) . - . ( t - - n ) d t .  

o 

De l '6quation (4) on d6duit de m6me qu'on a 

#:+1) (.)  = v! d ~-~ ( ~ - -  ~) ( x - -  2)--. (z - -  n) 
n I d x n-~ (5) 

si v < n .  On a done en particulier 

X--2  
. . . +  

I + I  + . . . +  I ), B(Z +~) ---- (-- ~)~ n:  ~ + ~ ~ ~ - ;  

n 

si n est pair. 

Voici une autre relation qui est plus remarquable. En posant n =  i dans 

l '6quation (2) on trouve 

En posant n----2 et en subst i tuant  l 'expression de B 0) (x), que nous venons de 

trouver, il vient 

B~)(x)-~v(v--I)(V--2){ v--2 (2x--3)B~--~--~(x~) +B~(x)} 

Par  voie d'induction on d6montre qu'on a en g6n6ral 



188 N . E .  N6rlund. 

B(~+~ (--I)'B~_,,+,s! r--n+s(X)DI(x--II(x--2)"'(x--n)" 
$~0 

(6) 

Dans le cas actuel  les  p o l y n o m e s  de  BERNOULLI d ' u n  o r d r e  p o -  

s i t i f  q u e l c o n q u e  s ' e x p r i m e n t  d o n e  l i n 6 a i r e m e n t  p a r  les  p o l y n o m e s  

d ' o r d r e  un ~. 
Pour  les polynomes d'EULER il e n e s t  de mfime. On a d ' abord  pour  les 

polynomes d 'ordre deux 

I_ E(2) (x) = - -  (x ~ I) E ,  (x) + E,,+I (x). 
2 

En  effet, rempla~ons x par  x +  I e t  a joutons  ensemble il vient  

E~ ~) (x + I) + E(~ :) (x) = E~ (x). 
2 

e. q. f. d. 

de dis qu 'on a en g6n~ral 

E~ "+~) (x) = n!2" ~" (-- sI)~-* E ' + * !  (x) D*~ (x-- 1)(x-- 2).-.(x-- n). 
(7) 

Pour  le d6montrer  rempla~ons x par  x + I ,  il vient  

2 n  m 

E~"§ + i )  = - -  n ! " ~  " ( -  I ) " - '  . . . .  ' x  �9 ~ .  ~ , , + , t x j L , ~  (x--O...(z--n+I) 
8~0 

2n+l*~n(--I)"- 'x~+'D~ ( x - - I )  - ( x - - n + I ) .  
+ n !  "" s-i x 

Mais le dernier  terme au second membre est nul en ver tu  de la formule do 

TAYLOR. On a done 

E ( / + ' )  (x  + I )  = - - - -  
2 n  $ m n  I ) n - - $  ~..~,~ (-- E~,+s(x)DS(x__i)(x_2)...(x__n) 

�9 s [  

2 n s~i--1 (--  I) n-8 
( n - - i ) !  S! Ev+s(x)D~(x--I)(X--2)...(x--n T I). 

t t ~ 0  

En  a jou tan t  eet te 6quat ion h l '6quation (7) il v ient  

1 L'expression (6) so rdduit h l'expression (5) si r ~ n. 
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E(n+•) �9 
tz  + ~) + E~ "+~ (x) 2 ~  "=~-' (-- I)"-~-~ E,+~(x)D~ (x--I)(x--2)..- (x--n + I). 

( n - - I ) !  s! 
3 ~ 0  

Le polynome d6fini par l '6quation (7) poss~de donc la propri6t6 qui s 'exprime 
par la relation 

(n+0 X E 2  +') (x + ~) + E~ ( ) = Z(~ ") (x). 
2 

Mais e'est la propri6t6 qui nous a servi eomme d6finition des polynomes d'EuLER 

e~ ees polynomes sont uniquemen~ d6termin6s par cette propri6t6. La relation 
(7) est par eons6quent d6montr6e. 

Faisons tendre x vers z6ro dans les 6quations (7) et (6), il vient 

n~ 2 (--  I)n-s 2-s C,+s B(n--+s 0, 
8 m 0  

B { v n +  ~) 

Ces deux formules sont des g6n6ralisations de celles du paragraph~ i2. 

33. Parmi les nombreuses relations de r6currence entre les hombres Bi n) il 

y e n  a une qui m6rite d 'e t re  signal6e. D6veloppons le polynome B~ ~+~) (x) suivant 
les puissances de x, il vient 1 

(x - -  I) (x - -  2)'-" (x - -  v) = x' Be: +'}. (8) 

D'autre  part  de l '6quation (22) paragraph~ 24 il r6sulte qu'on a 

X J.'] J J v - - s  �9 

En comparant  ces deux 6quations on trouve la relation symbolique: 

. on oonolut de cotto rol~ioo quo ( - - * C )  ~ + "  ~ on ontior posi,if. 8,8 <__~ ~ i m  

por tance  de ces nombres  a 6t6 reconnue pour  la p remiere  fois par  STIRLINGo 
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(B(m + x - -  I)  (B(m + x - -  2 ) . . .  (B (n) + x - -  v) ---- B(~ ~+~+') (x). (9) 

E n  p o s a n t  r e s p e e t i v e m e n t  x ~ o ,  i ,  v + n ,  v + n  + i  on  t r o u v o  les q u a t r e s  

r e l a t i o n s  de  r 6 c u r r e n e e  s u i v a n t e s  

( B ( m -  I )  ( B ( " ) -  2 ) - - . ( B ( " ' -  v) = B(~ "+~+'), 

n B(,+~), B(") ( B ~ " ~ -  I )  (B~'O- 2 ) . . . ( B  (n) - -  v + r) = n + v 

"v n n (n+v)  
( B ( ' O + n ) ( B ( m + n + i ) . . . ( B ( " ) + n + v - - I ) = ( - - I )  n - - + ~  , 

(B(") + n + i )  (B(m + n + 2 ) . . . ( B  cm + n + v) = ( - -  I)  ~ B(~ +~+~ 

S i n  = I c e s  6 q u a t i o n s  se r 6 d u i s e n t  

(B i ) ( B - - 2 ) . . . ( B - - v ) = ( - - i ) ~ v !  I 2 3 + ' " +  v-+-I 

v~ 
B ( B  - -  I) ( B -  2 ) . . . ( B -  v + I)  = ( - -  I )  ~ ~---+~, 

v~ 
( B + I ) ( B +  2 ) - . . ( B  + v) = 

v + i  

( B + 2 ) ( B + 3 )  . . ( B + v + i ) = v  t I 2 3 + " ' + ~  ' 

oh les B s e n t  los n o m b r e s  de  BERNOULLI. P o u r  t r o u v e r  une  r e l a t i o n  a n a l o g u e  

e n t r e  les D~ '~1 r e m p l a ~ o n s  dar ts  l ' 6 q u a t i o n  (9) x p a r  x + ~ ;  il v i e n t  
2 

( D ~ n ) + x - - I ) ( ~ - ~ + x - - 2 ) . . . ( D ~ ' O + x - - v ) = B ' ~ n + v + o ( n  + x ) '  

d 'of i  e n  p a r t i e u l i e r  

rl(n+v+O 
( D ( ' O + v - - i ) ( D ( ' O + v - - 3 ) ( D O ~ ) + v ~ 5 ) . . . ( D ( m ~ ( v - - x ) ) = ~  , 

(D(m - -  n - -  2) (D(") - -  n - -  4 ) " .  ( D I ' 0 -  n - -  2v)  = 2 ~ B(~ "+~+ ~  

(D(,O_ n) (D(,,)_ n _  z).. .(D(, 0 n _ _ 2 v + 2 ) = 2 ~  n r~(n+~) 
- n 4 7 - - ~  �9 

S i n  = i e e s  6 q u a t i o n s  se r 6 d u i s e n t  
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( D + v - - I ) ( D + v - - 3 ) ( D + v - - 5 ) . . . ( D - - ( v - - I ) ) = ( - - I ) ~ 2  ~ ! 
* ' + I  

§ ( D - - 3 ) ( D - - 5 ) ( D - - 7 ) ' " ( D - - 2 v - - I ) - - - - - ( - - 2 ) ~ v !  I 2 3 

v! 
( D - - I )  ( D - -  3 ) D - - 5 ) . . . ( D - -  2v + i ) = ( - - 2 )  ~ - - .  

~ v + i  

On a encore  

( D - -  2) ( D - -  4) (D - -  6). . .  ( D - -  2v) 

= ~:-~)i~ 1.3.5.7.  �9 �9 (2 v + 
I I I ) 

Dans  la p remie re  de  ces re la t ions  on suppose que  v eat pair .  Si v e s t  impai r  

le second membre  se r6dui t  ~ z6ro. 

34. Nous  allons m a i n t e n a n t  d6velopper  le po lynome  de BERNOULLI en 

s6rie de faeult6s. Soit  ](x) un po lynome  du  degr6 v. On a en v e r t u  de la 

formule  d ' in t e rpo la t ion  de NEWTON 

/(x+y)=/(y)+ ~ x ( x - - I ) " ' ( x - - s +  I) A*/(y).  
8 

Posons l ( x )=  B(,,")(x), on t rouve  

B (~) (x + y)  ---- B~'_7 ) (y)x (x - -  I ) . - .  (~ - -  8 + I) .  (IO) 
S m 0  

S i v  > n il f igure dans  ce d6ve loppement  s ]a fois des po lynomes  d 'o rd re  

positif  e t  des po lynomes  d ' o rd re  n6gatif .  Posons  y = o ou  y----i  il v i en t  

Nous  ment ionnerons  quelques  eas par t icul iers  de ce t t e  formule  remarquable .  

Soit d ' abord  n----o, il v ien t  
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= B.'~T_, ( y ) x ( x - - I ) - . . ( x - - s + I ) ,  (x  + y)~ ( ~ 

xv= B ~ ' 2 x ( x - - I ) . . . ( z - - s +  ~). 

C'est le d6veloppement  d 'une  puissance posit ive de x en s6rie de facultds. La  

dernigre 6quation est rgciproque h l 'dquat ion (8). Soit pour abrdger 

x ( z - -  I )  (x  - -  2 ) . - - ( x - -  s + i )  = x ~  

et  posons, dans l 'dquat ion (IO), n = v + i il vient  

s ' r / V  \ 

+ X t4 
$ 1 0  

On on eonclut qu'on a plus gdndralement 

v ! .I*,l ~I,~l... x~,], 
(x, + x~ +---  + x,)H = ~ s, ! s~T..s~ ! *' *~ 

oh la sommat ion  est 6tendue s toutes  les valeurs non ndgatives des sl qui 

v6rifient la condit ion s~ + s ~ + . . . + s , - - - - v .  C'est la formule du polynome des 

factorielles. 

Posons enfin v = n  duns l '6quation (Io), divisons par  x et faisons tendre  

x et  y vers z6ro, il v ient  

( - i ) ,  
n - - s + i  s! i .  

8 1 0  

C'est une relation de rdcurrence ent re  les nombres B~, ~. 

comme coefficients duns plusieurs d6veloppements en sdries. 

premieres valeurs de n 

B~ 0 = I B[O 5 B~3} = __ 9 ,  B~o = 251, 
- - ; '  " = 6 '  4 ao 

E n t r e  ees nombres on a aussi la relat ion 

- B ~ ; '  i ~" @ '  
n,  

8 m 0  

qu 'on  d6dui t  do m6me de l '6quat ion (io). 

Ces nombres f igurent  

On trouve,  pour les 

BC~ 475 
5 

1 2  
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De la formule &interpolation de N~WTON en d6duit encore par un caleul 

facile ces deux s6ries nouvelles 

.!r 

~,~+, = z,y.oi 2s + ~/~, , -~,  ,~t~ - ~') ( x ' -  3 ' ) . - . ( ~ ' -  (2s- -  ~)'). 

35. Voici un autre r4sultat qu 'on  peut tirer de la formule de N~.WTON 

$ ~  

l(x + y) = l(x) + 7s y(y - -  x). . -(y--  s + s! I) A'l(x)" (n)  
.~--0 

Dans le paragraphe 3I nous avons vu qu'on peut exprimer les diff4rences 

d 'une fonction par ses d6riv6es. Inversement on sait exprimer les d6riv6es d 'un 

polynome d'une mani~re simple & l'aide de ses diff4rences. En effet d6rivons 

par rapport h y e t  posons ensuite y-----o ou y = - - ~  il vient 

"=" A ' l ( z )  1'(,~) = ~ ( -  j:)'-' 
8 

l ' (x--  I) = 

8-~ ( z + i + . . . +  ~) A, l (x) .  
~ ( _ ~ ) 8 - ,  :~+~ 3 
8~1 

Soit en particulier /(x)= B~+, (x), il vient 

( '=~ +5  I I A"~" B~(x--i)= (--I)" i + - + . . . +  
z 3 

De mfme, d4rivons n fois par rapport & y dans les deux membres de l'4quation 

(I i)  et posons ensuite y----o ou y = - - x ,  on trouve en vertu de l'~quation (5) 

t"' A_ 
s! s + n  

sffiv D ( s + n + l )  

1(")(:~-~) = ~ '"'~i A'+"l(x), 

Acta mathemati#a. 43. Imprim6 le 3 septembre 1920. ~5 
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l(x) 6rant  un  po lynome  quelconque  de degr6 ~ + n .  Soit  en par t icu l ie r  

il v ien t  

B 7  ) (x - -  I)  = ~ "s---~--- . 

P o u r  les po lynomes  d 'EuLER d 'un  ordre  posit if  que lconque  on t r o u v e  de m6me 

_~<--I)'(s+n)Asx~ 

et  en par t icu l ie r  s i n  ~ o 

s - , ,  A s  x~  

36. Revenons  aux  6quat ions  (2) e t  (3) 

(2) 

~I, "+1) (x) ~ n2 ~+,~(") (x) - -  ~z (x - -  n) E(P (z), (3) 

et  faisons t end re  x vers z6ro. I1 v ient  

B~, "+') ~-- BI? ) ~ ..... (12) 

I [-~(.) 
0(~ "+~) = 2 C(~ ") + ~ v~+~. 

D'au t r e  p a r t  on a 

s--~ y) 

m 

8 m O  
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En rdduisant ~ l'aide des dquations (z2) et (z3) on trouve 

B~ "1 ~ ~ ( -  ~), B.~(")  = - -  - ~ - ~ ,  ( I 4 )  

'~(") - - n  ~ ( - -  P ~(") 
8 ~ 0  

A l 'aide des 6quat ions  (x2) et  (x3) ou des 6quat ions  (x4) et  (I5) on peu t  

d6terminer  suecess ivement  tous  Ies B(~ ~) e t  C(~ "). Comme on a 

B ?  ) = o ~ " ) =  i ( 16 )  

on vol t  que los B(~ n) e t  los C in) sont  des po lynomes  en n de degr6 r .  On t rouve  

pour  los premieres  valeurs  de v 

B]n) n ~,~ n2(n - -  I) - ,  B ) ~ n (3 n - -  z) n(") 
2 I2 8 

B~,) ____- n(15 n~ - -  3en  ~ + 5n  + 2), B~, ) = _ n ~ ( n -  I) (3 n2--  7 n - 2 )  
240 96 

C~ ") = - n ,  C~ ") --- n ( n  - -  i ) ,  C(? ) = - -  n~ ( n - -  3), 

O ?  ) = n (T~ - -  1 )  (~b 2 - -  57~ - -  2 ) ,  0 ( 2  ) = - -  n ~ ( n  s - -  1 0  n ~ + 1 5 n  + l O ) .  

A l 'a ide des re la t ions  

D ?  ) = (2 B(") + n)~, # r  = (6(") + n)~ 

on d6termine  ensui te  los D(~ ") et  les E(f  ). On salt  que cos hombres  sont  nuls s i v  

est  impair .  P o u r  los p remieres  valeurs  paires  de v on t rouve  

D~n) = i D ? ) : _ _  n ,  D?) _ n ( 5  n + 2) D~ ~) n(35ng + 42n +16)  
' 3 1 5  ' = - -  6 3  " 

E ~  ) -~ I ,  E (").~ = - - n ,  E~ m ~ n ( 3 n  + 2), E~ ") = ~ n ( i 5  n '  + 3on + 16), 

E~ n) = n( io5  n a + 42on ~ + 588n + 272), 

E ~  ) =  - -n (945n~  + 63oon a + I638on ~ + I896on + 7936)- 

Jusqu ' i c i  l 'o rdre  n a 6t6 essent ie l lement  un ent ier ,  d ' abo rd  posit if  e t  puis  posit if  

ou  nggatif .  Mais iei une  extens ion  nouvel le  se prdsente  h l 'espri t ,  ex tens ion  qui  

n ' ava i t  pas  de sons dans  le eas g6n6ral. E n  d~]inissant los B(~ ~} et  les C(~ m comme 
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les polynomes en n qui sat isfont  aux 6quat ions (Iz), (I3) et (I6) on peut  consi- 

d6rer n comme une variable continue,  r6elle ou complexe. On arrive ainsi h 

quat re  suites de polynomes en n.  En  se repor tan t  au paragraphe 3I on volt  

que ces polynomes f igurent  comme coefficients dans  les s6ries suivantes  

(sint) ~ = i y  (~-~. z ~ ,  

co t'*sinnt ~(__z)~+~ (2t) : '+'  B{, ) 
(sin t) n ( 2 v +  I)! :~+" I t l < ~ r  

( _ t t -  - .~ t:~ , . , . )  
sin t /  - ~ ( - - i z  (Tv~,:~, Itl<~z 

cos nt ~ �9 ,, t : ~ _ ~ ( m  
i t l <  ~ 

2 

s in  n t  ~ I )  v+' g 2 ~ + l  p(n) Z 
(cost)"- (-- (zv~+i) '~2~+'' I t l < -  �9 2 

, g~ f}  

I ~ +  I '~ t2: E{,} I t l <  ~ 
(cos tr ' -  ' ~ ) . ~  :" ~" 

V ~ 0  

Nous ferons une au t re  fois l '6tude plus compl6te de ces polynomes qui se r a t t achen t  

aux polynomes de BERNOULLI de la mani6re que nous venons d ' indiquer .  


