MEMOIRE SUR LES POLYNOMES DE BERNOULLL

Par

N. E. NORLUND

a Louxp.

1. Pour abréger nous désignerons la différence du premier ordre avec l'in-
tervalle w par le symbole /\
@

et la moyenne entre les valeurs d’une fonction dans les points z et 2 + w par le
symbole \/
a

x+
Y flz) = %.f_.
Soient w,, w,, w,,... des nombres complexes quelconques. En appliquant les opé-

rations /\ et \/ plusieurs fois de suite on trouve la différence du second ordre

Agf(’””“é(éﬂﬁk”“”‘ +o) —f@to) = {(z+ o)+ @)

0] ©, Wy Wy

et la moyenne du second ordre

Vif(x)= ( ) f(x+w1+w2)+f(x+4w1)+j(x+w2)+f(x).

Wy @y

Et en général la différence d’ordre n

A" f(x) = A(A” ‘f(x)

@p—1
et la moyenne d’ordre n

( V"“I(x)

(1)1 (D” Dp —1
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Si tous les nombres w sont égaux & un j’écris plus briévement A" f(x) et /" f(x).
On a donec

s=n

A @) = X1y fata),

3=0

8u=7}

Vr @) =2 X () fe+o).

§=0
Considérons les équations
A @) =9 @), ®
V(@) =9(), (2)

@ (x) étant une fonction donnée. Les solutions de ces deux équations forment
une classe de transcendantes qui méritent d’attirer I'attention des géométres.
Pour plusieurs raisons il parait naturel de commencer ’exposition des résultats
que j’ai obtenus relativement & ces fonctions par une étude du cas ou ¢ (z) est
un polynome, et ce Mémoire est consacré & ce cas particulier. Nous allons voir
que les solutions des équations (1) et (2) s’expriment linéairement par un nombre
fini de polynomes. Mais si ¢(x) est une transcendante les solutions s’expriment
encore 3 l'aide des mémes polynomes. En mettant en évidence les propriétés de
ces polynomes on facilitera 1’étude des solutions dans des cas plus généraux. C’est
ce que nous allons faire. Le but de ce Mémoire est donc surtout de servir d’in-
troduction & d’autres Mémoires qui devront traiter des problémes plus difficiles.

Si n=1 les polynomes susdits se réduisent aux polynomes de BERNOULLI
et aux polynomes d’EurEr. Ces polynomes ont été étudiés depuis longtemps par
un grand nombre d’auteurs. Je n’ai guére de résultats nouveaux a ajouter.
Pourtant, pour la commodité du lecteur, je commence par reproduire quelques
propriétés de ces polynomes. Je les déduis d’une maniére qui est, je crois, pré-
férable & celles qu'on a appliquées jusqu’ici.

Un extrait de ce Mémoire a été publié dans les Comptes rendus de I’Aca-
demie des Sciences, Paris, t. 169 (1919), p. 166—8, p. 221—3, P. 521—4, P. 608—10.

Les polynomes de Bernoulli.

2. On appelle nombres de BERNOULLI la suite des nombres B, B,, B,,..
définis par la relation de récurrence
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=

Z(Z)B*‘:B”’ V=12,3,4,.-- (3)

$=0

B,=1.

On voit immédiatement que les B, sont des nombres rationnels et que
(v+1)! B, est un entier. Les premiers d’entre eux sont

B0=I:Bl=—§:Bz=%yBs=oaB4=““'3%:-35=0,BB=4—Ié'

Ces nombres jouent un rdle considérable dans une foule de questions d’Analyse
et surtout dans le calcul aux différences finies. A l’aide des nombres de BEr-
NOULLI on peut aisément résoudre I’équation

f@+1)—f(@)=val,

v étant un entier positif. En effet, on sait trouver un polynome qui satisfait &
cette équation. Ce polynome est du degré » et il est déterminé & une constante
arbitraire preés.

J’appelle polynome de BERNOULLI le polynome B, (%) qui satisfait & I’équa-
tion aux différences finies

A B, (z) =va! (4)
et qui, pour x=o0, est égal au nombre de Ber~ouvLLI B,
B, (0) = B,.

Soit
=y

B.(z)= 3 (1) dsar-s.

§=0

En substituant cette expression dans I'équation (4) on voit que les coefficients
A, doivent satisfaire & la relation de récurrence

AO =1,
gmy

2 (54—
=0

Mais cette relation coineide avec celle qui détermine les nombres de BER-
NouLLL. On a donc 4,= B, et par conséquent

B, (@)= 3 (7) Bowe. (s)

s=0
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En dérivant ce polynome par rapport & z on trouve la relation
D; B, (x) = v B,—1(2), (6)

d’otr encore
DEB,(®) = » (v —1)---(v—p +1) Bueyp (2).

On a donc en vertu de la formule de TAYLOR

8=

B, (w+h) = 3 ;)4 Bes @), (7)

§8=0

h étant un nombre quelconque. Si I'on pose en particulier =1 on trouve la
relation de récurrence ‘

Bo@) +(;) Bi@)+ (3) Bata) b+ [, 2L o) Boa () — v ®)

Cette formule permet de calculer succesivement tous les B, (z). On trouve
ainsi

By(x)=1, B,(2) =x——§, Bz(x)zx’—x+%, B,(z)=x(x—1) (x—%) »

B4(m)=x4—2x3+x2—3%, B.(x)=x(x—1)(z—§)

B

2% — g — 1) .
3
3. On peut donner 3 ces résultats une forme symbolique qui est assez re-
marquable. La relation (3) peut en effet s’écrire sous la forme symbolique
(B+1)»—B"=o0, ?v>1I, (9)

ou il faut développer suivant les puissances de B et puis remplacer B* par B,.
L’équation (g) n’est plus valable dans le cas » =1 qui donne lieu & I'identité

(B+1)—B=1x.
On a donc la relation symbolique
¢(B+1)—@(B)=¢'(0), (10)
@ (z) étant un polynome quelconque de z. Et si 'on remplace ¢(z) par¢p(z+z)
p(x+B+1)—e(z+ B)=¢ (z). (11)
L’équation aux différences finies

f@+1)—f(2)=¢'(2), (12)
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ou ¢ (x) est un polynome donné, admet donc la solution
B 1" BS HI
[(@)=9@+B)=9p) + ¢+ .fp(x)+ (x) +--

Soit maintenant ¢(x)=2x". La définition des polynomes de BERNOULLI permet
immédiatement de conclure qu’on a

B, (z) = (z + B)". (5 bis)

En développant le second membre on retrouve ’expression (5). En écrivant
z+h au lieu de z il vient

B,(z+h)=(x+B+h)y (7 bis)

et en développant le second membre suivant les puissances de % on retrouve la
formule (7).

Cela posé, on voit que la solution rationnelle f(z) de I’6quation (12) peut
g’écrire comme il suit

f@+h)=¢(z+(h+B) =g+ B(h)),

xz et h étant des variables quelconques. Pour trouver la valeur de I’expression
symbolique au dernier membre on développe suivant les puissances de B (k) et
puis on remplace (B (h))” par B, (k). On a donc

B, (h B, (k) (h

F 4+ ) = g (@t BhY) = (@) + DB 1 ) 4 BolB) "(x>+B P )+ (13)

Les nombreuses applications des polynomes de BERNOULLI dans le calcul aux
différences finies reviennent en derniére analyse & cette formule importante.
En y appliquant Popération A on trouve la célébre formule sommatoire

d’Eursr et de Ma¢ Laurin

9zt B = A g+ P A i) 4 BB g gy o B )A(p"’(x)

Pour donner immédiatement une application de la formule (13) posons ¢ (x) =
= B,;1{x). On trouve

z=v4-1

fe+m) =3 (4] Bub) Busas(a).

8=0
D’autre part on vérifie aisément que I’équation

f@+1)—f(2) = (v +1) B, ()
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admet la solution
f(x) = (v + 1) (—1) B, () — ¥ Byy1 ().
Ces deux solutions ne peuvent donc différer que par une constante et leurs déri-
vées sont par conséquent identiques. C’est & dire qu’on a

v(@+h—1)B,_1(2+h)—(v—1)B, (2 +h)= 2 (:) B, (k) B,—s (), (14)
=0
z et h étant des variables quelconques.
Remarquons enfin que la relation (1r) peut s’écrire sous la forme suivante
p(B(2) +1)— @ (B(2)) = ¢ (2). (11 bis)

On trouve dans Ja littérature un trés grand nombre de relations de récur-
rence entre les nombres et les polynomes de BErRNOULLI. Les auteurs arrivent
souvent & ces formules d’une maniére fort détournée. Mais la source commune
de toutes ces relations c’est la formule (11 bis). En choisissant le polynome ¢ ()
convenablement on arrive aisément & ces relations. Pour en donner un exemple
posons ¢ (x) ==z, il vient

(B(2)+1) —(B (@) =va!
ce qui n’est auntre chose que la relation (8). Si I’on fait tendre x vers o cette
équation se reduit & la relation qui nous a servi comme définition des nombres
de BERNOULLL
4. Revenons a I'équation
fe+1)—f(@)=(r+1)2".

Elle admet les deux solutions

Byyi(x) et (— 1)+ Boyi (1 —2).
C’est ce qu’on voit en remplacant dans I’équation

Bz +1)— By (@) =(v+1)2¥

z par —z. Les deux polynomes susdits ne peuvent donc différer que par une
constante K

(—1pH By (1 —2) = By (0) + K.
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Je dis que cette constante est égale i zéro. En effet, dérivons par rapport & x
il vient en vertu de (6)

B, (1—2)=(—1)" B, (x) (15)

et cette relation subsiste pour toutes les valeurs de ».
De Péquation (6) on peut tirer cette autre relation

Y
j B, (z)dz =Dt ‘yL: IBv“ (=), (16)

x et y étant des nombres quelconques. Si en particulier y =2+ 1 on trouve

a+1
va (z)dz=a". (17)

x

On peut exprimer les sommes des puissances semblables des nombres entiers
par les polynomes de BERNOULLI car en remplagant x respectivement par o, 1,
2,...n—1 et en ajoutant ensemble on trouve

B,y (n)— Byy1

y+1 v>o.

Iv+2v+3v+...+(n—1)7=/Bv(z)dz=
Q

C’est cette propriété des B, (x) qui a tout d’abord attiré Pattention des géométres
sur ces polynomes.
Considérons la fonction

f(x) ;ai—ll.% (x +%) )

8=0

n étant un entier positif quelconque. On a en vertu de (4)

f (x+ E) —f(z)=w»a2.
n
Mais cette équation aux différences finies admet aussi la solution

n— B, (nx).
On a par conséquent

s=n——1
EB,, (x+ %) =n"B,(nx)+ K,

§=0
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K étant une constante. Pour déterminer cette constante intégrons dans les deux

1
membres de z & x + 5 on trouve

x+1
z+1 n

fB,, (2)dz = nl—"fB,, (n2)dz + %

x x
Mais en vertu de (17) cette relation se réduit & K =o0. On a done

Fi“_lB,, (x + %) = n'— B, (nx), (18)

=0

quel que soit I'entier positif .

On aurait aussi pu procéder inversement et déduire (17) de (18). En effet,
si Pon divise les deux membres de (18) par » et puis fait tendre » vers Pinfini
on retrouve la relation (17).

5. Des relations (4), (15) et (18) on peut tirer la valeur de B, (z) pour cer-
taines valeurs rationnelles de z. Posons z=o dans les équations (4) et (15).
On trouve

B, (1) = B,, y>1
B, (1) =(—1)" By, v >o0.

On a donc B, =o, si v est impair et plus grand que un. Par conséquent
Bsy41(1) = Bayy1(0) =0, ¥>o0, (z9)
Bs, (1) = By, (0) = By,. (20)
Posons x=o0 dans I’équation (18). Il vient

s'gj% (—3) - (nf_l —1) B,. (21)

=1

Si n =2 cette relation se réduit a

I

B, (1) - (-F—z) B.; (22)

2

si 7 est impair le second membre s’annule. Le polynome B, (x) admet donc les trois

; b , .
2eros ¥ =o, 1,;, 81 v est vmpair el > 3.
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En posant n=3 dans I'équation (21) on trouve en se reportant & 1’équa-
tion (15)

B )] - (a2 o .
En posant n=4 dans I’équation (21) on trouve & l'aide de (15) et de (22)

)= n) - i) e g

En posant n—=6 on trouve enfin & 'aide de {15), {22) et (23)

B, (%) =B, (%) = (I—- 2;_1) (I-— 3—:_-1-) % , ¥ pair. (25)

Nous verrons dans le paragraphe 11 qu’on peut encore trouver une expres-

sion simple de B, (i) si v est impair.

6. Nous venons de voir que les polynomes de degré impair admettent les
. . I Iq 4 4 b 3 14
points s et 1 pour zéros. Je veux démontrer qu’il n’y a pas d’autres zéros

dans Pintervalle o<z <1. Je dis d’abord qu’on a
(— 1) Bay_y(x) >0, si o<x<£~ (26)

Cette inégalité se démontre par voie d’induction. Elle est vraie, si » =1,
car B, (z) = B Supposons que 1’inégalité (26) soit -vraie pour une certaine va-

leur de ». En intégrant entre les limites o et x on trouve

(— 1 (Bes(®) — Be) >0, sio<a<i. )
D’autre part on a

Bsy41(0) = Baysa (2) =o.

Il y a donc une valeur z, de x, située entre o et 2 pour laquelle la

dérivée de B,y (z), et par conséquent By, (x), s’annule. En posant x =z, dans
I'inégalité (27) on trouve

(—xy*Bz,>0, »>o0. (28)
Acta mathematica. 43. Tmprimé le 24 juillet 1920. 17
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Cela posé, je dis que

(—1)**! Boyya () >0, sio<x<%- (29)

En effet, cette fonction s’annule dans les points z =0 et x=§ mais elle ne

\ . ) . I PO
peut pas g’annuler & P'intérieur de Pintervalle o < < , car alors sa dérivée s’an-

nulerait dans deux points au moins de cet intervalle et sa dérivée seconde, et

par conséquent Bj,_;(x), s’annulerait aussi & I'intérieur de cet intervalle ce qui

est contraire & ’hypothése (26). Pour démontrer (2g) il suffit donc de remarquer

que pour des valeurs positives et trés petites de z le signe de (— 1)**! Bs,41(2)

est le méme que le signe de (— 1)*+! B;,. Et ce nombre est, en vertu de (28), positif.
A T'aide de la relation

B,(x—2z)=(—1) B, (x) (30)

on peut maintenant se rendre compte comment se comportent nos polynomes dans

Pintervalle §<x< 1. Des inégalités (29) et (27) on déduit en effet

(— 1" Bysa (@) >0, siz<z<1 (31)

et
(—1)” (Bay(2) — Bay) >0, sio<z<I. (32)

, I ,
Le polynome Bj,.;1(x) a donc les zéros x = o, P’y et 1 et aucun autre zéro

dans Vintervalle o <z <1. Ces zéros sont simples car B, (x) est différent de
zéro dans ces points en vertu de I'inégalité (28) et des relations (20) et (22). Le
polynome By, (x) — By, n’admet pas de zéro & l'intérieur de l'intervalle o <z < 1.
Mais les points £ =o0 et z =1 sont des zéros d’ordre deux, si » > 1, parce que la
dérivée s’annule dans ces points pendant que la dérivée seconde est différente de
zéro en vertu de (28). Si » =1 ces deux zéros sont du premier ordre. Remar-
quons en particulier que le polynome

(—1) (Bzy (x) — B2»)
est positif et croit avec x dans intervalle o<x<§; il est positif et décroissant

dans l'intervalle 2 <z<1. Ce polynome a donc un maximum dans le point x =

N
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Des propriétés du polynome Bs, ;(x) on conclut que le polynome B:,(x) a
un seul zéro dans Pintervalle o<z < 2 Ce zéro est situé entre%eti. En effet,
des relations (24) et (25) il résulte que Be,(x) change de signe entre ces deux

points. Quand » tend vers linfini ce zéro tend vers :— De la relation (30) il

résulte enfin que le polynome B,,(z) a un seul zéro dans Pintervalle 2 <z<1x

3.

et que ce zéro est situé entre % et &

Les polynomes d’Euler.

7. 1l y a certains polynomes qui se rattachent étroitement aux bpolynomes
B, (z) et qu’il convient d’étudier en méme temps. Considérons ’équation aux
différences finies

fx+1)+f(=x)

2 =", (I)

» étant un entier positif. Il y a évidemment un polynome et un seul qui satis-

fait & cette équation. Ce polynome est du degré ». Je dis pour abréger que
c’est un polynome d’EULER et je le désigne par B, (z). On a donc

VE, @)= (2)
En dérivant cette relation par rapport & x on voit qu'on a
D.E,(x)=vE,_;(x). (3)
La formule de TayLor nous donne donc ce développement
B @+ =B @)+ (1| 1B @ + ()| BB 4o+ R B@. ()
En posant en particulier 4= 1 cette formule se réduit & la relation de récurrence

2By )+ ({) Bra @)+ (7] Buca(o) +-- + B (o) =207, 3)

qui permet de calculer successivement tous les , (z). On trouve ainsi
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Ey(x)=1, E,(x) =x——2, E,(x)=z(zx—1), E,(2)= (w—é) (xg—x—i) s

E(@)=x@x—1)@*—2x—1), E(x)= (x—%) (xt—z228—2*+ 224 1),
Ee(x)=x(xc—1)(x4——2x3—2§:2+3a:+3).
Si, dans I’équation (z), on remplace z par —z on voit que le polynome
(—1) B, (1 —7)

est aussi une solution de I’équation (1). Ce polynome est donc égal & X, (), car
il 'y a qu’un seul polynome qui satisfasse & I'équation (r). C’est a dire qu’on a

E,(1—a)=(—1y E, (). (6)

Soit n un entier positif impair. Considérons la fonction

f(m)=n D (— 1V E,

§=0

NE<Th (x + s) )

On a évidemment
x x .
flz+1)+f(x)=mn [Ev(%) +E"(ﬁ+ I)]=2x .

Le polynome f(x) est donc une solution de I'équation (1) et par conséquent
il est égal & E,(z). On a donc

gmpn—] s
S (=11 B (v +5) = v B (a2 (7)

8=0

Nous avons supposé que 7 est entier positif impair. La relation cesse d’étre
vraie si n est pair.
On démontre de la méme maniére cette autre relation

g=n—1
2(—— 1)*B, (x-l-z) = —W—E,,__l (nz), (8)

2nv—t
=0
n étant un entier positif pair.
8. EULER a introduit certains nombres E, qu’on appelle les nombres d’ EULER

et qui figurent comme coefficients dans le développement de séc « en série de
puissances. On peut définir les E, par la relation de récurrence
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2(Z)E,,_S-FE(-—I)’(Z)E,,_s:o, Y=71,2,3,... (9)
§=0 =0

B, =1.

Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme
E’,,+(Z)E’v_2+(:)E’v_4+~--xo, Y=1,2,3,...

Le dernier terme au premier membre est E,, si v est pair, mais vE,, si v est
impair. On voit immédiatement que E,=o, si » est impair, et que les autres
nombres d’EULER sont des entiers impairs. Voici les premiers d’entre eux

E,=1, E,=—1, E,=5, E;=—61, E,=1385, K ,=—35052I.

Les polynomes E,(x) s’expriment d’une maniére simple & l'aide des nombres
d’Evrer. En effet posons

§=9

B,(5)= 3 (3] 4 (z—2)

§=0

Pour déterminer les coefficients A, substituons cette expression dans la relation
(2) et développons le premier membre suivant les puissances de z. En égalant
les coefficients des mémes puissances de x on voit que les A, doivent vérifier
la relation de récurrence

8= Swmp
2 (Z.) 2" 4, s+ 2 (—1) (Z) 24, =0, ¥=1,2,3,..
s=0 §=0

A, =1,

qui détermine uniquement ces nombres. Mais en comparant avec (9) on voit
qu’on a

Efu = ZVA/,;
et par conséquent
§=v E T\v—s
ne=3 ()55 (x0)
s=0

En posant xzz il vient

B, (1) _ 5 (11)
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. s G . .
Le polynome E, (z) s’annule donc dans le point z=", sl v est impair.

9. Pour mettre bien en évidence le caractére de la relation de récurrence
(9) il convient de I'écrire sous la forme symbolique

o, ’l/>0,
2, y==0,

(E+I)”+(E——1)V={

ot il faut développer suivant les puissances de E et puis remplacer E» par E,.
On a par conséquent

P(E+1)+ 9 (E—1)=29(0),

@(z) étant un polynome quelconque. Et si’on remplace ¢(z) par ¢ (x + i:) il vient

E —
e B ol B cami
L’équation aux différences finies

fle+ 1)+ f(x)

I = ga), (x3)

ol ¢(z) est un polynome quelconque de degré », admet donc la solution

f@ =p(e+ 20 = Spu -3 L2 (r4)

8=0

En particulier si ’'on pose ¢(z) = 27, il résulte de la définition des polynomes
E,(x) qu'on a

By (2) = (x+ E“)v

ce qui n’est autre chose que la relation (10). En remplagant x par  + & il vient

Ev(x+h)=<x+ I+h)".

2z
En développant le second membre suivant les puissances de % on retrouve la
relation (4).

La série (14) n’est d’ailleurs qu’un cas particulier d’'un développement plus
général. En effet, remplagons  par x+ A on trouve
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E—1
f@th) =p(z+n+ B3 — g+ M)

Le polynome f(x), défini par 1’équation (13), peut donc se développer de la
maniére suivante

f@+h) =g @+ B — Do @) 2P, (15)
g==0

x et b étant des variables quelconques. On vérifie d’ailleurs immédiatement que
ce polynome satisfait & I'’équation (13) car en appliquant aux deux membres de
Péquation (15) 'opération V/, ot \/ porte sur la variable 4, on trouve

f(x+h+Iz)-l—f(x"l-h):iq)(s)(x)?! = @(x+ k).

sm0Q

Mais si \/ porte sur la variable x il vient

plzth)= 3 2W

8w=(

V 9@ (x). (16)

Cette formule sommatoire a été démontré par BooLE! dans le cas particulier
ol h=o0. Pour donner une application de cette formule posons

o@x)=E,11(2) — (2 —1) E,(2)
d’ol résulte

Vopla) = By(a).

L’équation (16) se réduit par conséquent &

§=v

Euslo+1)— (@ +h—1) Bu(o+ 1) =1 3 (}) Bus(@) BD) (17)

§=0

Supposons en second lieu que
vg. (%
@(x)=2"D, (2)

On trouve en vertu de 1’équation (18) paragraphe 4

Vo (x)= B,(z).

1 A treatise on differential equations, London 1865, p. 107.
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En substituant ces expressions dans I’équation (16) il vient

2B, (=) =2(§) Bos(2) By (). (18)

s=0

On peut considérer ’équation (12) comme une relation de récurrence entre
les E,(x). Cette équation peut en effet s’écrire comme il suit

¢ (E(x) + 1) + ¢ (E (2)) = 29(x). (19)

En choisissant le polynome ¢(z) convenablement on en déduit des relations
de récurrence en tel nombre qu’on veut. Par exemple en posant ¢ (x)=2" on
retrouve la relation (5) qui s’écrit sous la forme symbolique

(B(z) + 1) + (B (2)) = 22" (5)
En posant en particulier x=§ il vient

(B +2y+EBr=2
c’est & dire que

siv(/:) 283 E'v—s + Ev = 2.

§=0

10. Il convient encore d’envisager deux autres suites de nombres, voisins
aux nombres d’EULER et de BErwouLLl. Nous désignerons ces nombres par
C, et D, et nous les définirons par les relations de récurrence

8=

2 W)Zsov—s‘{‘cv:O, v>o,

s
3=0
2(:_) Dv—s_Z(—I)s(;) Dy_s=0, »>1,
s=0 3=0
C,=D,=1,
ou sous forme symbolique
(0+2)”+C”={°’ V>0 (20)
2, Y =0.
(D+1)“’—-(D—1)”={0’ Y > 1, (21)
2, y=1,
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On voit immédiatement que les C, sont des entiers pendant que les D, sont
des nombres rationnels tels que D, =0, si v est impair. Les premiers d’entre
eux sont

Co=1, C;=—1, Cy=0, Cy=2, C,=o0, Cyj=—16, Cy=0, C,=272.

D, =1, D2=—§, D,=ZL, p,——3%, p,-", p 3255

15 21 15 33

A Taide de ces nombres on peut de nouveau résoudre les deux équations aux
différences finies que nous venons d’étudier. En effet on a

P(C +2)+¢(C)=2¢(0),
p(D+1)—9(D—1)=2¢(0),

@(z) étant un polynome quelconque. Et sil’on remplace ¢(z) par ¢ (x—!— g) il vient

rp(x+x+§) +¢(x+§)=z¢<x>, (22)

D—1

D+1
q)(x+—2—)—~q>(x+—2—) = ¢ (x). (23)
L’équation aux différences finies

V [(@) = (),
ol ¢(x) est un polynome quelconque de degré », admet donc la solution
_ 0§99 (@) 0
f@ =g (et =D

st 2%
8=0

et il n’y a pas d’autres polynomes qui satisfassent & cette équation. Sil’on pose
en particulier @{x) =a” il résulte de la définition des polynomes d’EULER qu’on a

Byfa)= o+ §)=2(§) 22 C, . (24)

3m0

On voit de méme que ’équation

Af@)=q' (x)

admet la solution

@) = e+ 23) (25)

Acta mathematica. 43. Tmprimé le 25 jnillet 1920. 18
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c’est & dire que

Soit en particulier ¢(z)=a**!. De la définition des polynomes de BERNOULLI
on conclut qu'on a

B,(z) = (x + D—Z—‘)”: %0(2) 2=~ D, (x — 15)— (26)

. S QU
Si I'on poese x= il vient

B, (5) =D (27)

2| 2
Il v a entre les C, et entre les D, un grand nombre de relations qu’on
déduit des équations (22) et (23) en choisissant convenablement le polynome ¢ (x).
Par exemple en posant ¢(x)=2" on trouve
(x+C+2y+(x+Cy =22,
(x+D+1)—(x+D—1)=2v2"",
d’ol en particulier
(CH+r1y+(C—1)=2(—1),
(D+2y—D° =2,
Les nombres d’EULER s’expriment par les C, et inversement. En effet en posant
x=§ dans 'équation (24) il vient
N v )
Ev=2(s) = (C + 1)
s=0

Mais en posant x = o on trouve

C,
E,(0)= o (28)
et par conséquent en vertu de (6)
C,
By (1) = (— 1 2 (29)

De Péquation (10) on déduit maintenant en posant x=o0 ou x=1
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=3~ I)“—S(’;) B,— (E—1y,

s=0
(—1y0, =S§(Z) E.—(E+1)y.
§=0

De méme on trouve

2B, = 2 (— 1= (}) D, = (D1,

sa()
(~2p By= 3 (1) D= (D + 21,

pvzz(g) 2By — (2B +1)".

§=0

Mais ces équations peuvent se réduire. En effet en comparant I'équation (27) &
I'équation (22) paragraphe 5 on trouve

D,f—— 2(r—2"1)B,. (30)

Les O, s’expriment aussi par les nombres de BerNouLni. En effet de
Péquation (8) on déduit en posant n =2

_2 r+I\ _ p [T
B0 = 2[5, (225 =B, Y]] (31)
En faisant tendre z vers zéro il vient

Cyoy =2 (1—2”)%- (32)

Des propriétés des nombres de BERNOULLI on conclut maintenant que

Oypy=o0, siv>o,
Dsyi1=o0
et que
(—1)” Cay—1> o0, (—1)*Day>o0. (33)

Cela posé rappelons que nous venons de démontrer que
270y = B, (o) = (—1)" B, (1).

Il en résulte que les polynomes E, (x) admettent les points =0 et =1 pour
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zéros, si v est pair. Ces zéros sont du premier ordre car la dérivée de E, (x) est
différente de zéro dans ces points en vertu de l'inégalité (33).

Voici enfin une autre propriété des entiers C, qu’il convient de signaler. Je
veux démontrer que 2—*(v+1)C, est un entier impair, si » est impair. En effet,
nous avons vu qu'on a

9(C+2)+9(C)=29(0).
Soit en particulier

il vient
(C+2yC14+C" (C—2)1=o,
mais puisque C,=o0 cette équation se réduit a

§=2

2(:) 2°(27—8)Coys1=0.

3=0
En posant pour abréger 7,41 =2"" (v + 1)0,, I'équation prend la forme
=y v
2 (8) Toyp—s=o0.
8=0
On en conclut immédiatement par voie d’induction que les T, sont des entiers
impairs.

11. De la relation (18) paragraphe 4 il résulte qu’'on a

B, (gc_) LB, (x + 1) = 21" B, ().
2 2
A Taide de cette relation on déduit de I’équation (31) que

B (@) == [Bv () —2* B, (2)] . (34)

On aurait pu arriver un peu plus directement & ce résultat en considérant
I'équation aux différences finies

flz+2)—f(z)=2[(z+ 1)1 —2a1]

On vérifie immédiatement que le premier et le second membre de la relation (34)
sont des solutions de cette équation. Ces deux solutions rationnelles ne peuvent
done différer que par une constante. Et cette constante est zéro. C’est ce qu'on
voit en posant z = o.
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De I’équation (34) on peut déduire quelques résultats numériques. En posant
I
x=; on trouve

I) Dv“_‘WEq;“].
411

Dans le paragraphe 5 nous avons déja trouvé la valeur de B, (i) dans le cas ol

v est pair et cette valeur est en accord avec celle que nous venons de trouver
parce que K, =o, si v est impair.
En posant z =§ dans I’équation (34) on trouve, en tenant compte des rela-

tions (23) et (25) paragraphe 5, que

I I C:v
E”(§)=(I—?)z7ﬁ’

pourvu que » soit impair. On arrive aussi 4 ce résultat en posant x =oetn=3

dans Péquation (7). Mais si Pon pose = ~§, n = 3 dans ’équation (7) on trouve

B 2o 2n )

pourvu que » soit pair. On a done, dans ce cas

5 I I\ B,
B3 =Eufg) = [+ ) 3

12. Dans les paragraphes 3 et g nous avons démontré qu'on a

vi@+y—1)Bia(x+y)—(v—1)B, (z+y) =siv(:) B, (z) B,—(y),

s=0

§=9 "

Fen(@+9)—(@+y—0) B, (@+y) == 3 () B) B,

s=0
en -

5=0

(1) B @ Bl
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On peut en tirer diverses relations remarquables que je vais signaler. En posant

: 5 I
z et y égaux a o ou p trouve

Sy

(B+By =Y (”) BBye=(1—») B, —»B,_1,

8
s=0
(©+0r =3 [2)0:Cs=Cunr 420,
$=0
(B+ By —= 3 (5) BeBroy——Cosa,

(D+ D) =

|
(
(B+op =3
(
(

(zB+Dy =3 (:) 2*B,Dy_s— — v Dy_y — (v —1) D,

(2 B+ O)v = siv(:) ZsBsC’v—_s =4’ B,,
§=0

(:B+Ep = X)) #*BiFucs = D, — v B,

=0

13. Je vais enfin déduire les valeurs de quelques intégrales définies dont
nous aurons & faire usage plus loin. Nous avons vu que
dE,(x)

=y B, i(x), =y F,_(x).

d B, (x)
z dx

d
Il en résulte que

v

j B, (2)dz = B ) — Brna(2)

v+1

T
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Y
j By () de=" ”“(‘”q),IIE ), (35)

En posant y=2 + 2 dans la premiére de ces équations on trouve en vertu
de (31)

1
m+§

£,
f B, () dz =22,

4

d’oll en particulier

1

3
3 2
' C, v
6 1
4

De I'équation (35) on déduit en posant x=o0 et y =1 ou ;

1

_ _gv+1
wa(z)dz =~ inz’
0
1
ng,,_l (z)dz=2v_2;’2v,
0
1
d C
. ¢ 1 2 SN
jEzw(Z) dz = (zv+1)22+

0

La premiére de ces intégrales s’annule done si » est impair.

14. Nous avons déjd vu que les polynomes E;,(x) admettent les points
z=0 et x =1 pour zéros du premier ordre. C’est ce qui résulte en effet des
égalités (28) et (29). Les polynomes de degré impair ont un zéro dans le point
x=2- On a en effet
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et B, —o, si v est impair. Je veux démontrer que ce zéro est toujours du pre-
mier ordre et qu’il n’y a pas d’autres zéros dans l'intervalle 0o <z <1 que ceux
que nous venons d’indiquer. Dans ce but je démontre d’abord qu’on a

(— 1) Eypy () >0, sio;x<2- (36)

En effet, cette inégalité est vraie, si »=1. Supposons qu’elle soit vraie
pour une certaine valeur de ». En intégrant entre les limites o et x on trouve

. I
(—1)p Bay(z)>0, sio<z< (37)
et en intégrant encore une fois entre les limites x et 2 on trouve

(— 1)+ B2p41 (x) >0, si o<x<2 c. q.f.d..

Cette inégalité est vraie encore si x=0; c’est ce qui résulte de ’équation (28).
De l'inégalité (37) on peut tirer un résultat important. En posant z = gon trouve
en effet

(_I)V E2v>0.

On voit maintenant que le zéro x=§ de la fonction FEp,41(x) est du premier

ordre, car sa dérivée (2 v + 1) Es, () est différente de zéro dans le point x=2-

En tenant compte de la relation

E,(1—2)=(—1)E, (z)
on déduit de (36)
(—1)" B2y (%) <o, si§—<xi1
et de (37)

(— 1) Eap(x)> 0, sio<z <1,

Le résultat énoncé plus haut relativement aux zéros de E, (x) est donc complé-
tement démontré.
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Polynomes d’Euler d’ordre n.

15. Les coefficients des deux suites de polynomes que nous venons d’étudier
sont des nombres rationnels. On sait maintenant construire des polynomes qui
possédent des propriétés de tous points analogues & celles que nous venons d’énu-
mérer et dont les coefficients dépendent d’un nombre quelconque de paramétres
W, W, ...0n. Cos polynomes sont des généralisations immédiates des K, (x) et
des B, (x) et nous les appellerons par extension des polynomes A’EULER et des
polynomes de BERNOULLI d’ordre supérieur. L’étude de ces polynomes s’impose
pour plusieurs raisons. Les B, (z) et les E, (x) sont indispensables dans I'étude
des équations aux différences finies du premier ordre. Les polynomes nouveaux
entrent de méme dans I'étude des équations d’ordre quelconque.

Soit » un entier positif. Soient w©,, w,,...w, des nombres complexes quel-
conques. Considérons I’équation aux différences finies
Vf(x) =27, (1)
[CTREN )

v étant un entier non négatif. Il y a évidemment un polynome et un seul qui
satisfait & cette équation. Ce polynome est du degré ». Je le désigne par

EY (#|w,,...w,) ou plus briévement par E™ (z). On peut ainsi définir une suite

infinie de polynomes d’Evier E (x), BP (z), B® (x),... et I'on a en particulier
(1) —o B, 5] -
Ew (xl W)—~ w E"’ (w)

Je dis pour abréger, que le polynome E\" (x) est du degré v et d’ordre n.
Les polynomes E () possédent des propriétés remarquables et il y a des nom-
breuses relations entre eux que nous allons mettre en évidence.

Voici d’abord deux propriétés importantes qui découlent immédiatement de
la définition. Soit p un entier positif plus petit que n. Posons

VP B (2) = F (2).

e @p

On a en vertu de (1)
V2 F (z) =2

Wp 41Oy
Le polynome F(z) qui satisfait & cette équation est par définition égal &

F(z) = E" " (x| wps1, . . . wn).

On a done
Acta mathematica. 43. Imprimé le 4 aofit 1920, 19
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VPEY (2)= Ef P (), p=1,2,...n—1, (2)
et si 'on veut mettre en évidence les paramétres

VPE(]‘) (xlw,, @y, ... 0,) = ErP (] wps1, . - Wa).
a)l...mp

Si 'on pose EY (x)=12a", cette relation subsiste encore pour p=n. On peut

d’ailleurs permuter les paramétres w,,w,,...w, d’une maniére quelconque. Si

Pon distingue p parmi d’eux, et si I'opération \/? porte sur ces p parametres,

le polynome au second membre ne dépend plus des paramétres distingués.
Remarquons en particulier qu’on a

-1
VE'E.") (x|, ... o) = E" )(x](ul, ... Wn—1),
@pn

VES ™ (@|w, ... 051 =B (@], ... 04),
Ops (3)

VEY (z|w) =2
@y
Ces n équations sont équivalentes & 1'équation? (x).

En dérivant 1'équation (1) par rapport & x la définition des polynomes
d’EULER nous donne immédiatement cette relation

D. B (z) = v B2\ (2) (4)
On a donc en vertu de la formule de TayLoR
Bt b= 3, (4] b0 B ). (5)
§=0
En posant % = w, ce développement prend la forme
BV (2) = BY) (x) + gi(g) wh B2, (2), v=1,2,3,... (6)
s=1

A Taide de cette relation de récurrence on sait déterminer successivement
tous les polynomes d’EvrLer d’ordre » quand on connait les polynomes d’ordre
n—1. On sait d’ailleurs d’une maniére explicite exprimer les polynomes d’ordre
n par les polynomes d’ordre inférieur & n. En effet, je dis qu'on a

1 On peut donc, si 'on aime mieux, définir les polynomes d’EuLEr par ces m équations au
lieu de, comme nous l'avons fait, par I'unique équation (1).
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B e +y) = 3 (5] 29 ) B2 @), (7)

$=0

x et y étant des nombres quelconques, p étant, comme plus haut, un entier
positif plus petit que n. Pour le voir considérons I'équation

V2 f(z) = (), (8)
mi"'mp

o(x) étant un polynome du degré »
px)=A,+ 4,0+ -+ 4,2°.
Le polynome f(x) qui satisfait & cette équation peut s’écrire sous la forme
fl@) = 4o BP (z) + 4, BP (x) + - - + 4, B ().

Remplagons « par x+y et développons le second membre suivant les puissances
de x; on trouve en vertu de (5)

g=y {p)
fa+y) = Jgw@ 2 W, )
§=0

Si 'on pose en particulier

P (x) =B P (x| wps1, - - . wn)

on a comme nous venons de le démontrer

f@) =B () wn, . . . on).
En substituant ces valeurs ’équation (g) prend la forme

=y

Eg;")(xi-ylwx,- --wn)=2(§) E'ip)(ylwl,...w,,)EE,":f)(xlcupH, .. .w,.) (IO)

3=(

c. q. f. d.

Cette relation subsiste encore si les polynomes B (y)(s—o, 1, ... ) dépendent
de p quelconques parmi les nombres w,ws,...w, pendant que les polynomes

) () dépendent des n—p autres. Notre relation peut évidemment s’écrire
sous I'une et 'autre des deux formes symboliques suivantes

B (@ +y) = By (z + B9 (y))
B (x+y) = (B"—9 (x) + E®(y))".
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De la derniére expression on conclut qu’on a plus généralement

B (4 2+ 4 @) = (B®0(,) + B®)(x,) + -+ o (), (10 bis)

%y, %,, ... %, étant des nombres quelconques, p,, p,, ... ps étant des entiers positifs
tels que p, +p,+---+ p, =n.

L’équation (10) est une généralisation de I'équation (5) et 8’y réduit si p =o.
Si p=1 on trouve

EP(x+y)= (Z) Ealy | on) BESY (2] w1, - . . 0n). (11)

s=Q
En posant y =o il vient

. =y v s o
B (2)= 3 (s) (‘.“zﬁ) Co "3V (3| wy, )y « - - t0m). (12)
&m0
On arrive aussi & cette équation en résolvant le systdme des équations (6)

par rapport aux E'”(z). Les équations (6) et (12) sont done, pour ainsi dire,
réciproques.
A Paide de 'une ou l'autre de ces relations on détermine aisément tous les

polynomes EP(z). Je reproduis ici les premiers d’entre eux

”
I
B (z)=1, EM (&) =x—"= Ew,,
29

n
N 1

B (z) = 2 — 2‘ Wy &+ . 2 s, Wy, ,
1

”
3
2 ws— 3 2 (05, Wy, (s,

”
{n) 3 3 1
EY (x)=x3—£21w,x’+52w.1w,,x+ 2 ;

n
EM () =at—2 Ew.xs + 32(0,1 e, X* +( M 03 — 3 z(u,|cu,zco.3) x—
1 N}

3
2 Wy, Wy, ~— 3 2 s, W, W, @,
2

16. Quelle est 1’expression générale des coefficients dans ces polynomes? Il
est facile de le voir. Nous allons démontrer qu'’ils 8’expriment d’une part & aide
des nombres d’EuLER E, et d’autre part a l'aide des entiers C,. Nous donne-
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rons en méme temps deux méthodes nouvelles! pour résoudre notre équation
aux différences finies.

Dans ce but j’introduis certaines formes que je désigne par B\ [w;, ws, . ..w,]
ot C™[wy, we,...w,] ou plus bridvement par E™ et C™. Ces formes sont pour
les polynomes d’Eurer d’ordre m ce que les nombres E, et C, sont pour les
polynomes d’EvLER d’ordre un.

Nous avons défini les E, et les C, par les équations

si:(’;) Ev—-s + ’i‘u("_ I)s (Z) Ev—x ==0,
L 8=0

'iv(’;) 220, s+ C,=o0,

gm0

ou symboliquement

v >0

(E+1)"+(E——1)”={Z voe (13)
0o vY>o0
©+ar@r={2 7" (x4)

Je définis de méme les quantités B et O par les relations de récurrence

==y Semt) o

2 (:) w:t Effﬂs 3 2 (Z) (__ I)s w:‘ E}”_‘Z’ =2 Egt—l)’ (15)
sm() s
s=0

ou symboliquement

(B0 + wn)” + (B® — w,) = 2 B, (x7)
(O(n) 32 w”)v + (O’(n))v — 2 an—l). (18)
Pour achever la définition je pose en particulier

E'(vl) [wl] = w:} E,, CL”[(Ul] = w) c,.

1 8i nous n’avions. pas eu ce but supplémentaire nous aurions pu simplifier un peu 'analyse
de ce paragraphe en tenant compte des résultats du paragraphe précédent.
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e . . " 2 3
On détermine ainsi successivement les quantités E? (01, w2], EP[w1, ws,ws],

EY [in, ...w4, ... et les quantités c? [w1, w2], c® {1, 02, w3], ... Les équations

(x3) et (14) sont pour ainsi dire les relations de récurrence qui appartiennent &

Iéquation aux différences finies

E,(z+1)+ E () = 22°.

Dans cet ordre d’idées on peut dire que les équations (17) et (18) sont les rela-
tions de récurrence qui appartiennent au systéme d’équations (3). Des équations

(17} et (18) il résulte qu’'on a

@ (E™ + w,) + @ (E™ — w,) = 2 (E#1), (19)

P (O +200) + P (C™) = 2.9 (CO),

(20)

¢(2) étant un polynome quelconque. Si I'on remplace ¢(z) par (p(x+ Z) il vient

(n) (n) (n—1)
tp(x-i-E +w")+(p(x+E wn)=2(p(x+E )’ (21)
2 2 2
(n) (n) (n=1)
q>(x+w,,+gz—)+tp(x+07)=2q)(x+0 ) (22)

I’équation aux différences finies

En—1
f(x+w,.)+f(:v)=zgo(x+ p )
admet donc la solution
w, E=»
fe) = gla—"2 +7)
et I'équation aux différences finies
(ln—1)
f(@ + w,) +f(x)=z<p(x+ Z )

admet la solution
Ccm
fo) =gle+7)

Cela posé, rappelons qu’on a
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B @+ w) + B (2) =22
EP (x + we) + EP (z) = 2 B (x)
B (w4 wn) + BY () = 2 B (z) =3)

De la premiére de ces équations nous avons conclu dans le paragraphe g que

(v
E’("l)(xlwl)= (x___uﬂ_*_@._) .
2 2

De la seconde équation on conclut de méme, en posant g(x) = (x—%l) , que

(2)\ »

et par voie d’induction on démontre qu'on a en général

I (n)\v
Ef,"’(wwa,wz,--.wn)=(x-—wl+w2+ +w,,+E_)

2 2

c’est & dire que

. $ v\ E" ot twn"
D e @)
8=0
En changeant la variable il vient
s [EFo Fo, ot (v -
2 By (— R )==2(s)xsEy_’,. (25)

s=0
De la premiére des équations (23) nous avons conclu dans le paragraphe 10 que
(I\ v
B (x| w,) = (x+92~) :

De la seconde équation on conclut de méme, en posant ¢(x)==2", que

(21 v
E? (x|o,, w,) — (x+ 07)

et par voie d’induction on démontre qu’on a en général
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(n)\ v
EL")(x|w,,w,,...w,.)=(x+%—) (26)
c’est & dire que
" sg=v O(,”)
B @)= 3 ;) . (27)

=0

L’étude des polynomes d’EULER est ainsi ramenée & une étude des quan-
tités B ou O,

17. Revenons a l'équation (15) qui définit les E?. On peut, si 'on aime
mieux, écrire cette relation de récurrence sous la forme

v Vv —
EE»”)_*- (2)(033E§"'—)2+(4)ID:E£”—)4+"'=E$’” b v=0,1,2,... (28)
Le dernier terme au premier membre est égal & wy E™ si v est pair, mais
égal & »wy ' B, si v est impair.
On voit immédiatement que E™ (w,, w;,...w,) est une forme du degré » et
& coefficients entiers. Remarquons en outre qu'on a Ez,41 =0, et par conséquent

en vertu de (28) E‘g"ﬁ+1=o quels que soient n et #.
De cette observation on peut tirer un résultat important. Posons x = o dans
I'équation (25), il vient

2 B™ (w1 twt - toa) E™. (29)
2

Le polynome E\V (z|w,,...w,) sannule donc toujours dans le point

x=wl+w2+"'+w”’
2
8t v est impair, et cela quel que soit =.
De I’équation (16)
By
o+ Y (Z ) wh2t=1 OV, = O (16)
=1
on conclut de méme que CV [w,,...w,] est une forme du degré » et & coefficients
entiers. Pour trouver lexpression explicite de ces formes posons z=o dans
Péquation (27); il vient

2* E™ (0) = C\™. (30)
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Revenons & ’équation (11) et posons =1y =0 on trouve

FETY

v —1
C [w,, w,, .. .wn]= 2 (3) wh Oy O [0, 0,,. . p—1]

=20

ce qui est la réciproque de I’équation (16). D’autre part en posant

y__wn xﬁwl+c02+---+w,,_1
2’ 2

dans I’équation (11) il vient

8=V

v -
EP[w,,w,,.. 05]= 2 (s) Wi B E® 0 [0y, 0, . .. 0pei]

$=0

ce qui est la réciproque de I'équation (28). En posant n=2 on trouve

s=v
2 v —
OS’ ) (@, w,]= 2 (S‘) Cs Oy 0y,

s=()

Sm=p
v —
E9(w,, w,]= 2 (s) E.E, 0w,
8==0

et par voie d’induction on démontre qu'on a en général

p!
C™w,,...0 xz—«———
v Loy, ] 8,181, . 8!

v!
Ei")[w,, .. .w,,]=2 ;

s, !s, Sn!

S1 82 S
CoCq...C5 0w ... ",

3 82 3,
EuE, ... B, w'w... ",

1563

(32)

(35)

(36)

ou la sommation est étendue & toutes les valeurs entiéres, positives ou nulles de

85 8 ...,8, qui vérifient la condition s, + 8,4 -+ 8= ».
Ces équations peuvent s’écrire sous la forme symbolique

05;”)[(01,(03, . ..Wn]= (10(01 + 20602‘{" +”Ow")v
E/(yn)[w“wz"“w”]z (1E¢01+2EW2+ +nECUn)1’.

On a par conséquent aussi

2 BM (glwl,...w,,)=(x+10w,+20w2+-~

n x + w + M + Wn
o (F R,
2
Acta mathematica. 43. Imprimé le 10 aofit 1920.

wu---wn)m(x-i—]Ewl-{-zE(u,{—-.-

+ nCwn)”

+ Fw,).

20
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On ne réduira pas ies ,C avec les ,C, ni non plus les K avec les ,E. Mais
lorsque le développement symbolique des seconds membres sera effectué, on
remplacera (,C')” par C, et (,E)* par E,.

Les formes E!™ et C™ sont donc des fonctions symétriques des paramétres
w,, 0,,...0, ot il en est de méme des polynomes E™ (x). Ces fonctions sont en
outre homogénes et du degré v c’est & dire qu’on a

CP [hw,, hw,, ... o] =# C[w,, wy, ... 0,], (37)
EP Lo, Lw,, .. dwp] = i* EP[w,, w;, . .. w4, (38)
EP Gz|da, ... do) =1 EY (z|o,, ... o), (39)

4 étant un nombre quelconque.
Si ¥ est impair le second membre de (33) se réduit et on trouve

CPMw,, w,]= (&' + @) C,.

De méme si » est impair le second membre de (36) se réduit a zéro parce que
Eypri=o.

Les relations (31) et (32) ne sont que des cas particuliers de relations plus
générales. En effet, en posant dans I’équation (10)

y W+ w,+ -+, x_(ap+1+(up+2+-~~+_(gg

b

Z 2
on trouve
Sy
4 — n—p)\4
E’(vn) [(01 PR (Un] =2 (S\) Egp) [(ux Ve .(l)p] E(:'r-‘—sp) [(Up-}ly .- .(Un]= (E(p) + E(n p))v
=0 '

qui se réduit & (32), si p=1. Et en posant y=ax—o0 on trouve

LNy — T
C @,y .o 0n) = 3, (’3) CP [0, ...0p] 7T [, 0] = (OB 4 Cn=Y)

2e=(
qui se réduit a (31), si p=1. De ces expressions on conclut encore qu’on a
plus généralement ,
B — (E®@) 4+ E®) 4 ... 4 E@a)",

O — (@) 4 O + - + Clwa) )Y,
R.s Ps - - - Ps étant des entiers positifs qui vérifient la condition p, + p, + -+ ps=mn.

A Taide de I'une ou de 'autre de ces relations on détermine aisément les E™ et

les C™. Voici les premiéres de ces formes
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sm2 g2
2 4 2
E’(()n)zla Egn)":""‘zwan Egn):52w8+62mglwsz

=] sl

Smyp S==73
(r) ; 3
P =1, OF—— 2 ws, O =2 2 w5, Ws, , o = 2 2 ws —6 2“’81 wWs, Ws, .

g=1 s=1

18. 11 y a un grand nombre de relations entre les E et entre les C,
On les déduit des équations (21) et (22) en choisissant convenablement le poly-
nome ¢ (x). Par exemple en posant ¢(2)=a" on trouve

(@ + EW 4+ w,)" + (x + B — w,)Y = 2 (x + By,

(2 + 0" 4 20,) + (¢ + C™) =2z (x4 CDy,
En posant z = w, dans la premiére et = — w, dans la seconde de ces relations
on trouve
(B + 20, + (E®) =2 (B0 + w,),

(CW + )7 + (O — )7 = 2 (C—=D — ,,)".

Les B s’expriment aussi par les CU” et inversement. En posant

z :zi(w‘ +w, + -+ w,) dans ’équation (27) il vient

S
EM = 2 (:) O (w; + w4 -+ @)= = (0 + w, + @, + - + wg).

=0
En posant 2 =0 dans I'équation (24) il vient

o =2 (8”) (— 1= B (0, + 0, + - + wp)—* = (B — w0, — w,— - — o),

s=0

Sy
(— 1)y ng) = 2 (:) Egn)- (0, + w, + - ‘f‘wn)”-s: (E(n)‘*' W, F @+ wn) .

8=x()
Remarquons encore que 1'équation (22) peut s’écrire comme il suit
P (B (2) + wa) + ¢ (B® (2) = 2 p (B ().

C’est le type général des relations entre les polynomes de deux ordres consécu-
tifs. ¢ (x) est un polynome quelconque de degré », pour fixer Jes idées. Rem-
plagons o (x) par ¢ (x + y), ¥ étant un nombre quelconque, et développons. Il vient
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‘ivEm) v((s)( ) — EEM_‘)( x)

s=0 =0

P ().

En appliquant aux deux membres de cette équation I'opération \/ n— 1 fois
de suite, ot \/ porte sur la variable y, on trouve

Sy (n)
= V" P9 (y) =g (z+y).

e Op

s=0
C’est le type général d’une relation de récurrence entre les polynomes d’ordre n.

En posant en particulier z =0 ouz = — (w, + w,+ -+ 4+ w,) il vient

N

SO [w,,...on
‘—[—Z);g!'*"(*)‘"’] V™ o (y) =@ (y),

s=0 L O
Sm=t n
EP [, ... -t
0 on] G g () gp [y 0Tt )
= 2% s! 0,0 2

19. Nous avons vu qu’on a

E™ (z )+ E™ (2)

. =BV (x)w,,...,w00).

En remplagant x par — x et en tenant compte de I’équation (39) il vient

B (—2) + B (0, — 2)

. = E" Y (@] —wyy .-y — ).

(—1)

Les polynomes EY (z]w,,...,ws) et (—1)’ B™ (0, —2z|w,, — 0;, — 0y, ..., — ws)
satisfont donc tous les deux & I’équation

f(x+wl)+f(

. E("_l) (@] w,, .. .on).

Ces deux polynomes sont par conséquent identiques c¢’est & dire qu'on a
EM (z|w,, ..., 00 = EM (@ — o —w,, 0y, ..., wn),
et en remplacant x par = + o,

E’g')(x-%wllwl, .. .,w,.)=E’§,")(a:]—w1, Wy, oot Wy). (40)
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De cette relation on déduit encore
E™ (z + o, tw o, ... 00 =EP @ — 0, —wy, 05, ..., 0n),
E" (z+w, +ew,+ - +wplw1,...,w,,)=E’£,")(x|~— Wy~ Wyy ey — Wpy Wpilye:-s0n)y (41)

ou p prend les valeurs 1,2,...n. Dans le cas p=mn la relation peut s'écrire
sous la forme

E (0, + w4+ wn—2] 0y, . . ., 0n) = (—1)" B (@0, ..., o). (42)

En posant x == —z— (0, +w,+ - +w,) on voit que le polynome B ( |w,, @, ..., 0,),

si ¥ est impair, admet ce point pour zéro comme nous Pavons déja fait remar-
quer. En posant x =o il vient

Ef,”)(co,+w2+----l-wplwl,wz,...,wn):z_”Cﬁ,”)[——-w‘,—w,,...,———wp,wp“,...,wn] (43)
et en particulier, si p=n
B (0,4 0y + -+ wop|og, . o vy 0p) = (—2)= O [0, 0, . . ., 0n].

En développant le premier membre suivant les puissances de w, + w, + -+ w, on

trouve cette nouvelle relation entre les O™

Somy
(—1)y P = 2(:) 20 (0t wy + -+ ) O, = (O™ 4 20, Y 20, + - +205)
=0

Si I’on change le signe d’un ou de plusieurs des nombres w la fonction EM w,,... 04

n'est pas altérée. Mais ol en est-il avec la fonction C™? 1l est facile de le
voir. De Péquation (43) on conclut, en effet, qu’on a

(n) (n
Clllwy, ..., @p_1,—Wp, Wpi1,. ..,m,,]-:-—-C',,)[wl,. ey Wpy o vy Wn)
(r—1
+20C, )[(u‘, ce s Wply, Wpgls -+« Wal.

20. Soit m un entier positif impair. Considérons la fonction

s=m—1
f(@) = D (— 1) B (x+ s—ﬂ%m,,...wn) .

s=0

On a évidemment

/ (x + %) + (@)= B (@ + w) + B (2)
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et par conséquent

f (x+ %)H(x) — 2 BY " (@] @, 0m)
Mais cetto équation admet aussi la solution
f(x) = Ef,ﬂ) (x %;—,wz, .. .wn) .

Ces deux solutions sont des polynomes en z. Elles sont par conséquent indentiques.
On a donc
M (n) S (n) w
n
2(-—1)‘1’],, (xr +T,L‘ll“’n . w,,) = B (9, | 7;"(02, .. .w,.)-

s=0

De cette relation on déduit encore

my—1 mg—1 —1
8, w 8, v Syt
2 2(__1)51+l2+..‘+spE£}") PR Mt Sl S et Rt TS !’_Qlwl’ wzu.wn)
1=0 spml om0 m, m, myp K
= Spesl) =
w w w
—*-'—’EE,") .’1;| 71:—2»---~p:wp+1...(un ,
m, m, my

m,,m,...m, étant des entiers positifs impairs quelconques, p étant un des nom-
bres 1,2,...n. Dans le cas particulier ot lonap=netm,=m,=-=m,=m
cette relation peut g’écrire sous la forme

m—1 m—1

S, wy+---+8,0 ) .

2 2 (—1)ut++s B (x G IO gy g = m BY (moalay, . 0).
m

#n=0 §,=0

Polynomes de Bernoulli d’ordre #n.

21. Passons aux polynomes de BerNouLLI. Nous avons défini les nombres
de BERNOULLI par la relation de récurrence

N (Y 0,81 v >1,
2 (s) By = { :

- I,8iv=1,
ou symboliquement

(B + 1)"——B”={O’s!y>l’
I,8iv=1I.
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Par analogie avec ce qui précéde jintroduis certaines quantités que je désigne

oz

par Bf,"’[w,,wz...wn] ou, quand il n’'y a pas lieu & équivoque, par B™. Je
définis ces quantités par la relation de récurrence

2(1) 0h B[y, 0y, . 0] = 047 BET 0, ., 0] (1)
s=1
ou symboliquement
(B™ 4 wp,)" — (B®)® — @, v BV, (2)
Pour achever la définition je pose en particulier

B [w,]=w!B,.

A Tlaide de cette relation de récurrence on détermine successivement toutes les
quantités B®, B® BY ..
Considérons I'équation aux différences finies

A fx) = (),

w

@(x) étant un polynome donné de degré ». On sait trouver un polynome f(x)
qui satisfait & cette équation. Ce polynome est du degré »-+ 1 et il est entiére-
ment défini quand on connait sa valeur dans un point quelconque, par exemple
dans le point z=o0.

Cela posé, je définis de la ‘maniére suivante une suite de polynomes que je

désigne par B™ (¢|w,,w,...w,) (m==1,2,3...) ou plus briévement par B (x).

BY (2] w,) est le polynome qui satisfait & I’équation

é} BY (x) = war—! (3)
et a4 la condition
B (olw) = B’ [w)].
BY® (%] w,, @,) est le polynome qui satisfait & I’équation
%Bf?’ (x) = v B, (2) (4)

et & la condition

B (o)w,, w,) = B® [0, ©,].
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Et en général B (x]w,, ..., w,) est le polynome qui satisfait & I’équation

A BY () = v B (x) (5)

(L)n

et & la condition

B (o], ..., 0,) = B™ [w,, ..., sl (6)

On a donc en particulier
B (2) = o
BY (2] 0) = o' B, (i)

1

On voit que B{™(x) est un polynome en z de degré ». Ce polynome posséde
des propriétés analogues a celles du polynome B,(z). Je dis par extension que

B®™ (x) est un polynome de BERNOULLI d’ordre n et du degré v.
Dans le paragraphe 2 nous avons démontré que les deux conditions imposées

a Bi”(x) entrainent qu'on a:

YV
BY(xfw) =3 (S) 2* BV J,].
S0
On démontre tout a fait de la méme maniére que les deux conditions que nous
(2)(
b

venons d’imposer & B,” (x) entrainent qu’on a

.
» 5
BY2|w,, w,) — 2 ('q) 2* B, [w,, w,].

s=0

Par voie d’induction on démontre qu'on a en général
n) N7 . g
BV (x|w,, ..., w4 == 2 (s) 2 By [w,, - .., 0] (7)
s=0
En dérivant les deux membres de cette équation par rapport & z on trouve
D B\ (x) = v B, (2). (8)
On a par conséquent

DB (&) = v (v — 1)+ (v — p+1) B (@), (9)

En appliquant la formule de TaAyLOR on trouve donc
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S=ay )
B (@ + k)= 3, (s) 7 B, (). (10)

sm()

En posant % ==w, on trouve, en vertu de (5), la relation de récurrence
$=v v 1
3 (8) W& B, (2) = w0, v B (2) (11)
8m()
qui se réduit & (1) quand = tend vers zéro.
De I'équation (5) on déduit

A2 B (&) = v (v — 1) B2 (),

By O
et en général, si p<n
AP B™ (z) = v (v —1)--- (v — p+ 1) BY5? (). (12)
Cette équation peut, en vertu de (g), s’écrire sous la forme
AP B® (z) = DE B P (), P=1,2,...7. (13)
En posant p==n on trouve en particulier que B™ (z) satisfait & I'équation

A"BL")(Mw,,.. cwp)=v(v—1)...(¥ —n+1)2"" (14)
Wy By

Au lieu de définir B! (x) & l'aide des n équations susdites du premier ordre
on aurait pu définir cette fonction comme le polynome qui satisfait & I'équation
(14). Mais cette condition ne suffit pas pour le définir, car le polynome le plus
général qui satisfait & cette équation renferme n constantes arbitraires. Il faut
donc encore se donner les valeurs de B™ (x) et de ses dérivées d’ordre 1,2,...n—1
dans un point quelconque par exemple dans le point #=o0. Et il convient de
choisir ses valeurs conformément & ’équation (7).

22. Jintroduis encore une autre suite de quantités Di”[w,, ..., ws] que je
définis par la relation de récurrence

(D™ + ) — (D" — ) = 2 W ¥ pinh [0y, Op_1]. (15)
Pour achever la définition je pose en particulier

D w,] =’ D,.

Acta mathematica. 43. Imprimé le 10 aolit 1920. 21
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En développant on trouve

v
W, Y(r=1) 2 pmw I+(=1) on pm _ pi-
—_—— —g e — = Wiy eooy Wpa).

DY + 23 wn Do + + 2 'V+I° v [1 nl]
Puisque D,=o0, si » est impair, on voit qu'on a de méme D(v")= 0, si v est
impair, et cela quel que soit n.

Le systéme des équations (15) est équivalent 4 I'unique équation

D™ + @, (16)

(n) — (n—1)
—(p(a:+D z t«')—")=wn<p'(x+D )’

oo+ ;

@(x) étant un polynome quelconque et ¢'(x) étant sa dérivée. De méme, des
équations (2), qui nous ont servi comme définition des B!, on déduit
¢(z+B™ + o) — (@ + B) = wng'(z + Be-). (17)

I’équation aux différences finies

A Hx) =¢'(z + B"-Y)

admet donc la solution

{(@) = ¢z + B™),

et Péquation

(n—1)
INCETA SR
admet la solution
(n) —
fle) = g (z+ Z0)-

De ce dernier fait on conclut immédiatement que

Dim»
Bg,n)(xl(u“,,”wn)z(x_w,+(u,+ +(Un+__) .

2 2

En développant on trouve

Sy

2* B™ (x—-t—wl—i—z———’— w"lwl, e w,,) = 2 (:) z* D, (18)

8=

On a donc en particulier
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B (@ +w, -+ co,,) —2~v D

2 (19)

Le polynome B (z]w,,...,ws) admet par conséquent le point =2(w1 +tow,+ -+ wn)
pour zéro, si » est impair.

On peut exprimer les D par les B et inversement. En effet de 'équation

B ()= (g) 2+ B,

8=0
on déduit
S==y

DW= (g) (0, + @+ + ) 27— B, — (2 BW + 0, + 0, + -+ +wa).

S ()

De I'équation (18) on déduit de méme

2" Bin)_:Z(_ I)s (:‘9}) (w1 o, + - +wn}s D'Ln—)s’—_‘ (D(n)_“’x’“wz—"""—wn}ya

§=0

(_Z)WBL”) = 2(:) (0 +wy+ -+ +wn) Din—)s (D™ + @ + w, + -+ wp)”.

23. On peut écrire I'équation (17) sous la forme suivante
P (B (2) + wn) — p(B™ (7)) = w0n ¢'(B"= (2)). (20)

C’est le type général d’une relation de récurrence entre les pelynomes d’ordre
n et d'ordre n—1, Iei ¢(x) signifie un polynome quelconque de degré » +n,
pour fixer les idées. Remplacons ¢(x) par @(x+y) et développons, il vient

=y4-n pn) Smytn pln-—1)
Sy B (’U A (s) ) i B (CU) (p(8+1) (y)
S0 S 0

Appliquons aux deux membres de cette équation n—1 fois de suite I'opération
/\, ou /\ porte sur la variable y. On trouve

-‘2” B» (x)

S==(

A” fp"’ (y) = "™ (x + ). (21)

@y

C’est le type général d’une relation de récurrence entre les polynomes de
BrrNouLnt d’ordre n. Ici x et y sont des variables quelconques. Si en parti-
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. 1 g
culier =0 ou z = 2 (0, 4+ 0, + - + wy) il vient

smy n{n)

S B0 und w0 () = g ),

ot 8! W) Op

a-ngn) ye ey +-to,

2 [w;s - wn] AR g () = g (y n w, + w, - wn\
. [OFRERR Y

§=0
Considérons I’équation aux différences finies

A () = g @),

@(x) étant un polynome donné, et ¢ (z) étant sa dérivée ni¥=e, De la relation

(21) on conclut sans peine que cette équation admet une solution f(z) telle qu’on
ait, quels que soient = et y

s=v+n Bi”) x

fle+y)=p(B" (@) +y)= 2 ﬁ'iu

8$s=0

P (y).

Cette propriété des polynomes de BERNOULLI est assez remarquable. Nous avons
supposé essentiellement que ¢(x) était un polynome mais on peut démontrer un
résultat analogue dans des cas plus généraux.

24. A Taide de la relation de récurrence (11) on peut trouver les poly-
nomes de BERNOULLI d’ordre » quand on connait les polynomes d’ordre n — 1.
On sait d’ailleurs d’une maniére explicite exprimer les polynomes d’ordre n par
les polynomes d’ordre inférieur & n. En effet, posons dans I'équation (z1)

P(y) = BED (g @y, - - ., pin),

p étant un entier positif quelconque. Il vient!

Sy
+ 4
B ( tyw,, ..., Opys) = Z(S)Bgm(xm,,...,w,,) B2, (4| 0nt1s-eer@nip). (22)

Ze=D)

Cette relation subsiste d’ailleurs si ’on permute les nombres w d’une maniére

quelconque. Ce fait résulte de ce que ™ (z) est une fonction symétrique de
@, 0, . ..0, comme nous allons le voir dans un moment. Ce n’est pas inutile de

remarquer que P’équation (22) peut s’écrire sous la forme symbolique suivante

1 8i p = 0 cette équation se réduit & I'équation (10).
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Blnto) (z +y) = (B™ (z) + B® ().

De cette expression on conclut qu’on a plus généralement
By (@ + 2, + -+ ) = (BE) (2,) + B (@) + - + B®) (),

Xy, %,,...%s étant des nombres quelconques et p,,p,,...ps étant des entiers non
négatifs qui vérifient la condition

PP+t ps=mn.

Si I'on pose en particulier p=1,y =0 et si on remplace » par n — 1, I'équation
(22) se réduit &

Sy

@]y, . wp) = 2 (:) oy By BES () w0y, .+ 5 0p—s). (23)

§$=0

On peut aussi trouver cette relation en résolvant le systéme des équations (11)
par rapport aux quantités B (). Les équations (11) et (23) sont donc réci-
proques. A T'aide de la relation de récurrence (23) on peut trouver le polynome
de BrryourLr d'un ordre et d’un degré quelconque. Mais le calcul s’effectue
plus aisément en passant par l'intermédiaire des quantités B®™ ou D™, Si Pon
pose ¥ =y = o dans l'équation (22) il vient

Smp

v (
Bs}n"‘p) [w“ ey wn+p] = 2 (S) B.(gn) [(01, ceey wn] Bv{)-s [wn+1; Tees wn+p]’

8=0

Mais si 'on pose

x_w,+wz+~~+wn y Wpirt -+ Wpgp
= , =

2 2
il vient

S=9

v
D£n+p) [wl 3 ey wn+P] = 2 (3) Dgﬂ) [wu e wn] DGSZL)S [wn+1, ey wh+ﬁ]'

S=0
Soit en particulier p=1 et remplagons n par n—1; on trouve

Sumy

B [0, 0y, ...0p]= 2(

=0

v

8) (0; B, B'fJn—_si) [w| PRI wn—l],

S=0
v -
D [wy, Wy, ... .0p] = 2 (8) wf D, D3 [, .., 0p-1]

§=0
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Ces deux équations sont réciproques aux équations qui nous ont servi comme
définition des B™ et des D™,
Si n=2, on trouve
Sy
B [w,, w,] = 2 (:) wiw, 'BsB, (24)
8=0

et par voie d’induction on démontre qu’on a en général

v!

(n, s 3, s
By)[wl,wz,.o-ah;]= —————%wllwf...w,."B,lB,z...B., ) (25)
8,18,0. .. 80! ”
D *! a0 D, D,,...D 6
) [w“wz,...w,.]=28’—8'—-7w, " ...Wn sy sy oo g, (2 )
1:83:¢..8n:

les sommations étant étendues & toutes les valeurs positives ou nulles de s,,,,...8,
qui vérifient la condition s, +s,+ - -+ 8= ».
Ces équations peuvent s’écrire sous les formes symboliques
B [w,,w,,...0n]=(Bw, +,Bw,+ -+ aBw,),
D w,,w,,...0x]=(Dw, + D w, + -+ nDwy).

On a par conséquent aussi

len) @lwy, ... 0n)=(2+ Bw, + ,Bw,+---+ nBuwn),

T+w + -+,

p |ogy .o on) =@+ Do+ ,Dw,+ -+ 2D w,).

2* B™ (

Lorsque les développements symboliques aux seconds membres seront effectués
on remplacera (,B)” par B, et (,D)* par D,.

Les BP[w,,...,w,] et les D{™[w,,...,w,] sont donc des fonctions symsé-
triques des paramétres w,,w,,...w, et par conséquent il en est de méme du poly-
nome B (z]w,,...,0s). On voit en outre que ces fonctions sont homogénes
et du degré », c’est & dire qu'on a

B® o, Aw,, ... Aws] =4 B [w,, @,, ... 0s), (27)
D™ [hw,, Aw,, ... kol =4 D [w,, w,, . . . @,
B™ (Azx|Aw,, dey, ... Awg] =4 B (x|, 0y . . - 05). (28)

A laide de I'une ou l'autre des relations précédentes on calcule aisément

toutes les fonctions B™ et D{™. On trouve, pour les premiéres valeurs de »
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$=n Sa=7
( ) I ) __ I 2, I
.Bon)=I, Bi =‘—52ws, Bz 262‘08—'—;2(031("3‘2’
Smal 8]
NG I m_ 7N 4, 2§ 2
o =1, 2 =—'§2w37 D4 z;:zws'l‘g Wy, Ws,.
J
gem1 Su1

25. Nous allons maintenant déduire quelques autres propriétés des poly-
nomes B (z). Revenons & Péquation (s):

Wy (x)=(q/+I)B$'n_])(xlw1r "-7wn°’1)

et remplagons & par — z il vient

BY), (—a) — B®, (wp— )
Wy

(— 1)+ = (¥ I)Bf,"—‘)(xl——w,, ey — OOp—1).

Les polynomes B!, (®|wy,--.,w,) et (—1)v+ B, (wp—2|—wy, ..., — pi, W)
satisfont donc tous les deux & I’équation

ot =1@) _ (1 3) B0 @y, .., 00,

Les dérivées par rapport & 2 de ces deux polynomes sont par conséquent inden-
tiques c’est & dire qu'on a

B(J')(xlwl, ey ) =B (x —wn]o,, . .., Op, — ),
et en remplacant x par z + w,
Bq(,")(x-l-w,,[wl, ey o) =B (2]w,, ... s Wneiy — @Uy).
De cette relation on déduit encore
B (& + wny + wnlwgs.. ., wy) = B (z]|w,,s. .. Op—zy— Wy, — 0y,),
BL”)(x'*‘wpﬂ +ooFwn]eog,. .., 0n) =——Bf,")(x|wl, s @py— Wpt1y = Wpizy -+ » ey — Wp),

olt p prend les valeurs 0,1,2,...2—1. Dans le cas le plus important, ot p==o0,
cette relation peut s’écrire sous la forme

Bf,")(w‘+w2 + ot wg— x|y, ..., w0p) = (— I)WBﬁn)(x]w,,...,wn). (29)
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Si I'on pose ici

w0ttt wa
2

x

(n)
v

on voit de nouveau que le polynome B,”(z) s’annule dans le point

wFw,+ -+,
T == ’
2

8i » est impair.
D’autre part en posant z=o il vient

Bs,")(w‘ +o,+ - F oo, .., 08) .——_-(—I)"Bi,n)[w,,...,m,,]. (30)

Le polynome B® (x)— B™ admet donc, si » est pair, les deux zéros x=o0
et r=w, +w,+ -+ w,.

Plus généralement on sait trouver la valeur du polynome BY (z|w,, ..., w,)
dans tous les points s, o, + 8,w, + -+ + 8y w,, OU 8 désigne un des nombres o ou 1.
De la formule que nous venons de démontrer il résulte en effet qu'on a

BX (8, + 830, + -+ S, 0y) = BP [(— )% w, (— 1%, ..., (—I)no,l

D’autre part de 1’équation aux différences finies que satisfait le polynome

B™(z]w,,...,w,) on déduit en posant =0 qu'on a

B () = B™ [w0,s -y @n] Fw0iv B [w,, .., @iety @igry - -+ y @nl,s (31)

¢ étant un des nombres 1,2,...n. En comparant ces deux équations on trouve
en particulier la relation

(n) (n)
B [wy, ..oy 01y — @5, @igry oo s 0] =By [0, ..., 04, ..., 05] +

(n—1)
+wiv By o), .. Wity Wigry -« -, O]

Remarquons encore qu’en développant le premier membre de l’équation (30)
suivant les puissances de (w, + w,+---+ w,) on trouve cette nouvelle relation de

récurrence entre les BY™
(B(n) + Wy + W, '{' e + wn)v == (_ I)v BL").

26. Soit m un entier positif quelconque. Considérons la fonction
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1) = 3 B,

Smm0

s=m—1
( .., g).

On a évidemment

,(x " %) — [(z) = B\ (& + w,) — B, (2),

et par conséquent

f(x"f‘ %) ~— @)=, (v + I)B,(,n—l)(x[wz, ces ().

Mais cette équation admet aussi la solution
f(2) = m B, (xl%rwz,...,w,,).

Ces deux solutions sont des polynomes en z. Leurs dérivées sont par conséquent
indentiques c’est & dire que
N o s [
EB*’ (x+~—l|w1,...,wn)=mBy" (x|~‘:coz,...,wn). (33)
“~ m m

De cette relation on déduit encore que

my—~1 my—1 m ~1

(n Slcol $, W
) R e
s =m0 §;=0 sp= My
n) W, €, Wp
=My My...Mp B (x| >, ..., L 0ps1y ..o, 0n), (34)
m, m, Mp

My, My, ... My étant des entiers positifs quelconques, p étant un des nombres
1,2,...n. Dans le cas particulier ot 'on a p=n et m;, =m, = ... = m, = m cette
relation peut s’écrire sous la forme

m—1 m-—1 m—1 (

R

8y=0 5,m0  §,=0

S0, +80,F -+ 8,
g ST ] PP,

= mn-» B (mz|w,,. .., w). (35)
Si I'on pose m=2 et si I'on remplace w, par 2w (s=1, 2,...7n) cette

équation se réduit &
Acta mathematica. 43 Imprimé le 21 aolit 1920, 22
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Vr B (z]z2w,,20,,...20,) = BP (3] 0y, 0,, ... 00). (36)
@ Oy

Il y a encore une autre relation de ce genre qu’il convient de signaler. Soit
maintenant m,, m,, ...m, des entiers positifs pairs. Considérons la fonction

my—1 m,—1 my,—1

8 8,
f (@) = 2 2...2(__1)sl+sz+4..+snBL’;’)” (:c-i— i#’.l +2W22 R

1

Sp Wy
My

lw,, ooy o).

5,=0 $,m0 §,=0
En appliquant Uopération Y/ « fois de suite on trouve

Zny ‘yy /(x)=(""1)"w1w2w'z) AZ BSQ”(Z)

my my My

On a par conséquent
V"f(x) =ka,

ou Pon a posé pour abréger

k(=) o anonv 4 D424 m).

Mais cette équation admet aussi la solution

w, W, w,,)
ot Wi 3

3 e e ey —

m, m, My

1) = kB (]
Ces deux solutions sont des polynomes en 2. Elles sont par conséquent iden-
tiques. On a donc

my~1

n) 8, (U 8y Wy
2{ e 2 ( 'I)‘llsz lsnB'(.,*.n (x'{ ! | e [ lwl,...,wn
=0 m Mmp
[

2= 0 1

_ E‘:"( Oy L W)
kKBS el ot (37)
On sait ainsi exprimer les polynomes d’Euler par les polynomes de Ber-
noulli. Dans le cas particulier out 'on a m, = m, =..-= m, = 2 cette relation peut
s’écrire sous une forme qui est assez remarquable. On trouve en effet

(n)
(n) _ n Brin(@|20:,20;,...,204)
E7 (xlwu(l)q;...wn) ml,wAz..‘w"(V‘l"n)(""f'n_I)“'(”+I) (38)
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A laide de cette relation on sait déduire les propriétés des polynomes

d’EurLER des propriétés correspondantes du polynome de BERNOULLI.

27. Je vais maintenant considérer quelques intégrales définies. Voyons
d’abord ce qui se passe quand un ou plusieurs des paramétres w tendent vers zéro.
Nous avons vu qu'on a

$=p
v _
B™@]w,,...,on) =2(s)wast,n_sl)(x|wz, s On).

§=0

Faisons tendre w, vers zéro il vient

B (2]0, @y, .. ., w0) = B8 (x|, . . ., 0n).

On a par conséquent

Bf,")(x|0, Oy e o0y Wpiryene , ) = B"P (xlwptis .-, wn)

et en posant r=o

Bf,")[o, 0,000, Wpityen.,Wy]== Bi,n_p)[wp.,.“ ve vy 8],

Cela posé, reprenons I’équation (33) divisons les deux membres par m et faisons
tendre m vers l'infini il vient

@y

;f—fBL"’(me,, ooy wn)dt =B (@ |w,, . .., w). (39)
1!

De T’équation (34) on déduit de méme en divisant par m, m,...m, et en
faisant tendre les entiers m,, m,, ... m;, vers linfini
0 0, o
f---fo,")(x+t1+t2+~--+tplwl, cewR)dt L. diy

W0y ...0p

== B{:n—p) (xlwp-H ye ey On). (40)

Si p=mn on trouve en particulier!

! On peut aussi aisément déduire ces formules de l'équation aux différences finies &
laquelle satisfait Bf,") ().
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1 1 1
fdt,fdtz---fB(y")(x Fo bt ottt Wt g, we) Ay = 2" (41
o 0 0

Remplagons z par x + 8, w, + -+ + Sp g {8 =0, 1,...m;— 1) et ajoutons ensem-
ble, il vient

my;—1 my—1

m,  m, my,
fdtlfdtg'-'st,")(x-}-wltl + - F wptn) dip= 22 ( +8,0,+ 8,0, + - + Sawn)”,
o 0 0

s =m0 §,=0

mg, m,,...m, étant des entiers positifs quelconques.
On peut, si ’on aime mieux, écrire cette relation comme il suit

my—1  my—1

D D wts o+ 80,4+ Spwp)

5 =0 8,=0

= Ml T n BM . (x © 2
(V+I)(v+2)-~(V+n)m,wé.m,,wn vin(@lon ., on). (42)

En faisant tendre a vers zéro dans I'équation (41), il vient
fdt/dt B‘”’ (0., 4wty + -+ 0ty dly =o0. ¥>o (43)

Cette relation est vraie quels que soient » et n. Elle est vraie encore si I'on

remplace le polynome de Bernourur BM™ (z) par le polynome d’EvLErR B (),
pourvu que ¥ soit impair.
En effet dans le paragraphe 13 nous avons démontré qu’on a

1
[ EY (wt]w)dt =0,
.
si » est impair. Et dans le paragraphe 15 nous avons démontré que
§=
Ef:n)(wl L4t ontn) = 2 (s) (') (wn tyn) f,"_—,')(th 4+ F Wpitn—s).

s=0

Par voie d’induction on démontre alors aisément que
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1 1 1
fdtlfdt,‘nfE’f,")(wltl+w2t2+---+w”tn)dt,.=o,
0 0 0

si v est impair. Mais si » est un nombre quelconque la valeur de cette intégrale
est égale a

(=1
2v 2(s,+I)!(.sz—l—l)!...(s,,+1)!

s 8. 8,
051'*'1082"’1' e 03”+lw11 W’ ",

b

la sommation s’étendant & toutes les valeurs entiéres, positives ou nulles de
81,8y, .- .8y telles que 8, +5,+ -+ s, =».
Remarquons enfin que ’équation (38) peut s’écrire sous la forme

1 1 1
fdtlfdtz---[Bs,")(x+wlt,+w2t2+--~+wntn|2w1,zw,,...an)dtn
FO 5

= Ef,")(x|w“ ey W)
c’est ce qu’on voit en tenant compte de I’équation (8).

En posant en particulier x=§(w, +w,+ -+ wy) on trouve

3
4

3 3
1 n
E®
fdt,fdtzu-fBi”)(wlt,+w,t2+---+wntn|wl,...,wn)clt,,= [y, @3, ... on)
1 1
1 1

22 v+n
1
n

D’autre part en posant x=o, il vient

1 1 1

an, 2 oy
fdtl [dtznfBgzﬂ)(wltl"l—thZ+"'+wntn|(01,(02,---wn)dtnr— [w,, 0, Wn) .
0 9 0

22v+n

28. Arrétons nous un moment au cas particulier ot n=2. On a en
vertu de (24)

BLZ)[wu wz] = 821}(:) Wi’ Bs B, _s.

$=0"

Si » est impair tous les termes au second membre disparaissent, excepté le se-
cond et P’avant-dernier. On a donc
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BY[w,, 0] = — 7 0,0, (! @i ) By, (45)

si v est impair. Reprenons 'équation (31):
BMw,| w,, w,) = B [0,, 0] + 0,0y v B,—,,
BY(w,| 0y, 0,) = BP [0, w,] + 0t w, ¥ By

Dans le cas actuel les seconds membres peuvent se réduire. Si » est impair on
trouve en substituant I’expression que nous venons d’indiquer

v -

BY (w,|w,, w,) = (0y " — ! ™) w, wy By—y
YV, e _

Bg)(wz]w,,wz):;((u’f Py ) wy wy By

Ces deux valeurs sont donc égales et de signes contraires. Mais si » est pair
et > 2 nos équations se réduisent a

i3 (w,))= BY () = BY
parce que By, B;, B,,... sont nuls. Rappelons en outre que

B (0, + ©,) = (— 1)* BY.
Le polynome

B (z) — BY

admet par conséquent les quatre points x= o0, w,, w,, w, + w, pour zéros, si » est
pair et plus grand que 2, et ces zéros sont en général du premier ordre. Si v =2
ce polynome a les deux zéros 2 =o0 et 2=, + ©,.

Pour trouver les valeurs du polynome de BErNourLLi d’ordre z dans les

. w, w, ,
points 5y et > rappelons qu’on a

B (x| w,, w;) = ) (:) B; B, (z|w,) w3,

3=0

BE}Z)(:I:I(U1 , (0) = 2 (:) B; By, (z|w,) wi.

$e=0
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w oy w .
En posant x=—2—‘ dans la premiére et z = —23 dans la seconde de ces relations

on trouve
BY (%lw,, wz) =2 BY [% , wz] — B® [w,, w,],
BS’ (%ﬂw,, w,) =2 BLZ) [wl s _623] — BY® [, , w,].
Si v est impair ces expressions se réduisent et on trouve en vertu de (45)
BY (&le , wz) =2(z1— 2w, w, By_i,
2 2
BY (%le , w,) = —g (1—2") w, 0  Bi.

A Taide de I'équation (35) on déduit enfin la valeur du polynome dans le point
M. En effet, en posant x=o0 et n=m =2 on trouve, aprés quelques ré-

ductions
W, T ’ : w
BY (——‘ 2 2| w,, w2) = (1 +27) B [0, w,] — 2 BY [% , wz] —2BY [w1 ; ?2] .

Le second membre se réduit & zéro si » est impair. Mais si, dans la méme re-

lation (35), on pose z ) et n=m =12, on trouve

2) [+ @ w,+3w w,+ o
BY ———‘4 2[(01,w2)+B5,2)(———' 43 2|w,,w2)=2““’B}f)(ﬂ'2 2w, s w,) ,

w; + w,
2

pourvua que v soit pair. Posons enfin dans Péquation (38) x= et n=2,

on trouve, aprés quelques réductions

(2)

2 2 Ev-— ’
BY (ﬂ%lwl, w2) — BY (%&le, w, =(ulw2v(w—1)—%l w,],

A Paide de ces deux relations on trouve la valeur de notre polynome dans le
., ot o
oint —+——2.
P 4

Enfin en posant x =0 dans I’équation (38) il vient
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0,09 (v — 1) 272 O, = BY (M) — By (3) —BY (f‘ﬁ) +BY.
2 2 2
En substituant les valeurs que nous venons de trouver il vient
—ay 12 —n g o o ) ]
w0, v (¥ —1)2 0l lwy, w,]= (1 +27") By [0, w.]— By 2 s\ — By ey, 2

MM. P. ArreLL!, M. KraUsE? et E. W. BARNES?® ont étudié des polynomes voisins
des polynomes B!’ (x). Dans ce qui précéde nous avons poussé plus loin I'étude
de ces fonctions. Notre point de départ a été différent de celui de ces auteurs.
M. AppELL a défini un polynome de BERNOULLI & deux variables z et y par
I’équation

p=z q=y

P,(z,y)= 2 2(2"”1 + qw,).

p=1 g=1

Ce polynome de M. ArpELL est égal &

p’fﬁl? (xaw, + ywz) - Bfrgl-z (xwx) — Bﬁ-z (ywz) + BE,?.: (O),
w,w, (v +1)(v+ 2)

Pv(x’y) =

ou encore égal &
:H_-l y+1
P,(x,y) =jdtl\[Bff)(w1 L+ w |, 0,)dt,.

1 1

M. Barxes a d’abord introduit & V'aide d’une équation aux différences finies un

polynome qui est un peu moins simple que Bi’(z). Mais en poursuivant ses
recherches et considérant le cas général M. Barnes a préféré définir ses poly-
nomes par ce fait que leurs dérivées figurent comme coefficients dans certains
développements en séries. Nous avons partout défini les polynomes par leur
propriété la plus essentielle. Le lecteur pourra juger de I'avantage que présente
cette définition vis & vis de toute autre.

! Sur les fonctions de BrrnouLLl 3 deux variables, Archiv Math. Phys. (3) 4 (1902—o03),
p. 292—3.

? Uber die Berwovnii'schen Funktionen zweier veriinderlicher Gréssen, Archiv Math. Phys.
(3) 4 (1902—03), p. 293—5; Uber Bervourirschen Zahlen und Funktionen im Gebiete der Funk-
tionen zweier verinderlicher Grossen, Ber. Ges. Lpz, 55 (1903), math. p. 390—62.

3 The Theory of the double Gamma Funktion, Philos. Trans. London 196 A (1901), p.
271—385; On the Theory of the multiple Gamma Function, Trans. Cambr. philos. Soc. 19 (1904)

p. 377—86.
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Dans le cas particulier ol tous les nombres w; se reduisent & 1 les B ont
été étudiés par A. Cavcmy!, E. Lucas?, B. IMSCHENETZSKYS, J. SYLVESTER?,
D. Sintzor® E. GriGorRiEW® et N. Niersen’. Nous parlerons plus loin de ce
cas particulier.

Polynomes de Bernoulli et polynomes d’Euler d’ordre négatif.

29. Jusqu’ici nous avons supposé essentiellement que l'ordre n était un
entier positif. Nos relations subsistent encore pour n—o, si 'on suppose que

BY (2) = B () =a».

Y

Mais il y a avantage & étendre la notion et & introduire des fonctions d’ordre
négatif. On peut ainsi faire rentrer dans un méme cadre des fonctions qui
apparaissent jusqu’ici comme distinctes. Nous avons défini les fonctions d’ordre
positif de sorte que:

n Rn) — v! V—2
mléman (xlwu---:wn) ('I/—n)!x b

VB (2w, . .. 05) = 2",
a)'l...mn

Je définis le polynome de BERNOULLI d’ordre — n par I'équation

BS™ (x| )=——,V!—— Anaxvtn (1)
. (x Wy, .o 0p (,,.}_n)! @, ’

et le polynome A’EULER d’ordre —n par 1’équation

ES™ (2|, .. . 05) = V"2, (2)
Wy Op

n et » étant des entiers non négatifs. On voit que BS™ () et BE™ (x) sont
encore des polynomes du degré ». De la définition il résulte immédiatement que

! (Buvees (2) 8, Paris 1890, p. 180—94.

? Sur les développements en séries, Bull. Soc. math. France 6 (1878), p. 57—68.

# Mém. Acad. Pétersbourg (7) 31 (1883), mém. no 11.

4 Educ. Times 39 (1883), p. 74.

5 Bull, Soc. physico-mathématique de Kasan (1) 8 (1890), p. 291—336; id. (2) 1 (1892), p. 234.

¢ Nombres de BerNouLr: des ordres supérieurs, id. (2) 7 (1898), p. 146—202.

7 Ann. mat. pura appl. (3) 10 (1904), p. 287=—325; Handbuch der Theorie der Gammafunk-
tion, Leipzig 1906, p. 66—78.

Acta mathematica. 43, Imprimé le 23 aofit 1920. 23
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A BL_”) (x I Wy,. ..wn) = /VBSr:':_]) (xlwl’ . 'w”‘H)’ (3)
Pnt1

V ES 3]y, 00) = B (2] wy, ). (4)
Oy

Les équations
A2 B (z)=w(v—1)...(v —p+1) BEP (2), (5)
VP B (2) = B3 (2) (6)

restent donc vraies méme si p>n.
Dans les paragraphes 15 et 24 nous avons démontré qu'on a

E,(Vn'bp) (x + y) = ’i”(:) Ef,") (ﬂf) Eg-’-)-s (y)’ (7)
B (24 4) =2(z) B () B2, (), (8)

w0

z et y étant des nombres quelconques, n et p étant des entiers non négatifs.
Appliquons aux deux membres de I’équation () I'opération
Vi
ml...mﬂ,ﬁ)l...m”
on \/ porte sur la variable x. On retrouve I'équation (7) ou n a été changé
en —n. Appliquons ensuite aux deux membres de cette équation I’opération
\/*P
@p-e- By @y o Dy
ot \/ porte sur la variable y. On retrouve P’équation (7) ol n et p ont été
changés en —n et — p. On peut enfin faire la méme observation relativement
a4 léquation (8). Les équations (7) et (8) subsistent donc pour loutes les valeurs

entidres, positives, nulles ou négalives de p et de n. Nous mentionnerons quelques
cas particuliers de ces équations. Posons p= o et remplacons n par — n, il vient!

8=y

B (x+y) = Z(Z) y— E{ (), (9)

S0

1 On peut aussi déduire ces équations de la formule de Tayror.
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=y v
BrV@+y) =3 (s) =B (2). (x0)
$=0
Par analogie avec ce qui précéde je pose
B(—n) B(—n) (o),
e =27 B (o),

Dg)—-n) = 7 BL_”) (_ w, o+ -+ w,,) ,
2

EC™ v E(——n)( 0, + w, +---+w,.).
2

Alors il résulte des équations (9) et (x0) que les polynomes d’ordre négatif

gexpriment par les BU™ etc. de la méme maniére que les polynomes d’ordre

positif s’expriment par les B etc. Il s’agit done de trouver les fonctions BH™
etc. Dans ce but posons x =y =0 dans ’équation (8). Il vient

S=y

B = X () B B (x3)

$=0

et cette relation subsiste si ’on remplace B par C, par D ou par E. Cela posé,

on arrive aisément 3 trouver I’expression explicite des fonctions BS™ etc. On
a d’abord

BqQE™ — o — pt7 — E(— n) =1,

B(—l) [ ] ___l__I s OL—I) [w] =2l g?,

pour toutes les valeurs positives de » et
B 0] =, DSVl =0

si v est pair. Mais si » est impair on a D{™V = ES —
De ce dernier fait on conclut immédiatement qu’on a toujours

D(-n) E(—n) =o,

si » est impair, et cela quel que soit ». Par voie d’induction on démontre
ensuite que
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- '
Bi' » [wy, @yye..0n] = 2 V- _ Ol .. Wy,
(8, + 1), +1)! ... (8 + T)!

_ 1 _ _
ot [0, w;,...00) = 2 .y Cﬁl Y [w]... C:n " {wn),

s.18,!.. . 85!

les sommations étant étendues & toutes les valeurs entiéres, nulles ou positives
de s,,8;,...8, qui vérifient la condition s, +8,+ -+ + 85 = ».
Si v est pair on trouve

!

3 3. 2,
“_‘—"—"(I)lxwz2...wn”,
s, 18, .. 8!

ES ™, 0y...00] = Z

v!
(8, + 1)1 (s, +1)!...(8p+1)!

s, s 2,
W W' ... 00",

D™ w,, w,,...0n] = 2

les sommations étant étendues aux mémes valeurs de s,,s,,...s, en exceptant
celles qui sont impaires.

Revenons aux équations (7) et (8) et posons p=-—mn. Il vient
(@+9)7= 3 () B 2) B2 ), (12)
@+yr = 3(5) B @ B2 (), (13)

S

et en particulier si y=o

=
2= ( Z) 2= 07 B, (w),
Sw==0
2V = Siv(’/) B—™ g (2)
s s y—Ss e
Sma()
A P'aide de ces relations de récurrence on sait trouver les polynomes de BERNOULLI
et les polynomes d’EULER d’ordre n sans passer par Uintermédiaire des polynomes
d’ordre inférieur ¢ n. Remarquons en outre que ces équations peuvent s’écrire
comme il suit

sy C(s—") ds E1(,n) (z) -
- 288! dzx* !

$ BB (=)
s! dz

S==0

x”.
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Les polynomes de BrrNovULLI et les polynomes d’EcLErR d’ordre quelconque
(positif ou négatif) satisfont donc & des équations différentielles linéaires et
4 coefficients constants. Et ces équations n’admettent aucune autre solution
rationnelle.

Posons enfin ¥ =y = o dans ’équation (13); il vient

N[\ gt pien
3 (5) B B —o. (14)

S0

Dans cette équation le second membre est égal & o, si ¥> o0, mais égal &
1, 8i »=o0. Nous avons défini la forme B™ par un systéme de » relations de
récurrence. Ce systéme peut donc se remplacer par 'unique équation (14) qui
lui est équivalente. Surtout quand il s’agit de trouver B pour une grande
valeur de n il est préférable de se servir de cette équation.

Relativement aux fonctions C™, D™ et E™ on peut faire la méme remarque,
car I'équation (14) subsiste si I’on remplace B par C, par D ou par F. Il faut
donec commencer par caleuler les fonctions ESX™ et D‘f"’ qui sont d’une nature
plus simple que les fonctions d’ordre positif.

30. Tout ce que nous avons dit des polynomes d’ordre positif reste vrai
mutatis mutandis pour les polynomes d’ordre négatif. C’est trop évident pour
que j’aie besoin de m’y arréter. Je veux donner seulement un exemple. Dans
le paragraphe 26 nous avons établi pour les polynomes d’ordre positif les deux
relations suivantes

A B™ @#|20,,20,,...20,) = D B (z|w,, 0y, ... 0n),

@y Oy

y» B™ (|20, 20,,...2 0,) =Bf,")(x|w1,w,, . lip).
@)+ Oy

Je dis que ces relations sont vraies encore si ’on remplace n par —n. En
effet on a

AY=Y4=4

20

et par conséquent

A" V(@) = A" (@),

wl...a)” u)l...q)n 2w1..,zw”

Ve A ()= A" f(=).

Wy Wy Opere Op 20420y
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Posons f(z) =¥ dans la premiére de ces relations et f(x) = z**+" dans la seconde,

il vient

A\? EF™ (#|w,, ©y,...00n) = D Bf,"")(xlzwl, 20y,...200),
170 Op

\VAd BS™ (z]|w,, wy,...08) = BS (@]|2w,,20,, ... 204).

c. q. f. d.

31. On sait exprimer les moyennes et les différences d’une fonction par
ses dérivées. En effet soit f(x) une fonction analytique, holomorphe au voisinage
du point  =o0. Appliquons aux deux membres de 1'équation

1) = 20 (0) %,

1=}

Popération /7, il vient

7160 = S0 B

Yam()

Mais en appliquant 'opération A" on trouve

A”f(x) 2ﬂv+n) B n)()

Ym0
Ces deux séries convergent si les valeurs absolues des nombres z et w sont

suffisamment petites.
Soit par exemple f(x)=e* il vient

27 (et + 1) (et 4+ 1) (ePnt+ 1) et = i ;—' EX (o, ,0,,...04),

Yam()

e lOn).

et —71) (et —1)---(e®nt—1 < o
( ) ( )-- ) oo E;Bi ™ (2], g,

W@, . .. 0pt" g
-

Ces deux séries convergent pour toutes les valeurs des variables z et . Nous
en mentionnerons les trois cas particuliers suivants
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2 P
€08 @, { CO8 W, ... CO8 wyt= 2(— 1) —— BS™

Tt

V=0

29
71 D",

(2%

sin o, ¢ 8in w,t...sin w,t i( 1)”t
W Wy ... WOpLl"®
Py=0

(et =) (et 1) etnt 1) _ § ¥ p
O Wy« « « W I* 7 I

(15)

v=0

Quelle est maintenant la fonction génératrice des Bi”? Nous venons de
voir que notre définition de ces formes est équivalente & 1’équation (14):

8=y

v - 0, »>0
> (8) B BT = { > (14)
=0 I, ¥==0.

Elles se déterminent uniquement par cette équation quand on y pose suc-
cessivement »=0,1,2,... On en conclut que la fonction génératrice des B{"

est la réciproque de la fonction génératrice des BL™™ c’est & dire qu’on a

a)lwz...wni" . m_ti (n),
(emlt_l)(emzt—I)‘-'(emnt—-l)——2 B"’ 4 (16)
Pma

car en multipliant terme & terme les équations (15) et (16) on trouve

_ N N7 g gim
=X 5 2 (5 B B

Y=0 §=0
Les coefficients de la série (16) satisfont donc bien & I’équation (14). Pour trouver
la fonction génératrice du polynome B (2) rappelons qu’on a
S==
B (@) = 3 7] o B2
§=a0

Multiplions la série (16) par la série

11 vient

w,wz...wnt"e-’”‘ _ 3 _t‘“: (n)
(e“’lt—I)(e“’Z’—I)"-(e’”nt—-—I)-2’I/!Bv (xlwlle!"'wn)' (17)
y=0
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On démontre de la méme maniére que

on et R )
(ewlt+ I)(ewgt_,*_l)...(emnt_*_l) Z E xi((h:‘”z: ..wn). (18)

A - 0

La série (17) converge pour toutes les valeurs de z si le module de ¢ est
inférieur au plus petit des nombres

27T
Wy

27
Wa

27T
1 2
W,

La série (18) converge si le module de t est inférieur 4 la moitié de ces nombres.
On aurait pu arriver un peu plus directement aux équations (17) et (18) en
partant des équations aux différences finies. Considérons par exemple la fonction
au premier membre de (18). Cette fonction est holomorphe au voisinage du
point {=o0. Elle se développe par conséquent en série suivant les puissances
de ¢t. Les coefficients dans cette série sont des polynomes en z. Cela posé,
appliquons aux deux membres de 'équation (18) Popération /7, il vient

a tv "
et =) ﬂvﬂEL’(ac).

Ym0

Il en résulte que

v B (z) = 2
Les coefficents de la série sont par conséquent les polynomes d’EULER d’ordre
n. c. q.f. d.

En posant x = = (w, + w, + --- + w,) dans les équations (17) et (18) on trouve

N M

en particulier

s D 2 ( PRy D(Z';)s

sin w, t 8in wzt . sin w,t (2 v)!

E(ﬂ)

séc w, t séc w,t... 8éC wpt = 2(— 1)

VomO

)

Nous mentionnerons encore le cas particulier o n=1, w,=1. En ce cas
on trouve
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X 2
t cosée t=2(— 1) —t———DW, t) <,

Y=

. < T
sect—~2(—1 (24/)' E., |l|<5,

Ym0

tcott = X (—1) ((;f,); B.,, |tl<m,

Ym0

tgt= 2( 1)+

Pl

T
it <7

Un cas particulier.

32. Jusqu’ici les parameétres w; ont été des nombres quelconques. Suppo-
sons maintenant que tous les w; tendent vers um et voyons ce qui arrive.
L’équation (17) du dernier paragraphe se réduit &

tn e.’b't
@—1n

[ t,v "
=28 @), [tl<zw. (x)

1)

Dérivons par rapport & ¢, il vient

(n+axt)tr—1e®  nir otV J P
(¢—1r ~ (¢f—1)rH =2, B @,
Y

d’oi en réduisant
{nt1 e(:c+1)t S Y

F T 25 { T B () + 2B, (x)}

V=0

Mais en comparant ce développement avec le développement (1) on trouve
Brt Mz +1)="""B" (& )+ 27 B (2).1

En tenant compte de 1’équation

B (@ +1)— By () = v B, (x)
! Do cette équation on déduit, en posant x = o, que B+ (1)=""" B(n)

Acta mathematica. 43. Imprimé le 23 sofit 1920, 24
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on peut éliminer B(x+ 1) et on trouve
BYH) (2) = (I ~ %) B (@) + (e—n) > B (2). (2)

Cette relation est démontré si » est un entier positif. Elle est vraie encore
si n est négatif. Clest ce qu'on voit en dérivant la fonction génératrice des
polynomes d’ordre négatif. On le démontre aussi de la maniére suivante. Consi-
dérons l'identité

A™ (@ @) Y () = (Ar@ @) ¥ (@) + V(AP e (@ + D)) AYE) +--- + 9z +n) A"P(2),

et posons

¢(z) = 2+, Y(z)==x.

Il vient
Anxv+n —_— (IL'+ n) Anxv-i-n—l +n An—l pvin—1,

Mais cette relation est identique & celle qu’on obtient en rempla¢ant » par —n
dans l’équation (2).

En dérivant la fonction génératrice des polynomes d’EULER on démontre
de la méme maniére que ces polynomes satisfont & la relation

B (a) = %Eﬂ’l (z) ",E,(x——-n) B (@), (3)

n étant un entier positif ou négatif.
Posons v =n dans 1’équation (2). Il vient

B+ (z) = (x—n) BY ().
Mais comme on a B(Z,)(x) =1 il en résulte que
B () = (x — 1) (x—2)---(x —n). (4)
On a donc en particulier
Byt =(—1)mnt,
Dﬁ‘+‘)=(—1)g1.3.5.7...(n—x), si n est pair,

Dt —o, si n est impair.
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De 1’équation (4) on déduit

r+1
Bi:"(ac)=f(t—x)(t—z)...(t—n)dt,

d’olt en particulier

Bi{":f(t—x)(t—z)--.(t—n)dt,

—%Bﬁ{i,=]t(t-x) (t—2)--- (E—n)dL.

De 1’équation (4) on déduit de méme qu’on a

Bg».;.l)(x)=;/_id”‘”(x~x)0i(z:v2)~--(x—n)’ (s)

si #<n. On a donc en particulier

) () =T (0 — o) g — I 1 LI
B () n(x 1)(x—2)--(x n)[x—1+x—2+ +x——n]

e JENPREY S SN SNSRI )
Bx (—1) n-(1+2+3+ t T

n

(n+z)=L* I); n[(’l) ! : i i
Dy et 1 e i B si n est pair.

Voici une autre relation qui est plus remarquable. En posant n =1 dans
Péquation (z2) on trouve

BY@) = v(r— 1) {(z— 0 Bz B

En posant n =2z et en substituant Pexpression de B{(z), que nous venons de
trouver, il vient

BY () = V(W_IZ) (W_Z){(x—x)(x~2)BVL__2%—(zx——3)l—2~’:_l(Tx) + B”qfx)}.

Par voie d’induction on démontre qu’on a en général
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.-n('—I) By—nts (2)
(v —n—1) 2‘ st w—;+s

BO+) (2) = Di(z—1)(x —2) - (x—n). (6)

Dans le cas actuel les polynomes de BERNoULLI d’un ordre po-
sitif quelconque s’expriment donc linéairement par les polynomes
d’ordre un'.

Pour les polynomes d’EULER il en est de méme. On a d’abord pour les
polynomes d’ordre deux

EES) () =—(z—1) B, (2) + Evt1 (2)-

En effet, remplagons z par 2+ 1 et ajoutons ensemble il vient

B (x+1) + B (%) _ g (). c. q. f. d.
2

Je dis qu'on a en général

E(”-H)( ) -

Eyts (2) Dz (2 —1) (¥ —2)-(x—n). (7)

P =0

Pour le démontrer remplagons z par z+1, il vient
B (@4 1) = — 2 B T B (@) Dia (e —1) -(w —n + 1)

2 (—1 1)

n!
s=0

+ x”“D’ (x—1x) (x—n+1).

Mais le dernier terme au second membre est nul en vertu de la formule de
Tavror. On a done

E‘"*')(x+ )— —m'-En(—I ,,+,(x)D;(x—1)(:c—2)~-'(x—n)

$m=0

—o 1 & T B D= = 2) =t 1)

En ajoutant cette équation & I'équation (7) il vient

1 L’expression (6} se réduit & I'expression (5) si v =n.
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Es}n+1) Esln+1) n—y S=N—l.  _\p 4 o ,
(x+12)+ (x)=(n2-—1)! E ( 13! B, (%) Dy (x—1)(2—2) - - (£—n +1).

Le polynome défini par [I’équation (7) posséde donc la propriété qui s’exprime
par la relation

ES Y (2 + 1) + BV (@)

__ pn)
2 =E,” (x).

Mais c’est la propriété qui nous a servi comme définition des polynomes d’EuLER
et ces polynomes sont uniquement déterminés par cette propriété. La relation
(#) est par conséquent démontrée.

Faisons tendre x vers zéro dans les équations (7) et (6), il vient

o+ "'y n—s|T —s( . B
Y =77‘ 2(_1) sl 2 v4s Dn—g s
o=
-
(1) _ v NV yoms (P} Bos pinen)
B, —n!(v—n—x)!z( 1) 8 sBs ’

,1/ —
8=0

Ces deux formules sont des généralisations de celles du paragraphe 12.

33. Parmi les nombreuses relations de récurrence entre les nombres BY” il
y en a une qui mérite d’étre signalée. Développons le polynome BY*+" () suivant
les puissances de z, il vient!
S==y

(:v—-x)(x-z)-~(x——a/)=Z(z)x'Bﬂf;‘). (8)

e

D’autre part de 'équation (22) paragraphe 24 il résulte qu'on a

R id d

B+ () = 2 (4;) Bgn)(x) BN,
Sw ()

En comparant ces deux équations on trouve la relation symbolique:

1 On conclut de cette relation que (— 1) (:) B+ st un entier positif, si s <v. L'im-

portance de ces nombres a été reconnue pour la premidre fois par STIRLING,
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(B™ + 2 —1)(B™ + £ —2) - (B™ + g — ») = BU** (). (9)

En posant respectivement z=o,1,7+n,»+n+1 on trouve les quatres
relations de récurrence suivantes

(B(n)_I) (B(n) —_ 2). . .(B(n) . ’,) — BLM-H-I):

B® (B —1)(B®) —2)-(BM — v+ 1) = = B,

() () ") Y — (1Y )
(B®+n)(B®+n+1) - (BM+n+v—1)=( I)n_H,B

(B™ +n + 1) (B® + 1 +2)--(B™ +n+») = (— 1) BI,

Si n=1 ces équations se réduisent &

(B—1)(B—2) (B—») =(—1)" ¥ (1+ Tt +v—+—l)

B(B—1)(B—2)--(B—v+1)=(—1) ;l’jr'ux

(B+1)(B+2)(B+v)=

b

v+ I

(B+2)(B+3) (B+v+1)=wnt|1+> +§+ +v+1

ou les B sont les nombres de BErnouLLl. Pour trouver une relation analogue

entre les D{™ remplagons dans léquation (9) z par =+ 1—27'; il vient

i Dl () P -_
(2—+x-—1)(g—+x—z)--.(&+x_y) B(++1)( +x)
2 2 2
d’olt en particulier
(D™ 4 v — 1) (D™ + v — 3) (D™ 4 y —5)-- (D" — (v — 1)) = D+

(D™ — p— 2) (D™ — 5 — 4)- - (D™ —n —2v) = 2° BV,

n " — 1 —2).- (D" — 5 — =g T Riniw)
(D™ — ) (D" —n —2)-- (D™ —n—2v +2) 2n+q,B” .

Si n =1 ces équations se réduisent a
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D+v—1)(D+v—3)(D+v—3)(D—(v— I))—(y—+~§ 2 ()’
(D=3 (D—5)(D—7)-D—zv—1)= (=2 #1 (s 4+ +-+ ;1)
(D—1)(D—3)D—3)~(D—25+1)= (—z)WW—Jr'—I
On a encore
(D~ 2)(D— 4)(D—6)+-(D—2v)
(::f 13057 (21/+I)(I+3+5+ +2—w;~1)

Dans la premiére de ces relations on suppose que » est pair. Si » est impair
le second membre se réduit 4 zéro.

34. Nous allons maintenant développer le polynome de BERNOULLI en
série de facultés. Soit f(z) un polynome du degré ». On a en vertu de la
formule d’interpolation de NEwTON

faty)=f@+ 3 2@ @t £y

8=1

Posons f(x) = B (z), on trouve

B (@ +y) =2( )Bg"—"s” (y)x(@—1)--(x—s+1). (x0)

§=0

Si »>n il figure dans ce développement & la fois des polynomes d’ordre
positif et des polynomes d’ordre négatif. Posons y=o0 ou y=1 il vient

B (z) =2(§) BS a(e—1) - (x—s+1),

§=0

SO 2= =25

B @)= (n—) 35

8= 0

Nous mentionnerons quelques cas particuliers de cette formule remarquable.
Soit d’abord n = o, il vient
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@)= 23] B @ate— 1) w—s +1),

Sm=0
=y v
x”———Z(s) Bf,:',)x(x—I)~-~(x——s+1).
§=0
(Cest le développement d’une puissance positive de z en série de facultés. La
derniére équation est réciproque & I’équation (8). Soit pour abréger

zlx—1) (2 —2) - (z—s+1) =2l

et posons, dans P’équation (10), =»+ 1 il vient

sy

oy S g

Sm=

On en conclut qu’on a plus généralement

y v! s 05 len]
D Py P i w LA
ol la sommation est étendue i toutes les valeurs non négatives des s; qui
vérifient la condition s, +s,+--+8n=w». Cest la formule du polynome des
factorielles.
Posons enfin » =n dans Péquation (10), divisons par z et faisons tendre
x et y vers zéro, il vient
§ (=1 B
S,
S

n—s8+1 8!
0

C’est une relation de récurrence entre les nombres BY’. Ces nombres figurent
comme coefficients dans plusieurs développements en séries. On trouve, pour les
premiéres valeurs de n

BW__X pw_5  go__9, pw_3%I  pw»__ 475
2 . 6 4

30 1z

Entre ces nombres on a aussi la relation

' ny BY B
(8) st (—1) nt

8==0

qu'on déduit de méme de I'équation (10).
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De la formule d’interpolation de NeEwTon en déduit encore par un calcul
facile ces deux séries nouvelles

se=9

B o+ 1) = g(g o) 2 DT (et — 1) (2 — 20 (@t — (s — 1Y),

2w+ B (F18) = 3 (50 3) D 2@ — ) (00— 3% (0" — (25— 1))

s=0

35. Voici un autre résultat -qu’on peut tirer de la formule de NEwToN

flo+) = @)+ 3 MDD p ), (x2)

s=0
Dans le paragraphe 31 nous avons vu qu’on peut exprimer les différences
d’une fonction par ses dérivées. Inversement on sait exprimer les dérivées d’un
polynome d’une maniére simple & laide de ses différences. En effet dérivons

par rapport & y et posons ensuite y =0 ou y=—1 il vient

o) = 3 (= 815,

Mo—n)= 3 (—xp= (x4 X4 St Y .

Seml

Soit en particulier f(z) = B,4: (), il vient

B,(&) = X (— 1 8%,

3==0

N . I, I I 5
Bya—1)= X(=x) (I+§+§+"'+3TI)A 2.

De méme, dérivons n fois par rapport & y dans les deux membres de 1’équation
(r1) et posons ensuite y =0 ou y =—1, on trouve en vertu de I’dquation (5)

s=v B(s+ﬂ) A”‘”f(x)
(n) = =5 1\,
[ (2) =n 8! s+n

8§=0

{0 (. —1) = si‘:} B

8=0

A (),

st

Acta mathematica. 43. Imprimé le 3 septembre 1920. 25
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f(z) étant un polynome quelconque de degré »+n. Soit en particulier

fz) = Bl (z)
il vient
s=v pls+n)
R YPRY I - AN ¢
B, (z)=n & s+n’

Fwmi}

) sy B(s+’n+x)
s
B™(z—1)= >_|

Somi)

Aaxv_

PY

Pour les polynomes d’EvLerR d’un ordre positif quelconque on trouve de méme

S

B = 3T e

et en particulier si n=o

B(0)= 3 (-7

8=a(

36. Revenons aux équations (2) et (3)

B (a) = (1= 2) BY (o) + (2 —n) 2 B (a), (2)
B (@) = 2B (2) — 2 (s — ) BY (a), (3)

et faisons tendre z vers zéro. Il vient

B~ (1 — 2) By — v B, (x2)
1
Ot =200 + - . (13)

D’autre part on a

sy
i 4
B =3 %) B, B,
sw=0

C,(pn+s) _ si"(:) C, Cs.n_);-

gm0
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En réduisant & 'aide des équations (rz) et (z3} on trouve

B = — 2 S —xr(}) BB, (14)
O =—n B(— I)s(Z) 0,00, (15)

Sew0

A Taide des équations (r2) et (13) ou des équations (14) et (15) on peut

déterminer successivement tous les B™ et C™. Comme on a
B = 0" =1 (16)

on voit que les B! et les C!” sont des polynomes en n de degré ». On trouve
pour les premiéres valeurs de »

B =", pm_r3n—1) pm_ _nm—1n
' 2 : 12 3 8
pm _ mxsn® —30n® + 5% + 2) B™ n¥(n—1) (32— 7n—2)
4+ = ] 5 = — .
240 96
0(1"’) =-—n, 0(2”) = ”’(n - I)} C(sn) = —n? (”'— 3))
O —=n(n—1)(n*—5n—2), O = —n?(n®— 10m2 + 157M + 10).

A Taide des relations
DY =@B™+np,  EY=(C®+ny

on détermine ensuite les D{” ot les E!”. On sait que ces nombres sont nuls si »
est impair. Pour les premidres valeurs paires de » on trouve

D1, DM _ ", D(‘n)zn(sn+_z)’ Dg"’=_"(35"2+42”+I6).
I5 63
EP =1, EM=—u, EM=n(3n+2), B =—n(13n®+ 300 + 16),

Em _ n(105 0% + 420n2 + 588% + 272),
B{Y = —n(g45n* + 63000° + 16380n* + 189607 + 7936).

Jusqu’ici Pordre » a été essentiellement un entier, d’abord positif et puis positif

ou négatif. Mais ici une extension nouvelle se présente a ’esprit, extension qui

n’avait pas de sens dans le cas général. En définissant les BY” et les C\ comme
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les polynomes en n qui satisfont aux équations (12), (13) et (16) on peut consi-
dérer n comme une variable continue, réelle ou complexe. On arrive ainsi a
quatre suites de polynomes en n. En se reportant au paragraphe 31 on voit
que ces polynomes figurent comme coefficients dans les séries suivantes

m cosnt=2(_ )v( ) B™

(sint)® (27)1 D% It <

pe=0

73
™ sin nt 2( ps (20) (2t)> B(n+l’ [t} <

(sin t)* (2,,_{_1)
(gltl‘t)": go(_ I)v(z ) D(zz)’ ltl<=
(Z?,Z :L)i = gj(— 1) (?t:T e, RS ’_:
(f:sytl)t"_vz_” ) 2,,4_1),02:1:, lt|<7~:
(_co:t)" 2( (‘t i B 1<%

Nous ferons une autre fois ’étude plus compléte de ces polynomes qui se rattachent
aux polynomes de BerNouLLl de la maniére que nous venons d’indiquer.



