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Introduction.

L’objet de cet article est I'étude de la transformation anallagmatique résultant
des inversions faites successivement par rapport & n sphéres données. Les résultats
sont de forme simple et intéressante!, et le probléme se préte de maniére remarquable
a Yemploi de l'algorithme des points, plans et sphéres, classique en géométrie dif-
férentielle anallagmatique. Le premier chapitre précise les notations et les résultats
essentiels dont nous aurons besoin ici; il m’a paru intéressant de faire un exposé
synthétique de cet algorithme indépendant de la définition des coordonnées poly-
sphériques, de méme que le calcul vectoriel permet de se libérer des coordonnées
cartésiennes?. Le deuxiéme chapitre établit la formule qui représente le transformé
anallagmatique d’un point ou d’une sphére par les inversions effectuées, dans I’ordre,
par rapport & n sphéres Uy, U,,...U,, de masses égales & 1. La transformation de la
distance anallagmatique de deux points, ou de celle d’un point & une sphére, résulte
de la transformation de la masse d’un point. Si & est la masse d’un point M, &, celle

h
de son transformé M, le rapport f est une fonction du second degré du point M,

dont les coefficients s’expriment de maniére remarquable & 'aide des rayons des
sphéres et des vecteurs joignant les centres des sphéres consécutives. Ce résultat a pu
étre obtenu grace & I'usage d’une multiplication symbolique dont le principe est le
suivant: étant donné des vecteurs numérotés, un monéme avec de tels vecteurs
représente ce que l'on obtient en accouplant ces vecteurs, écrits dans l'ordre des

numéros, de maniére & former des carrés ou produits scalaires; il n’y a pas d’ambi-

1 Un apergu en a été publié aux C.R. A. S, T. 226 (1948), p. 625—27 et p. 866—68.

2 Le rapprochement avec la géométrie analytique se fera naturellement.

1. Acte mathematica, 82. Imprimé le 12 decembre 1949
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guité avec un nombre pair de vecteurs; pour un nombre impair, on obtient un
vecteur, mais il convient de préciser si c’est le premier ou le demier des vecteurs qui
reste isolé; dans I'opération actuelle, ce sera le premier.

Si U,...U,U, représente la transformation anallagmatique étudiée, le trans-
formé M, = U,...U,U,M est donné par la formule

M,=M—-23(UMV;,
i1
ou U M est la distance anallagmatique de M & la sphére U,, et ou les V, forment un
systéme de n sphéres appartenant a la famille linéaire des U,, définies par

V':Un...U,‘:+2U1'+1U,£ l:l, 2,...7?/.

3

Les deux systémes de sphéres U, et V, sont associés de maniére réciproque. On a
d’autre part h o
'_}f - 61A1M2—2a1A1M+R%O'2 3

N .
ou le vecteur o, et les coefficients o, sont définis de la maniére suivante. Si R; désigne
le rayon de U,, et R, celui de V,, on a

O |

op =2
p Y
i=p RiRi
———

n
- APA’i
“= 2 RE
t=p *Vitlq

C’est grace a 'opération symbolique mentionnée plus haut qu’on réussit & exprimer
—_—

aisément ces éléments, en fonction des R; et des vecteurs 4,4, ,, par les formules (34)
et (43) du chapitre II.

. La deuxiéme partie de ce chapitre résout le probléme de reconnaitre, en fonction
o [
des B, et des 4,4, ,, si la transformation U,,...U,U, est une similitude. II faut et il

h . —
suffit que f soit constant, donc que a, et o, soient nuls. Pour I'’ensemble des inversions

réelles, il suffit que o, soit nul, de sorte que o; = 0 entraine une condition vectorielle

—
(¢ = 0). I est intéressant d’exprimer celle-ci aussi simplement que possible; c’est ce
qui est fait pour moins de 6 sphéres, par deux méthodes différentes.
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Le troisiéme chapitre est consacré plus particuliérement encore aux produits

3

d’inversion équivalents & une homothétie. La condition que U,...U,U, soit une
—> —
similitude permet d’abord de tout exprimer & I’aide des seuls vecteurs 4,4,, 4,4,,. ..

— —_—
A4, ,, ou A4, A,A4;. . . AA, (A, et A, coincident toujours, car U, = V).
Cette remarque faite, la,condition trouvée a une forme tout & fait remarquable:

il faut et il suffit que ces vecteurs soient tels que, pour tout vecteur & de I'espace,
on ait 'une ou lautre des identités

1—e> ™1 ZA})ZZ; .
2 §:£<'R. ) &,

2 %
ol la parenthése est un produit scalaire.

_
Sie=1, les n—2 vecteurs AnA; ne peuvent pas étre linéairement distinets; il
P —
en est donc de méme pour les n—2 vecteurs associés A,4;; §’il existe ¢ relations

n—2

linéaires distinctes entre ces vecteurs, ¢ est nécessairement supérieur ou égal &

Un cas extréme est ¢ = n—3, c’est-d-dire ou les centres sont alignés!; il est étudié
au paragraphe 21 pour les deux valeurs de ¢, et I’on voit que ¢ = 1 ou —1 suivant
que 7 est pair ou impair. Pour ¢ = —1, (1) exige que n—2—q soit le nombre N des
dimensions de I'espace. Le cas extréme ou ¢ = 0, ¢’est-a-dire n = N+2, est étudié au
paragraphe 22, oli I'on obtient la configuration générale de N+ 2 inversions dont les
centres définissent 1'espace et dont le produit équivaut & une homothétie. Dans le

cas général, on est conduit & des systémes d’équations algébriques compliqués; méme

. . n—2
pour la valeur minimum ¢ =

associée & ¢ = 1, o le degré de ces équations ne

dépasse pas 3, on n’a pu qu'écrire ces systémes d’équations, en les réduisant autant
que possible & des équations probablement distinctes.

Les derniers paragré,phes du chapitre sont consacrés aux transformations équi-
valentes & l'identité.

Dans le méme esprit, le dernier chapitre traite des transformations U,,—Uz_U_1
équivalant & une inversion. Le probléme est abordé par deux méthodes. L’une utilise
la formule de tranformation d’un point, et conduit au systéme de conditions vec-
torielles (28) du théoréme ITI. L’autre utilise la formule de transformation d’une
sphére, et conduit & I'identité (15) du chapitre. La comparaison avec le systémé (28)

1 ¢ = n—2 donne le cas banal ou toutes les sphéres sont concentriques.
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est instructive. La discussion du probléme est faite comme pour celui étudié au
troisiéme chapitre, dans la mesure ol le permet la complication des systémes d’équa-
tions auxquels on aboutit, et permet de faire néanmoins un certain nombre d’obser-

vations intéressantes.

CHAPITRE I

Algorithme des points, sphéres et plans.

1. L’espace considéré est I'espace euclidien ¥ 4 N dimensions. P désigne le point
courant de cet espace. A étant un point donné, nous convenons de le représenter par

—>9

2

AP
le carré scalaire variable 5 et nous écrivons

AP
1 4= =2
M -
Le second membre s’annule quand P est en A, ou, plus généralement, sur la sphére
de rayon nul et de centre 4. & désignant un scalaire quelconque, I'expression

e
AP
(2) kA = —k——
. 2
représente le méme point 4, mais affecté d’une masse k. Lorsque P est remplacé par
v
AB
un point donné B, I'expression 5 représente, par définition, le produit des deux
points A et B, et I'on écrit
sy
AB

Ce produit est donc symétrique. Enfin, par définition, k et h étant deux scalaires, le

produit o

AB
(kA)(hB) = kh(AB) = —kh~2—;
ce produit général est également commutatif. En particulier, (k4)2 = 0 quels que
soient 4 et k.
Une sphére 8 de centre A et de rayon R est représentée par le second membre de

—>2
AP—R*
(4) U= -TR——,
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c’est a dire par la puissance réduite, par rapport & S, du point courant P de I'espace.

D’une maniére générale, ’expression
—>2
AP—R?
kU =k ———n,
2R

ol k est un scalaire quelconque non nul, représente la méme spheére S affectée de la
masse k. On conviendra de dire que (1) et (4) sont un point et une sphére unitaires.
Un point est évidemment une sphére de rayon nul et de masse nulle (en tant que
sphére).

Le produit d’une sphére unitaire U et d’un point unitaire B est, par définition,

—>9

AB—R?

UB=U(B) = ——=—,

c’est & dire la puissance réduite de B par rapport & U. D’une maniére générale,
8 = kU et le point 2B fournissent le produit

S(hB) = khUB .

Le plan est la limite d’une sphére dont le centre A et le rayon R tendent vers l'infini,

sans qu’elle cesse de passer par un point fixe M. Ainsi, I'expression (4), o l'on

—_—

—~
suppose de plus que le vecteur unitaire —— a une limite e, sécrit
R

1 > —e 1 —>2 —— —>
U= o [(MP-MAP—F] = _[MP—2MAMP]

R
et tend vers e MP. On représentera donc un plan par
(5) w—e¢MP,

—_—
olt M est un point quelconque de ce plan, et e un vecteur normal & ce plan. Lorsque
>
e* = 1, ce qui est le cas dans le calcul qui vient d’étre fait, = est dit unitaire. Mais il

—_
est clair que la sphére kU donnerait une expression (5) ol €2 = k2, c’est & dire le

produit du plan unitaire par le scalaire k, appelé la masse du plan. Bien entendu,

—
€2 = 0 pour un plan isotrope. B désignant un point donné, unitaire ainsi que w, le
produit =B est défini par

(6) @B — w(B) — ¢ MB,

et représente la distance algébrique de B au plan. D’une maniére générale,

(ko)(hB) = khe MB .
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2. Addition. La somme de points 4;, de plans @;, et de sphéres S, de masses
quelconques, est de la forme ’

2 At 2wt 28,
i j

et représente en général une sphére, pouvant se réduire & un plan ou un point,
affectée d'une certaine masse. Ainsi, les points A, étant unitaires, on a

—>2

ou, en introduisant un point fixe O quelconque,

—>9

oP — \—> —
M Skdi=—(Ik)% (S804, 0P Sk04;.

Si X'k, # 0, prenons pour O le barycentre des points A, affectés des masses k;; la

somme se réduit a

—>2
. OP — R?
(8) 8= YkA;= —(Zk)—?—
i D
avec . .
S'k,04,
(9) | B = —

Sk
Lorsque J'k; = 0, le vecteur 'k, 521 ne dépend pas de O, et, si on le désigne par

e, (7) devient

— —— —>2
(10) S=2kAd,=e0P—-} k0A4,.
i i
Ainsi S représente une sphére si 2 k; =+ 0 et si R & O; c’est le barycentre 0, affecté
B
>
de la masse J'k;, si R = 0. Enfin, si 3 k; = 0, § est un plan normal au vecteur e,
i i
, o ‘ . v
supposé différent de zéro. Cependant, si e = 0, S ne contient plus le point courant P;

lorsque 3/ kiO-Ai, dont la valeur est alors indépendante de O, n’est pas nul, nous
B

convenons. que (10) représente le plan de linfini .

>

(11) @y = OXOP--h,



Sur les produits d’inversions. 7

- . N . A -
ol h = —} 2_,"k1~0Ai est quelconque, mais non nul. Lorsque % lui-méme est nul, on
K2
écrira ,
2., kiAi = 0 .
? \

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que les 3 expressions

’ > L o—>2 7
2k, g’kiOAi, ZkiOAi‘ .

]

soient nulles. Chacune des deux derniéres sommes est d’ailleurs indépendante de 0
dés que celles qu1 la précédent sont nulles.

3. Produit des sphéres et plans. Nous avons défini le produit d’un point par

un autre point, une sphére ou un plan. Etant donné la sphere (8) et une autre sphere
—=>2

)0 P —R*

:%v;j (2

considérons d’abord la somme des produits de S par h;B;, soit

-3,

PpICY )—ZhSB)_Zhﬁ (OB —R?) |
=
ou, d’aprés (8) lui-méme,
208 = 2 ( Zk@AlBj> 2 Dk AB;
ceci §’éerit
(12) 33 SkpAB; = —122 th (A,0+00'+ 0By,
v g

donc, compte tenu des propriéteés des barycentres 0, 0’ et des expressions des rayons
de S et §' par la formule (9),

—2
(13) YS(h;B,) = %(.Eki)(Zh ) (B4 R2—007).
3 >
Si 'on désigne par 0 I'angle des deux sphéres, il vient enfin
3'S(h;B,) = ( 21@) ( Zhj)RR’ cos 0 .
J 4 J

On voit ainsi que le premier membre de (13) a une valeur qui ne dépend que des
sphéres S, S’ et non des points dont la somme les définit; il est symétrique en S et §’.
On peut done le désigner par le produit S8’ = §'S. Cbservons d’autre part que la
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masse de (8) est ~R( X ki), donc le produit des deux sphéres unitaires correspon-

dantes vaut cos . On retiendra donc que

Ea

(14) 88 =88 = szkithiBj = (masse S) X (masse S’) X cos (§,8) .
i g

Ce résultat implique la distributivité du produit d’une sphére et d’'une somme de
points. En associant de diverses maniéres les points d’une telle somme, on obtient
une somme de sphéres, et la distributivité s’étend au produit de deux sommes de
sphéres, plans et points.
L’interprétation de (14) a été obtenue avec deux vraies sphéres; mais par
variation continue des points constitutifs, de maniére que 2k, ou 3 h; tendent
i F;

vers zéro, elle s’étend aux cas ol ces sphéres deviennent des plans, séparément ou
ensemble. Vérifions le, d’aprés (12), dans le cas de deux plans; on a en effet

i b
2]610_21 = :, Zh}ﬁ] :_gl N
i J
- — —>2 — 2 ——>2
8 =e0P—} XkOA;, 8 =e0P—} S h0'B;,
p J

et (12) se réduit au seul terme

-

——ZZkihj;l?Oa%j —ee — l:] X ?’]Xcos (e,_g') ,
L

qui vaut bien ce que donne le dernier membre de (14).
Si 8, par exemple, est une sphére de rayon nul, ¢’est & dire le point O’ (unitaire)
affecté de la masse 3/ hj, (13), ot R’ = 0, remplace le dernier membre de (14) par
J

(18) 88" =488 = "%(2@-)(27@-) (0—5'2——132) = (masse de O0')x 80",
i J

et a bien la signification adoptée initialement pour le produit d’une sphére et d’un
point. Enfin, si § est également un point, (15) se réduit bien a

—00"
88" = 8'S = (masse §)X(masse §')X— .

Tous ces produits sont commutatifs et distributifs pour I'addition. L’addition est
elle-méme associative,
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Remarques. Une sphére unitaire (4) est, d’une infinité de fagons, la somme de
deux points k,4,+k,4,, de masses k,, k,. L’identification donne les trois conditions

nécessaires et suffisantes
1
k1+k2 = %

>

Jy AA +ky A, = 0,

—>2 ——>2
kAA4,+k,AA, = R .
1
4, étant choisi arbitrairement, sauf sur la sphére U, on voit aisément que k; = STA’
1
. On observe en parti-

1
et que A, est 'inverse de A, par rapport & U, avec k, = ST A
2
culier que, pour deux points unitaires inverses par rapport a U, on a

1 1 2

U4, v4,” R

Si 8 = AU, on peut conserver les points 4, et 4,, et multiplier simplement par % les
masses k, et k, qui fournissent U.

Une somme S48’ de deux sphéres peut étre remplacée d’une infinité de fagons
par une somme de deux points, puisque c’est une sphére. Mais a priori on peut

observer qu’on peut décomposer simultanément S et S’ en
S =k A, +k4,, 8 = hA,}hA4,,

avec le couple des points qui sont simultanément inverses par rapport & 8, §’, c’est-
a-dire les points de Poncelet de leur faisceau.

Avec le plan de l'infini (11) défini par une somme (10), on voit que tout point
unitaire 4 donne

—>2

le plan w = ¢ AP donne le produit

(17 wgw = 3 kwd, ::2]0,-11;1:- =0.

Le produit de (11) et d’une sphére unitaire (4) est

18 U= ShUd, = Si(44.— h
(18) Wl = ~ i i_ﬁ‘f (44, —R?) = R

Enfin le carré

o5 = Skmod; = Bk, =0
] 1
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Observons qu’on peut écrire (4)
U=—R_+5w° wy = —1,

en fonction du centre unitaire 4 et de son inverse w, par rapport 4 U. On retrouve
ainsi aisément que le produit de deux sphéres unitaires est le cosinus de leur angle.
Si A et B désignent deux points unitaires, les points de la droite 4B sont de

la forme
M = AA+uB+vw, wy = —1,
avec
M? = 2[ljuAB—(A+tpup] =0,
done
y = —A—/LAB .
Atp
La masse du point M est d’ailleurs 2+ u. Les points unitaires de la droite 4B sont
done
(19) M = 24+(1—2)B+i(1—2)4B)w, wy = —1,
avec

MB — JAB .

4. Orthogonalité. 8 et 8’ sont orthogonales si S8 = 0. Lorsque l'une des
deux sphéres devient un point B, la condition d’orthogonalité, du genre SB = 0,
exprime que B est sur la sphére S. Pour deux points, 4B = 0 exprime que la droite
AB est isotrope ou que les deux po'nts géométriques coincident. Le plan de I'infini
est orthogonal & tous les plans et & lui-méme.

Par exemple, la famille des sphéres § = k,4,+k,4,, ou 4,, 4, sont deux points
unitaires fixés, et k,, k, des paramétres quelconques, sont orthogonales & toutes les
sphéres qui passent par A; et 4,; S dépend géométriquement d’un paramétre
arbitraire; c’ést donc bien la famille des sphéres par rapport auxquelles 4; et 4,
sont inverses. De méme, la famille § = k,4,4-k,4,+k;4;, ou A,, 4,, A, sont
trois points non alignés, est la famille des sphéres orthogonales aux sphéres qui
passent par A4,, A,, A,; 8, qui dépend géométriquement de deux parameétres,
représente la famille des sphéres orthogonales au cercle 4,4,4,. Si 4,, A,, 45 sont

placés de maniére quelconque, S peut.se réduire au plan de I'infini, pourvu que
ky+kyths = klA_sA1+k2A3A2 =0,

c’est & dire si les trois points sont alignés, avec
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— —_— —
4,4, A,A, A4,
ks ko k]
et il suffit que les points soient distincts pour que S & 0.

5. Différentielle d’'un élément variable. Si A est un point unitaire variable,
et si 4, est une valeur infiniment voisine, la partie principale de

—>2 —>2
A,P AP
4 = T
4 2 T3
est la différentielle du point 4
dA = dA AP,

- -
¢’est un plan, perpendiculaire en 4 au vecteur d4 ; sa masse est [dA l Pour un point

de masse variable, soit
— 2

4— 12
2

il vient
k[ - - dA(OP—0A

ot O désigne un point quelconque. (’est une sphére de centre O si 'on choisit ce
point de maniére que )

(20) 40 — kdz
U dk’
et il reste alors
dk ——>2 ——>2
(21) d4 = ——E(OP—OA);

c’est une sphére normale en 4 a la trajectoire de ce point A.
- =
Si @ = ¢ AP est un plan variable, on a de méme

(22) do = deAP—edA
done
wdw = e Ze ;

le plan dw est orthogonal & = pourvu que w ait une masse constante.
Pour une sphére variable

§— 4Bl Re



12 René Lagrange.

k k
(23) S =d ( )(AP2 Rz)—~(dAAP+RdR)
k
C’est une sphére si d< ) == 0; 'orthogonalité SdS = 0 s’exprime par

k
= R —
AdS = R <2R>’
¢’est-a-dire

de( ) +kdR = Rdk = 0;

ce sont donc les sphéres de masse constante qui sont orthogonales & leur dérivée.

En particulier, la sphére unitaire de courbure »

(24) U= %(34732_1)

,‘,2
donne
d 4 > 1 S dA\* 1 /dAY?
U = v(AP—2v%—AP+) ‘Z’[(AP_VT) +__v2<_”,
v

C’est une sphére de centre 4, tel que

— 4
(25) AA, = v—,
dr
de courbure », définie par
1 d4A\® 1
26 : =( _a> L
(26) v v 2
dv
et de masse —, c’est-a-dire que
6}
dyvf -2 1
(27 dU = 2(AP——)

1

Grice 3 la distributivité du produit pour I'addition, la régle de dérivation du produit
de deux éléments algébriques s’applique au produit de deux sphéres, et d’une

maniere générale, au produit de deux sommes de spheéres.
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CHAPITRE 11

Généralités sur les produits d’inversions.

6. Soit une sphére unitaire U, pouvant se réduire & un plan unitaire. C’est la
base d’une inversion que nous désignons par U. L’inverse M’ d’'un point M par
rapport & U s’écrira UM. Nous savons d’autre part que U est de la forme AM +A'M’,
donc on peut écrire

M = M+AU,
avec

M2 = M24-2AUM+2 =0,
c¢’est & dire

A2UMA42) =0;
la seule solution acceptable est A == —2U M. L’inverse d’un point quelconque M par
rapport & la sphére unitaire U est done
(1) M =M—2UM)U .
Si @ désigne une sphére unitaire, la formule analogue & (1)
(2) & = @o-2(UP)U
représente une sphére du faisceau U, @; I'élévation au carré donne @2 = 1, et Pon
voit en outre que U®' = —U®P, donc @’ est 'inverse de @ par rapport & U & moins
que @' = —@; mais, dans ce cas, il résulterait de (2) que @ = (UDP)U, de sorte que P

coinciderait avec U, et —@ serait encore l'inverse de @. Les formules (1) et (2)
représentent donc les inverses d’un point et d’une sphére quelconques par rapport &
la sphére unitaire U. On vérifie également sur (2) que, dans une inversion réelle, ¢’est
a dire si U a un centre réel et un rayon réel ou imaginaire pur!, @ et U® sont simul-
tanément réels ou imaginaires purs. Notons aussi que, comme son rayon, une sphére
unitaire est définie au signe prés.

7. Considérons maintenant deux sphéres unitaires U,, U, et le produit des deux
inversions faites par rapport & U,, puis U,, que nous désignons par U,U;. On a
successivement les deux transformés

M, =T,M=M—-2U,MU,,
Mz = Ule = Ml-Q(U2M1)U2 s

donc, en fonction de M,

M2 = U2U1M == M_2(U1M)U1_2(U2M)U2+(—2)2(U1M)(U1U2)Uz .

! Dans ce dernier cas, on dira que U est imaginaire pure.
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D’une maniére générale, si U,, U,,... U, sont n sphéres unitaires, le transformé
anallagmatique
est donné par la formule

(3) M,= M+ 3 (=2 YU M)(U UV Uy).. (U, U)U,, .

p=l 1<ii<iz<...<ip<n
Pour I'établir par récurrence, ajoutons une sphére U, _,. (3) étant admis, le nouveau
transformé M, , = U,, M, est

Mn+1 = Mn_2( Un+1Mn) Un+1

== M+2ﬂw(—‘2)p21(U“M)(U“U12). . .(U U’ip)U’i ‘2(U7L+1M)Un+1

k fp2
pr=1 1< <ie<...<ip<n

+ 37 (=2 S(UMYULU). . (Up U ) U Uit U -
p=1 1I<i<ia<...<ip<n
En ordonnant suivant les puissances de 2, sous la forme

n+l

M,y =M+ (—2fK,,
p=1
on voit tout de suite que
K, =2 (U, MU,,,
1< <ntl
et

Kn+1 = Z(U,“M)(U U ). . '(Uin_lU’l:n)(UinUn+l)Un+l

11 12
I<ii<tg<...<ip<n

= (UIM)(Ule) . ‘(UnUn+1)Un+1 ’
qui sont de la forme des coefficients de (3); pour 2 < p <n, on a enfin

Kp = Z(U@IM)(U’LIU@Q)' . ’(Uip—lU'l:p)U’ip—i_zw(UilM)(UilUiz)‘ . ‘(Uip—lUn+1)Un+l;

1<y <ig<...<ip<n I<n<ie<...<ip—1<n
en posant n+1 = ¢, la derniére somme s’éerit

(UML), . (U, U

ip ?
1< <iz<...<ip1<ip=ntl
de sorte que 'ensemble des deux sommes de K, se représente par la somme unique

K,=22WU0M0UU,)...(U,,_ U, s,

. . . . zp_l 1/p
I<n<iz<...<ip1<ip<ntl

qui est bien de la forme du terme correspondant de (3). Cette formule est donc
générale.
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L’identité de forme de (1) et (2) montre que la transformée &, = U,...U,U,P
d’une sphére @ est une sphére de masse égale

(4) ?, = o+ 3(—2) Y (U, )0, U,,)... (U, U)U,,

p=1 1<y <iz<<...<ip<n

8. Ordonnons le second membre de (3) suivant les produits (U; M). En posant

by = 1, by = 0, 0y = &,. . .5, = @, ,, il vient
(5) M, = M—23(UMV,,
i-1
avec
Vi = 2‘: (_2)10‘_1 z‘(UanJ(UMUaz)' . '(Uﬂ‘p—z’Uap-—l) U‘,"B_l ,

p=1 i<0¢1<0c2<...<a;p;lgn

la derniére somme se réduisant & U, pour p = 1. Pour p > 2, ordonnons par rapport
a l'indice ¢, ;, que nous désignons par j, et qui varie de 41 & n; lorsque j est fixé,
les autres indices sont liés par les inégalités 1 < a; <@y < ... <@, , <j, ce qui

exige p—1 <j—i; en remplacant enfin p—1 par p, on obtient 'expression

n )
(6) Vi=U;+23'U; 3 (-2 ZUU)UU) (U

< apaU3) -
J=1+1 p=1 t<oag<<ag< ... < a ap—1<J

Ces n sphéres V,, mises en évidence dans (5), appartiennent & la famille linéaire des
Uy, Us,...U,; plus précisément, chaque V, appartient a la famille des n+1—1
sphéres U;, U,,,,...U,, et ne dépend pas de U,, U,,...U, ,. Dailleurs, en per-

mutant les sommations par rapport aux indices p et j, et en écrivant j = a,, (6)
s’écrit encore

Vi = Ui_l_z(_2)p2(UrxlUi)(sz1Uaz) (U"‘P- U )U

. p’
p=1 ‘l+l£(x1<!x2<...<ap_§_ﬂ

dont la comparaison avec (4) montre que

(7 Vi=UU,,...U,,U;, = U;—23(U,U,)V,;.
‘ J=1H
Ce sont tout d’abord des sphéres unitaires. Ecrivons les sous la forme
(8) VL = U‘L+2@{U]
j=1+1

L’élévation au carré des deux membres de (5), ot MZ = M2 = 0, donne alors
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0= — 3 (UMYVEM)+ 3 (UMz+2 3(UM) UMV,
i=1 i=1 1<i<j<n

Zn‘ 27:1@ U]M)(UJMH‘2 (UiM)(UjM)ViVj;

i=1j =14+l 1<1<]<n

quel que soit M, on a donc

2612V )UM)UM) = 0.

l<i<j<n
Lorsque les U, sont linéairement distinctes, ceci entraine
]' . . .
0% = 2VV; i1<j<m,
mais la vérification formelle de ce fait subsiste évidemment dans tous les cas, et ’on

obtient ainsi les expressions (8) des V; sous la forme
n
(9) Vi = Ui+2_2(ViVj)Uj .
J=1+l
Leur comparaison avec (7), écrit sous la forme
n
(10 U, = V2 (00,
J=14+1
montre que les deux systémes de sphéres U, et V, sont associés de maniére réciprogue.
La correspondance est évidemment anallagmatiquement invariante.

En posant
—2 —_——2
AP — R AP —R?
11 U. =22 k Ve 1, i =1,2,...n,
(1) ¢ 2R, : 2R; ’ "

I'identification des termes du second degré dans les deux membres de (7) fournit les

formules récurrentes

1 = UU;
(12) =_—22 i =12...n,
Ri 'Ri j=1+1 j

qui nous seront utiles. En particulier, V,, = U, R, = R,. Cette méme équation (7),

dérivée par rapport au point P, donne également l'identité

PA; PA » UU; =
(13) L P ’PA
- Ri Ri j=1+1 Rj

qui permet de déterminer de proche en proche les centres des V,. A partir de (6), on
aurait obtenu de méme I'identité
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P4, PA ”PA.H
+J3 R’Z( 2)P Z(UUM)(U U,)...(U,,_U),

Y
Ri z J=itt Y p=1 i< <oxp<...<ap-1<f

(14)

qui équivaut & I'ensemble des deux relations

J—
(15) §~§+2] 2( 2pr U N0 . (U, U,
D) 4§ =4+l Jp 1 <oy <ag<. <1Xp—]<]

A A, AA, rAA IS
(a6) L= 24~~2< 2 3 WV N (U,

P T =1+l ] p=1 <oy <. <ocp-1<]

On voit en méme temps que si les inversions U, sont toutes réelles, chaque sphére V,

1
— est réel.

g

est de méme nature (réelle ou imaginaire pure) que U, de sorte que

9. La comparaison de (6) et de (9) donne, pour j > 1,

(17) Vi = 2 (=2y7 YU U )U,U,,). . (U, U

1<p<ij~i <o <oag<C. Ce<lap— 1<J

par réciprocité, on a

(18) UU, = 3 (— 7’*12VV)VV).(M,1])

1<p<j—i <oy < xg <. o< op 1<<J

11 résulte d’autre part de (5) et de (10) que

M, =M— 22 VM2 3 (UMY,

1<j<m
ou, en ordonnant suivant les V.M,
(19) M, =M-—23 (VMOW,,
i=1
avec
(20) W, =V,+2 (U U,
1<j<<t

ou, grice & (18),
W ’ y
R L P AU CN
Cette formule est analogue & (6), lorsqu’on lit le produit de droite & gauche, et montre
que W, se déduitde ¥y, V,,. ..V, dans cet ordre, comme V;se déduitde U, U, _,,...U;
dans cet ordre. On a donc :
W=V, VoV,

2. Acta mathematica, 82. Imprimé le 12 decembre 1949.
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ce qui établit & I'aide de (19) que

M, =VV,...V,M.
On peut encore dire que

uu,,... U, =W..V,,

ou que les deux transformations anallagmatiques U,U,...U, et V\V,...V, sont
inverses'.

Remarque. On tire_de (9)
UV, = 1+2 3 (U;UNVY),
’ j=itl
dont I’addition par rapport & l'indice ¢ fournit I'identité
(21) 2 UFV—2 S(UUNVF)=n.

i=1 1<i<j<n

10. Deux sphéres @ et ¥ ont deux transformées @, et ¥, de méme masse;
I'angle est également conservé, donc le produit
.V, = oY,

On le vérifie d’ailleurs tout de suite, & I’'aide de (2), pour » = 1; et ¢a s’étend & tous

les 7 par récurrence. Pour un point 4 et une sphére @, ou pour deux points 4, B,
on a de méme

®,4, =04, AB,~ AB,
mais la masse d’un point n’est pas conservée. En désignant par h, k', h,, h, les
masses respectives de 4, B, 4,, B,, on a donc
—_—2 —2

(22) hh, A, B, = hh'AB;
d’autre part, 'équation (5) ol 'on identifie les termes du second degré, donne

h, 2 * UM
23 L= 14 .
(23) h +5 2 &

i=1 i

Ce rapport des masses dépend généralement du point M ; en remplagant U, par son
expression (11), on a encore

1 On voit en particulier que

W" = VIV’-.-V"V”...V"V.' = —VIV,. "VﬂVn"‘Vl'+1Vi = —Uu"‘USUIUi‘
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—2
h, " AM— R
5 =1t RE,

=1
Il est commode de ra,ttacher M a un point fixe, par exemple A,, ce qui conduit a

remplacer A M par A M A A d’out résulte 'expression

*~> —2

rAA R" ,
+(1+ ——7~——)
zzf RR;

(24) Z—AME QAMZ

1 R,R, R.E;
Observons que h, = 0 exprime que le point 3, est & linfini; or U,...U,U, est au
plus le produit d’une inversion et d’une transformation enclidienne, et ne transforme

en I'infini qu’un point (ou plutét une sphére-point) au plus; le second membre de (24)

,H

R R;
Nous le vérifierons plus loin.
Pour que U, U, _,. ..U, soit une similitude, directe ou inverse, il faut et il suffit

17

d’apres (22) que 7&—" h—f‘ soit indépendant des points 4, B, donc que f soit constant.
On peut donc énoncer le

Théoréme I. Les transférmations anallagmatiques U, ... U,U, équivalant a une

similitude sont celles qui multzplzent par une constante la masse du point tmnsforme

La somme au second membre de (23) est le prodult par M de la sphere 2

© =l 11
et n’est indépendante de M que lorsque cette sphére se redult au plan de l'infini ou &

zéro. Une autre forme du théoréme I est donc

Théoréme 1. Les transformations Un .. U,U, équivalant ¢ une similitude sont

celles pour lesquelles ) ! est tdentiquement nul ou représente le plan de Uinfini.

i=1 P
La traduction analythue est le systéme d’equatlons
Tl
25 g, = Y , =0,
) 1 )~ En "

n

8
M,

e.~

(26)

i=1 i

On peut compléter ces résultats par le
Théoréme III. Lorsque U,...U,U, est une similitude, le rapport constant

}ﬁ” des masses est égal a ——‘}.
h R,



20 René Lagrange.

n
On a vu en effet au paragraphe 3 que, si }'— = const. = k, on a respective-

ment =1
reuM o Uk
hS R; © & R Ry’

donc, dans les conditions actuelles, (23) peut s’écrire

h,, n U U, R, " U,U,
2 —=1_2R 7—1—2———23 s
h 2F, 7 A E

ou, compte tenu de la formule (12) ou i =1,

h 1 R
27 =1-2 7 R( ):__}. C.Q. F.D.
(27) - + ¥R ® Q
On peut observer que la sphére V, est la transformée de U,, car U,U; = — U, permet
d’écrire

V,=TU,.. . 0U, = —U,...U0,U,,

et le rapport des rayons de —V, et de U, fournit le rapport de similitude, donc le
h
rapport des masses z—"; cependant, ce raisonnement laisse subsister une ambiguité

de signe, qui est résolue par (27).

11. 1l existe une relation remarquable entre les sommes des deux types con-
tenues dans (25) et (26). En posant plus généralement

} LA | > n ‘Z pA’i
(28) Oy = 2 > %= 2 o o’ !
PSS RE P 5 BE;
0, et o, sont associés & la transformation U,...U, U, comme o, et «, le sont a

U,...UyUy, puisque les V, (+ = p, p+1,...n) sont les mémes. Démontrons que
(29) %} = Rloo,,
qui équivaut & la formule générale

(30) x
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On a en effet
—>2
4.4, A A A A
->9 — 2 2
M= gt RR,R]R]

T 1<i<<j<n

——>3

" A, A A, A +A A —4;4
=gt 2
Rsz 1<i<j<n R; R@R:,R]

" R‘§+R2 2R.R; U,iU-
2 -y R.R.R.R, :
=1 7 1<i<j<n Dt e ad}
——>2
* A, " Ri( 1 ) U, U
b e S 3 Juie +223 =7,
zl R gRi o R R 1<z<7<nRzR7

A_

o S (g 2,

i j=t+1 j

=02 e
=1
d’ol1 résulte, grace a (12), la premiére expression remarquable
r A A R‘
31 al ( ) .

La parenthése est le dernier terme de la formule (24), qui a bien ainsi la forme prévue

d’'un carré parfait, soit

h ——> —
(32) 0y zn = (0,4, M — o) .

P
Pour aboutir & (29), il suffit maintenant d’exprimer, dans (31), 4,42 & l'aide de

U,U,;; la parenthése s’écrit alors

. —2R,R,U,U, r
‘+2T aRHH1—2R 3

.

U,U,
;
1
done, grace a la formule (12) on ¢ = 1,

R, 1
R— RZ( —,):RZ . C.Q.F.D.
M T RE, 1% @

12. Remarques. Lorsque les sphéres U, sont toutes réelles, il résulte de (30)

1 "
que tous les o, ont le méme signe, et, en particulier, celui de o, = 7 qui est positif.
n

o, est donc supérieur ou égal & 0, donc h,, est du signe de k; il y a peut-étre exception
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- h
si ¢; = 0, mais, dans ce cas, «, est également nul, f = R%0, est encore positif, done
le fait est général.
Plus généralement, si les inversions sont réelles, c’est-a-dire que les U, sont
réelles ou imaginaires pures, il en est de méme des V,, de sorte que R,R, est réel et
—
non nul; les o, et «, sont réels et finis, donc il résulte de (29) que ¢, = 0 entraine

>
&; = 0. On peut donc énoncer le

Théoréme IV. Un produit U,...U,U, d’inversions réelles est une similitude
n

vyl
oUTrVYU que —_— = .
pourew 1% ~ R R,

Sia; = 0, (29) n’entraine sirement o, = 0 que si o, < 0, c’est & dire si la masse
Rio,de U,...U,U,4, + 0, ce qui exprime que le transformé de A4, est a distance
finie.

13. Examinons quelques cas particuliérement simples. On voit tout de suite

/ I - . . N . .
que R, =R, , 0, = 2% = 0; I'inversion unique U, ne peut effectivement étre une
n P
similitud i U, se réduit & un plan. Pour U,U oy = At
thitude que si U, se réduit & un plan. Pour U, U, _,, on a x, ;= e done,
n
grace a (30),
L, Ad
(33) Gn_l _ i‘n—l — n—1 r:
R;z—lan ‘Rn lR;l

Le produit de deux inversions est une similitude pourvu que les deux sphéres
soient concentriques, ce qui est un fait élémentaire. Pour 3 spheéres, on a ensuite

- An—Z An~1 4 n—ZAn ‘ - !
Kp o= Rn_lR;_l + RHR; = 0‘n—1‘4 naZAn—l_l_o'nAn—lAn
donc, grace & (33),
Zi—?. 1 T - 2 2
Opo = m = -R—i:z'(o-nflAn~2An—l+ QGnAn72An;1An‘1An+GiRn—l ;z)
—s2 _ —
= BB R (4,4, 4, ,4,+ 2R;¢~1An—2‘4n—1An~1An+R4,—1) .

T rr 11 . oy e .,
SivU, U, U, , est une similitude, x, , = 0 montre que les centres sont alignés, et
0,3 =0 se réduit alors A -
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A, A A _A+R =0,

qui exprime que 4, et 4, , sont inverses I'un de I'autre par rapport & U,_,. On voit
ainsi que le produit de 3 inversions est une szmzlztude pourvu que les centres des sphéres
extrémes soienl inverses par rapport @ la sphére moyenne

Méme dans le cas général, on peut mettre o, , sous la forme d’un carré en
utilisant une multiplication symbolique. Il suffit d’effectuer le carré indiqué par
la formule

1
Fn2™ popo

n—2""n—1

R2 (An—zAn—lAn—lAn+Rn 1)2
suivant les régles ordinaires, mais en écrivant les vecteurs de chaque monéme dans
Pordre des indices non décroissants, et en effectuant les carrés ou les produits scalaires
dans l'ordre ou ils se présentent.

14. Ce que nous venons de constater pour o,, 0, _;, 0,_, est un fait général, et

cette multiplication symbolique permet d’exprimer simplement tous les o, en
fonction des rayons des sphéres et des vecteurs A:?l:rl joignant les centres des
sphéres consécutives. Il suffit évidemment d’établir un tel résultat pour o, en
admettant qu’il soit vrai pour 6,, 6,_;,...0,. Il 8’agit de démontrer que o, est égal

au carré symbolique

1 —_ —> —>
(34) "= EE R (A A A4, A, A+
+2R3A1A A 2A1,—1 z+1 2 'An—lAn+
1<i<n ,
+ I RRAA,. . A A A Ay, A A A il ...A,,_,An—{—...),
l<i<j—-l<n-1 . 2

ol les sommes entre parenthéses se déduisent du premier terme en y remplagant de
toutes les fagons possibles un ou plusieurs produits de deux vecteurs consécutifs

—_——

A, A;A A, par R}; en particulier, si n est pair, la derniére somme est

n—lA A4+ +R0R2 "Ri—Z‘d—nr-lAn )

tandis que, lorsque # est impair, le dernier terme est RZRZ...R2 ;. Observons tout
d’abord que

RR:...R: A AARRE. ..

35 .= g S
( ) O'z UH1+R;R,;,
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et que
—_— —_—

e
o didi, = “p+1+°'p+1ApAp+1 .

® |
s

(36)

=

1

I
h~]

1
Compte tenu de l'expression de e donnée par (12), on a
1

11 " ULU,
— g 17
RE R 2R E,

0, = Og+—7

" A A —RZ— Rf 1 A —R:—R?
+02+% ERE, 02+2T(0i_6i+1)’
ou, en ordonnant suivant les o,
1
B0 o= | Vo Ay B+ oA AR R
1 =3

1
RZ[ | oy Ao B+ 30 A; (Af2A Ayt 24, At -+ 24,4 d, A, LAy

1=3
+20( i1 RE) .

Dans le crochet, le coefficient de 2ATA2 est, d’aprés (36), égal a 072; la somme des

termes indépendants de zi—lAz est

(38) 10, R3+oy( A, Ay + B — B3)+

+ oA A(24, Ayt - - +24, A, + A, A)+Re,— B3
1=4

—>2 n —2 —>2
=1 “0'2R§+U3(A2A3+R§—R§)+2°'i(A2A¢—AzAiw1+R%—1_R%) s

=t
qui est analogue & Dexpression que (37) donnerait pour o,; celle-ci serait en effet
1 —>2
Gy = R2[1+a3 (4, A ~R%) +20@(A A, —A4, A1_1+R —RY|,
donc (38) vaut o, R: et (37) s’écrit
1 —>2 — >
(39) 0y = ﬁ(azA1A2+2a2AlA2+aaR§) )
1

-
Sachant que o} = RZo,0,, et en observant la forme de carré symbolique des expres-
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sions, analogues & (34), que I'on admet pour o, et o3, on est conduit & vérifier que (39)
s’identitie avec le carré symbolique

1 —_— —— ——> —
(40) = m {AIA2<A2A3A3A4. 4,54+

© 3 RA A, A, A, A A A, A )—1

2<i<ln

+R§<A3A4A4A5...An,1,4n+ S RAA,. . A A A Ay, A, A+ )} ,
2

3<i<n
ol les deux parenthéses sont formées suivant la régle indiquée pour (34). La véri-

fication est immédiate pour crzZAg et o,R3, et il suffit de montrer que

— 1
(41) 062 _ Wfﬁ (A2A3A3A4. . 'AnAlAn+

+ 3 Ry A A Ay A A )

2<i<n

(4, d iy A, e 3 RAA, A A A A At ),

X 3<i<n
ot le signe de multiplication est placé inférieurement pour indiquer le sens sym-
—
bolique de I'opération. 4,4; ne se trouve que dans la premiére parenthése, et son

coefficient y est égal & la deuxiéme; le coefficient de ;1;113 dans (41) est donc le

quotient par RiR;. .. R? du carré symbolique de la deuxiéme parenthése, c’est & dire

g;. D’autre part les termes indépendants de AjA s dans la premiére parentheése sont

ceux déduits de AZ;A3£A4. ..4,,4, par la suppression d’au moins le produit

A,A;43A,; R &’y trouve done en facteur, donc (41) §'écrit

— — 1 —_ —>
(42) oy = 03d,A —}—~—‘—(A AAAq...4, A, +
2 342443 RERER%L 4485415446 1

+ S RAA,. A A A A, A A ) y

4<i<<n

. (Add . A, Ayt 3 RAA, . A Ay A A ).

P
3<i<<n

' La remarque qui suit la démonstration précise le caractére de cette multiplication.
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Si 'on admet que (41) s’applique & o—c;, 5(:,. .. o_c;, comme on a admis que (34) est

valable pour ¢, 03,. . ., 0,, (42) est vérifié pour o_c; a 'aide de (36). La démonstration

par récurrence des expressions des o; et «; est ainsi compléte, si 'on observe que,
—
A2A3

2 ?
R3

pour n = 3, la deuxiéme parenthése est remplacée par 1, et (41) se réduit &

qui correspond bien & I'expression de «, ;. Pour 071, (41) g’écrit enfin
- 1
(43) o =-—————(AAA,A,..A_A+
1 2R§ . Ri 1452 3 n—1“'n

b SRAA, . A A A A, A At ) |

1<i<n X

(A2A3A3A4 A, A SRAA,. A A A A, A, A+ ) .

X 2<i<n

Remarque. La multiplication symbolique des formules générales (34) et (43)
ne présente aucune ambiguité dans (34) car c’est le carré d’une somme de monémes
formés avec des vecteurs dont les nombres ont la méme parité; le carré lui-méme
est donc une somme de monémes contenant chacun un nombre pair de vecteurs.
Par contre le produit (43) est une somme de monémes contenant tous un nombre
impair de vecteurs, comme il se doit d’ailleurs pour I’assimiler & un vecteur; il faut
préciser comment doivent étre associés les vecteurs consécutifs dans la formation
des produits scalaires; c’est la démonstration que nous venons de faire qui montre
que c’est le premier des vecteurs, et non le dernier, qui doit étre mis en facteur, et
c’est cette régle qui léve 'ambiguité. Observons encore que (29) apparait comme
une conséquence formelle de (34) et (43), mais que ¢a résulte de la forme particuliére
des deux sommes dont le produit symbolique donne o_c:.

15. La détermination des transformations U,...U,U, qui sont une similitude,
et qui a été faite au paragraphe 13 pour n < 3, repose sur les formules (36) et (38),
ainsi que sur la forme définitive qu’on peut donner & (32)

—2 —_ ——

3 ;
(44) f = 0, A, M — 20,4, M+ R0, .

Dans le cas réel, nous savons que o, = 0 entraine Z, = 0, donc o, + 0 sans quoi &,
serait identiquement nul, chose impossible. De méme, si ¢, = 0, o_c: est encore nul,
done ¢,'%= 0. 0, et o, ne g’annulent jamais simultanément. Si o_c: = 0, o, ou o, sont
nuls; dans le premier cas, la transformation est une similitude; dans 'autre,
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hn — 2
I = O-IAIM s
donc les transformés 4, B, de deux points quelconque 4, B sont & une distance
telle que
—2
2
A= 22
oi4,A A\B,

effectivement, U, ... UU, est une similitude, donc U,,...U,U, est le produit d’une
inversion de pdle 4, par une similitude.
Appliquons ces considérations générales pour réduire & sa plus simple forme la

condition exprimant que le produit de 4 inversions réelles est une similitude. Tout
d’abord,

>
ocl = 0, 1A2+G3 2A3—{—04A A =0
: . 4,4,
exprime que les 4 centres sont dans un plan & deux dimensions. Si o3 = R 0,
; 34ty
A, coincide avec 4,, et ;1 = 0 exige que A, = A,, car o,+ 0. U,U, et U, U,

sont alors deux similitudes, et cette solution est banale. Si ¢, % 0, o—:l = 0 est
de la forme

(45) A, Ay = 14,4, ud A,
avee
Rz
(46) A= = BT
O3 O3 A, A

11 faut maintenant écrire, et ¢a suffit, que oy = 0; grace & (45), il vient

RiRSRERio, = (A, 4,4, A, A A+ R2A, Ay+ R2ALA,),

——2 — ——2

— (A Ay A A A A A A RA A, RAALAL),

car la substitution & A2A3 de son expression (45) n’apporte aucune modification &
lordre des vecteurs. Ceci s’écrit encore, grice a (46),
—— 2 ——)2

RRRR., = (MA,4,4,4,+RAA,), — (A4, A+ R AA, |

donc ¢, = 0 donne

R?
p RS —

4,4,

c’est-a-dire la condition nécessaire et suffisante
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RZ - R2
(47) =5 A A2+A2A + =2 A, A =0.
AlA 4,4,
La solution banale est d’ailleurs contenue dans (47), car A, = A, rend infini le
dernier terme, ce qui exige Vinfinitude du premier terme, donc A, = 4,. On vérifie

aussi aisément que, grice a (47),

>
Aody A oA, B, — L Auds
GZ—RgRgﬁRE( gAlg gl iy RZR4AA
2
A4,

donc que son quotient par o; = est égal & —A. (47) vaut encore lorsque

R:R:
certaines des sphéres deviennent des plans. Supposons par exemple que U, et U,
soient des plans, et désignons par H, et H; les projections respectives de A4, sur U,
et de A, sur U,. Avant le passage a la limite, (47) peut s’écrire

2

R2 —_— — R N —_— —_—
(—_%AlAerAsz) + <: A3A4+H3A3)+H2H3 o,
Al 2 A3 1

ol les deux parenthéses sont analogues, au signe prés; la premiére s’écrit encore

——>2 —_—
R > o A AR R} o o AH 24,H,H
2 AH,—H A, = 2 AH,—H,A, +n~_i,
AA a4, A,4, A4,

et tend vers E;Zl ; 'autre parenthése tend de méme vers ——;I;Z 1 done (47) devient
& la limite

— —> —

4,H,+H;A, = H,Hy ,
qui exprime que les symétriques de 4, et A, par rapport aux plans respectifs U, et U,
sont confondus. Observons d’ailleurs que si U, est la sphére symétrique de U, par
rapport & U,, et U, la symétrique de U, par rapport & U, on a U,0, = m,
U,U, = U,U,, done U,U,U,U, = U,U,U,U,; dans cette derniére transformation,
les éléments extrémes sont deux plans, donc c’est une similitude pourvu qu’il en

soit ainsi pour U,U;, donc pourvu que les centres de ces deux sphéres coincident.

Si une seule sphére intermédiaire est un plan, par exemple U,, il suffit de mettre
(47) sous la forme

i B
':_ﬁAlAz‘f-Asz)_}_HzAa‘*‘ 5 dyd =0,
4,4, Azd,
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avec les mémes notations, de sorte que le passage & la limite donne

R2
H,A,+H,A,+ B A, A, = 0.
A3A4

A; étant le centre de U}, ceci s’écrit
Ad-s 44 o0,
A3A4

qui est bien la condition trouvée au paragraphe 13 pour que U,U,U; soit une simi-
litude.

16. Traitons encore le cas de cing sphéres.

ay = 0'2171_1A2+‘0'3‘4‘2A3+0'4;4—53A4+0'5Z11‘15 =0,

——>2
1 A4,A ——
oo, = EQ’ O, = —_41?2, est résoluble par rapport & 4,4,, sauf i 4, coincide avec 4;.
Dans ce cas exceptionnel, U U,U, est une s1m1htude donc il faut et il suffit que U,U,U,

—_——

en soit également une, ce qui s'écrit (4,4,4, A s R2), = 0. Si 4, differe de A;,
écrivons

— R2 —
A4,
avec
(49) i=-2 =%
0y Oy

—_—

Formons ensuite o,, que nous ordonnons par rapport & A;4,, et ol nous combinons
les multiplications symboliques et ordinaires pour simplifier 1’écriture!. 11 vient
d’abord

RERE. . Rio, = (A, A, A, A A, A A, RIAA A A+ R2A A A A+
LR, A,4,4 A3+R2R2)
— (4.4, £Z3+R2) A A A A 2R AL A A Ayt R Ay A A )+

—_— ——> —_—> ——>2
+2R24, A SA,4,4,4 )4, A5+2R2R?(A A A, A )A A+

—_—— — >

FIRAA A, 4,4, R4 R4, A, A, A,

1 Les multiplications sont ordinaires, sauf lorsque 'exposant ou l'indice de multiplication est
placé inféricurement.
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En utilisant (48), oi1 'on sépare systématiquement du troisiéme terme les termes en

2, p, il vient ensuite

—— > —_ —_— ——>2
RIR. .. Rlo, = (4,A,4,4,+ R2),[(A4, 4, +pud, A2 4,4, — B
——2 —— — —_2 ———>2
+2R3{ A, A,[M(A4,4,4,4,)+pd 5]+ RI[AA 4, +

—_— —— —2 —_——2 ——> ——
—|—-,u(A1A2A2A3)]}A4A5—2R§R§[A1A2(A2A3A4A5)+

+Ry(4,4,4,45)14 [Ri(A,4,4,4,+ B})+ R34, A, 4,45]

ou, aprés des simplifications évidentes,

—— —

(50) RIR:...RYo, = {(A,A,A A+ RBY)y(AA A, +ud, AP+

—) 2
+2R2A, A, [A(A, A A, Ag) +ud AL+

2 2 2
+ 2RERAAA, Ay + (A, A, A, A)]+ BEAANA A,

L’équation o, = 0 équivaut donc & l'annulation de l'accolade de (50). Désignons

respectivement par [ et m les mesures de ZAZ et ZAg, effectuées sur des supports
orientés faisant un angle ¢, et ordonnons I’équation obtenue par rapport au rayon R;.

o; = 0 s’écrit ainsi

R34 2RE2m (Al cos p+um) -+ 2RIRI AL+ um cos @)+
+ (Pm*++2R%m cos g+ RY) x (1224 2Aulm cos p+p2m?) = 0,
ou enfin

(61)  [R24-Al(Im cos ¢+ R2)+um(lm-+ RE cos )P+ (A2 —uRL)*m? sin? ¢ = 0 .

On obtient ainsi, dans le domaine réel considéré, le systéme des deux équations

(52) { (AP—uR2ymsing =0,

B2+ Al(Im cos o+ RZ)+-um(Im+ RS cos ) = 0 .

Une premiére solution est m = 0, avec [ (R5+AR%) = 0; si m =1 =0, c’est a dire si
A, = A, = Ad,, il suffit de vérifier (48), qui se réduit &

R} ——
(53) A3A4 = - —“—4—2‘44‘45’ 4

A4,

et exprime que U,U,U, est une similitude, comme il se doit puisque TJ—zﬁl en est une.
Rz
Si A, = A, + A,, c’est & dire m = 0 et A= 73-3 (48) s’écrit
2
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: — - RR— R —
(54) A, = -—EZA A,——_A,A,, avec A,= 4,
' 4415

Une deuxiéme solution est ¢ = 0, qui exprime que A4,, 4,, 4; sont alignés, avec
RE+ (Al4-pm)(Im~+R3) = 0 .

Im -+ R2 ne peut étre nul, car il en résulterait 1 =0, donc R, = 0; d’ailleurs, Im -+ R% = 0
exprime que U,U,U, est une similitude, et il faudrait qu’il en fit de méme pour
U.U,, ce qui n'est pas si 4, + A;. On peut donc écrire

‘ R
\ Al =2
| R ey
ce qui donne & (48) la forme
— R, B — .
(85) A A, = ————= sA,4,, avec A, A,, A, alignés.

A1A2A2A3+R§ A4,

Enfin une derniére solution est Al2—uR3 = 0, associée & la deuxiéme équation
de (52); I = O entraine d’ailleurs u = 0, d’ou résulte encore (53), avec A, = A4,,
ce qui s’explique comme précédemment. Si [ =+ 0, il vient

Aw | —R}

R P : R(Im cos ¢+ R2) +Um (Im+RZ cos p)’

ou le dernier dénominateur n’est rien autre que (A A 24 A3+R )o; (48) s’écrit alors

> RA A+ A,4,4,4, R —
(56) | A3A4=—32A 1t . P

— S —

(A4,4,4,4,+ R2), A A,

On vérifie tout de suite que les trois solutions particuliéres (53), (54), (55) sont
contenues dans (56), ainsi que la solution pour laquelle 4, = A, car le dernier terme

— —>

de (56) devient alors infini, ce qui exige (A,4,4,4,+R%), = 0, donc o3 = 0, qui est
bien la condition pour que U,U,U, soit une similitude. En résumé, (56) est la

condition générale pour que le produit Us...U,U, de 5 inversions réelles soit une
similitude.

17. Les conditions obtenues laissent arbitraires R, et R,. En effet, le produit
de deux inversions est une similitude pourvu que les deux sphéres soient con-
centriques; done si U, est une sphére quelconque concentrique & U,, U,,... U U, =
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U,...UU U U, est le produit d’une similitude U U, par U,...U,U,, et est elle-
méme une similitude pourvu que T]n——U;ﬁ{ en soit une; cette opération a changé
arbitrairement le rayon de U,, et le méme raisonnement s’applique également & U,,.

Les formules (47) et (56) s’établissent trés aisément en raisonnant par récurrence,
grice & la condition qu'un produit de 3 inversions soit une similitude. On sait en

effet que si A, est Pinverse de 4, par rapport & U,, c’est & dire que

—— 2
(57) ;A2 :_—_2_-§ A1A27
4,4,
le produit U,U,U, est une similitude pourvu que la sphére unitaire U, soit centrée
en 4,. D’autre part, U,,.. . U, U, = U, ... U,UU,U,U, est le produit de la similitude
U,U,U, par U,...UU,, et est elle-méme une similitude pourvu que U,...U,U,

en soit une; on est ainsi ramené au méme probléme pour un produit de n—1 inver-
sions au lieu de .

Par exemple, si n = 4, U,U,U, est une similitude pourvu que

—= R}, —

(58) A+ =44, =0,
' A4,
et il suffit d’éliminer A4, entre (57) et (58) pour obtenir (47).

Ensuite, avec n = 5, la condition (47) nous apprend que U,U,U,U, est une
similitude pourvu que

2
5 >

R? DYIe D R
(59) — A A A A 544, =0,
A4, 4,4,

et il suffit encore d’éliminer 4, entre (57) et (59) pour obtenir (56), en remarquant que

_;A3 = ——22A1A2+A2A3
4,4,
donne
i B A A A, ot (A A A Ayt R
(60) A;Az =" +2R; li;__f_{_AzAs _ (_1_2__1__3;% 2)s

Enfin, pour n = 6, la condition (56) appliquée & U, U, U, U,U, donne

- —_— ——g
— RA. A, +A,A,A,A, R ——
A4A5: ’—Ri 3_/1_)3i_>2 e l_——5zAsAa:

(A1, 4,4, + B, A4,
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avee, grice & (60),

RALAst AL Ay =~ (BB, Ayt B, A AL+ (AAy Ayt B AuA]
) | 4,4,
(;»2}+mM=GMAAAﬁZZlgAAw&)
| 4,4, )
(B, A A A A, A, R,

4,4,

= (4, 4,4,4,4,4,+ R4, A+ RIA,A,),,
AIAZ

les caleuls symboliques étant légitimes car A_IZ2 est le premier vecteur. On obtient
ainsi la condition pour que U U,...U, soit une similitude sous la forme
B R2R2A1A2+R AlA A2 3+(A A | A3+R2)2A A R: —>

61) Ad, = — LA A,
(A4, 4,4, 4,4+ BAA,+ RA,4,), A4

Bien entendu, les calculs deviennent rapidement compliqués quand n augmente,
mais cette méthode est commode pour les petites valeurs de n, tandis que I'emploi
des théorémes II et IV est d'une portée théorique incomparablement supérieure.

18. Terminons ce chapitre par la résolution d’un probléme classique. On sait que
tout produit d’'inversions U,,...U,U, est équivalent au produit d’un déplacement,
accompagné ou non d’'une symétrie, et d’'une inversion; soit donc

U,...U,U, =DS

ou D représente une similitude de rapport 41, et S I'inversion associée & la sphére

——>9

KP—p?
2p '

S =

o, est supposé non'nul. K est le seul point dont le transformé par U,,...U,U, soit
Pinfini, donc

(62) 4K =2,
. 0y

En écrivant 8 = U, la transformation U,...UUU, est alors telle que l'on ait

8. Acta mathematica, 82. Imprimé le 15 decembre 1949,
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— ——
n n
- 4 i ﬁK i___O
KXo = ERR/ - RR/ - ’
t=1 Dl r=1 V7%
avec
—=>2

—_— —_—_——
done «, = 0 entraine o, = 0, de sorte que U,...U,U,S est bien une similitude.
On sait d’autre part que le rapport de cette similitude est g%s,, ce qui définit enfin o
par la condition g?¢; = +1. On sait ainsi déterminer aisément la sphére d’inversion &,

a l'aide de (62) et de ¢* = £ ; on peut méme la supposer réelle; et la similitude
03

D =TU,...U,U,S sen déduit.

CHAPITRE III

Les produits d’inversions équivalents a une homothétie.

19. Lorsque U,...U,U, est une homothétie, le point courant M et son trans-
formé M, sont alignés avec un point fixe K. D’ailleurs les seules transformations
anallagmatiques ayant cette propriété sont les homothéties et les inversions. On sait
en effet que ﬁn——UjJ: est une transformation euclidienne £ (similitude), ou une
inversion /, ou un produit /E. Si K, est le transformé EK, les droites 4 passant par
K sont transformées par £ en le faiscean des droites 4, de sommet K,. Si done
U,...U,U, = E, il faut que K, coincide avec K et que les 4 soient invariantes, ce
qui n’est possible que si E est une homothétie; si U,...U,U, = IE, Yinversion I
doit transformer chaque 4, = EA en A, donc il faut que K, coincide avec K et le
pole de I'inversion, et que 4, coincide avec 4; E ne peut étre qu'une homothétie de
centre K et I une inversion de méme centre, donc 1 est une inversion. Pour distinguer
Ihomothétie de I'inversion, il suffit d’exprimer que Un—Uzﬁl est euclidien ou non,

h -
c’est-a-dire que f est constant ou non, ou encore que ¢; = &, = 0 ou non. Si

(1) MK — iMM,, MK —=(A—1)MM,,
la condition d’alignement (19;1) s’écrit ici
M M A1—-2)
(2) K = 27’1+(1~x)7+ W (MM )z, Wy = —1,

n n

A-—1
ol 1 est constant dans le cas de 'homothétie; le rapport d’homothétie est ——, done
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h, B, A
b R, TA—-1
1os . . . AA—1) .
Dans le cas de l'inversion, que nous ne traitons pas ici, c’est (MM,) qui
—2 n

2 KP—Q~

est constant, puisque ¢a doit valoir ——% si 5 est la spheére d inversion, réelle
e

ou non, :
11 est cependant plus simple d’exprimer qu’il y a alignement & 'aide de 'identité

—>2 —>2 ——>
M M MP-MP —— MP+M.P —— . MK M, X
n = RS St et M 75V KP+MM —J; ,

b 2 - n

n
ou M, M,, K sont quelconques et ol P désigne le point courant de 'espace. On voit

M, M .
d’abord que R est linéaire en P, et que
n

M 1->— MK —— ME+MK
(3) %[—"—Z—FEKMKP <MM —TK>KP—|—M AR+ A

n

n

est indépendant de P si (1) est vérifié, et réciproquement. On a ainsi établi que les
U,...U,U, qui sont une homothetie sont les transformations euclidiennes pour lesquelles
il existe un point fixe K et une constante 1 tels que

M, M 1->—

(4) T—__—l‘ KMKP = indépendant de P.

En remplagant M, par son expression (5;1I), (4) s’écrit

11 o
M(fT—Z) —h-Z(U MW+~ KMKP indépendant de P,

n n i=1

h
ou, en multipliant les deux membres par f’ qui est constant,

. ;
(5) (1———”) I-EZ(U M)V, + "KMKP indépendant de P .
=1

Les termes du second degré en P doivent disparaitre, comme on I’a observé, et

la vérification est immédiate & l'aide de (23;1I). Il reste donc la condition nécessaire

et suffisante obtenue en annulant le coefficient de I}P

- - [k > 2} P UM -
6 A—1)—2 KM—— _0
® COE LS P 2 7
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qui doit étre satisfaite quel que soit M, pour des constantes convenables A et K.
Remplacons KM par ZM-Z;K = ZM~—).ZA{ et }A: par ZA;—).Z;A;, en
tenant compte de ce que 4, centre de V,, est Phomothétique de 4,, centre de U,;
(6) s’écrit

h, - A2 UM h h, 21 > UM
1 M—2- % AM_ (__1>/1~—"_— ! ]A 4 =0,
[h( ) )‘]A 2h R’- Al ) }'li h h hljl R 1443 O

=1 7 2

ou, compte tenu de (23;11),

h —=> 28 *UM-—— h, —
(7) (i‘(l—l)— JA M“W oo % 4,4+ “AA =0.
=1 €

(7) équivaut & la condition (6) puisque le point K, défini par ZK = MZA{, est fixe

2
dés que 1 est constant. Explicitons enfin par rapport & M, en remplagant 7 UM par

—2 —_—
AiM——R2 AM—2AAAM+A1A —R?
R, R; ’
nous obtenons le systéme d’équations nécessaires et suffisantes
y _IA; =0 »
=1 Ri Ra
1= o N (AddM)
8 ——AM =YY" 4,4,
* ST T A
—>2
h, — * A, A,—R] —,
T4 4= 4,4,
h i i=1 ‘R’iRi e
, A
ou 'on a utilisé la relation -~ = £ (e= +1)

20. Grace & oy = 0, la premiére de ces équations s’écrit encore

"AA
v = Q-
ZRR ’

— —> ————
le premier membre est le vecteur (x{ associéa V,...VyV,commen,Vesta U,.. . U,U,;
ces deux transformations, inverses I'une de I’autre, sont simultanément euclidiennes,

- - —
donc «; = 0 est une conséquence de &, = g, — 0. &, = 0 permet également de
remplacer la deuxiéme équation (8) par



Sur les produits d’inversions. 37

(9) 1 2 R R AnA‘L 4

IEM est le vecteur le plus général de I'espace, tandis que le second membre est un
vecteur de la variété plane déterminée par les centres des sphéres U, car les ICA;

sont des combinaisons linéaires des vecteurs Anzi (ou AIZ ;); cette variété a moins de
n—1 dimensions car ;1 == ( ¢tablit une relation linéaire entre ces n—1 vecteurs. Si
cet hyperplan remplit U'espace, les deux valeurs de ¢ sont a priori admissibles, tandis
que seul ¢ = 1 convient dans le cas contraire; il suffit alors que le second membre

de (9) soit nul pour tous les vecteurs ZM de I'hyperplan.
Avant de discuter cette équation (9), montrons que la derniére équation (8)

h, —
est satisfaite. —hl” étant égal & Rlo,, les deux termes en 4;4;, portés tous deux au

premier membre, ont le coefficient total

R2
R%O‘2+ R R - Rio‘l =0 3
done il suffit de vérifier que le vecteur
" AA,—R!——
10 = M L A4,4;
(10) 1% R
est nul. On a encore
——>2 —
- 1 * A A, —~R—RI4+ R — n A A;
- i L4 A = —2 4,4, =i
£ 5 R.R; e ‘2 R,R 11 il £ R, R;

done, grice & la formule (13;1I) relative 4 ¢ =1, P = A4,

(11) ;_?)1 B A]A VA]A _ S’él/—i—f,
R R = R,R. = R,R;

qui est bien nul d’aprés la premiére équation (8) elle-méme.

Remarque. A laide de (14;11) ot P = A,, le dernier membre de (11) 8’éerit

encore

n o4 ! n i n o1 n . _Y
SRR R; +2*2 R, < (=2 20U N, U (U Uy

—_
ou, en ordonnant par rapport & 4,4;,
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—_—> . Y
tA4;00

P E—}—E—R—Z(——2)”2(Uanl)(UMUM). . .(Uo‘p_lUj)
7=2 f) 7 =1 Pip=1 di<my<ag<...<axp—1<)

La quantité entre crochets est de la forme (15;1I), mais relativement aux sphéres

prises dans lordre U, U, ..U, au lieu de U,, U,,...U,. Si donc 'on appelle

n—1>
T. la sphére unitaire

——2

—— C.P—p;
(12) T, = U,0,.. U, U, =~ Ti
. 20;
. 1

la quantité entre crochets est —, et l'on a

K " A4
(13) 5= ydd:

' o1 R

o - e «qe A
On vérifie encore que B, = 0, car U,U,...U, est euclidienne en méme temps que

-
U,...U,U,, et B, est, pour cette premiére transformation, I’équivalent de ce qu’est,
pour la deuxiéme, le vecteur

S
P R = o, —0, 4,4, .

Observons encore que

T, = U,U,...U,U;...U,0,...0,U,

=U,0,... 0,0, ..0.,0,U,
= 0,0, ..UV

ou

(14) VY, =T,...0,U0,T,.

—V, est donc la transformée de 7, comme —V, I'est de 7', = U}, done, dans le cas
de la similitude, le rapport des rayons est le méme, et
1 Rl
o RE/
21. Nous avons ainsi démontré le
Théoréme. Les transformations U, . ..U,U, équivalentes ¢ une homothétie sont
les similitudes (o, = "_‘)1 = 0) pour lesquelles est satisfaite U'identité

_—
l—g —>

-1
(4,44 M) —,
Mo~ e .
A, 2 R,R, e

i=2

(15)

pour une valeur +1 de e,
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Les n—2 vecteurs Z;Z; au second membre sont linédairement distinets, ou non,
et la discussion générale ne conduit pas & une configuration simple. Examinons
d’abord ce que donnent les deux hypothéses extrémes o ces vecteurs sont paralléles,
ou linéairement distincts. _

Supposons les d’abord paralléles, autrement dit que les points 4; et A soient
sur une méme droite 4. Pour les points M de 4, ‘(15) g’écrit

1—s  "1A44,4,4;

16 —
(o) 2 = RR

Si ¢ = —1, la transformation U, ...U,U,, qui vérifie o, = &: = 0 et (15), ne peut
étre une homothétie que pour les points de 4; si ¢ = 1, 'égalité générale (15) découle
de (16), et la transformation est une homothétie poﬁr Pespace E. D’ailleurs, du fait
que U, ...U,U, est une similitude, c¢’est une homothétie ou une translation pour les
points de 4, donc (16) est satisfaite pour une certaine valeur de ¢, qu’on peut déter-
miner de la fagon suivante. Observons tout d’abord que les conditions
| " 4,4
- 144
"TERET T ERETS
laissent arbitraires 2n— 3 des 2n—1 paramétres 4,4;, R, dont dépend ce systéme de
sphéres, qui peut ainsi étre déformé de maniére continue sans que la transformation
cesse d’étre une homothétie, donc sans que (16) cesse d’étre vrai, ce qui laisse constant
e. D’autre part, le produit de deux inversions tel que U,U, reste invariant quand on
remplace U, et U,, supposées non concentriques, par deux sphéres de leur faisceau
pourvu que leur angle soit le méme, et, en particulier, par I’hyperplan radical p, et
la sphére S, de centre B, = U,4,; on a ainsi U,U, = S,p,. On peut ensuite remplacer
U,S, par Sp,, p, étant I'hyperplan radical de U, et 8,, supposées non concentriques,
et le centre de S, étant le point B, = U,B, = U,U,4,, et ainsi de suite. Par défor-

mation continue, on peut admettre qu’aucune des sphéres S, n’est concentrique a

U1, tout au moins pour k< n—1, ce qui donne U, U, ,...U;=U,S, P, 5.. -PsP1-
Les n—2 plans p,, étant paralléles, le produit p,_,. . . pyp, est une symétrie par rapport
a un plan ou une translation suivant que n est impair ou pair; son produit par
U,S,_, n'est euclidien que si U, et 8, , sont concentriques?, et U,S, , est alors
une homothétie. Si done 7 est pair, U,,...U,U, est le produit d’une translation par

une homothétie, donc lui-méme une homothétie pour tout 'espace, et ¢ = 1; si n

1OnaB, =U,_;...U,4,, donc la coicidence de B, _; avec A, équivaut & U, U, ,...U,4,=

o, ou UU, ;...UU 00= o0, ce qui est une condition évidente.
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est impair, U,...U,U; ne peut étre une homothétie que pour les points de A, et
e = —1.

En résumé, lorsque les centres A; sont alignés, ¢ est égal 6 1 ou —1 susvant que n
est pair ou tmpair, et il suffit de oy = 0_‘)1 = 0 pour que (16) soit vérifide.

—

22. Etudions maintenant Pautre cas extréme ol les n—1 vecteurs 4,4, déter-

minent une variété plane & n—2 dimensions, que nous appelons @, ,, c’est-a-dire
.y . - -
que ces vecteurs ne sont pas liés par d’autre relation que x, = 0. Les 4, 4; sont des
—
combinaisons linéaires des 4, 4;, et réciproquement, puisque le systéme des V; est
—_—

associé aux U, de maniére réciproque; les 4,4 définissent aussi w,_,, et sont liés
par la seule condition ocl = 0, c’est & dire

Dans notre hypothese, les n—2 vecteurs ‘Z;A: (i = 2, 3,... n—1) sont linéairement
distincts, et ce fait rend impossible (15) avec ¢ = 1, si » > 2. La seule solution
acceptable est

-— > nl A A A AM
(17) AM 2“331 )AnA,,,

=2 ()
P'espace étant la variété »,_,. Nous avons ainsi établi que, dans Uespace @ N dimensions,
U,...UU, ne peut étre une homothétie avec moins de N-+2 sphéres dont les centres
déterminent cet espace linéaire.
n étant égal 4 N2, posons
N n—-1l  __ 5
AM = 3 1A,4;
i=2

ol les A; sont n—2 variables indépendantes. (17) donne alors le systéme

L — —,
Ay = A A4, 400 1=23,...n—1,
() RR,,}%;( ) e v n
c’est-a-dire
A A
(18) A4, ii;%,J 6B, k=23 . n-1,
]

ot d;; =1 ou 0 suivant que ¢ =k ou 13 k.
Ces (n—2)? équations permettent de déterminer assez aisément la configuration
de ces systémes de sphéres, qui est remarquablement simple. Tout d’abord, k¥ = n—1
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— —_—

4,4 .
et le remplacement de A;E 1 par le vecteur égal Zn7nl Gonnent les n—2 équations
n-1 “'n-1
- > ———
(19) A A, A A, =8, RB: i=23,...n—1.

Les n—3 premiéres équations expriment que la variété plane w, 5, & n—3 dimen-

sions, que définissent les centres A,, 4,,...4 est orthogonale & la droite 4,4, ,;

tandis que I'équation olt ¢+ = n—1 g’écrit
(20) A A, A, =R,
et exprime que w,_, rencontre 4,4, ; au point B, , = U, ,A4,. Ainsi, »,_; est le

plan polaire de 4, par rapport & U et 'on a encore

n—1»
— ——> e ——
(21) 4, 4,4, A, =4, 4,4, B, ,=E , i=12,...n—2.
——
Les équations (18) oll k¥ = n—2, et ol on remplace —;{, 22 par P'expression que
n—2
(13;1I) donne pour P = 4,, 1 = n—2, g’écrivent
A4, A4
y: . T A A4 . —
";?‘ﬁ‘g 11Ai = 61'»_2, i 'Rn—2'+2(Un-2Un—1) _%;/_U AlAi >
n—2 n—~1

ou, comptbe tenu des équations (18) elies-mémes,

—>

4.4 —
(22) ';z "2 AL =6

Yn—2

t=2,3,...n—1.

n-2, % RnA2_{_ 26%—1, i Rn—lUn-Z Un—l

—>

— e
D’autre part, 4,4, ,est lasomme 4,8, ,+ B, ,4, , de 2 vecteurs orthogonaux, ol

- .{ /}x ——,Rz « T
(23) A B, = ntnt Tt g4
A4, 4
done, compte tenu de (19), (22) donne
- —— . { , R: N\, ]
Bn—lAnf-zdlAi = 6n~2,iRn~2+5n~1, i L2Rn~-2Rn41 Un—zJ n-1"" 1““—1‘—:12 )‘Rn—lJ
“Aplpq

2 2 2 'Rﬁt—l
= an—Z, 'L'R;L~2+an——1, i(‘R;Lf—Z_~An~1An72+ ——_2)
4,4

n-n—-1

2 2
= 5%—2, iRi~2+6n71, 4 (R2 _-An-lAn—2+An—1Bn~—1) 3

n—2
et enfin

2 *

(24) B, A, yA, A, = 6, o B2 ,—5, ., (A, B, ,—R.;) i=23,...n-1.
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Les m—4 premiéres équations expriment que Uhyperplan w, , des points

Ay, 4,,... A, ; est orthogonal & B,HAZ2 ; c’est une variété a n—4 dimensions,
située dans @, 5, et définie par le point B, , ou la traverse la droite B, ;4, ,,
lorsqu’on a choisi le centre 4,,_, dans o, ,. L'équation (24) olt ¢ = n—2 définit ce
point B

n—oy Car

B, A, A4, ,—B, A, B A  —R

n—2 n—2

exprime que B, , = U, ,B_, = U w14, Compte tenu des mémes ortho-

o ———

gonalités le premier membre de (24) ou i =n—1 est B, 4, ,A,4, , =

Bn—lAn 2B, gA,, = B, A B, B _1» ou la configuration de A4 B B
est la méme que celle de 4, ,, 4,, B par analogie avec (23), ceci vaut donc
2

'n—~2

n—-22 rn—1> “n-2

n—1» n—1 5
R: ,~A, ,B, ,, ce qui vérifie cette derniére équation (24).

Nous allons voir que cette configuration se prolonge jusqu’a 4,, ¢’est-a-dire que,
d’une maniére générale, 'hyperplan défini par les centres 4,, 4,,... 4, , est le plan

polaire #, , du point B,,, = U,,,Uy,,...U, A4, par rapport & la sphére U,, ceci

trouvant place dans I'hyperplan », ; & k—1 dimensions obtenu auparavant. Pour
le démontrer par récurrence, admettons que ce genre de construction ait été obtenu
a l'aide des équations (18) dont le second indice a la valeur n—1, n—2,... k+1,
et considérons celles d’indice k. Grace a (13;1II), elles s’écrivent

—,

A 4 A A,
FAA, = 6, RI42 5’(UkU) £r%ig 4,
k J=k+1 .7
ou, compte tenu des équations (18) antérieures,
(25) A A A A, — 8, R +2 26 RRUU;, i=23,. .. n-1.

J=k+1
_

Les k—2 premiéres équations expriment que 4,4, est orthogonal aux k—2 vecteurs

A, 4,, A1A4,,. .. A4, ,, tandis que I'équation d’indice ¢+ = k donne

——

A,A,AA, = R:;

A, et 4, étant dans I’hyperplan =,_; perpendiculaire & 4,,, B, , en B, |, ZA i est

—_—
orthogonal & 4,B, | et cette équation équivaut a

—_— >

Bk+1AkA1Ak = ngc >

qui exprime que A4, 4,,... A;_, sont dans ’hyperplan w; ,, & k—2 dimensions,
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polaire de B,,, par rapport & U, et situé dans w;_,. Il ne reste plus qu’a vérifier
que les équations (25) d’indice 7 > k, c’est & dire

(26) A AAA —2RRULU, =kt k+2,. .. n—1

sont automatiquement satisfaites. En décomposant les deux vecteurs au premier
membre, celui-ci s’écrit

(Aan+1+Bk+1Ak)(A1Bk+BIcAi) = Aan+1BkAi+Bk+1AkBkAi >

—_—
ol B, est le point de rencontre de B, 4, avec m;_,, car 4,B, est dans cet hyperplan,

— —_ _— —
orthogonal & A,B,,, et B, 4;; en outre, B, B,,, étant orthogonal a A,B, ,, ceci
s’écrit encore

A, By 1By A+ B AyBi By 5
N —_—2
le dernier produit scalaire vaut R;—A.B,,,, done la vérification de (26) résulte de
celle de
_— — s T Tt . —2
A,Bp B4, = Ri—A A+ 4B, = Ri—B; ,4

%

t=k+1,k+2,...n—1.

Mais ceci s’éerit
- —

B, AAA, = R

TN

—_ —
ou, grace a lorthogonalité de 4,B,,, et de 4,4,

;4:2#4-121 = R} 1t =k4+1,k42,... n—1,

qui ne sont rien autre que des équations (25) vérifiées antérieurement.

La proposition est ainsi vérifiée jusqu’a la variété plane =, définie par A,4,4,,
qui coupe orthogonalement B;4, en B,, dans 'hyperplan @, des 4 points 4,4,4;4,;
dans @,, la droite 4,4, est orthogonale & B,4, au point B, = U;B,, et 4, coincide
enfin avec B, = U,B; = U,U,...U, ,A, . Ce dernier fait s’explique naturellement,

comme le montre la note du paragraphe 21.

23. Pour étre complet, il faut vérifier que o, = 0, et nous allons le faire pour la
configuration la plus générale que viennent de nous fournir les équations (18).
Calculons les ¢; (1 = n—1,n—2,... 1) par récurrence, & laide de (34;II) et de
(40;1I). On sait tout d’abord que

2
n—1“"n?

RR: 6, ,= 4,4
(34;1I) donne ensuite
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R2R2 Ri‘_z(f g = (11 211 1[1 1A‘n +—Rn_) ,

norn—~1

‘1w72£1nv1"1n~1‘4n = n-l‘in—lAn—lAn = —"Ri—l s
donc

2 2 2 2 2 2
2 D2 2 S 4 — !
Ranlenw“lo'n—z = ‘in—zAnwl AnrlAn_BnﬁlA'n—l AnﬁlAn = An~2Bn-1An~1An

Admettons alors que Pexpression

2 2
(27) BB, Rio,= A B, A B, . A_B, A A4,

ntin—1

ait été obtenue pour les o, d’'indice p > ¢+1. (40;1I) donne

RIR? .. Rlo, = (A AHI(AMAM...A,HA,,+ 2R§A,i+1A,-+2

1«
1< j<n

>

—> —>
Ay oy i dyye. - Apdpt - >+

+R?+1 (11i+2Ai+3 . .An_lAn-{—-

+ 2 RJZ'Ai+2A~J+3 . "11'—2‘1j-111.7’+1‘1j+2 RS: PRV )J >

2 j<n

olt les deux parenthéses sont celles de o,,, et 0,,,. Le double produit symbolique
——— —

fait intervenir le produit scalaire A A4, A4, puisque ces 2 vecteurs sont ceux

d’indices les plus faibles, multiplié par le carré symbolique de la deuxiéme parenthése;
—> —>
les autres produits scalaires 4,4;,,4,,,4; (7 > 7) sont nuls d’aprés la configuration.

D’autre part, Porthogonalité des droites 4,B;,, BB, B;.A;,, entraine

-—> —> —>
1 _ R
“iAiHAiﬂAﬁz = Bi+1Ai+1Ai+1 Bi+2 = Ri+1 >
done
2 12 2 2 2 p2 2
BBy R 05 = A Az+1 - R0 — Rz+1 BoBe o Bis0is,

ou, compte tenu de (27),

2 2
b5 Pn—l (A Awl z+1 'L*l)/‘tt+231+3A Bz+4 An—-lAn .

La parenthése s’écrit enfin

——>2 —2 2 —_—2

—2
AiAiﬂAiH Bi+2—A17+1Bz+1Az+1B = A¢B1+1Az+1 sz ’

ce qui démontre (27) pour p = ¢. Pour p = I, on aboutit ainsi &
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9 —2 2
R'R, ,...Rlo, = A,B,A,B,.. . A4, A,

ou A4, coincide avec B,, donc ¢, = 0. Par contre aucun des ¢; d’indice 7 > 1 n’est

nul si Pon prend soin de choisir chaque 4, (¢ > 1) distinet de B,,,.

24. Pour 'examen du cas général, nous emploierons les expressions des vecteurs

A4, A4,
e i ;g’l (¢,7=2,3,...n—1). La formule (13;I1) donne tout
"3 y .
d’abord
4,4, A4 v 44
" K n b 2 U ,
B, R@ + ;‘Zl v R

et une combinaison évidente avec I'équation particuliére d’indice 1 donne

A4, RAA R AnA]+A A, A—nZ;

= —2=2 YU, U, =422 U;

R, R, 1{’ R,

v @ =2 J=i+1 'y
—_— —
> A; n—1 !
D’autre part, 0, = &, = 0 permet de remplacer ——. par — 7, et I'on a ainsi
b 1 1 p p R R b R R
151

A4, "R LR 4,4, A4, 3 ZZ’

(28) 2 ( e UlUJ) "‘A, n» %
@' J=2 R R R@' ® J=i+1 R]
C’est de la forme
4,4, AA
(29) ————-267 el 1=2,3,...,n—1,
R’; 7=2 '
avec
. R R A4, — R
0i L _ ol lpU, =20 2<j<i,
= wE ROV T TRE It
2

oi A A,

(30) L
—_—2 2 —_— —
bi A, A A R]‘ 42U, AIA]--—AZ-A]--FR‘ R~ 1A +24,4;4,4;
v R R E.R; R.E;
1<j<n—1.
On voit en particulier que
A,4,4,4,

(31) 0i+6; = 2

1 6,j=2,3,...n—1.
R.R,
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. ——
Les coefficients 67 sont ainsi des fonctions connues des n—2 vecteurs 4,4; et des
n—2 rayons R; (1 <t < n).
Nous admettons maintenant qu’il existe un certain nombre ¢ de relations

—_—
linéaires distinctes entre ces vecteurs A,4;, qu'on peut supposer de la forme

o dd
éo&s_é;lk 17k

(32) s=12,...q,

K k

ot le symbole 3" signifie que la somme exclut les valeurs de k égales & un «,. On a
discuté plus haut les cas extrémes ¢ = 0 et ¢ = n—3 (centres alignés); ¢ = n—2

correspond 3 % sphéres concentriques. Grice aux identités (29). le systéme (32)

—_—
équivaut a celui des ¢ relations entre les 4,4

——

n—1 . n—1 \A4 A'
(39 (- an)ti—o e=1s.,
1=2 k=2 Ri

qui sont également distinctes.

25, Ceci posé, étudions les homothéties fournies par l'identité (15) ol ¢ =1,

c’est-a-dire

14 4. 4.4
34 ( ’A ’l[) =0.
( ) £ Rz Ri

Compte tenu de (32), elle s’écrit

n—l
P (AIA’”A M) [A A"+ S'zkARA ] 0.

iV By R, 3
ey c . . L. . . A, —>
Les vecteurs 4,4, étant linéairement distincts, les produits scalaires AM
k

sont n—2—g nombres indépendants, et cette derniére identité équivaut aux n—2-—q

relations

AAk ? AA%

(35) —{—2 1 =0 k=2,3,...n—1; kdoy,0,...x.
X

Les seules relations qui peuvent unir les n—2 vecteurs Z,,Z; étant les relations (33),
ou des conséquences de celles-ci, la condition nécessaire et suffisante pour la réalisation
de (34) est que les équations (35) sotent des combinaisons linéaires des q équations (33).

Veici une premiére conséquence: les équations (35) sont formellement distinctes,

done il faut que n—2—q soit inférieur ou égal a g, c’est-a-dire
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. o n—2
Sous la forme n—2-—g <

, ceci signifie que (34) n’est possible que si I hyperplan
—2

w des centres A; a au plus dimensions. En particulier, (34) est impossible avec

n = 4 ou 5 sans que les sphéres soient concentriques ou coaxiales; si n = 6,
n—2

5 =< ¢ < n—3 fournit la seule valeur ¢ = 2.

En supposant donnés les vecteurs ‘EAk et les rayons R, les relations (32)
contiennent ¢q(n—2—gq) coefficients indéterminés 1. Ces relations permettent

d’exprimer les 6/ en fonction de ces seuls vecteurs ZZ & et des 17, sous forme d’expres-
sions entiéres et au plus quadratiques; les coefficients de (33) sont donc des polynomes
en A7, dont le degré ne dépasse pas 3. On exprime que les équations (35) sont des
combinaisons linéaires des équations (33) en annulant (n—2—q)? déterminants de
degré g+1; chacun d’eux a g lignes dont les éléments sont de degré au plus égal & 3,
et une ligne dont les éléments sont au plus du premier degré. On obtient ainsi
(n—gq—2)? équations entieres en i, dont le degré ne surpasse pas 3¢+1, le nombre
des inconnues étant au moins égal & celui de ces équations. Les résultats que fait
apparaitre cette méthode générale sont manifestement compliqués. Par exemple
n = 6, ¢ = 2 conduit & 4 équations & 4 inconnues, dont le degré ne dépasse pas 7.
En fait les équations obtenues ne sont pas forcément distinctes et leur degré peut

étre bien inférieur & 3¢+ 1, sans que les résultats deviennent simples pour cela.

n—2
26. Lorsque q =

, ce qui suppose n pair, une simplification remarquable

se produit \cependa;nt. Les deux systémes (33) et (35) ont le méme nombre d’équations,

distinctes, et sont donc équivalents. Il est alors plus aisé d’exprimer que ce sont les

équations (33) qui sont des combinaisons linéaires des (35), puisqu’il suffit de rem-
N v

placer les vecteurs 4,4, dans (33) par leurs expressions (35) et d’annuler les coefficients

des AnA('x‘ dans les équations ainsi transformées. Les (n—2—q)? = ¢* conditions
obtenues sont

n—1 n—-1 n—1
¢ Ty NV gt ko taspk ) __
O 3" ryi— 3 (05, = 3" 2k =0,
h=2 k=2 h=2
ou .
n-1 n—-1 n

(37) X VO A 3 (08 AH622) 402 =0  st=1,2,...q.

h=2 k=2 k=2
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Leur nombre est celui des inconrnues 4}, et leur degré ne surpasse pas 3 par rapport a
ces A}, et non 3¢+1 comme dans la premiére évaluation. Ce systéme se simplifie
encore beaucoup, car la somme des deux équations d’indices s, ¢ donne

n-1 n-1 n—t n—1

3 7 (04 0) i d— X7 (04,03 ) X X7 (0,408 A+ 05403 = 0,
h=g k-2 et =

ou, grice a (31),

E E é f@A A AIAO‘,E,AIAU;*AIAM"“‘, Aidy ) Ardo Aidy, o
h=2 k=2 'Rh Rlc Ro‘,g k=2 'Rk ch; k=2 Rk Ra, 'Rou

qui est une conséquence immédiate de (32). Ainsi, le systéme (37) se réduit aux
qlg—1)

équations formées par la différence de deux équations (37) d’indices s, ¢

distincts, savoir
n-1

(38) 3V (05—6%) (AA—24A5)— 2 (6%, —0%) 24+ 2’ (6%, —065) 25 +6%—6% = 0.

2<k<h<n-1 k=2 =2
11 résulte de (30) que 0 —0? g’exprime & I'aide des vecteurs et des rayons donnés,
soit, si k < A,
—>2 —_—
AxAk_RZ“‘AlAkAlAh_,
R, ’

les autres différences analogues sont au plus du second degré par rapport aux

ok —0h — 2

inconnues A}, donc (38) est du troisiéme degré au plus par rapport & celles-ci. Par
exemple pour n = 6, ¢ = 2, on a une seule équation du troisiéme degré par rapport
aux 4 coefficients inconnues 1, A3. 11 suffit de choisir arbitrairement les valeurs de
3 d’entre elles et la quatriéme est déterminée par une équation du second degré, car
les équations (38) sont au plus du second degré par rapport & chaque lettre ;. Ceci
résulte de la remarque que les seuls termes du trosiéme degré proviennent des deux
derniéres sommes dans (38), ou, par exemple, 02,—010:3 ne contient que des termes i,

avec un degré inférieur ou égal 4 2, et est multiplié par 1} ou ¢ = s.

27. Toutes choses égales d’ailleurs, examinons maintenant lidentité (15) ou
¢ = —1, soit
4 A:
R’

+

(39) A4, M 2( ‘A‘A M)

=2 1
11 faut que I'hyperplan des centres A, done des A,, coincide avec 1'espace E, donc
que n—2—q = N; n doit surpasser N+2, et ¢ est la différence des deux; le cas
g=mn—2—N = 0 a été étudié¢ au paragraphe 21. Grice a (32), (39) s’écrit
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n—1 A q
(40) A,M = 2("°AM>[AA" ;AAA“‘,
Rk 8=1 a

et doit étre vérifié quelles que soient les valeurs des N coefficients u, de 'expression

"l A4
(41) AM = Z’uh~—"
'Rh

On obtient ainsi le systéme de N équations

Ay Ay (A4, o A
(42) 1 h_‘zyl (AlAhAlAk) {An‘?k.*_zwlsAnAas] — ,
R, i RyR; R, 5" R,
olh=2,3,...n—1et h=+a«, Xz, - - Oy A T'aide de (29), ces équations deviennent

N relations entre les vecteurs A A,, soit

L (Ad A A, )}A A, a [ n (AlAhAlAk)]A 4.
43 ———— i Yo% — 'as 0 ’
» & RE | B = N TE R R, R,

et 'on exprimera qu’elles sont des combinaisons linéaires des équations (33). Les
coefficients dans (43) sont quadratiques au plus par rapport aux A}, donc les N*®
déterminants dont 'annulation exprime que (43) sont des conséquences de (33) sont
entiers et de degré au plus égal & 3¢ 2 par rapport & ’ensemble des ¢N inconnues 4;.
Bien entendu cette évaluation est trés large, et ces conditions elles-mémes ne sont
pas toujours distinctes.

—
’

, . . k
On peut observer encore que le déterminant des coefficients des vecteurs

k
dans (43) est symétrique gauche, en vertu de (31). Il est donc nul si son degré N est

impair, et carré parfait si N est pair. En particulier, si N = ¢ = est pair, et
si ce déterminant n’est pas nul, les N équations (43) sont résolubles par rapport

aux A;A » et distinctes. Comme il a été fait au paragraphe précédent, il est loisible
et plus commode d’exprimer que ce sont les équations (33) qui sont des combinaisons

e
4
linéaires des équations (43). Les expressions que ces derniéres donnent pour ;B'
vk
i
o . 2
sont entieres et quadratiques par rapport aux 1] et linéaires par rapport aux 1"{ ‘5
g

7

[o.9 .
— on obtient
Oty

en portant dans (33) et en annulant le coefficient de chaque vecteur

4. Acte mathematica, 82. Ymprimé le 15 decembre 1949.
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ainsi N2 équations entiéres en 4 et de degré au plus égal 4 4 par rapport & I'ensemble

de ces inconnues.

28.-11 est intéressant de préciser les conditions pour que m soit la
transformation identique. L’étude est plus aisée avec une sphére @, au lieu du point
courant M, car la conservation de la masse d’une sphére permet de traduire I'identité
par @, = +®, c'est-a-dire

1__ n
(44) o= SWUBW, = +1.

2 i=1
Si les U, sont linéairement distinctes, il en est de méme des V;, donc (44) n’est
possible que si ¢ = —1 et si la famille linéaire des V;, donc des U,, est 'ensemble des

sphéres de I’espace E. 1l faut donc que n = N --2. Dans ces conditions, on peut poser

n
i
P = _).(quz ’
i=1
ot les u; sont » paramétres indépendants; (44), ot ¢ = —1, équivaut alors aux n

identités

n
’ui: Uz¢=2(Ule)uk i=l,2,...’n,
k=1

ce qui donne les conditions nécessaires et suffisantes de structure
(45) UV, = 6, Lk=12,...n.

Mais alors (10;1I) donne, pour ¢ <k,

(46) UU,=9;,, Lk=12...n,

et, réciproquement, (46) entraine (45) grice & (9;1T). On démontre ainsi aisément
que les systémes de sphéres linéairement distinctes pour lesquelles le produit des inversions
équivaut a Uidentité sont les systémes orthogonaux de N2 sphéres.

» n
1
Observons que V, = U,, et ¢, = 0 exprime la relation classique 2725 =0
, N i=1 1%
entre les courbures d’un (N -+-2)-sphére orthogonal. x, = 0 s’écrit ici
" 4.4 " AP
X ! *=0ou } - =0.
o R = E

29. Si les » sphéres U; ne sont plus linéairement distinctes, (44) ol ¢ = 1
8'écrit
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n
(47) UV, =o.
i=1 \
En raisonnant comme au paragraphe 24, désignons les ¢ relations distinctes liant
les V, par

(48) Ve =2"%V, s=12,...q,
k=1

&Xs

ol k ne prend que des valeurs différentes de x;,x,,. . .oy; bien entendu, les coefficients
4 sont assujettis aux ¢ conditions qui expriment que les V, sont des sphéres uni-
taires. (47) g’éerit alors

2’ Vk( UkQ“’- 2 l}iU“S¢) = 0 y
k=1

s=1

et équivaut au systéme des n—q identités

‘ q
U9+ 33U, @ =0 E=1,2,...n; k4o, 05...x

8=1

q-

; , : ’ g
Ceci exprime que la sphére générale @ est orthogonale 3 la sphére U, + 3’ 25U,
8=1
donc que

g o ,
(49) Upy=—2234Us, k=12,...10; k¥oay,o0...0,.
8=1

Ainsi, il faut et il suffit que les U, vérifient les n—gq relations (49), qui sont formelle-
ment distinctes. Ces spheres formant, comme les ¥, un systéme de rang n—q, une
premiére condition est n—g < ¢, donc

n
50 > .
(50) : 125

en outre, il faut et il suffit que (49) résulte de (48). Grace & (10;1I), (49) s’exprime,
en fonction des V,, par

n q q n
(51) Vit 2 S (DU )Vt 3 4V, +2 3 X (U, UV, = 0;
J=k+1 =1 8$=1 j=mg+1

en utilisant (48) lui-méme, il n’y a plus qu’a tout exprimer en fonetions des seuls ¥,
d'indice h différent de o, a,,... «,, et d’annuler les coefficients de ces V, pour
obtenir les conditions cherchées; il vient ainsi
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4 q9
V| 2RO+ DR U, + DBV g+ 2054
h= 8=1

xs>k xs<<h I<s<t<gq

+iV+ 3 (U U, =0,
ey

>k
ouk,h=1,2,...n; k,h+o0a0,... oy puis enfin les (r —g)? équations annoncées,
entiéres par rapport aux A7,
'—%6kh h = k ’
(62) M UUL+3IRUU, +Zlklh UMUM-{-gz Ay = UU bk
as<h s>k l<s<t<g —Uptpt > k.

Il resterait & exprimer les produits de deux sphéres U, en fonction des spheéres V;, &
laide de (18;II), donec, grace & (48) lui-méme, en fonction des produits V.V, ol
k, b=+, x,,... g, €% des coefficients inconnus 4. C’est évidemment trés compliqué
en général.

Comme plus haut, une simplification remarquable se produit lorsque » est pair,
n .

et ¢ = —. (48) et (49) sont nécessairement équivalents, et les U, forment également
2 S

un systéme de g sphéres linéairement distinctes. On peut aussi bien supposer qu’on
a choisi les sphéres U, et remplacer dans (52) les U, et U, par leurs expressions (49).
Les ¢* relations obtenues ainsi sont au plus du second degré par rapport aux A$. On
vérifie aisément que les g conditions exprimant que U} = 1 ne sont rien autre que
les équations (52) pour lesquelles & = k. Si & = k, la somme des deux équations (52)
correspondant & ces 2 indices s’écrit

U, 21& U, +U, )jak U, + z MU, U, + 2, Bx = —UU,,
8=1 §=1
slt

identiquement vérifié d’aprés (49). Les seules équations (52) distinctes sont ainsi les

q(g+1)
2

relations relatives & h < k, parmi lesquelles celles ou A = k expriment que les

q(g+1)
2

sphéres U, sont unitaires. On est ainsi conduit & la résolution de équations

—1
g—1) arbitraires.

: . . . g
quadratiques et paires entre ¢ inconnues A5, ce qui laisse au moins

Exemple: Supposons «, = q+3; h, k prennent les valeurs 1, 2,..., ¢, et (49)
8’éerit

q
(53) : Up=—3MHU,,.
s=1

Les équations (52) ot A < k prennent la forme
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g9 q
2«7 ;“ZUkUqH_{" 2 17;12 Uq+qu+t+ 3 27 ]'Ii }LZ = —%6kh s
8=1

§=1 1<s<t<g
¢’est-a-dire
q
(64) I 2+221212Uq+qu+,= O h<k,
§=1 1<s<i<yg

et sont relativement simples.
Plus particuliérement, si les ¢ sphéres U, forment un systéme orthogonal, (54)
se réduit a

q
2 A= O s

8=

—

de sorte que les A sont les éléments d’une matrice orthonormale, d’ailleurs quelconque.
Les sphéres U,, définies par (53), forment le systéme orthogonal le plus général de
q sphéres, dans la famille linéaire des U, . 1l résulte de (10;1I) que Virs = Ugior
et de la résolution des équations (48) que

q
V= X4V, = —U,.
&=1

Que la transformation U, . . . U,U, soit lidentité est d’ailleurs un fait évident, puisque
les 2 systémes orthogonaux de q sphéres formés par les U, et les U, , déterminent

deux transformations équivalentes et toutes deux identiques a leurs propres inverses.

~ 30. Les V, étant toujours liés par les g équations (48), examinons maintenant les
solutions de 'identité (44) ou ¢ = —1, c’est-a-dire

? = £(U¢¢)E:

=1
ou encore, grice & (48),
” q
(55) D= 2’<de>+2 A;U%@)Vk .
k=1 §=1

De méme qu’au paragraphe 26, une premiére condition est n—q = N2, de sorte
que les V, forment un systéme complet de N+ 2 sphéres de ’espace £. On peut poser

3
P
0= 'wh,
k=1

ou les u; sont n—q paramétres indépendants; et (55) équivaut alors aux (n—gq)?
équations

g
(56) <Uk—l—272,‘:Uo‘s>Vh———§kh koh=1,2,...10; k b0y, 0. 005

a=1 !
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ces relations s’ajoutent aux ¢2 équations qui expriment que les V, sont unitaires. Or
tout systéme complet de N+ 2 sphéres V), de I'espace £ est associé & un systéme
unique de N+ 2 sphéres V,, formant également un systéme complet, et tel que ’on ait

(67) V.V = ou, koh=1,2,...0; k,hoy,a...0.

Le systéme (56) peut alors s’écrire

, . .

(58) Ut I B0, = V= X kv, ,
8=1 h=1

oli les coefficients c; se déduisent aisément des sphéres V,. Exprimons ensuite les
sphéres U, et U, en fonction des seules sphéres V;, a I'aide de (10;1I) et de (48); (58)
g’écrit

Vi+2 30U W, +2 Y )“'(U,c U MV+ 3 V 2 BV, 42 2 wHS Uh)Vh—}-

h>k o¢5>kh_ 8=1 h=1 s=1h>ns
n
81t . ' kY
+22’Ik}‘h(chsUae)Vh - 2 A
l<s<t<yq k=1

et il ne reste plus qu'a identifier les coefficients de 1}, dans les deux membres pour
obtenir le systéme 7

q q
T+ YRe+2 330, U, +2 3 440, 0, =

s=1 §=1 << t<q

q .
(59) { 2B+ IR0, U +2 38U, U +2 33540, U, =  h<k,

s=1 xs<<h xs>k l1<s<t<gq

q
20, U+ X 25 +2 3 RU, U +2 33U, U2 3 540, qu—-ch

8=1 as<h s>k 1<<s<t<q

h>Fk.

Comme dans (52), il reste & exprimer les produits de deux sphéres U, en fonction
des produits V,V, et des coefficients inconnus 1}, a 'aide de (18;II) et (48).

CHAPITRE 1V.

Les produits d’inversions équivalents 4 une inversion.
31. Le raisonnement suivi au paragraphe 19 est valable jusqu’a I'’équation
(4;11I), An’étant plus constant, c’est-a-dire que m est une inversion pourvu
qu’il existe un point fixe K et un scalaire A, variable, pour lesquels
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M —— ——>
1) }T__+ KMKP = indépendant de P.

n

Comme pour I'homothétie, on en déduit la condition (6;1I1)

(2)

On a ici

h, —= 24 UM,
A—1)— " G i=0.
[ (A—1) }KM = 3 KA

=1 )

ol ¢? désigne la puissance, de signe quelconque, de I’inversion équivalente, c’est-

a-dire -
—2
KM o?
}, -t _2 Ty Z,—l - ———‘-*2 .
KM — ¢? KM — ¢

En fonction des constantes K et g2, et grice a (23;1I), (2) s’écrit encore

—_>2

2"UM KM—* 2KM *UM-——
3 (1 )KM——— ‘KA;=0.
@ i 2 R@ ¢ hoo® 5 B '

2 A M R?
Explicitons ﬁUiM = N?{—J les termes du quatriéme degré en M donnent la
premiére condition _
" KA,

4 =0
W =¥

qui définit K car o, ne peut étre nul. D’une maniére détaillée, (3) s’écrit

s K —2 2 M
(1+2 M KA KM+KA —R; K )KM——
RiRi @
(5) .
KM KM — 2KA KM KA,—R? —=
= * ‘KA, =0,

9 i=1 R R'L

.
et les termes du second degré en KM donnent la nouvelle condition

— KA KM KM KA —R: —
I9KM "KA = 0;
2 RE & & RE

—
la deuxiéme somme est un vecteur de direction fixe, alors que KM est un vecteur
arbitraire; cette identité se décompose donc en deux, soit
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" KAKM
©) “RE
i=1 il
et
” KA —R}—
7 3 KA,
@ = "RE
(6) équivaut elle-méme a
- K4
8 —_; =0,
® = RE

qui est analogue & (4); effectivement, ces deux équations se permutent en méme
temps que les deux systémes de sphéres U, et V,, ce qui remplace la transformation
par son inverse, donc par la méme inversion. Le systéme de (4) et (8) est équivalent &
I'ensemble de

9 4k =2,
0
et
" 44"
10 Ll

ou (9) détermine K et ol (10) est une condition! concernant les sphéres U.,.

Les termes du premier degré en KM dans (5) ont le coefficient

_— —_—— ——> —>2
" KA —R " A K24, KAA,+A,A4,—R
1 =
+,21‘ R.R; +£ R.R;
(11)
AK 2 AK+1+2n'AA —k; 0
= @ — 2 —_ ==
! ! =1 Rsz

grice a (9) et (31;11). Il ne reste done plus qu’a annuler les termes du troisiéme degré
dans (), ce qui donne Pl'identité

EEZEE} s
=1 v

4 joindre & (7), (9) et (10) pour former toutes les conditions nécessaires et suffisantes.
(9) exprime que K est le transformé de I'infini, done le seul point pour lequel 2, =

! Cette condition est également nécessaire pour que U, ...U,U, soit une similitude, mais il 8’y

joint alors la condition g =0
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En ce qui concerne ¢?, observons que —V, = —U,...U,U, = U,...U,U,U,, done,
si Pon désigne par

KP —g?
== T

8

la sphére unitaire de l'inversion équivalente 3 la transformation, on a
—eV; = SU, = U,—2(8U,)S e= +1;
les termes du second degré donnent alors

—n ——3
e _1_SU, 1 _BEie-4,K AK—R
R; B R, 0 B R, R,¢? B R
1
ou, compte tenu de (9), de'x} = Rjo,0, et de o, = 02+ﬁ’
1441

(13) o%y = ¢;

ceci définit o?, et permet de donner a (12) la forme

1—e — "EZI?J_& —
KM — 2022 g
o

(14)
Nous pouvons ainsi énoncer le

Théoréme 1. Pour que U,,...U,U, équivaille & une inversion, il faut et il suffit
que soient vérifides les conditions (T), (10), (14), on K est le point défini par (9).

32. 1l est instructif de reprendre le probléme en étudiant la transformée d’une
sphére courante @, au lieu d’'un point M. 8 étant la méme sphére que plus haut,
écrivons que

U,.. U,U®D=eS® e=41.

On obtient ainsi l'identité

1___ n
(15) 0= 3 (UDW—elSP)S,
=1
c’est-d-dire que P'on doit avoir
—_— —9 —_2 —2
l—g —>2 " R2LR—AM AP—R? R4+-o*—KM KP—¢@®
(16) e(ﬁl}?——R"’)EZ R -4 M 4P ,Rt —¢ *e ‘ ¢ )
2 = 2R; R; 20 (4

quels que soient R, M, P; ¢ est le méme que précédemment. En particulier, (16) est
une conséquence des conditions (7), (10), (14), oh K et o? sont définis par (9) et (13).
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Nous allons former les conditions fournies par (16), pour les comparer & celles du
théoréme du paragraphe 31. Les termes du second degré en P donnent d’abord
Iidentité en R, M

i=1 (e

les termes du second degré en M donnent encore (13), et il reste

" R KA 2KAKM
1=~ R.R ’

i=1

qui se décompose en (8) et en une autre relation vérifiée en (11).
Les autres termes de (16) fournissent la condition

11—z —2 —— —> * Rt R? ,
17) (KM — R—2KMKP)= 2—~+ (KA _ R 2KAKP)+
2 = 2R;R,
—
R4 KM
+ *—g—'*-
2
Les termes en R? donnent
e —2
| — * 3KA KP—4-R'2 KA,
A R.R; ’
qui se décompose en (4) et en
> KA —R?
18 1 =0,
(18) + 121’ R.E,

qui est vérifié a 'aide de (4) comme (11) & l’alde de (8). Les termes de (17) qui sont

indépendants de R? et du premier degré en KP donnent ensuite

» A M R2 —,
(1——-6)K.M+2 ~—— KA, =0,
=1 (e’
qui se réduit &
— " KA,—R'_2KAKM ——,
(1—e)KM+ 3 T KA,
i=1 RiRi :

et se décompose en (7) et en (14). Ceci fait, il ne reste plus qu’s identifier dans(17)
les termes indépendants de R et P, c’est-a-dire
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—_—2
AM—~R KA, —R;2+ ,
— R 8 ;
E, R ¢

(]

2

(19) KM

I

n
-3

les termes du second degré en KM redonnent (18); ceux du premier degré donnent

" KA, ~R}

=0,
i=1 b3 i
done

n KA R
20 ————’KA =40.
(20) 27

i=1
Cette relation est, pour V,, V,,...V,, ce quest la condition (7 (7) pour Uy, U,,... U,;
c’est done une consequence naturelle du systéme des conditions (7), (9), (10), (14);
il faut cependant remarquer que nous ne I’avons pas rencontrée au paragraphe 31,
et que, par conséquent, sans la premiére solution, le raisonnement actuel conduirait
a Yajouter aux 4 équations (7), (9), (10), (16) sans qu’on s’apercoive qu’elle est super-

flue. Enfin les termes de (19) indépendants de KM fournissent la relation

i KA —R? KA l’if'2 1

- ’ DA - b
i R, R, 0'1

% %

(21)

dont la superfluité est également démontrée par la premiére résolution, mais que I'on
n’aurait pas soupgonnée sans cette deuxiéme méthode.

En résumé, nous nous en tiendrons au systéme des équations (7), (9), (10), (14)
du théoréme énoncé plus haut, tout en sachant qu’elles entrainent les relations (20)
(géométriquement évidente) et (21).

33. Nous nous proposons maintenant d’éliminer le point K, défini par (9), et
dont l'existence résulte de (10). Cette derniére équation exprime qu’il existe un
point K qui est transformé en I’infini par les deux anallagmaties inverses U,,...U,U,
et V,....V,V,. Dans tous les cas, ces 2 transformations inverses sont de la forme
IE et E7'I, ou E désigne une similitude et I une inversion; IEK = oo exprime que
EK est le pole de I'inversion I; 7' 1K = oo exprime que K est lui-méme le péle de
P'inversion car ¢a équivaut & /K = oo. Nous pouvons done dire que les anallagmaties
verifiant (10) sont celles qui équivalent au produit d’une inversion et d’une similitude

conservant le pole de U'inversion.

- —_— '
En désignant par £ le vecteur arbitraire KM, (14) peut s’écrire

l—ex (KA, +A4,4)% & —,
p =2 g K4
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ou, compte tenu de (4), qui résulte lui-méme de (9) et (10),

—— > —_— > —

1—e> ™ (A,4,8) — —— " (4,48 AA)
T E LA i A _ 1 A :
2 =2 RR. &4 K4, R.+2 RE, "1

=1 2] g=1 i D =1

grace & (9), on obtient enfin

lmoo oz EAD
T _= A A

(22) &t (ay 5) o = RR
Par la méme méthode, (7) devient

— ————2

KA "" n KA R2 n —R? -

= = ! ‘4,4,
,é: R R (KA1+A1A ) 01:‘_{ RR z: RQ,R,/ 14%4

ou, compte tenu de (11), qui est une conséquence de (9),

%, KA, —R —
e — 4 A =0.
wts TRE

La décomposition de 7(4_4: en EZI—}—;{IA,; donne ensuite

vy P AK—2AKAA A A —R
*1 P44, =0,
01+£ RiRi
donc, grice a (9), (10) et (22),
o, MAA-R

(E”Riaz) po +2*§‘1§7—A1A; =0.

1 =l b
La somme a été évaluée au paragraphe 20, tout au moins pour 2 < i < n; on peut
alors écrire

x AA A
& % 1414 144
gy ) 2 ‘=0,
Gf”%lﬁm+;&&
ou
O A E R
BRE \BTT%) = \etre)
et enfin ZZ’ 1 R
9 A1y (8 )0‘1.
(23) B \&TE

Nous pouvons ainsi remplacer notre premier énoncé par le suivant:



Sur les produits d’inversions. 61

Théoréme II. Les transformations U,,. . . U,U, équivalentes & une inversion sont

celles qui satisfont au systéme (10), (22), (23), ou & est le vecteur courant de Uespace el
£ = i 1.

34. U,...U,U et V,...V,V, sont simultanément une inversion, avec la méme
sphére S et le méme ¢, car ep’s; = 1. (10) est symétrique par rapport a ces deux
systémes de sphéres, mais (23) est remplacé par

-

274 & 1\ &
(24) e
'Rl Rl 'Rl

quand on considére V,...V,V,. On vérifie d’ailleurs aisément que (24) est une
conséquence de (10) et (23); en particulier, on a

-—)/ e
&y 31

25 —_— = — &,
(25) R R,

et le systéme des deux dquations (10), (23) dguivaut o (10), (24).
Montrons d’autre part qu’on ne change pas (22) en y remplagant 4, et o—‘: par

—>
A, et a;, sans modifier les 4, et A;; le second membre de cette équation s’écrit encore

"w(zjig) %, T (A A+ ALA)E —
iéz m];iR; (A1A1+A1A') = (0‘1 1A1+ g———'-‘—‘lRiRi ) v | A
,,5
DA A B 3 A Lyt
Z RRE

En groupant alors dans (22) les 3 termes en (m)l ) et (A A E) compte tenu de (24) et

(25), leur somme g’écrit, & l'aide de al,
—>

-,
—>—>(xl

(o s)< A —->+(A 4D = ~@H2,

ce qui établit la forme annoncée de (22)

1— sa (A ?)
26 - = LI
(26) £+( oy )01 = RE

En substituant maintenant V,,...V,V,a U, ...U,U,, on peut remplacer le Théoréme
I1 par le



62 René Lagrange.

Théoréme III. Les transformations U, . ..U,U, équivalentes & une inversion

sont celles qui vérifient les 3 équations

—

~

2 =0,
- BiR;
(27) Ay (i+l> 1
R, R, R/e’
—ep >om N4
S §+(0‘1§)0_1 = gE

. —_—
11 peut étre avantageux de mettre ainsi en évidence les vecteurs 4,4;, au lieu des

—

vecteurs A, A4; qui se présentent dans (22). Il faut évidemment que n surpasse N si
e= —L

35. Les deux premiéres équations (27) n’entrainent pas nécessairement la
dépendance linéaire des n—1 vecteurs AiAi. Par exemple, si les U, forment un
systéme orthogonal, on a ¥, = U,, done A:A; = 0, R, = R, et ces deux équations
sont vérifiées avec ¢ = —1; or, cette orthogonalité n’établit pas de dépendance
linéaire entre les centres si n < N-2.

Proposons-nous de déterminer tous les systémes de z sphéres U, dont les centres
déterminent un hyperplan & n—1 dimensions, tels que U,,. .. U,U, soit une inversion.

Il est remarquable que la derniére équation (27) suffit pour résoudre ce probléme.
¢ est nécessairement égal & —1, car I'identité ou ¢ = 1 exigerait, par suite de I'indé-

pendance des AIIZ i

——>
“15 ) ~—>/_)
- = AxAif ’
0y
done
>
s &
’ 1
AIA,’: = =y
234

qui entraine 'alignement de tous les 4;. Dans l'identité & étudier

— — h):l n (H_;l;_é?) ——
28 — @ty yAdic) o
( ) 5 (0‘1 5) 61+,,:=); R,,R: 14%q 5

on a done n = N1, et on peut poser
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— ”_Y I
(29) &=

=2 ’L

ou les £, sont n—1 variables indépendantes. (28) se décompose alors en n—1 identités
scalaires ‘

leé' JZIA;S .
L= — =23,...n,
Si 61R' R; v "

ou I'identification par rapport aux &, fournit le systéme des (n—1)? équations

(30) AlAkAIA'lIZ =

+61kRkR; 'l:,k=2, 3,-..”.

L’addition des n—1 équations de meéme indice ¢, multipliées respectivement par

—s, d
RE) onne

(31) x4, 4

La méme égalité est valable avec A—IZz au lieu de ;1—12:, car (31) s’écrit, grice a
(12;11) et (13;11),

:1111:4:' Rioy+1 U U~ —,
DA AP A

7 @ J=t+1 Y

n 2
(R“{az+1)( +22 vy ) _ Fioat ]

N ]
J=i+1 j Ri

done

- > !
(32) o« 4,4, = Rio,+1 1=23,...n.
(31) et (32) sont évidemment équivalents. Compte tenu de ce résultat, (30) s’écrit

4,444, Roy1
— =+ Ry
R, o R; + 0t

(]

(33)

comme on a fait pour (31), on en déduit

4,4, ZZ 1 U,
Bioyt +dkRk+22 Zi 4444
E; 1R =i+l Rj

ou, grice a (33) elle-méme,
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A A AL, Rogt1 ( 1 U, "
t= 2 Y 2 ,) 8, R,+2R, 3 6,.U.U.
R, o R@-+ j=%e-1 R, + 05 Byt kj%ﬂ KUY

c’est-a-dire

N R2 1 n
(34) A,4,4,4, = 102i+<6ik—|—2UiUk pX ajk)RiRk, k=23, ..n.

01 J=1+1

La différence des deux équations (34) obtenues par permutation des 2 indices donne
U, U, = 05si =k, donc les sphéres U,, U,,... U, forment un systéme orthogonal.
On en déduit V, = U, et R, = R, pour i > 2. Les équations (34) ou ¢ = k, soit

> Rlg+1
(35) aa=tot e o5

0y
suffisent alors pour que soit vérifié le systéme entier, car la condition d’orthogonalité
s’écrit
2A—1:ZiA_IZk = Z‘lz—RHZZ—R}‘Q ik
Drailleurs I'équation (34) générale s’écrit maintenant

— —> R, 41
(36) A A4,4, = ’Uz+~+6ikR,~Rk ik=23,...n;

gy

et I'addition de celles qui ont un méme indice 7, multipliées respectivement par
1 1

=4
RE R onne
> —>  Rlg,+1 1
4,4, =" 2_( _~_,> 1,
&y o, 51 R,R, +
dont la comparaison avec (32) entraine 1'égalité
2 ’ ’ 1
Rio;+1 = R,Ri0, = B\R; | 05+ ﬁ

ou
GZ(RI'—R;) =0.

3 . ’ ’ A . —> . . .
Les inversions étant réelles, o, = 0 entrainerait o, = 0, qui est incompatible avec (32),

donc
R, =R,.

Mais alors Rjo,+1 = Rlo, et (35) s’écrit

—2
AIA'i = Rf‘f‘Rf )
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qui exprime que U, est orthogonale aux autres sphéres U,. Ainsi le systéme des n
sphéres U, est orthogonal; on a V, = U,, 4; = A,, et les deux premiéres équations
{27), olt e = —1, sont bien vérifies. En résumé on a démontré que les systémes de n
sphéres dont Uhyperplan des centres a n—1 dimensions, et telles que le produit des

inversions équivaille ¢ une 1nversion, sont les systémes de N +1 sphéres orthogonales.

36. Bien que les conditions déduites de (15) soient surabondantes, comme 'a
montré la discussion faite au paragraphe 32, larecherche des anallagmaties U,,. .. U,U,
équivalentes & une inversion parait plus aisée avec (15) qu’a 'aide du systéme (28).
Avec ¢ = 1, (15) s’écrit

N n
(37) SP)S = Y (U D)V,

=1

et donne, pour @ = 9,

3

(38) 8= S(US)YV,.

1

i

n

S appartient & la famille linéaire des V;, donc des U;. S@ = O entraine } (U, P)V,;=0,
i=1

et, comme il existe au moins une telle sphére @, orthogonale a S sans I'étre & tous

les U, si n > 2, les ¥, ne sont pas linéairement distincts. Il en est de méme pour
les U,.
Avec ¢ = —1, (15) g’écrit

3

(39) ® = 3 (UD)V,+(8D)S,

-,
fi
-

et se réduit, pour @ = §, &

M-

-
i
<

Ceci établit une relation linéaire entre les ¥, , & moins que S ne soit orthogonale & tous
les U,;. Or il résulte de (39) que toute sphére @ orthogonale a tous les U, est égale &
(SD)S, donc & + 8 si elle est unitaire. Si donc les V; étaient linéairement distinots,
la sphére @ la plus générale serait de la forme

® = S uV,+iS.

i=1

La subsitution dans (39) donnerait les n équations

n
U; = U,,:@——:ZwukUin ?;:1,2,...7&,
k=1

5. Acta mathematica, 82. Imprimé le 18 decembre 1949.
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quels que soient les variables u;, c’est-a-dire
(40) UV,y=106y4 4, k=12...n.

Nous avons vu au paragraphe 28 que les systémes vérifiant (40) sont les systémes
orthogonaux de sphéres. Ici, il n’existe qu'une sphére § orthogonale & tous les U,,
donc n = N+1, et S est la sphére qui compléte le (N--2)-sphére orthonormal. On
sait que m est l'identité donec ﬁn——Ulel est bien équivalent & S. En
dehors de cette solution banale, obtenue également au paragraphe précédent & partir
d’hypothéses plus larges, il suffii donc de rechercher les systémes dont les sphéres U,
sont linéairement lides.

37. Reprenons d’abord (37) et (38), en admettant que les relations linéaires
entre les V, forment le systéme

(41) Vey= "MV  s=1,2,...q; k+oa,a,...a,,

ol1 les ¥}, sont n—gq sphéres linéairement distinctes, et olt nous utilisons une notation
déja familiére. Il résulte de (38) que 8 est de la forme

(42) 8= "oV,
P

—

ol les g, sont n—¢ inconnues assujetties & la condition §2 = 1. L’identification dans
(37) par rapport aux V, donne le systéme d’équations

q
08P = U, 043" U, & k=1,2,...n; k+a,x,...a

s=1

q >

7

qui expriment que @ est orthogonale & ¢, S—U,— VAU, . @ étant arbitraire, ces
8=1

conditions équivalent &

q
(43) oS = U+ RU,, k=12,...n; kdo0y,0...a

8=1

g

Les g, ne pouvant étre tous nuls, I’élimination de S entre ces équations permet
d’exprimer linéairement n—q—1 des sphéres U, en fonction des autres sphéres U;;
le nombre des sphéres U, linéairement distinctes est donc inférieur ou égal & ¢+1;
autrement dit, on a n—q < ¢--1, donec

(44) g=—.
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Remarquons également, que l'addition des n—g équations (43), multipliées respec-
tivement par ¥V, donne

2 Uk lc+2 Uoc) Xs ZUsz’
' : ' i=1

done tous les systémes de sphéres qui répondent & la question sont tels que ’on ait

(45) SUV,=1.
i=1
1l résulte de (21;II) que 'on a également
1—mn
D UAATIAA I
1<i<y<n

L’étude du systéme (43) est compliquée, mais peut étre conduite de la maniére
suivante. En exprimant les U, en fonction des V, a I'aide de (10;II}, (43) s’écrit

g n
oS = Vi +2 " (U U)WW+2 D) 7 (U U )05+ X 27 4V, +

h>k ocs>lc h— s=1 h=

-

q q n
+22 ‘Z/”;Lz(Uochh)Vh"}—z2«V 2 2,}‘ Os o‘; Vh H

s=1 h>oig s=1 t=8+1 h=1
¢’est-a-dire

n q
ng: Vk+22'(UkUh) Vh+ 21<2 Aiﬂ.i+227}.zUo‘sUh+

B>k h=1 ‘s=1 as<h

12 3 UL U2 SR, ) Vi
s>k l<s<t<gq
L’identification avec (42) donne alors un systéme de (n—q)? équations entre les
{g+1)(n—q) coefficients 13, p,, savoir

q g
or =1+ X (AR*+2 33U, U +2 3 22,0, U,,,

8=1 8=1 I<s<t<yq

q
eeon = 2 li+2 X RUU2 X RU U2 440U, h<k,
s=1 xg<h s>k 1<s<i<q

(46)

q _
een = 203U+ 3 44+ 2 X U U2 X A UL U+ 2 3 25 .U, U,

s=1 xs<h s>k 1<e<t<g

h>k.

11 reste encore & exprimer les produits U;U; aux seconds membres en fonction des
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V;V;, grace a (18;11); U,U; est un polynéme dont le degré par rapport aux produits
de 2 sphéres V est égal a j—¢ (j > ), done au plus égal & n—1, et contient chaque
sphére V une ou deux fois; seules les ¥, , au nombre de g, font intervenir les 1f, sous
forme linéaire, donc U,U; est au maximum de degré 2¢ ou 2(j—t) par rapport aux
2;. Compte tenu des 2] explicites dans (46), on voit que les seconds membres de ces
équations sont des polyndmes entiers par rapport & ces A7, de degré au plus égal a
2q-+2. Il ne faut pas oublier les relations qui expriment que les ¥, sont unitaires.
Drailleurs la premiére ligne de (46), comparée au carré de (43), entraine tout de

suite 8% = 1, et il n’est plus nécessaire de s’occuper de cette condition.

38. Lorsque ¢ = —1, c’est-a-dire pour I'identité (39), il nous suffit d’examiner
le cas général ou les sphéres U, sont linéairement liées. S’il existe une sphére ortho-
gonale & tous les U, on sait qu’elle est unique, et est la sphére S elle-méme. On a
nécessairement n—q = N-1. Toute sphére ¥ appartenant a la famille linéaire des
U, est orthogonale & 8, donc 8Y = ¥, et il faut que

U,. . U0 ¥=—V.

Cette condition est d’ailleurs suffisante pour que U,,...U,U, équivaille & —&S, car

une sphére quelconque de I'espace est de la forme @ = A¥-+uS, ce qui donne
U,...0,U®=—-2¥4uU,...U,US = —2¥4uS =8 .

On est ainsi ramené au probléme traité au paragraphe 30.
Supposons donc n—¢ = N2, avec les relations (41) et (42). Posons

(47) &= 30V,

ol les u; sont n—q variables indépendantes. L’identification par rapport aux ¥V
remplace (39) par les n—gq identités en u

q,
uk == de5+2' }»iUO‘.)Q}‘{_QkSQS,

8=1
done par les (n—q)? équations de condition
q
(48) (Uk+2]'iU(xs+QkS>Vh:6kh k,h:1,2,‘..n; k,h:’:“l,“z,...aq.
s=1

7

Ceci exprime que la sphére U,+ AU, 0.5 est orthogonale & toutes les sphéres
$=1

V, d’indice h = k. Toutes les sphéres V; formant un systéme complet de N2
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sphéres, il existe une sphére et une seule orthogonale & tous les V; d’indice A = £,
et dont le produit par V, vaut 1. Soit

49 V,= X'V, k=1,2,...n; kfoua,n,. ..«
k iy kTR

ces n—gq spheéres, qui s’obtiennent aisément & partir des V,, et qui sont telles que

(50) ViVi= 0 k,h=1,2,...%n; k,h 3oy, 0q,... 5.

(48) s’écrit alors

n

q
(51) U+ 53U, = Vi— = 2 —oron) Vi
8=1

et ne différe de (43) que par le changement de g0, en ci—p,0;. (46) est donc
simplement remplacé par

q q
— =1+ Y p+2 YU, U +2 338050, U,,

s=1 8=1 1<s<t<q

q -
0kl = 2 A At 2 .5: Ay U(sth +2 .Zw s Uochk +2 ): }‘Z%UmUm

(52) s=1 xs<<h xs>k 1$a<t<q h < k,

q )
—eror = 20, Up+ 2 5 05+2 33U, U +2 Y KU, U+
s=1 xs<h xs>h
~|—22’Afc ﬁbU(stm h>k.

1<s<t<q

Comme dans le cas du systéme (46), 82 = 1 est une conséquence de (52). En effet, le
carré de (51), comparé & la premiere ligne de (52), donne

ViE—20i+038® = ¢j—of
¢’est-a-dire
oHS*—1) = f— V7

comme le montre 'addition des équations (50) de méme indice £ multipliées respec-

tivement par
chh=1,2,...n; h+x, Kgye v Xg)e

Les observations faites au sujet du degré de (46) sont valables ici. La somme

des n—¢q équations (51), multipliées respectivement par V,, donne ici
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(53) YUV, =n—q—1=N+1,

=1

au lieu de la relation (45) trouvée dans le cas ¢ = 1. On a donc également

q+1 n—1—N

2 2

2 (Uin)(ViVj) it

1<i<j<n



