QUELQUES INTEGRALES DEFINIES SE RATTACHANT A LA
CONSTANTE D'EULER.

Paxn

PAUL APPELL

& PARIs.

Dans des recherches sur la constante C d'Euler, j'ai obtenu certaines
formules dont les principales sont données dans les Comptes Rendus des Séances
de l'Académie des Sciences de Paris (3. décembre 1923 et 7. janvier 1924). Je

me propose ici de développer les calculs qui conduisent aux résultats indiqués et
de faire connaitre quelques autres formules.

I. On sait que la constante d'Euler est donnée par

@©

-—C=I"(I)=[e““ log udu=4fe—x’x logxdz
0 0
o, comme dans tout ce qui suit, les logarithmes sont népériens. On a de méme

1 me"“ log u 3 .
Iri-})={| ———du= e % log xdx,
( ) Vu 4f g

-] ®

(1) =fe"“ (log w)* du=8fe""x (log z)? dx,

0

r (i) =fﬂ—(]l/—g_§u—)sdu=8fe““’(logx)2dx
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et, d'une maniére générale, pour les dérivées d'ordre =,

«©

() =f e~ (log u)y*du = 2"“[«3““’.7: (log z)" d =,
0

o ®

—* (log u)"
ro (E) =f€——(—g———du=2"“f€—x' (log =) dx.
2
Vu :

0

Nous allons chercher i exprimer ces intégrales & l'aide de C. Tout d’abord,

d’aprés un théoréme général di & Gauss, la différence II: ((:))-—-I" (1) est connue,

sous forme finie, quand % est commensurable; on a, en particulier

I

(1) F'(;)=——V;(C+zlog 2).
On obtient facilement cette formule en dérivant par rapport & % l'équation bien
connue
I'(u) I‘(u + i)——zz Vw23 I(24)
ce qui donne

@ rw, Tl)) I (24)

=—2z2log2+2 T(zw)

puis faisant u=-I2—-

On a ensuite en dérivant deux fois 1'équation

T
I'(u) I(x ——u)=sin ot

3 78 cos 2w

sin 7w % gin 37z w

r’"wrix—w—zI (W' (t—uw)+ ' T (1—u)=

I
et, pour u=;,

(3) F"(£)=V;[(0+z log 2)’+1;—’]'
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Pour avoir I (1) dérivons la relation (2)

(4)

") [T' (u)]2 + il (“'ﬁ) - (u+ 2) 2= 4 [FN o [F, : “)]2]

I
I'(u) I'(u) o I'(zu) I'(2u)

rferd) Lol

(s =0

. o I
puis faisons U=

II. Pour calculer I’ (2) et I (1) on peut procéder par voie intégrale,

en formant le produit
—-cor” (2) = 32[[ e~ @) zlog x (log y)? dx dy,

Iintégrale double étant étendue & l'angle droit x Oy des axes de coordonnées. En
coordonnées polaires, la méme intégrale est

—or” (2) = 32][ ¢~ ¥ cos O{log 7 cos 6) {log r sin 6)2 dr 46

oll 7 (rayon vecteur) varie de 0 & o et 0 (angle polaire) de o & g—

En développant

wiy

—or” (£)=3zfe—"’r2 (log T)adffcosado
0 0

n
«©

—I—32fe*"r2 (log r)zdrfcosﬂ[logcosﬁi-zlog sin 6] d6

SRR

o

+32 f e "rlogr drf cos 0 (2 log cos 6 log sin @ + (log sin 6)%] d6

z
@

+32 f eyl drf cos & log cos 0 (log sin ) d6.

37—2454. Acia mathematica. 46. Imprimé le 7 avril 1025.



290 Paul Appell.

L’intégration par parties donne

2”*’[6"’7" (log7)® dr=2"+‘f e~ "(log r)*dr

+n2"+1fe"”(logr)”—1 dr
0
—rm(X m—1) (X}, -
r (2)+2n1' (2) (r=3, 2, 1)

puis
@ w

4[6"‘r’dr=2f€‘"dr=ﬁ.

0 0

On a ainsi en posant

o

I,=32 f e "r¥(logr)*dr

les valeurs

I,=8Vx.

Calculons, d’autre part, les intégrales relatives & 6. La premiére

3
J1=f cosfdb=1,
1]

la seconde J, devient, en posant sin 8=s
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z
1

2
J2=f cos O [log cos 6 + 2 log sin 6] 46 = —Iz—f log (1—s)ds
[

1

1
+§flog (I+s)ds+2flog sds=—3-+log 2;

0

la troisiéme J, est

b

2
Jy= f cos 0 {2 log cos 6 log sin 8 + (log sin 6)%] d6
0

1 1 1
=flog (1—s) logsds+flog(1+s)logsds+f(logs)2 ds
0 (1} 0

ou, d’aprés les formules connues,

1 1
flog(r s)ds=——”—, flog(1+s)ds=i,
s (&) 8 I2
2
Jy=———2log2z+6

Enfin la quatriéme J, s'éerit

b

2
J4=f cos B log cos 8 (log sin 6)*=A4 + B,
[

avee

1

4= —:—flog (z—s)(log s)*ds

0

1

B= %flog (x+5s)(logs) ds.

]

291
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On a
—wm 1
S s" n 2 2
log (1—s)=— 2} Pl I (log s) ds=(n+1)av
n=1
done

Lok "= 1 I I 1
A==2 nlnt1? -2 (;z—n+1)_(n+1)’_(n+1)3‘

n=1 n=1

En employant les notations suivants

n=w I n=w I n=x 1
— 2. A _ —1 = S— -
S"_an"g"—z( I)"’ 'n"’ S'k 2(271‘_1)1,’
n=1 n=1 n=1

on a donc enfin
A=~—(3—8,—38,).

On obtient de méme

ey ) I 1 I
B=§1(~1) l[;»_—n+1 (n+1)? (n+1)”]
B=—3+28,+8,+8,.

La quatriéme intégrale relative & 6 est donc

J‘=A+B=2 S’1+S'2+S'3+S2+Ss—6;

mais on a
’ w? ’ X ’r
§=1log 2, S,=?v Sk-—Sk=;,;:l—Sk, 28"k=5%4+ 8%,
So=15="" 5,=38
2‘2 3—12’ 3 4 3
done
2
J4=zlog2+7~z—+—7-§——6.
4 4
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Finalement

_01—‘” (;):I3J1+I2J2+I1J3+I0J4

' g) + [I‘" (i) +4T" (ﬁ)] (2log 2—6)

=r" G) +6 " (
+ [F' (g) +2 V?z] (—n2—8log 2+ 24)

+ V(16 log 2+ 2 n* + 14 S;— 48)
d’'ou on tire, en posant
C+2log 2=D
et rappelant les formules

r (:) — VD, I (;) - V;(D2+ ’L)

2

F"'(I)
2
(6) —#=—D3—%D—14S3.

293

Pour obtenir I’ (1), il suffit de dériver (4) puis de faire “=§ » ce qui donne

() s Q) [ 0)]

Vr 7 Ve

=7(r" (D=3 r" () ' () +2 1’ (1)°)

d’ou, en réduisant

2
(7) r’(5)=—C —"? C—2 8,

On voit que, en considérant S; comme un coefficient connu, les quantités

I

rm (;) et I'"™ (1), pour n=r1, 2, 3 contiennent C au degré n. Cette propriété est

générale: on peut 1'établir par la voie du calcul intégral, en suivant la méthode

précédente; mais il est plus simple d’employer une méthode différentielle qui

fournira, en méme temps, une vérification des formules trouvées.
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III. On a, comme il est connu

I'(z) .. I 1 T .
) o [“rm" aty” 18 ]
En dérivant
I'z) [T’ _J: I R
© ool = e e

2

1) ~ n
d'oll, pour =1, en remarquant que 822—6—

2

r"(x)=o2+’—‘6—;

pour n=21 on a de méme
r (:2{)
""D2= SII ;
Vr 45
mais
y I 3 *
S 2=5(Sz+sz)=152=§
done, comme on l'a trouvé,

)-re(re2)

En dérivant encore une fois (8) on a

'@ @Ik r'@)7?
T 3 W +2[ ]

__2[£+__r_+...+_3_*+ ]
o z? (x+1) (x+n)?
d’ol pour x=1 et pour x=£

2
r’(1j=-—j3 C(O’ + %) +20%—28,;
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ce qui donne 1'expression (7) et
I—.Hl (E)
— 22 . _sp(D+ 7\ 42 D*—168"
Ve 2 :
ce qui, d’aprés la relation

”
S 3=

NI+

(Sy+8)=L8,
donne la formule (6).
Pour démontrer que I'™ (1) et T(")(g) sont des polynomes de degré » en C
dont les coefficients dépendent des sommes S, écrivons
I (x)=r(z) 3 (x)
et dérivons (n—1) fois; nous avons

) I () 3(z) T ) + 21

3 (@) r—2(x)

+ (n—I) (W—Z) 2"( )

T I (n—3) (x).l_ ......
1.2

+ (n—1)(n—2) ... (n—p) 30) () Fo—P=1(z) 4 - --
I.2...p

+ 31 (z) I ().
En faisant ensuite =1 ou x=§ on a une équation démontrant le théoréme.
Par exemple pour =1 on remarquera que 3(1)=—C, 3'(1)=8,, 3" (1)=—1.2 §;,. ..
SN r)=(—1pP 1.2 ...{p—1)p Sps1-

On voit que, si le théoréme est vrai pour les dérivées d'ordre 1,2, ... (n—1),
il V'est pour celle d'ordre 7.

. P A . 1 I
Un théoréme analogue, qui se démontre de méme, a lieu pour Vo r (")( —)-
g

2
2
On trouve notamment I'V(1)= C* + 22 C*+ 85,0+ 35, +6 8, ot 5'2:7_‘6. ot
2 =D4+3n2D2+5683D+3—”4+SoS4.
Va 4
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Voici, & cet égard, un théoréme digne d'attention. La quantité '™ (ﬁ) s'exprime
en D par le méme polynéme que I'™(1) en C, i condition de remplacer, dans
r®(1), les sommes S; par les quantités 2*8"k, c'est & dire par (2*—1)8:. En
I ()
VT = 2‘
I'(x)

successivement x=1I et =

re (I
2

Vr

effet, en écrivant (z) et dérivant (n—1) fois, on obtient en faisant

deux relations récurrentes identiques entre les

N

S —

polynémes I'®(1), et avec cette seule différence que dans le deuxiéme

)
2

membre, S; est remplacé par 2¥S”. Par exemple I'"' (1)=C*+ S,, v = D*+48",,
7T
S ”2 4 3 ng A e ”2
ol S2=F7 S 2=;Sg=—8—- De méme I (I)=——C3—-? C—28,
I (N3 p
Vo r (z) D 2 D—1458,.
Nous poserons I''™(1)=P,(0), ]—/_I—T(")(i) =Qn(D), Pn et Q. désignant des poly-
T
nomes de degré #». On a alors la proposition suivante
aP.__ P, aQn_ Qo

ac 4D
ce qui fait rentrer les polyndmes (—1)* Pu(C) et (—I1)*Qa(D) dans la catégorie
générale des polyndmes que j'ai étudiés autrefois (Annales de I'Eeole Normale
Supérieure, 2!*=° gérie 6. IX, 119—144, 1880). En effet, on vérifie cette proposi-
tion pour n=T1, 2, 3; on démontre ensuite que, si elle est vraie pour les polyndmes
P, P, ...P,,, elle I'est pour P,. D’aprés (g) on a

(") Ppo=—CPp+(n—1) 8 Prat+ - +(—1P n—1)(n—2)... (n—D) Sp+1 Prrp
+ (=3 —1)(r—2) ... 2. S P+ (—1)"2(n—1)... 1. Ss.
En dérivant par rapport & C et admettant la proposition pour P, P, ... P,y ona

d P,
dC

=(n—1) OPp—9— Pp1—(n—1)(n—2) Sy Pp—s+ -
+(—1)P2n—1)(n—2) ... (—p—1) Spt+1 Pnp—at+ -

+(—=1"2(n—1)(n—2)...2.1. 8.
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Or ceci est égal & —»n P, comme il est aisé de le vérifier & I'aide de la relation
(9*¥) o on change » en (n—1).
IV. On peut également obtenir les formules analogues a celle qui donne

—or’ (2) ou encore I(1)I"” (z) par la voie de la différentiation. Pour cela

on part de
Fu) I'(v)=I (u+v) Blu, v)

et on dérive p fois par rapport a u et q fois par rapport & v, puis on donne &
u et & v les valeurs 1 ou 27 combinées de toutes les fagons possibles, ce qui

donne trois combinaisons. On arrive ainsi 4 des expressions contenant les
intégrales

1

f 1 (z— 41 (log § [log (x—i* d¢

0

h=o0,1,2,...p,

k=o0,1,2,...q,

I I H A M
pour %=1x ou —, y=I ou _- Je ne m’arréterai pas aux formules correspondantes,

faciles a établir. Je signale seulement les intégrales définies

L
2
7T
f log cos 8 dG= — log 2
0

2ia

; =r al
f log cos 6 log sin 6 d6= p [(log 2) 24]

0

Dans les formules correspondantes C disparait.
Le méme fait se présente si I'on part de la formule

[ o)

38—2454. Acta mathematica. 45. Tmprimé le 7 avril 1925.
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d’ot en dérivant

®©

I'"(uw) [T' (u)]Q_ fﬁc_c log (1+2)

- x (1+ax)®

et pour u=1

w Q_x__log(1+x)
6 | z 142
0

formule ou C disparait; de méme dérivant de nouveaux et faisant x=1, on a,
aprés avoir remplacé I''’(1) par sa valeur (),

_ cm[log(x+:1r;)]”
zsg—f—————x(l_l_x) dx.

V. En faisant dans 1’expression
—C’=fe"‘logudu,
0

u=at, a>o0
on a

-

_9+_1°£=fe_a,10gtdt,
o
0

ce qui montre d’abord que

@©

fe“"‘log tdt=o
0
pour
k=eC.
Dérivant ensuite un certain nombre de fois par rapport 4 «, on a

-

_ Moy (Ctloga), Nuy f " et log ¢ d,

o o
0
ou les coefficients M;, N; sont des entiers. Dérivant encore une fois par rapport

i @, on a

M,=n Mn—l, Na=n Npa+ My
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avec My=1, Ny=o0. Donc

My=1.2...m, Nn=1.z...n(1+§+---+$)-

En faisant e¢==1, on voit que

@«

—M, C+Nn=ft"+1e—‘ log tdt.

0
On voit aussi que

o

ft"“e—"n‘ log tdt=o0

pour

lim =1,
n
pour # infini.
Il est evident que des formules analogues peuvent étre obtenues pour

@

f trtleg—et(log t)* dt. Par exemple
0

{(C+loga)*+

—f et (log t)? dt

expression qui ne s'annule pour aucune valeur réelle de log a et qui donne des
formules analogues aux précédentes si 1'on dérive par rapport a «.
On a de méme

2
—(C+log a)s—ﬂ? (C+loga)—28;

a

= fe“"' (log t)® dt
1]
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ol lintégrale s'annule pour une valeur réelle de log . Et ainsi de suite, rela-
tions que l'on peut dériver par rapport a a.
On obtient les mémes relations en partant de

I"(p)=f e rxPldx
0

faisant z=oat

®»

F(p) =fe—¢t tp._ldt’

P

0

dérivant par rapport 4 p et faisant ensunite p=1 ou p==§- Si I'on pose log a=z,

a=¢*, Vintégrale

@«

(x0) e’fe—“z (log tr dt

[}
est un polyndme Rn(x) de degré n en z. Omn a

(11) dB,_ n Ry
dx

ce qui fait rentrer (—1)* R, dans la catégorie des polynOmes déja cités. D’apres
la théorie générale développée dans les Annales de I'Ecole normale pour 1880
la fonction génératrice
2 hn
h + h

I+;R1(.’L‘) I—;Rg(x)++}—2———;Rn(x)+

est de la forme

e 2 f(h).

On doit donc pour déterminer f(h) avoir, d’aprés l'expression du polyndme
R,(x) par l'intégrale (10)
e——hzf(h).__exfe—tezehlogtdt
0

a

e"'“f(h)=e"fe*“xt"dt

0
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ou en faisant
te*=u, edt=du
e—’”‘f(h)=e“‘h‘”fe““u"du
0
d'ot
fh)=r(h+1)=h ).

La fonction génératrice des polyndmes R,(x) est donc e **I'(h+1).

La propriété (1x) des polyndmes R,(z) résulte aussi de ce fait, qui saute
aux yeux, pour #=I, 2, 3, que

Bu(x)=P.(C+2).
En effet on a

@

R,(log ¢)=ea f et (log t)"dt.

0
Faisons le changement de variable
et=u, edi=du,

w

RB,(log a)= f e *(log u—log e)"du

=P,(0)—nlog ¢ Pny(0) +.’?—(I";;) (log @)? Pp—_a(0) + - -

=Pa(C)+1og a %+ (log )®

=Pu(C+log a).

d* P,
ac?

La proposition est ainsi démontrée.

Les expressions et les propriétés des polyndmes P.(C) et Rn(x) résultent
immédiatement de l'expression trouvée pour la fonction génératrice e~"*I'(h-+ 1)
des polynémes Rnp(x). On a en effet, d’aprés une formule connue,

1 1
—hCHE S K+ L SyhS 4 - -
rh+r)=e * 3™
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alors
1

1
e-—hxr(h+ I)=:e“h (C+12) g2 Spht + 5 S b+ - -

hn
- I.z...nR"(x)'

On peut remarquer d'autre part que les polynémes R,(x) ont le moindre nombre
possible de racines réelles, zéro si n est pair, une si » est impair. En effet, si n
est pair lexpression de R,(r) par une intégrale définie montre que Ra(x) est

Rau(x)

positif, quel que soit x; si » est impair, la relation d iz " R,_, montre

que Rn(x) a, au plus, une racine réelle.



