UBER SUMMEN VON GROSSTEN GANZEN

VON

JACOB HACKS

in BONN.

Stellt man sich die Aufgabe, mit zwei ganzen Zahlen a und & die
Division mit zugehoriger Restbestimmung auszuftihren, so tritt sofort der
Begriff der grossten in einer Zahl enthaltenen ganzen Zahl auf. Der

Quotient mit Vernachlassigung des Restes, ist die grosste in der Zahl &
gung ) g b

enthaltene ganze Zahl. Diese Operation, zu deren Bezeichnung man ein
besonderes Zeichen eingefithrt hat, findet in den verschiedensten Zweigen
der Zahlentheorie vielfache Anwendung. Es sind insbesondere Summen
von grossten Ganzen, welche in der Zahlenlehre von grosser Wichtigkeit
sind. Man denke nur an die Ausdricke fur die Summen von Divisoren
sowie an den Algorithmus im dritten Gauvss’schen Beweis des Recipro-
cititsgesetzes fur die quadratischen Reste.

Betrachtet man nun diese Summen von grossten Ganzen, so fallt ein
characteristischer Unterschied ins Auge. Gewisse Summen von grossten
Ganzen, und zwar namentlich diejenigen, welche in der Lehre von der
Teilbarkeit der Zahlen auftreten, sind so beschaffen, dass die unter dem
Zeichen _befindliche Function mit wachsendem Argument fortwahrend
abnimmt, wihrend andere, z. B. die in der Theorie der quadratischen
Reste auftretenden Summen von grossten Ganzen die Eigenschaft haben,
dass die unter dem Zeichen befindliche Function mit wachsendem Ar-
gument fortwahrend zunimmt. Diese Unterscheidung ist fur specielle
Falle schon von ZrLLer gemacht worden. ZeLLER untersucht namlich
in der Abhandlung Uber Summen wvon grissten Ganzen bei arithmetischen
Reihen (Nachr. d. K. Ges. d. Wissensch. zu Gottingen 1879, p. 243)
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zunichst Summen der zweiten Art und sagt dann, indem er zu der Un-
tersuchung von Summen der ersten Art tbergeht: »Diese Reihen haben
mit den oben besprochenen das gemein, dass es sich dabei um eine Summe
von grossten Ganzen handelt, wobei der Fortschritt zwischen den einzelnen
Gliedern durch eine arithmetische Reihe bestimmt wird; aber wihrend
dort die Bruchzihler und darum auch die Briiche selbst eine arithme-
tische Progression bilden, so ist nun das letstere bei den Bruchnennern
der Fall ohne Veranderung des Zahlers und die Einzelbriiche sind reci-
proke Werte einer arithmetischen Progression oder mit anderen Worten
— und hierin scheint gerade die Eigentuimlichkeit dieser Art von Reihen
zu bestehen — die Briiche, deren grosste Ganze zu summieren sind,
bilden nicht eine arithmetische, sondern eine harmonische Reihe.» Die
beiden Arten von Reihen unterscheiden sich eben dadurch, dass die Glieder
der einen Art mit wachsender Stellenzahl zunehmen, wahrend die der
andern Art das entgegengesetzte Verhalten zeigen. Dass der hervor-
gehobene Unterschied nicht bloss #usserlicher Natur ist, sondern in der
That das Wesen der Sache trifft, wird sich im Verlaufe der vorliegenden
Arbeit ergeben. Demgemiss teilen wir dieselbe in zwei Abschnitte, und
stellen an die Spitze eines jeden Abschnitts einen allgemeinen Satz, von
denen der erste von LEJEuNE-DiricurLeT herrihrt, wihrend der zweite
nach Analogie des DiricHLET’schen Satzes gebildet ist.

Wir folgen der von Gauss (Theorematis arithmetici demonstratio nova,
Gauss Werke, Bd. 2, p. 3) eingefuhrten Bezeichnungsweise, nach der
[z] die unmittelbar unter x liegende ganze Zahl darstellt. Fur den Fall,
dass « eine ganze Zahl ist, definieren wir [z] = z. Die franzosischen
Mathematiker gebrauchen statt der eckigen Klammern das Zeichen FE(z)
(LEGENDRE, Théorie des mombres, p. 10: »lentier le plus grand contenu
dans la fraction z»).
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I.

Uber Summen von gréssten Ganzen von Functionswerten, bei denen
die Function mit wachsendem Argument fortwdhrend abniémmdt.

§ .

Es sei y = f(x) eine Function, welche immerfort abnimmt, wahrend
z von ¥ = p bis = p wichst. Dann hat die durch Umkehrung aus
y = f(z) entstehende Function z = F(y) offenbar die Eigenschaft, gleich-
falls immer abzunehmen, wahrend y von y = f(p) bis y = f(g) wichst.
Sind nun g und p ganze Zahlen und setzt man zur Abkiirzung [f(g)] = v,
[f(p)] = ¢, so ist in der Reihe

v= )], (Fe+ s oo’ () ooy [FD)] =@

jedes Glied grosser oder wenigstens nicht kleiner als das folgende. Nun
entsteht die Frage: Welche Glieder der Reihe sind einer gegebenen
zwischen y und ¢ liegenden ganzen Zahl ¢ gleich? Ls sei s der Zeiger
desjenigen Gliedes, welches > ¢ ist, wahrend das folgende < ¢ ist. Dann
gelten die Ungleichheiten

[F(sN>t,  [fls+ 1)) <t

oder
f(s) > ¢, fls 4+ 1)< t.

Hieraus folgt kraft der uiber die Function f(z) gemachten Voraussetzung

s < F(t), s+ 1> F(t),
oder

s = [F(¢)].

Ebenso findet man, dass der Wert ¢ + 1 noch demjenigen Gliede zukommt,

dessen Zeiger s' = [F(t + 1)], dem folgenden aber nicht mehr, und es
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ergibt sich, dass die Glieder, denen der Wert ¢ zukommt, der doppelten
Bedingung geniigen missen

s> |Ft+ 1, s [F().

Fur ¢t = v erhalt die erste Bedingung die Gestalt s > u, fir ¢ =q lautet
die zweite Bedingung s < p.

In die Sprache der Geometrie ibersetzt heisst dies: Wenn eine
Curve y = f(x) cuf einer gewissen Strecke in Bezng auf die positive z-
Axe fortwahrend nach unten geneigt ist, so ist sie auch auf derselben
Strecke in Bezug auf die positive Secite der y-Axe fortwahrend nach
unten geneigt. Zieht man durch die Punkte v =p, p+ 1, ..., p—1,
p Parallelen zur y-Axe, so wird die Anzahl der auf den von der Ab-
scissenaxe und der Curve begrenzten Stiicken dieser Parallelen liegenden
Punkte mit ganzzahligen Coordinaten (Gitterpunkte) um so kleiner, je
weiter sich die Parallelen von der y-Axe entfernen; wenigstens ist es
unmoglich, dass eine Parallele, welche der Ordinatenaxe naher liegt, als
eine andere, weniger Gitterpunkte enthalt, als diese. Etwaige auf der
Curve selbst liegende Punkte mit ganzzahligen Coordinaten sind natiirlich
zu den Gitterpunkten mitzurechnen. Die einzelnen Glieder der Reihe

s e+ 0L s [A(8)] - THD))

werden offenbar dargestellt durch die Anzahl der auf den entsprechenden
Parallelen liegenden Gitterpunkte. Ein gegebeuer Wert ¢ kommt den-
jenigen Gliedern zu, deren Zeiger s auf der Abscissenaxe zwischen den
Durchschnittspunkten derselben mit den Geraden z == F(¢) und z==F(t+1)
liegen. Sollte F(t) einen ganzzahligen Wert besitzen, so ist derselbe mit-
zurechnen, wihrend ein ganzzahliger Wert far F(t + 1) auszuschliessen ist,

In dieser geometrischen Deutung leuchtet die Wahrheit der bis jetat
anfgestellten Behauptungen unmittelbar ein.

Betrachtet man jetzt die Summe

(7)) ¢ (),

wo ¢(s) eine ganz beliebige Function ist, so sieht man, dass derjenige



Uber Summen von grossten Ganzen. 5
Teil der Summe, in welchem [f(s)] cinen und denselben Wert ¢ hat, wenn
g <t <y ist, den Ausdruck hat
W IE()] — ¢ P+ D)),

wo '(s) =21¢(S> ist. Die Partialsummen, welche den Werten ¢ =y
und ¢ = g entsprechen, haben resp. die Werte

W{IE ()] — ¥ (p)
und

(' (p) — ¥[F(g + )},

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen von den
beiden Gliedern — v¥'(p) und ¢¥(p) jedes Glied ¢ |F(s)] mit der posi-
tiven Einheit multipliziert; es ergibt sich also die Gleichung

P

(1) % 1705))g (5) = a¥(p) — v () + T 01FL).

[;.+1:;'
Setzt man in dieser Gleichung ¢(s) = 1, so wird ¥(s) = s, und es
kommt
r v
(2) S5} = ap — v+ Z[F(S)L.

Addiert man in (1) und (2) auf beiden Seiten resp. die Ausdriicke

" 3
Zif(s)le(s) und  Zf(s)],
so ergeben sich die weiteren Gleichungen

(5)  Zs)els) = 0¥ () — () + lfls) g 5) + 5 [F (o)l

»

(@ ZI) = a2 — v+ E[f()] + X [F(5).

Konstruiert man die Curve y = () und zieht in den Entfernungen s
und p Parallelen zur y-Axe, in den Entfernungen f(p) und f(n) Paral-
lelen zur z-Axe, so geniigt der Anblick der Figur, um uns von der
Richtigkeit der Gleichungen (2) und (4) zu’uberzeugen.
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Wir haben diesen von DimicarLer in der Abhandlung Uler ein die
Division betreffendes Problem (Crrnik’s Journal Bd. 47, p. 151) bewie-
senen Satz mit seinem Beweise hier reproduziert, weil dersclbe fur das
folgende von so grosser Wichtigkeit ist.

§ 2.

Bezeichnet f(m) die Anzahl, g(m) die Summe der Divisoren der Zahl
m, und setzt man
F(m) == (1) + f(2) + ... 4 [(m),
G(m) = g(1) + g(2) + ... + g(m),

so hat man die bekannten Gleichungen

s=m

(1) F(m) =ZI‘EJ,
(2) G(m) :2 5[’?J
Ist m eine ungerade Zahl und
F(m) = 1(1) + 1(3) + £(5) + ... + [(m),

®(m) = g(1) + 9(3) + 9(5) + .- . + g(m),

so ist’

lm+ 28 — 1
))l E )
25— 1

G(m) = i‘(zs — 1)[l mr jsfj[— I]

Man bezeichne mit k(m) die Summe aus den ungeraden und den

' Of. Acta Mathematica Bd. 9, p. 178, wo die Zeichen F(m) und G(m) an
folgenden Stellen in F(m) und G(m) umzusndern sind: p. 178, Z. 5, 11, 14, 15, 183
p- 179, Z. 165 p. 180, Z. 17, 22, 24.
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halben geraden Divisoren der Zahl m, mit I(m) die Differenz. aus den
geraden und ungeraden Divisoren der Zahl m, und setze

K(m) = k(1) + k(2) + ... +k(m),
Lim)=1(1) +1(2) + ...+ I(m).

Dann ist

o = $]7] =3 2]

s=m

" m
(m) L( )'s [ ]
s=1 .

Bevor wir dazu tubergehen, auf die eben bésprochenen Functionen
die allgemeinen Transformationsgleichungen des § 1 anzuwenden, wollen
wir die Darstellungen des § 1 verallgemeinern.

Bedeutet f,(m) die Anzahl, g,(m) die Suinme der quadratischen Teiler
von m und ist

F,(m) = f,(0) + £,(2) + ... + f,(m),
Galm) = (1) + 02(2) + - + g0,

80 ist
s.«{\'\;zj -
F,(m) = 2. L’,},
s:[\a] _’n;
/. R N 3 I
G,(m) = ;:_{ s L‘_.J,

und ist allgemein #,(m) die Anzahl, G,(m) die Snmme samtlicher Divisoren
von der Form »* aller Zahlen von 1 bis m, so gelten die Gleichungen

(3) Fom) =Y (%],

@) G.(m) =Y %]
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ein zweiter Ausdruck fur F,(m) ist der folgende

(s) Fym) =3 ["—’—]

e

Beide Darstellungen sind nur fir «a = 1 identisch.

Die Gleichungen (3), (4) und (5) dieses sowie (1) des folgenden Para-
graphen finden sich im 2. Bande der Acta Mathematica (Sur quelques
points de la théorie des mombres, par R. Lipscnrrz, p. 301 sqq.).

§ 3

Wendet man auf den Ausdruck (3) die Gleichung (4) des § 1 an,
go ergibt sich

0 F) = —w + 5[] +z[m]

1
wo p eine beliebige zwischen 1 und [m“] liegende ganze Zahl und

y = [ﬁa] ist.
Fl

Es darfte erwihnenswert sein, dass fur g4 = 1 die Formel (1) in
(5) des vorigen Paragraphen ubergeht, indem fiir p= 1, y = m und

m

Z[s—a] = m wird. Umgekehrt kann man natirrlich auch mit Hulfe der
s=1
Transformationsgleichung von (5) zu (1) gelangen.

1

Setzt man in (1) p = [mm], so erhalt man, wie LipscHirz an der
erwihnten Stelle nachgewiesen hat, die Gleichung

@) Fy(m) = — g +z[—] +Z[~]



Uber Summen von grossten Ganzen, 9

Die Formeln (1) und (2) nehmen fir a = 1 resp. die Gestalt an
s=po L s=v
- m m
¥ Fon = —w 2 7425

(4) F(m) = — p* + z|]

In der letzten Gleichung ist g = [\/m].

Die Gleichung (3) hat zuerst Diricurer gefunden (v. die Abhandlung
Uber die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie Abhdlg.
der Berl. Akad. 1849); die Gleichung (4) findet sich in ciner schon
genannten Abhandlung von ZELLER und im 2. Bande der Acta Mathe-
matica (in der Note von Cu. Herwire p. 299).

Alle Formeln dieses Paragraphen lassen sich auch geometrisch be-
weisen. Der Kurze wegen moge der geometrische Beweis fir die Gleich-
ungen (3) und (4) genigen.

m
&

y=— ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, welche die

z- und y-Axe zu Asymptoten hat. Die Anzahl der in dem von den
Asymptoten und der Iyperbel eingeschlossenen Fliachenstiicke liegenden
Gitterpunkte ist augenscheinlich gleich F(m). Denn die Anzahl der Gitter-
punkte, welche auf der durch den Punkt (x =1, y—o0) zur y-Axe ge-

zogenen Parallele liegen, ist gleich [%l, auf der durch den Punkt

(x =12, y=o0) gehenden Parallele zur y-Axe liegen [1723

] Gitterpunkte
u. s. w., kurz, die Anzahl 'der Gitterpunkte ist ["—IZ] + [%J + ...+ [%J,
und dies ist gerade der Ausdruck fiir die Function F(m). Die Zahl

wird dargestellt durch die Anzahl der Gitterpunkte, welche von der Ab-
scissenaxe, den Ordinaten z = o und z = und der Hyperbel eingeschlos-

Acta mathematica, 10. Imprimé le 5 Mai 1887, 2
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sen sind, wobei die auf der Geraden z = liegenden Punkte mit ganz-
zahligen Coordinaten natiirlich mitzurechnen sind. Die Summe

5|
~rls.
ist gleich der Anzahl der von der Ordinatenaxe, den Abscissen y = o und
y =y und der Hyperbel eingeschlossenen Gitterpunkte, wobei die auf der
Geraden y==y liegenden Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Es
liegt dies daran, dass man der Gleichung der gleichseitigen Hyperbel auch

. B n. .
die Form T=- geben kann, wodurch r und y ihre Rollen vertauschen.

pv ist die Anzahl derjenigen Gitterpunkte, welche in dem von den Axen,
der Ordinate #==p und der Abscisse y =y gebildeten Rechteck liegen,
und diese Anzahl ist, wie man unmittelbar sicht, von der Anzahl der
schon betrachteten Gitterpunkte abzuzichen, um jeden Gitterpunkt einmal
und nur einmal zu erhalten. Dies ist aber der Inhalt der zu beweisen-
den Gleichung (3).

Um die Gleichung (4) geometrisch zu beweisen, ziehen wir die Ge-
raden @ =y und y =y, deren Durchschnittspunkt innerhalb des von den
Axen und der Curve begrenzten Flachenstiicks liegen muss. Auf der
Verbindungslinie des znletzt genannten Punktes mit dem Coordinatenan-
fangspunkte liegen g und nur p Gitterpunkte, weil der Durchschnittspunkt
dieser Verbindungsliniec mit der Hyperbel die Coordinaten x—=\m, y=ym
hat. Nachdem dies festgestellt ist, verhelfen ihnliche Betrachtungen wie
die oben angestellten leicht zu dem gewinschten Beweise.

Will man nur einen Teil der Summe transformieren, so dient dazu
die von Dmicnrrr (CreLLE's Journal Bd. 47 p. 153) aufgestellte Gleichung

*

wm [ m
-s-_l =pg—m + 2‘[;

- gr1t -

,
(5) >
nt1

o . . m
welche man aus (2), § 1 erhalt, indem man f(s):? setat.

Die Gleichung (5) ist gleichfalls einer sehr anschaulichen geometri-
schen Treutung fihig.
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¥ 4
Es moge jetzt der Ausdruck

“[‘\Z;;]
G(m)= Y | %]

s=1

durch Anwendung der Gleichung (1) des § 1 transformiert werden. Zu-
nichst ist klar, dass man die Summation bis s =m ausdehnen darf, ohne
den Wert der Summe zu #ndern. Setzt man in (1), § 1

m

f(s)—877 ¢(s)=s"
p=1I, p=1n,

so wird y=m und wenn « > 1 ist, ¢—o0. Wir machen die Voraus-
setzung, dass o die Einheit ubertrifft; dann ergibt sich

S=u

elal=—mr 2oV

§==9
. V]
= —m + 51: gs”',

oder
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Beispiel m =7, a= 2.

257[5]:1.7—}—4.1211.

s=1

.<»:7[\'::]
2282 =14 2 12 1P 1P P T =11,

Bevor wir die Umformung fir den Fall o= 1 ausfihren, wollen wir die
Transformationsgleichungen fir den Fall hinschreiben, dass die Function

f(s) die Gestalt = hat. Ik erceben sich die Relationen
s [e)

)

(1) IX[%L] ¢(s)=q¥(p) —vi¥(p) + ;q l"’"’

e |
8
il -

r -
OREED 3
fur p=m wird ¢=1 und ¢¥(p)= ¥(m), also

B X[e ==+ X[ + X [%]

f) =g () — o)+ 3| M et) + 2 0] 2]

Setzt man in (3) g=1, so wird y=m, die beiden ersten Glieder der
rechten Seite heben sich auf, und es kommt

(4) Y[Ee =2 r[%]
1 - 1
Diese vier Formeln sind der Abhandlung Dirichrers Uber die Be-

stimmung der mittleren Werte in der Zahlentheorie entnommen.
Wenn man in (4) ¢(s)=s setat, so ergibt sich

m

[ _
¢ SEl=T L=l + L

oder
m|[fm] |l m’
G(m) =" 7 1)+[2”[2J+ '+...+LmJ

2 2 /2
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Die oben aufgestellte Formel behalt also ihre Gultigkeit auch fir

=== 1

Wir hatten die Gleichung

SO [EEEE)
=1 -
Aus

folgt

I m4 2y —1

VT2 Ty =1

und hierauf beruht dic Umformung
o~ Im+23——l Ion+2s—[
F(m) = -— +Z[ P J—}-Z[ e J,

wo s eine beliebige zwischen 1 und ﬁ—:—-—l liegende ganze Zahl und

1 f — .
vzlf "+ 2 I] 1st.
2 2/,4—1 ;

Der Ausdruck

m 1
g

2

(5)‘(711)22( 28 — x)[; "_334;%1— 1]

s=1
erhalt durch Anwendung von (3), § 1 die Gestalt

=

@(Mi):—Vﬂ m + 1) Z 28~—I [Im-i;ﬁl—lj_{_z[lmtz:T ]2,

=1

indem fur ¢(s)==2s— 1, ¥(s) =s* wird. Vereinigt man das zweite Glied
der rechten Seite mit dem letzten, so ergibt sich

otm) =+ Elos— [ 4 S 22



14 Jacob Hacks.

w41

Foar p=1 wird v = —— die beiden ersten Glieder der rechten

Seite zerstoren sich, und man erhalt die Gleichung

I m 4 28— 1
G(m) Z[ el I

Beispiel m = 13.

S 2Rt ) g ) s[4 22 o] 2]

o2 s =4 645474 o+ 3=58

‘Z[‘” J_72+22+1’+1’+x’+1’+1’z58.

2 25 — 1

Es ist

Nun ist nach (5)

ferner ist

D =[5
Yo lnl=22 ‘2;]{[5]““}’

Demnach ergibt sich die Darstellung

s =3 S+ 2 T+ (2]
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der man auch folgende Gestalt geben kann

N e I L [ [ A L A L

’={ [ Il

K(m)= é

Beispiel m = 10.

R R R b R S R C R Fa RRIE

Wir wollen jetzt den Ausdruck

L(m) =§(— 1).8 [W_:]

s=1

mit Huolfe der Gleichung (4) nmformen, indem wir ¢(s) = (— 1)".s setzen.
Es ergibt sich sofort

Nun ist

mithin
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Beispiel m = 7.

e R4 R 1 O OO F R

Anderseits ist auch

—4—24+1—-1—1—1—1=-—09.

Uber Summen ron grissten Ganzen von Functionswerten, bei denen
die Function mit wachsendem Argument fortwdhrend wiichst.

ML

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, wie aus dem DiricaLET schen
Satze eine Reihe von Folgerungen sich ergeben, indem derselbe sich auf
die Summenfunctionen, die bei der Betrachtung der Teilbarkeit der Zahlen
auftreten, ohne Mihe anwenden lasst. In #hnlicher Weise lassen sich der
dritte Gauss'che Beweis des Fundamentaltheorems fur die quadratischen
Reste, verschiedene von ZrrLLErR in den Nachrichten der Gott. Ges.
d. W. vom Jahre 1879 verdffentlichte Satze, ein allgemeiner Satz von SyL-
visTER und cine Reihe anderer Folgerungen aus einem Satze ab’leiten, den
wir jetzt beweisen wollen.

Eine Function y = f(x) moge, wihrend & von @ = p1 bis x = p wichst,
immerfort zunehmen. Dann wird die durch Umkehrung aus y = f(x)
entstehende Function 2= F(y) ebenfalls wachsen, wenn y von y = f(s)
bis y = f(p) wachst. x4 und p seien ganze Zahlen, ferner sei

[f(m)]=v, [fp)l=1¢
Wir bilden die Reihe
s fle+ 1)), - 8] .. S,

wo jedes Glied kleiner als das folgende oder demselben gleich ist. Wir



Uber Summen von grossten Ganzen. 17

machen zunichst die Voraussetzung, dass keiner der in Betracht kom-
menden Werte f(s) gleich einer ganzen Zahl ist, so dass immer f(s) > [f(s)]
ist mit Ausschluss der Gleichheit. Welche Glieder der obigen Reihe sind
einer gegebenen zwischen y und ¢ liegenden ganzen Zahl ¢ gleich? Zur
Beantwortung dieser Frage suchen wir den vollig bestimmten Zeiger des-
jenigen Gliedes auf, dessen Wert unter ¢ liegt, wihrend der des folgen-
den tiber ¢ liegt oder demselben gleich ist. Es ist also

[f(s)) <t [fs+ )] =1t

oder

fs) <t  fls+1)>¢

Hieraus folgen vermdge der uber die Function y = f(z) gemachten
Voraussetzung die Ungleichheiten

s < F(¢), s+ 1> I(t),

oder, was dasselbe ist
s=[F(1)].

In derselben Weise ist der Zeiger des vom Anfange entferntesten
Gliedes, dessen Wert unter ¢ + 1 liegt, gleich [F(t + 1)]; es kommt also
der Wert ¢ denjenigen Gliedern zu, deren Zeiger der doppelten Bedingung
geniigen

(F(t + 1)) > s > [F(1)].

Wegen des gegebenen Anfangs und Endes der Reihe erhalt diese Be-

stimmung fir {=y die Modifikation, dass an Stelle der zweiten Bedingung

$ > p tritt, wihrend fur ¢{=g¢ an Stelle der ersten Bedingung s < p tritt.
Wir wollen nun die Summe

dadurch transformieren, dass wir zuerst alle Glieder vereinigen, in denen
[f(s)] einen und denselben Wert hat, und dann die so erhaltenen Partial-
summen addieren. Die Summe der Glieder in denen [f(s)] einen be-
stimmten zwischen y und ¢ liegenden Wert hat, erbalt, wenn man

p(s) — ¥(s)

Acta mathematica. 10. Imprimé le 7 Mai 1887, S
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setzt, den Ausdruck
HIF({ + 1)) — ¥ F(6)])
fir t =y und ¢ = ¢ treten an Stelle dieses Ausdrucks bezw. die Werte
WIF( 4 1)] — ¥(p))
und
g{¥'(p) — VIF(q)l}-

Bei der Addition aller dieser Partialsummen erscheint abgesehen von den
beiden Gliedern — y¥(p) und q¥(p) jedes Glied mit der negativen Ein-
heit multipliziert; es ergibt sich also

S(A(s)e(s) = — s¥u) + 0¥(p) — ZHE(s)

oder
(1) S () + ZUEE)] = — v ¥n) + a¥T0).

Setzt man ¢(s) = 1, so wird ¥(s) = s und es kommt

(2 S(7(s)] + Z(F) = = + 10

Diese Gleichungen gelten unter der Voraussetzung, dass keiner der
betrachteten Werte f(s) einen ganzzahligen Wert hat.  Wir wollen jetat
diese Voraussetzung fallen lassen und untersuchen in welcher Weise sich
die Gleichungen (1) und (2) firr den Tall 4ndern, dass unter den in Be-
tracht kommenden Werten von f(s) einige gleich einer ganzen Zahl sind.

Ein ganzzahliger. Wert von /(y) vermag offenbar den Wert des Ausdruckes
14

E;l[f(s)]gp(s) nicht zu beeinflussen; es seien demgemiss s, 8,, 85 ..., S,

diejenigen zwischen # 4 1 und p mit Einschluss beider Grenzen liegenden
ganzen Zahlen, fur welche f(s) gleich ciner ganzen Zahl wird. Wieder-
holt man die Betrachtung, welche zu der Gleichung (1) gefiihrt hat, so
stellt sich heraus, dass die Werte ¢(s,), ¢(s,), ¢(8,), ---, ¢(s,) samtlich
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einmal zu wenig mitgerechnet sind, es ist demnach auf der rechten Seite

von (1) das Aggregat
?(81> + 5:(82> + ¢<8:3> + T + ?(8‘())

zu addieren.

Somit erhalten wir den folgenden Satz:

Eine Function y = f(x) mdge mit wachsendem 2z von = p bis v = p
fortwahrend zunehmen, wo s und p ganze Zahlen bedeuten. » = F(y)
sel die aus y = f(z) durch Umkehrung entstehende Iunction, ferner sei
F()] = v, [f(p)] = ¢ und ¢(s) eine beliebige Function. Wenn alsdann
Syy 845 -++, 8, diejenigen ganzzahligen zwischen g 4 1 und p mit Einschluss
beider Grenzen liegenden Argumente sind, fur welche die Function y = f(x)

. . " . .
gleich einer ganzen Zahl wird, so ist

r

3) % f(s)]g(s) +  W(E(s)

1 g+1

= —vi#(p) + ¢¥(p) + ¢(s) + ¢(s,) + ... + ¢(s,),

wo ¥(s) = 2¢(s) ist.
1
Fur ¢(s) = 1 gestaltet sich dieses Resultat wesentlich einfacher. Ist
o diejenige Zahl, welche angibt, wie viele unter den Functionswerten

flow+ 1), Fflu+ 2), ..., f(p) ganze Zahlen sind, so ist

(4) éil[f(S)J +§1[F(8>] = —mw +pr+ p.

Diese Gleichung lisst sich auch auf folgende Art beweisen.

Die Function y = f(z) sei zunichst nicht im Stande, fitr ganzzahlige
Werte von z ganzzahlige Werte anzunehmen, die Zahl p sei also gleich
Null, und die Gleichung

(s S + Z[F(s)] = —w + pa

werde fur einen bestimmten Wert von p als ricntig angenommen. Dann
fugen wir der ersten Summe der linken Seite von (2) das Glied

[f(p + I)]jQ+l7
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der zweiten Summe die Glieder [F(7 + 1)}, [F(g + 2)}, ..., (F(g + D)
zu. Hierdurch erhalt die linke Seite die Gestalt

p+1 g+1

(6) T [f(s)] + X [F(s))-

1+l

Nun folgt aus [f(p)] = ¢, [f(p + 1)] = ¢ + ! die Richtigkeit folgender
Ungleichheiten

g+ 1> f(p)>q,
g+141>fp+1)>q41,

oder

f(p)=9+97
f(.p+l)—:Q+l+917

wo # und 8, positive echte Briiche bezeichnen. Hieraus folgt weiter

p=Fl(g+ 6),
p+1=Fg+1+86,),

und hieraus ergeben sich mit Berucksichtigung des Umstandes, dass
auch die Function x = F(y) mit zunehmendem Argument bestandig
wichst, die Beziehungen

[F(q + I)] =P,
[F(g + 2)] = p,

[Flg + 0] = p.
Es ist also

s=q+1

X (F(s) =l

Demnach erhalt der Ausdruck (6) den Wert
—mwt+pgt+gt+itp=—w+ e+ e+

also
P41 g+l

(1)) + SIFE) = —mw + @+ 1)@ + .
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Ist somt die Gleichung (5) fiir einen bestimmten Wert von p richtig,
so ist sie auch fur jeden uber p liegenden ganzzahligen Wert richtig.
Sie ist aber offenbar richtig fir p = p, indem alsdann ¢ = y wird und
in der Gleichung

7 S5 + Z F()] = — o+
die Summen der linken Seiten tiberhaupt keine Glieder enthalten, und die
rechte Seite identisch verschwindet.

Lasst man die Moglichkeit offen, dass f(s) fur ganzzahlige Werte
von s gleich einer ganzen Zahl werde, so wird das obige Verfahren nur
in so weit alteriert, als fiir cinen ganzzahligen Wert von f(p + 1) die
Zahl [F(q + I)] gleich p + 1 wird. Es ist also fir jeden ganzzahligen
Wert von f(s) rechts eine Einheit zu addieren. Hieraus folgt mit Be-
ritcksichtigung von (7) sofort die Richtigkeit von (4).

Dieser Beweis ist einem Verfahren nachgebildet, welches SyLvEesTERr
anwendet, um eine speciellere Gleichung zu beweisen, von welcher weiter
unten (p. 27) die Rede sein wird.

Vielleicht verdient es erwahnt zu werden, dass auch die Gleichung
(2) des § 1 eines ganz ahnlichen Beweises fahig ist.

§ 6

Die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen lasst sich auf eine ein-
fache Weise geometrisch beweisen. Man konstruiere die Curve y = f(x).
Dieselbe wird infolge der iber die Function y = f(x) gemachten Voraus-
setzung von x = pu bis x = p fortwahrend nach oben geneigt sein. Dann
ziche man in den Entfernungen p und p Parallelen zur y-Axe und in den
Entfernungen f(x) und f(p) Parallelen zur z-Axe. Die erstgenannten
Parallelen bezeichne man resp. mit S7' und Pg, die letztgenannten Pa-
rallelen resp. mit UZ und RQ. Nun stellt offenbar das erste Glied der
linken Seite der zu beweisenden Gleichung die Anzahl derjenigen Gitter-
punkte dar, welche in dem Flachenstick PQTS liegen, wobei die auf der
Geraden PQ und der Curve QT liegenden Punkte mit ganzzahligen Coor-
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dinaten mitzurechnen sind (mit Ausschluss des Punktes 7', fulls dieser
cin Gitterpunkt sein sollte).

Das zweite Glied der linken Seite gibt in ganz entsprechender Weise
die Anzahl derjenigen Gitterpunkte an, welche von dem Viereck QRUT
eingeschlossen werden, wobei ctwaige auf den Linien QT und QR liegende
Gitterpunkte wiederum mitzurechnen sind. Die in Bezug auf den Punkt
T oben gemachte Bemerkung gilt auch hier. Hieraus ist ersichtlich, dass
man die Anzahl pg der in dem Rechteck OPQR, jedoch mit Ausschluss
der beiden Axen, enthaltenen Gitterpunkte erhalt, indem man einerseits

dic Summe
?

» q
() + DF6)

um die Anzahl p derjenigen Gitterpunkte vermindert, welche auf dem
in Betracht kommenden Sticke der Curve y = f(«x) liegen, und ander-
seits die Anzahl w der in dem Rechteck OSTU liegenden Gitterpunkte
addiert. Dies ist aber der Inhalt des in Rede stehenden Satzes.

7

Ar

Nunmehr wollen wir von dem so eben auf analytischem und geo-
metrischem Wege bewiesenen Satze ecinige Anwendungen machen. Um
zunachst ein Beispiel zu wahlen, in welchem die Function y = f(x)
transcendent ist, setzen wir

y =€
Hieraus entsteht durch Umkehrung

r = logy.

Setzt man dies in (4), § 5 ein und nimmt die Zahl y = o, so wird
y = [¢"] = 1. Da, wie Hermite in der Abhandlung Sur la fonction ex-
ponentielle nachgewiesen hat, die Basis e der naturlichen Logarithmen
auf eine ganzzahlige Potenz s erhoben, niemals eine ganze Zahl werden
kann (naturlich abgesehen von s = o), oder, was dasselbe ist, da der
natiirliche Logarithmus einer ganzen Zahl s (mit Ausnahme von s = 1)
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niemals gleich einer ganzen Zahl sein kann, so ist im vorliegenden Falle

die Zahl p = o0. Da ferner log1 = o, so ergibt die Anwendung von
(4), § 5 die Gleichung

s=q

Tle] + 3 [logs] = v,

wo p eine beliebige positive ganze Zahl und ¢ = [¢"] ist. Das Aggregat
auf der linken Seite ist also stets gleich dem Produkt aus den Glieder-
anzahlen der beiden Summen.

Die wirkliche Ausfihrung der Rechnung bestatigt dieses Resultat.
Fur p = 5 z. B. wird ¢ = [¢’] = 148, ferner ist

148

);[e"} = 231, 2 [logs] = 509,

also

148

5
Zle| + 2(logs} = 740 = 5.148.

Ein #hnlicher Satz gilt fur jede beliebige Basis eines Logarithmen-
systems. Far die Basis 10 z. B. gilt die Gleichung

iro’ + Zil:[logs] = plg + 1),

wo g = 10" ist. Die Zahl p hat hier den Wert p. So hat man z B.
fur p = 3, ¢ = 1000

1600

3
ZI:IO" + Zl[logsj == 1110 + 1893 = 3003 = 3 .(1000 4 1).

Wir wenden uns jetzt zu solchen Summen von grossten Ganzen, bei
denen y = f(x) eine rationale ganze Function von 2 ist, und zwar be-
schranken- wir die Untersuchung auf solche Functionen, bei denen die
Variable # nur in einem einzigen Gliede vorkommt. Es sei demgemiss

wo a, a und m beliebige positive ganze Zahlen mit Ausschluss der Null,
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und d zunichst eine positive unter m liegende ganze Zahl bedeuten moge.
Die durch Umkehrung entstehende Function hat die Form

& ml/~—vdi
x=\/' — .
a

azx” 4 d
m

Die Function y = hat von dem Werte z = o an die Eigen-

schaft, mit wachsendem x stets zuzunehmen; es ist daher gestattet, bei
Anwendung unseres Satzes die Zahl p gleich Null zu nehmen. Dann

wird y = [%] — 0, und es ergibt sich

PR S EE I e -

Hier bedeutet p eine.beliebige positive ganze Zahl; ferner ist

ap® 4 d
=[]

und p die Anzahl derjenigen unter den Briichen

1"+ d a.2°+d a.p” +d
, y e
m m m

welche ganzzahlige Werte haben.
Es ist klar, dass die Zahl p auch gleich der Anzahl derjenigen unter
den Wurzelwerten

\"/m.lwd {/E.Z—d \"/m.q———ti
—’ ——’ . . . —
a a a

ist, welche ganze Zahlen sind. Statt nun die Zahl p auf der linken Seite
von (1) zu subtrahieren, kann man auch unter dem Wurzelzeichen zum

Zahler die negative Einheit hinzufuigen. Denn fir den Fall, dass \/ ms —d

. .. “ —d “d—1 —d
keine ganze Zahl ist, ist [\/ msa ] \/ e ]; ist aber \/ms :

eine ganze Zahl, so ist [\“/ms— d]—— I :[ ’_’ﬁ:ai:_l], und da der

a



Uber Summen von grossten Ganzen, 25

“ —d . . . .
Ausdruck \/msa p mal zu einer ganzen Zahl wird, wihrend s die Reihe
der Werte 1, 2, ..., ¢ durchlauft, so ergibt sich

Y[Vt = =2V

Somit erhilt man die Gleichung

) R R [ s

s=1

47 . . .
Fur d > m hat y = [EJ einen von Null verschiedenen Wert; es ist

“/msg——d— 1
— | =D

Diese Gleichung welche die Gleichung (2) als speciellen Fall enthalt,
gilt auch dann noch, wenn d negativ ist.
Fiar @ = 1 erhalt die Gleichung (3) die Gestalt

alsdann

$=

3) [‘“ Ry

§= v+1

=

{4) 2[ ;,:d]JFZ [yms —d — 1} == pq.

= SER

Indem man den Zahlen a und d specielle Werte beilegt, kann man
aus (3) und (4) eine Reihe von Satzen ableiten, welche ZgrLrLEr in der
schon mehrfach erwihnten Abhandlung veroffentlicht hat.

Es sei z. B. a = 1, so kommt

$=p §=

9 EEZI IS S EE Ey .

[" +1

- [

Jdcta mathematica. 10. Imprimé le 10 Mai 1887, 4
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Setzt man a = 2, so geht (4) in die folgende Gleichung uiber

© () 4 S = =) =90,

For d = o endlich nehmen (4), (5), (6) resp. die Gestalt an

SE]+ S =,

§ 8.

Bekanntlich beruht der dritte Gauss'sche Beweis des Reciprocitats-
gesetzes fur die quadratischen Reste, welcher im Jahre 1808 in den
Commentationes societatis regiae scientiarum Gottingensis ver-
offentlicht worden ist (Gavss Werke Bd. IL p. 3 sqq.), auf dem Satze:

Wenn p und ¢ positive ungerade relative Primzahlen sind, so ist

I _p»—1
s=33 8=
&

RSN

1
=1

(1)
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Diese Gleichung hat man seitdem auf verschiedene Arten bewiesen
und verallgemeinert; aber alle mir bekannten Verallgemeinerungen sind
nur specielle Fille des in § 5 bewiesenen allgemeinen Satzes, wie im
einzelnen nachgewiesen werden soll.

Gauss selbst leitet die Gleichung (1) aus folgendem Satze ab:

Ist  eine positive Grosse, welche so beschaffen ist, dass unter den
Vielfachen derselben z, 2z, ..., nz keine einzige ganze Zahl vorkommt,
o ist

(2) fsa] + 2 [2] = n,

wo h = [ng| ist.
Nimmt man in (4), § 5 die Function f(s) = s, so hat die durch

Umkehrung aus f(s) entstehende Function die Gestalt F(s) = f;', die Zahl

p verschwindet infolge der Voraussetzung, und es folgt ohne weiteres die
Richtigkeit der Gleichung (2), wenn man g = o nimmt.

Aus (2) leitet nun Gauss die Gleichung (1) ab, indem er x =

ISP~

-

setzt und annimmt, dass p kleiner sei als g, was offenbar gestattet is

Alsdann ist
1— 1, .
2 :[qzi—w]: 9| _p—1
q 2q 2 z

und hieraus ergibt sich sofort die Richtigkeit von "(1).
ZrLLEr hat die Gleichung (1) in der Weise erweitert, dass er an
Stelle der Ausdriicke

welche eine arithmetische Reihe der ersten Ordnung b'ilden, arithmetische
Reihen hoherer Ordnung treten liess. Die betreffenden Satze sind im
vorigen Paragraphen besprochen und aus unserem allgemeinen Satze ab-
geleitet worden.

SYLVESTER - leitet in dem Aufsatze Sur la fonction E(x) (Comptes
Rendus des séances de I'académie des sciences de Paris, tome L,
p. 732) das Reciprocitatsgesetz aus folgendem Satze ab:



28 Jacob Hacks.

Wenn p und ¢ zwei beliebige positive Grossen sind und A eine po-
sitive Grosse bezeichnet, welche kleiner ist, als der kleinste Wert a, wel-
cher zur selben Zeit ap und ag zu ganzen Zahlen macht, so besteht die
Gleichung

3) zmyfmzwwy

Den Beweis dieses Satzes fulrt Syrvester in folgender Weise. Die
Gleichung (3) sei richtig far alle Werte von A, welche unter einer ge-
wissen Grosse liegen. Von dieser Grosse aus lassen wir A allmihlich
stetig wachsen. Kein cinziges Glied unserer Gleichung wird scinen Wert
andern, bis Ap oder Ag ganze Zahlen werden, was nach Voraussetzung nicht
gleichzeitig geschehen kann. Gesetzt nun, Ap werde zuerst cine ganze
Zahl. Dann nimmt die zweite Summe der linken Seite zu um das Glied

[).p]%] = {Ag], wahrend die erste ungeandert bleibt. Auf der rechten Seite

bleibt [Ag] ungeandert, wahrend |Ap] um ecine Einheit zunimmnt, es wachst
also auch die rechte Seite der Gleichung um [Ag]. Unser Satz besteht
also fur den crsten Wert von 2, welcher eine Verianderung in unserer
Gleichung hervorbringt, also auch fiir den 2*°, 3** Wert, u. s. w., und
da die Gleichung fiir A = o richtig ist, so gilt sie allgemein fur jeden
unter der angegebenen Grenze liegenden Wert von 4.

Lasst man die der Grosse A auferlegte Beschrankung fallen, so nimmt
jedesmal, wenn Ap und Jg gleichzeitic ganze Zahlen werden, der Ausdruck

$=[q] s=[4p]

X[+ 313

um die Summe [Ap] + |Ag) = Ap + Ag zu, wihrend [Ap].[Ag] nur den
Zuwachs

W Adg—p—1)g—1)=Ilp+ Mg—1
erhalt. Folglich hat man fur jeden beliebigen Wert von A die Gleichung
s=[Aq] s={2p)

Q 2 (2] + 2 [ = ) + L,

§=0
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wo L diejenige Zahl bedeutet, welche angibt, wie oft pxr und gz gleich-
zeitig ganze Zahlen werden, wiahrend z von o bis A wichst.

Die Gleichung (3) ergibt sich, wie Srery bemerkt hat (v. die Ab-
handlung Uber einige Eigenschaften der Function E(z), CRELLE'S Journal,
Bd. 59, p. 146) sofort aus der Gauss’'schen Gleichung (2), wenn man in

dieser z = £ und # = [}g] setzt. Denn wir darfen annehmen, dass eine
q 2

der beiden Grossen Ap und Ag eine ganze Zahl sei. Sollte dies namlich
nicht von vornherein der Fall sein, so lassen wir A abnehmen, bis eine
der beiden Grossen Ap und Jg eine ganze Zahl wird, und halten den
Wert von A fest, bei dem dies zuerst geschicht. Durch das beschriebene
Verfahren hat keine cinzige der in Betracht kommenden grossten ganzen
Zahlen ihren Wert verandert. Es sei also Ag eine ganze Zahl. Dann wird

[qu]—p] = [Ap] = &, und hiermit ist (3) aus (2) abgeleitet.
Sodann kann man die Gleichungen (3) und (4) auch unmittelbar aus
(4), § 5 erhalten, indem man die Function f(s) = gs, die Zahl p gleich

Null und die dortige Zahl p gleich [dg] nimmt. Awus der zuletzt er-
wiahnten Gleichung folgt sofort

s=[2q} = [)7]_

;[]+z [ )bt |+ o,

. r; . . . 20 8
wo die Zahl p angibt, wie viele von den vorkommenden Briichen gp ganz-

zahlige Werte haben.
Nun konnten wir wieder den eben eingeschlagenen Weg befolgen,
um zu zeigen, dass man unter den beiden Grossen p und g stets die eine,

¢, so auswihlen kann, dass [[Aq] g] = [Ap] wird; wir ziehen es aber vor,

diesen Beweis auf einem von SterN (a. a. 0.) angegebenen Wege zu fithren.
Wir setzen

g = [M] + e, o = dp] + f;

dann ist

P W 4 fq
q[Aq}‘ p— = [p] + B—F ;
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Ist nun fg = ep, so folgt sofort
s p]

M= = 1)

[[ 11, | = V)

andernfalls kann man far ¢ denjenigen der beiden Werte p und ¢ nehmen,
fur welchen fg > ep ist, so dass o < fa—cp . P < 1 wird. Es ist also

wiederum

(Va1 ] =1 + =1 = ).

q

‘Nun bleibt noch zu zeigen, dass die Zahl p mit der obigen Zahl L
tibercinstimmt. s folgt dies daraus, dass jedesmal, wenn xp und zq

gleichzeitig ganze Zahlen werden, auch [xqu = rp und [xp]z% = xq ganze

Zahlen sein missen.
Aus (3) zieht nun Stery cine Reihe von Folgerungen. Sind p und
q relative Primzahlen und e und f resp. die kleinsten positiven Reste von

—r

— €
und =/ ganze Zahlen,
w

p und ¢ nach den Moduln m und #=, also 1

ist ferner k eine positive ganze Zahl von der Beschaffenheit, dass ke <m
und kf < n ist, so besteht, wie sich leicht zeigen lasst, die Relation

s= klg—1) _kp—er

(5) < [s‘pn] [sqm] _F@=—Nwp—9
Zl + z pn _ mmn
Fur & = 1 ist die Bedingung ke < m, kf < n erfillt; es ist demnach

[*qm] _q=Np—9

pn mun

(6) N spn
z [q”l]
Far m = n geht (5) uber in

_ k{g—A _kip—e

m

(7) Z [SP]_i_z [sq] k’(q—f)(p—ei,

s=1
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und fur den Fall, dass ¢ = f = 1 ist, kommt

_ k-1 _ k=1

(8) gj [“;] +§; [ZJ]:V(P *Wlb)qw— 2}

Die Gleichung (8) ist zuerst von SyLvester (a. a. O.) aufgestellt worden;
sie enthalt als speciellen Fall folgenden Satz von Eisensreiy (CRELLE’s
Journal XXVII, p. 281):

Sind p und ¢ relative Primzahlen und beide =1 (mod m), so ist

m m

(9) [?B] +3 [ﬂ] _ l)(ﬁg — 0,

m

hieraus ergibt sich fiir m = 2 die Gleichung (1).

Selbstverstandlich lassen sich die Relationen (1) und (5) bis (9) auch
unmittelbar aus dem in § 5 bewiesenen Satze herleiten. Die unter dem
zweiten Summenzeichen befindliche Function ist jedesmal die Umkehrung
der unter dem ersten Summenzeichen befindlichen Function, ferner steht
auf der rechten Seite uberall das Produkt aus den Gliederanzahlen der
beiden Summen, und die Zahl p verschwindet infolge der gemachten
Voraussetzungen mit Notwendigkeit. Da ausserdem fur p = o tberall
auch y = o wird, so handelt es sich jedesmal nur um den Nachweis, dass
man unter den vollig gleichberechtigten Zahlen p und ¢ stets die eine,
¢, so auswahlen kann, dags das letate Glied der ersten Summe auf der
linken Seite gleich der Anzahl der Glieder der zweiten Summe wird. So
ist z. B. in (9), wenn man die grossere der beiden Zahlen p und g gleich
¢ nimmt

[(q— I)p] _ [p—%’] _r=t
mq m m

und damit ist die Gleichung (9) gerechtfertigt.

ErsensTEINS Geometrischer Beweis des Fundamentaltheorems fur die
quadratischen Reste (CrReLLE’'s Journal XXVIII, p. 246) ist ein specieller
Fall der in § 6 angestellten geometrischen Betrachtung; er beruht darauf,
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dass y = gx die Gleichung einer durch den Ceordinatenanfangspunkt ge-

q

henden Geraden ist, der man auch die Form z .———Py geben kann, und

dass, wenn p und g relative Primzahlen sind, kein einziger der in Betracht
kommenden Gitterpunkte in die Gerade selbst hineinfallt.

§ o

Die Gleichung (1) des vorigen Paragraphen kann man auch, wenn
man die Zeichen p und ¢ resp. durch m und # ersetzt, in folgender Weise
schreiben

= [3] s=[3]
g RS ERE ]

In dieser Form gilt die Gleichung allgemein fur zwei beliebige re-
lative Primzahlen m und n, wie zuerst Gauss bemerkt hat (Theorematis
arithmetici demonstratio nova, Gavss Werke, Bd. II, p. 8; eine An-
wendung findet sich in der Theoria residuorum biquadraticorum ibid.
P- 145).

Es sei eine der beiden relativen Primzahlen gerade, die andere also
ungerade. Die erstere bezeichne man mit n, die letztere mit m. Dann ist

2] =[22]- (%)

und damit ist die Richtigkeit von (1) auch fiir diesen Fall dargethan.
Bezeichnet man die auf der linken Seite von (1) befindlichen Summen
mit S resp. 7, so hat man

s+ =[5}

Nunmehr konnen wir den Wert der Summe S + 7T auch fur den Fall
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angeben, dass m und n einen gemeinsamen Teiler haben. Es sei ¢ der
grosste gemeinsame Teiler beider Zahleri; so dass die durch die Gleichungen

m = mo,
N = no

definierten Zahlen m’ und »’ rvelativ prim zu einander sind. Wenn m
und » beide =1 (mod 2) sind, so setzen wir m < = vorans; andernfalls
nehmen wir » als gerade an. Alsdann fuhrt die Wiederholung der oben
angestellten Betrachtung leicht zu der Gleichung

SR

= m T m I

2 [;’S] T [as] =53] L]+ e

Die Zahl p gibt an, wie viele von den Briichen ’ng einen ganz-

zahligen Wert haben, wahrend s die Reihe der Zahlen 1, 2, 3, ...,P]

2
durchlauft, oder was dasselbe ist, p ist die Zahl, welche angibt, wie vicle

Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ..., B] Vielfache von #’ sind. Folglich ist

2]

p _ ﬁﬁ"‘ e 77— ) )

oder vermdge der leicht zu beweisenden Gleichung

[ril . [LJ
b " Lab
(v. DiricHLET, Zahlentheorie, p. 28),
=[]
p=1zl

s ist also in allen bisher bLetrachteten Fallen

s+ 1= [3][5]+ 2}

Acia mathematica. 10. Tmprimé le 17 Mai 1887, 5
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Es bleibt noch der Fall zu untersuchen, wo m und % ungerade und
einander gleich sind. Dieser Fall lasst sich auf eine shnliche Weise er-
ledigen; kiurzer aber fuhrt die direkte Behandlung zum Ziel. KEs ist

s=[3]

2 s=[3) =[%] 2
Y[l sl =22 =[5+ 5]

1=1

Nun ist aber der grosste gemeinsame Teiler von m und m die Zahl m
selbst. Es gilt somit immer, was far positive ganze Zahlen m und n
auch bedeuten mogen, die Gleichung

» ser- [+ L2}

(1) ist in (2) als specieller Fall enthalten, da der grosste gemeinsame
Teiler zweier relativer Primzahlen die Einheit und [5] = 0O ist.

Beispiel m = 9, n = 18; 0 = o.

=[] [l )+ [+ (0 (3] 0+ [2] 2
—o4 14 142+2+3+3+4+4=20

P [S] (£ [5] 4[] s b e o s

e r-so=sora=[2]42)

Die Gleichung (2) kann man in folgender Weise geometrisch be-

. . . m 3
weigen. Man konstruiere die Gerade y = % welche Gleichung man auch

in der Form = = %y schreiben kann. Hieraus folgt

g s+ 1[0

wo p die Anzahl der Gitterpunkte bezeichnet, die auf der Diagonale des

durch die Axen und durch die Geraden y = % und z :‘g gebildeten
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Rechtecks liegen; hierbei ist der Schnittpunkt der beiden letztgenannten
Geraden, falls derselbe ein Gitterpunkt sein sollte, mitzurechnen. Von
diesen Punkten erhialt man, wie leicht einzusehen ist, jeden einmal und

’

. . m — . m
nur einmal, indem man den Bruch — auf seine kleinste Benennung o
1 v

bringt, dann % der Reihe nach mit den Zahlen 1, 2, 3, ..., [g] multi-

pliziert und jedesmal den Zahler der so gewonnenen Briiche zur y-Coor-

dinate, den Nenner zur z-Coordinate eines Punktes macht. Wollte man =

o . e . . d
mit einer ganzen Zahl r multiplizieren; die tuber [g} also auch tber -

liegt, so wiirden die Coordinaten des betreffenden Punktes y = rm’, x = rn’
b )

m' o m w3 n

resp. die Werte — = — und — = - tubertreffen, folglich der Punkt
2 2 2 2 e

. . m .
zwar In die Gerade y=- aber ausserhalb des oben bezeichneten

Rechtecks fallen. Es ist also die gesuchte Anzahl p = [g], und infolge

dessen geht (3) in die zu beweisende Gleichung (2) uber.

§ 10.

Es soll jetzt versucht werden, gewisse Summen von grossten Ganzen
analytisch auszudriicken, mit Benutzung einer oft angefuhrten Arbeit von
Zerrer und einer Reihe von Untersuchungen von Bouniaxowsky (Dé-
monstration de quelques propositions relatives a la fonction numérique E(z).
Bulletin de 'académie des sciences de S:t Pétersbourg, tome 28,
p.- 257 etc, p. 411 etc.; tome 29, p. 250 etc.).

Wir beschaftigen uns zunichst mit Summen von der Form

wo p eine Primzahl und a eine positive ganze Zahl mit Ausschluss der
Null bedeutet. Setzt man
,=[(p—1)"]
»

Qa = ;[:/g]a
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so ist nach dem in § 5 bewiesenen Satze
12 p—1"
) P 0= — 0[]
Der Ausdruck [(p_fl)_:l ist eine rationale ganze Function (@ — 1)**

p
Grades von p; es ist namlich fir a=o0 (mod 2)

,(p_.x)a]—‘a_] o ala — 1) , 5 — L ol —1)...2
[‘"p B Bt A (A T T s e
und fir a=1 (mnod 2)
= ‘)u]_ 1 a2 ale—1 ... 2
[4“;; o It ) :‘t"'+1.2...(a——l)

Beide Gleichungen lassen sich in folgender Weise in eine einzige zusam-
menfassen

(p — 1)° e a— w—y (g —1) .02 L Ia_[a]
[ p V]*p Py 2i+(—1> 1.2 ... (e —1) 2'5 24|

Die rechte Seite von (1) ist demnach eine rationale ganze Function
von p. Stellt man nun folgende Reihe von Gleichungen auf (ZELLEr,

Nachr. d. Gotting. Ges. d. W. 1879, p. 254)

III
=+

-----------

p—1)= [(—p:—li]p + 7

und addiert, so kommt

g=p—1 s=p—1

(3) Elsa =p.F. + Elr"

s=p—1
Der Ausdruck 2 s den wir mit S, bezeichnen wollen, lasst sich
s=1

nach dem NEwTton'schen Satze rational und ganz ausdriicken durch die
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symmetrischen Grundverbindungen der Elemente 1, 2, 3,..., p— 1, und
diese Grundverbinduugen sind nach dem WiLsox’schen Satze alle durch
p teilbar mit Ausnahme der einen 1.2.3...(p— 1), fur welche die
Kongruenz gilt

(—1pTt=1.2.3...(p— 1) (mod p).

S, wird also in allen denjenigen Fallen durch p teilbar sein, in denen
die Zahl [p — 1 zur Darstellung der Summen gleich hoher Potenzen der
p — 1 Elemente nicht erforderlich ist. Dies ist immer dann der Fall,

wenn a < p— 1. Wir machen jetzt dic Annahme a <p— 1. Alsdann
s=p—1

ist 8, und somit auch ;17'5 durch p teilbar. In denjenigen Fallen also,

s=p—1
wo es gelingt 21’"5 als rationale ganze Function von p darzustellen, ist
P, eine rationale ganze Function von p, von der man auch den Grad
bestimmen kann. P, lasst sich alsdann mit Hulfe der Gleichung (3) di-
rekt bestimmen; aber es ist auch diec Methode der unbestimmten Coeffi-
s=p~—1

cienten anwendbar, so dass es nicht notig ist, S, und ers wirklich zu
berechnen.

Ein solcher Fall ist z. B. der, wo a und p — 1 keinen gemeinschaft-
lichen Teiler haben (ZeLLEr, a. a. O. p. 255). Dann erscheinen namlich,
wie aus der Lehre von den Potenzresten bekannt ist (cf. DiricHLEYs
Zahlentheorie, ed. 1879, p. 73), auf der rechten Seite der Gleichungen (2)

die samtlichen kleinsten positiven Reste von p mit Ausschluss der Null
s=p—1

Es wird also gn =p—<pT—I~), und P, ist rational und ganz durch p dar-

stellbar, und zwar wird die betreffende Function in p vom a** Grade
sein, indem nach einer bekannten Formel

a+1

_(p—=1) p—1" | la —
5.0 sy B —

I f( — l)( —2) a—

‘s

15 afe — 1)(a— 2)(a«— 3)(« — 4) a5 o
+ 55 1.2.3.4.5 b —1)="+.

wo B,, B,, B,,...die auf einander folgenden BernouLLI'schen Zahlen sind,
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Auch @, ist, wie Gleichung (1) zeigt, unter den oben gemachten
Voraussetzungen eine rationale ganze Function voun p, die durch die Me-
thode der unbestimmten Coefficienten gefunden werden kann.

Es sel jetzt @ = 2 und p eine beliebige Primzahl. Die Primzahlen
2 und 3 brauchen nicht ausgeschlossen zu werden, da fiir jede positive

Zahl p die Gleichung gilt

fmpel

o .
PO SR RV il S el O
T E}S 8
Nun ist
s=p- 1 B soapet
“ n e =Y Ea =
s=1 47

indem [y(p — 1)p] = p — 1 ist, ferner ist
s=p- 1

(5) S, =p. D, +Zr.

s=1

Bezeichnet man mit R die Summe der quadratischen Reste von p, so ist

Ist nun p von der Form 4n 4 1, so erginzen sich je zwei quadratische
Reste zu p, es ist also
( boe— l) ]
R T
4
Da nun S, eine Fuunction 3. Grades von p ist, welche kein konstantes

Glied eunthalt, so sind P, und ¢, rationale ganze Functionen von p.

Hieraus folgt die Berechtigung zu schreiben

P, =dp* + Bp + C,
(6)
Q2 = Axpz + BLP + C]'

Setzt man in diesen beiden Gleichungen p der Reihe nach gleich 5, 13,
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17, so ergeben sich je drei lineare Gleichungen fur 4, B, Cund 4, B, C,,
durch deren Auflssung man folgende Formeln gewinnt

s=p—1 __

; B L 2_p—np—2
— = — —— - ===
2 D
s=p—1 '12 "o .
(8) Sl =2y L= ne =)
s=1 3 3 3

welche resp. mit den von Bou~Nrakowsky im yarticle 29 der oben ge-
nannten Abhandlung p. 424 angegebenen Formeln (20) und (21) 0ber-
einstimmen.

Es versteht sich von selbst, dass uns der direkte Weg schneller zum
Ziel gefuhrt haben wiirde, wir haben hier die Methode der unbestimmten
Coefficienten nur deshalb gewahlt, um ein Beispiel davon zu geben.

Anders gestaltet sich die Sache fur eine Primzahl ¢ von der Form
s=g—1

4n 4+ 3. Auch dann ist natirlich 2», = 2R durch ¢ teilbar, aber die
s=1

Abhingigkeit der Zahl I von ¢ ist nicht so einfach, dass sie sich durch

eine rationale ganze Function von ¢ ausdricken liesse. Aus (3), (5) und

(6) ergeben sich fur P, und ¢, leicht die Ausdricke

y‘H _ =g 2k
4 q 6 g ’

s=1

s=¢—1
— (¢ — 1)(4g — 2R
E] [\/3(1} ES g#.ﬁ_s.) _|_ _M’i,.

Diese be:icn Formeln gelten allgemein fur jede Primzahl ¢; sic enthalten
(7) und (8) als speciellen Fall.

Bezeichnet man mit R’ die Summe der quadratischen Nichtreste von
q, so ist

R_*_R':’:’Lq.:f_)

2
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also
s=q—1 4 '
D
s=qg--1 '
— _{g—n@g+1) 2R
.\-\",-:J\’*“q] = 6 T a

Wir gehen jetzt itber zu der Betrachtung der Summen

S==m— = -—
s=m—1 s=m-—1 2

. -~ S
:L_:l[\sm} und Z['ﬁi]’

s=1
wo m ecine belicbige positive ganze Zahl ist. Es gilt die Gleichung

S -1 S=m--1

(9) gl[\s‘rﬁ] +Z [:{] = (m— 1) + p,

x=1

wo die Zahl p angibt, wie viele unter den Produkten 1.m, 2.m, 3.m, ...,
(m — 1)m volle Quadrate sind. Wenn m aus lauter verschiedenen Prim-
zahlen besteht, so ist offenbar p = o. Ist m = «"¥’¢" ..., woa, b, c...
die verschiedenen in m enthaltenen Primzahlen und die Exponenten
a, 3, r, ... alle gerade sind, ist also m eine volle Quadratzahl, so enthalt

die Reihe 1.m, 2.m, .... m.m offenbar ebenso viele Quadratzahlen als
8
e

iR
I~

[X]
[

die Reihe 1, 2, ..., m, ihre Anzahl ist also \'m == a ..., mithin ist

in diesemn Falle

Ist m = a*¥’c ... a“b7 " ..., woa, B, 1, ... gerade, «, #, 7, ... ungerade
sind, so muss eine Zahl s, welche mit m multipliziert ein volles Quadrat
ergeben soll, den Faktor «’b'c¢’ ... und ausserdem nur noch einen quadrati-
schen Faktor enthalten. Befreit man also die Zahl s von dem Faktor
ab'c ..., so muss ein volles Quadrat iibrig bleiben. Legt man mithin
den Zahlen s ausserdem noch die Bedingung auf, nicht grosser als m zu
sein, 8o stimmt ihre Anzahl tiberein mit der Anzahl der in der Reihe

I, 2, 3, ..., @®WPc ... a* W7 1!
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28y e—l F—1 y=i
enthaltenen Quadratzahlen, sie ist also gleich a?8*c¢*... & * b ? ¢ ?
LA “
oder gleich &’ b*¢c* ... a’[“’] b’m c’[“’]. ..

Demnach ist in diesem Falle

r “1 15 2
p=abc ... a’[sz’[ﬂ]c'{QJ cee — 1
Beide Werte fiir p lassen sich in einen Ausdruck vereinigen. Sind a, b, ¢ ...
die verschiedenen in m enthaltenen Primzahlen, und ist m = a*dfc” ...,

so 1ist

Die Zahl m moge jetzt aus lauter verschiedenen Primfaktoren von
s=m-—1

der Form 4n -+ 1 bestehen. Dann handelt es sich darum, 2, zu be-
s=1

stimmen. Zunichst ist klar, dass jeder quadratische Rest + von m durch
einen andern quadratischen Rest " von m zu m erginzt wird. Denn aus

der Moglichkeit der Kongruenz
x® =r (mod m)
folgt sofort die Moglichkeit der Kongruenz
x® = — ¢ (mod m),

da die negative Einheit quadratischer Rest jedes einzelnen der in m ent-
haltenen Primfaktoren ist. Anderseits hat die Kongruenz

z*=7r (mod m)

genau ebenso viele Wurzeln als die Kongruenz

z? = — » (mod m).

Setzt man also
r4+r=m

Acta mathematica. 10. Imprimé le 18 Mai 1887. 6
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und stellt die Gleichungen auf

(m — 1) = [(m_—m—l)’]m + Tuts

so kommt jeder Rest » genau so oft vor, als der zugehorige Rest #’.
Hieraus folgt

3, —mn =

s

s=1 2

b

und da die Zahl p unter der gemachten Voraussetzung verschwindet, so
dirfen wir mit Berticksichtigung der Gleichung (9) und der far jede Zahl
m geltenden Gleichung

s=m—1 9 $=m—1

s=m—1 s m
st =Y [L]+Zn
s=1 m s=1

s=1

folgenden Satz aussprechen:
Wenn eine Zahl m aus lauter verschiedenen Primfaktoren von der
Form 4n + 1 besteht, so gelten die Gleichungen

$=m—1

'] (m—1)(m—2)
(IO) g [E] = ————3 —
s=m—1
o ) — = 0em =
Es sel jetzt m = a“b’c” ..., wo die verschiedenen in m enthaltenen
Primfaktoren a, &, ¢, ... alle die Form 4n 4+ 1 haben. Dann wird die
s=m—1

oben zur Berechnung von 2, angestellte Betrachtung nur insofern al-
s=1

teriert, als » auch gleich Null werden kann, und zwar geschieht dies
so oft, als die vorhin mit p begeichnete Zahl angibt. Die Zahl p, deren
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5,5 [

b?°¢? .. — 1 gefunden wurde, ist offenbar gerade;

Wert gleich «

denkt man sich demnach ‘;-Inal statt des Restes Null den Rest m, so

erganzen sich wiederum stets zwei Reste » und ' zu m, und jeder Rest
r wird ebenso oft erscheinen als der zugehdrige Rest . Hierbei ist

die Zahl m jedoch ‘g-mal zu viel mitgerechnet worden, wir erhalten also

die Gleichung

iy m(m — I) mp
£ ~mezn

2 2’

und es wird

oder

s=m—1

(m—vm—n N ot g

s=1

Mit Hulfe einer einfachen Rechnung ergibt sich hieraus

s=m—1 __

s ] (m—1)(m— 2) o
(12) > =
und vermdge der Gleichung (9)
s=m—1
(1) T[] = (I

Die Gleichungen (10) and (11) gehen resp. aus (12) und (13) hervor,
indem man p = o setzt.

Beispiel m = 25 = 5°.

Die direkte Berechnung ergibt

§=24

Y[E]=1+ 1+t tatatstotrtotot
s=1

+ 124 144164+ 174+ 19 + 21 4 23 = 186.
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Die Berechnung nach (12) ergibt, du p den Wert 5' — 1 —= 4 hat,

§=24

N
s=1

J

Wir betrachten jetzt die Summen

und

wo p eine Primzahl von der Form 4n 4 1 bedeutet. Da, wie leicht zu

sehen
[V =15

ist, so gilt die Gleichung

p+Q=@%£

Anderseits erhialt man durch ein schon mehrfach benutztes Verfahren
die Gleichung

p—1
]

2s?’=p.P+ R,

=1

5=

wenn man mit B wiederum die Summe der quadratischen Reste von p
bezeichnet. Nun ist

R=Pe—1
4
s§;=p@—0@+0
=1 24 ’

mithin
P = (P —*I)(P _5),
24
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Hieraus ergeben sich in Verbindung mit (11) sofort die von Bounia-
rxowsky aufgestellten Gleichungen (Bulletin de l’acad. imp. de S:t
Pétersbourg, tome 28, p. 257, 263)

»—5
goe

Z[ ] = (p — lép — 5)

s$=p—1 A }
’Zwl[\/'s}] — (17 < X)I(ZP + I).

=0
=3

Far eine Primzahl von der Form 4# 4 3 hat man zunichst, da
=0 _[e2—2,1]_¢9—3
[ 49 ]*[4 +4q]_ 4

~1
a-q— $=

X[z -t

Ferner ist, wie leicht zu beweisen,

ist, die Relation

folglich

s=1 12 q
und vermoge der Relation

R + R = 9(9“" I),v

2

wo R’ die Summe der quadratischen Nichtreste von ¢ bezeichnet,

4 H

5 — — R
Ex[\/s-ﬂ =1 12 - q°
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(Bousiakowsky, a. a. O. p. 415). Da nun, wie pag. 39 gezeigt,

§= q—

—D4g—35) , 2K
2 Vgl = *——-—*————6 + 5

_lg—n4g+1n 2R
= s 7
so folgt
12

_@—n@g+n_E
- 12

[~

(a. a. O. p. 419, 420).
Es sei wiederum m = a*%¢’ ... eine Zahl, deren Primfaktoren a, b,¢,...
alle die Form 47 4 1 haben. Dann ist

(14) S 2]+ Byl = 52 4,

s=1

m—1
m
4
volle Quadrate sind, oder was dasselbe ist, wie viele unter den Quadraten
3 .2 m— 1\?

4 2% ..., (——2——> durch m aufgehen. Diese Zahl ist aber gleich

wo die Zahl p’ angibt, wie viele unter den Produkten 1.m, 2.m,..,

der Halfte derjenigen Zahl, welche oben mit o bezeichnet und gleich
A [%] i

— 1 gefunden worden ist, indem zu jeder zwischen 1 und

3 llegenden Zahl A, deren Quadrat durch m aufgeht, eine zwischen

m 41
2

durch m aufgeht und umgekehrt. Denn (cf. DiricHLET, Zahlentheorie, p. 76)
wenn r irgend eine ganze Zahl bezeichnet, so ist

und m — 1 liegende Zahl m — A gehort, deren Quadrat ebenfalls

(m — 1) = m® — 2rm + r*=r" (mod m).

Hieraus folgt aber weiter, dass die Quadrate ( i ': l\)’, <m : 3>,, ey (M —1)?
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dieselben Reste nach dem Modul m liefern, wie die Quadrate 13, 2%

- (m: I) , nur in umgekehrter Reihenfolge. Jetzt braucht man sich

blos der pag. 42 angestellten Betrachtungen zu erinnern, um zu erkennen,
dass die Gleichung besteht

m—1

== 3————

23 __mz [m]+m(m—l) ?’

und da die linke Seite den Wert ﬂ(_”f_t_z%@_i_’_) hat, so folgt

m—1
= —

s=1 -

folglich durch Anwendung von (14)

m--1
$o e

Zlvem) ="+
e [8] [r
p= a[EJ b[ﬂc[;] .. — 1 igt durch 4 teilbar; es verschwindet, sobald
die verschiedenen in m enthaltenen Primfaktoren alle nur in der ersten
Potenz erscheinén. Fur solche Zahlen, welche dieser Bedingung geniigen,
gelten also dieselben Relationen, die oben fur Primzahlen von der Form
4n + 1 angegeben wurden, namlich

J=——

(13) 3 (5] =y,

n—5

3=

(16) z \/87'2] — (m — 1)(m — 5)'

12

Hierin liegt die Erklarung fur die von Bouniakowsky (a. a. O. p. 265)
beobachtete Thatsache dass die Gleichung (16) fiir m = 25 nicht richtig
ist, wohl «aber fiur m = 65. Fuar m = 65 ist eben p = 0, so dass

§= 15

64.6
[\/6 5] = 4 © = 320
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ist, wahrend fur m = 25 die Zahl p den Wert 4 hat, so dass

$=3
Zlvass) = 2 4 1 = 4
wird.
Die obere Grenze der Summation moge jetzt bis zu einem Vielfachen
von m ausgedehnt werden. Fur zwei beliebige positive ganze Zahlen m

und % gilt die Gleichung

s=km s=i2m

S 2]+ Evim) = ' + 7,

. . . ¥ 2 3? *m?

wo p” angibt, wie viele unter den Brichen —, =, =, ..., ganze
§ m m m m

Zahlen sind. Es mdgen nun simtliche in m = a*¥ ¢’ ... enthaltenen

Primfaktoren die Form 4»n 4 1 haben. Dann ist

o =kp+1)= ka[%] b[g] c[%] cee

Denn es sind zunichst die ¥ Quadrate m? (2m)? (3m®), ..., (km)* durch
m teilbar; ferner ist die Anzahl derjenigen Zahlen aus der Reihe
1, 2, 3, ..., m— 1, deren Quadrate durch m aufgehen, gleich p; es
liegen aber zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Vielfachen von
m (mit Ausschluss beider Grenzen) ebenfalls p Zahlen deren Quadrate
durch m teilbar sind, wie aus der Gleichung hervorgeht

(pm 4+ 1) = p’m® + 2pmr 4+ 7.

Hieraus ist ersichtlich, dass p” in der That den Wert k(o + 1) hat.
Bildet man nun die Gleichungen

[

= [2]m

3 2
rn? = [ETn"L] m 4 1y,
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und addiert, so kommt

s=km s=km s=km

E}s? = mZ [%:] +3§1‘s.

Nun ist
s=km
:‘;32 _ km(km + Ié)(zk'm + I))
s=km s=m
Yy, =kXr, =m0 e
s=1 " s=1 ¢ 2 2 ’
folglich
i"”[s_] _km A0+ km—1)
e | m 6 2 2’
und vermoge (17) nach einfacher Rechnung
s=k%m . It‘ " \ ]("f)
El[v/sm] = g[4k*m® — 3m(k — 1) + 2] + .

Fugt man zu den bisherigen Bedingungen noch die neue hinzu, dass
alle in m enthaltenen Primfaktoren von einander verschieden seien, so
verschwindet p, und es ergibt sich die Gleichung

s=ktm

X [yom] = £[4k'm® — gm(k — 1) + 2],

welche Bousmakowsky fir derr Fall abgeleitet hat, dass m cine Primzahl
von der Form 4m 4 1 ist.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Ausdriicke 2::1[\/3], %[:/E] zZ

berechnen, wo # eine beliebige positive ganze Zahl ist. Setzt man
[yn] = m, so gilt die Gleichung

S=m

2. [s%) = mn 4 m,

s=1

T+

da simtliche m Glieder der zweiten Summe auch nach Weglassung der

Acta mathematica. 10. Imprimé le 16 Mai 1887,
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eckigen Klammern ihren ganzzahligen Wert behalten. Nun hat das zweite

Glied der linken Seite den Wert m(m + Ié(zm + 1) , es ist also

(18) g{\/ﬂ =m(n 4+ 1) _'m(m + 16)(2m +I).

Ebenso folgt, wenn man [yn] = m setzt, aus den Gleichungen

;l[\s/g] + §s3 = mn + m,
Fzmsa _ m*(m + 1)
s=1 - 4

die Riehtigkeit der Formel

m’(m + 1)*

(19) TR = mo + 1) — ™0

Da fiur einen beliebigen positiven ganzen Exponenten a die Gleichung
besteht

s§=n

T({6] + Tt = mn + m,

s=1

s$=m

wo m = [\/n] ist, und da sich Xs* vermittelst der EvLER'schen Summen-
=

formel ausdriicken ldsst, so leuchtet ein, dass man in ganz derselben

Weise die Summe X [\s] berechnen kann.
s=1
Die Formeln (18) und (19) unterscheiden sich nur der Form nach von
den entsprechenden von Bouxrakowsky aufgestellten Gleichungen (Bulletin

de 1'acad. imp. de S:t Pétersbourg, tome 29, p. 252 und 270).
Ebenso wie die Summe

Wil + [v2] + [y3l + .- + [yn]

lassen sich auch die Summen

Wi+ [val + [vs] + - 4 [vzn —1]

und

V2] + [va] + [ve] + - - - + [y2n]



Uber Sumwen von grisssten Ganzen. ol

auf eine einfache Weise darstellen. Setzt man [y2m — 1] = m, so ist

b3 Neremny + Y[ - —1]

. .
. st 1 m - 1
weil unter den vorkommenden Werten von j~ sich [— . J ganze

Zahlen befinden. Figt man anf beiden Seiten zwei Einheiten hinzu, so

kommt
gwﬁj +§l[82 :—I] = mn + [”_@__2"'_1]
Nun ist
2[82 -:‘I] = ; [m _2*- I] + ;sg:s? = %[m :‘ ‘] + m(m + I)EZm + 1)
folglich
(20) fz[\/gtﬂ = mn + %[m '2*' ‘] _ m(m + II)Z(Zm + 1)

§=n

Zur Berechnung der Summe g[wﬂ schlagen wir den namlichen Weg cin.

Setzt man [/2n] = m, so ist

=n '_ S=m s:‘ m
§1[\/28] + ;[5] = mn + [;],
weil unter den Quadraten 1% 2% ..., m? sich [g] gerade Zahlen be-

finden. Es ist aber

D3 R T

s=1

Demnach ist

(21) zg:[\/%] wn + [m] [m + I] __m(m + 1)(2m + 1).

2 12

Die den Formeln (20) und (21) entsprechenden Darstellungen der

Summen Zl[\/zg_- 1] und g[\/z—s], finden sich bei Bountaxowsky (a. a. O.

p- 260 sqq.)



52 Jacob Hacks.

Auf demselben Wege, auf dem die Formeln (20) und (21) gewonnen
wurden, gelangt man zu den Gleichungen

Tz =) = w4 2[R ] g I O

2 2 4
3 —
m = |\2n — 1
§=n

- ~— I I 2 1 2
] = [0 L[] e

2 5 4

= o

plnig S=m

2 yzs — 1) = mn + é[m + '] +_: glsa’

s=1 2
¢ —
m = [\/Zn— IJ;
- s=m

E}[:/z—sj = mn + ;[m + IJ + [fnz—] + ;J};ls"'

2

~

m = [yzn|.




