ZUR APPROXIMATION ALGEBRAISCHER ZAHLEN. IIL

(Uber die mittlere Anzahl der Darstellungen grosser Zahlen

durch biniire Formen.)
Vox

KURT MAHLER

in KREFELD.

Im Sommer 1925 teilte mir Herr Prof. C. Siegel einen bisher unveriffent-
lichten Beweis des folgenden Satzes mit:

»Sei F(z,y) eine wrreduzible Bindrform mit ganeen rationalen Koeffizienten
vom Grad n= 3. Dann konvergiert die Dirichletsche Reihe

Ze=2 2 |Fp ol (s = 0, + 1)

=—w g=—®
PP+QP0
Siir 6, > 2/n; die durch sie dargestellte Funktion Z(s) ldsst sich in die ganze Halb-

ebene 6y, > 1/n—1 fortsetzen und ist hier dberall reguldr, bis auf einen evnfachen
+ »

Pol bes s=2/n mit dem Residuum %J | Flz, 1)|~¥dz.»

Der Beweis machte, abgesehen von elementaren Abschiitzungen und von
der Eulerschen Summenformel, in wesentlicher Weise Gebrauch vom Thueschen
Satz iiber die Approximation algebraischer Zahlen durch rationale. Dass man
vom Thueschen Satz Gebrauch machen muss, ist fast selbstverstindlich; denn
bereits die Tatsache, dass Z(s) iiberhaupt eine Konvergenzhalbebene besitzt, be-
sagt mehr, als dass F(z,y) jede ganze Zahl nur endlich oft darstellt.

Es gelang mir spiiter, den Siegelschen Beweis durch Hinzunahme von Ketten-
bruchbetrachtungen so abzuiindern, dass er zu folgender schirferen Aussage fiithrte:
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vIst A(k) die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p, q, die der Un-
gleichung
| 7 (p, o) =k

geniigen, so besteht fiir grosses k > o die asymptotische Formel
+
L
Alh) = f | (e, 1) [~rda - #n 4+ 0 (1) >

Da offenbar A(k)/k die mittlere Anzahl der Darstellungen grosser natiirlicher
Zahlen durch den Absolutbetrag von F(x,y) bedeutet, so ist hiernach diese
mittlere Anzahl gleich

und es gibt demnach gewissermassen nur o % aller Zahlen, die sich durch die
betrachtete Bindrform darstellen lassen.

Zu ganz analogen Sitzen kommt man, wenn man in der Reihe fiir Z(s) nur
iiber die teilerfremden Paare p, ¢ summiert oder die Anzahl A’(k) der Losungs-

paare p, ¢ von
| F(p,o)l <k, (pg)=1

betrachtet; man muss in den letzten Aussagen dann nur

+ o b
fIF(:c, 1)[~¥"dxz durch 7—?9] | Flz, 1) de

ersetzen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nicht der Beweis der zitierten Sitze,
sondern der Beweis eines allgemeineren Ergebnisses, das sie als blosse Spezial-
fille enthdlt. Diese Verallgemeinerung beruht darauf, dass neben dem gewdhn-
lichen Absolutbetrag auch die p-adischen Bewertungen herangezogen werden, wie
dies - bereits in den beiden ersten Teilen der vorliegenden Abhandlung geschah.
Dort wurde u. a. gezeigt®:

! Siehe meine Arbeit: »Zur Approximation algebraischer Zahlen», Teil I in Math. Ann. 107
(1933), 691—730 und Teil IT in Math." Ann. 108 (1933), 37—55, weiter zitiert als I und II. Der
angegebene Satz ist eine triviale Folge aus I, Satz 2, 8. 722.
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»Sind Py, Py, ..., P endlichviele verschiedene Primzahlen und ist Q(p, q) fiir
irgend zwer ganze rationale Zahlen p, q, die nicht beide verschwinden, ihr grosstes
Potenzprodukt, das in F(p, q) aufgeht, so besitzt die Ungleichung

|F'(p, )] _
Qw.g —

Jiir noch so grosses k>o nur endlichviele Lésungspaare p,q mit (p,q) =1 und

k

also auch nur endlichviele Losungspaare p,q, die nur der geringeren Forderung
(0, ¢, Py Py ... P) =1 gewiigen.>

| Es hat also Sinn, nach einer asymptotischen Formel fiir die Anzahl A(k)
der Losungspaare p, ¢ von

LF(p, q)] _
oD <k, (g, P, P;...P)=1
Q9 .0, BBy B

oder fiir die Anzahl A’(k) der Losungspaare p,q von

| F(p,q)| _ _
Qp, 9) =k o=t

zu fragen, unter der Annahme, dass % > o iiber alle Grenzen wichst. Ich zeige
als Antwort auf diese Frage die beiden Beziehungen

t
ol o(@)- 2 + O fiir t,= o,
=1
AR=y 1
o]l o(P)- #¥m + 0@k (log B fiir 4, =1,
=1 '
und
t .
_ {o II & (@) 2 + 0@ 1og %) fiir ¢, = o,
, =1
A=y ", 1
d Lo (P)- " + Ok (log kyo—) fiir £; = 1.
=1 '

Dabei geben die Konstanten

+ o + o
a———f|F(x, 1) |~ d, a'=7%f|F(x, 1) [rda
-_—0 ~—%
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gewissermassen das Verhalten der Form F'(x,y) in bezug auf die Absolutbetrag-
bewertung wieder; entsprechenderweise sind die Zahlen

a

o(P) = D@y (P, o(p)= 2T

—2
h=0 I—.Pg

fir z=1,2,...,t der P,adischen Bewertung zugeordnet, und es bedeutet in
ihnen d(Pf) die Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen p, ¢ mit

(F(p,q), Pi™") = P, (p,q, P)=1

im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen p,q. Ferner ist io die Anzahl der-
jenigen Korper unter den Korpern der reellen, der P,-adischen, der Py-adischen, .. .,
der Pradischen Zahlen, in denen die Gleichung

F(z,1)=o0

mindestens eine Nullstelle hat.
Das Bemerkenswerte an diesen beiden Ergebnissen ist, dass sie in klarer
Weise die Gleichberechtigung der verschiedenen P.-adischen Bewertungen unter
einander und mit der Absolutbetragbewertung zum Ausdruck bringen. Dies wird
noch klarer, wenn man beachtet, dass ja
| F(p.q

il
._F ) F ) z
E0.01 iy, T e

ist. Merkwiirdig ist auch das Auftreten der Anzahl #, in den Fehlergliedern;
ob diese allerdings die richtige Grossenordnung des Fehlers geben, bleibe dahin-
gestellt. Die Entscheidung hieriiber wird sich vielleicht durch eine Verschirfung
des Beweises in dieser Arbeit erbringen lassen.

Aus den asymptotischen Formeln fiir A(k) und A’(k) lisst sich auch eine
Verallgemeinerung des Siegelschen Satzes gewinnen. Es folgt leicht aus ihnen,
dass die beiden Dirichletschen Reihen

+ @

Zzi'F“)V -3 2 g

(p,q, Py Py.. Py = (p, g)==1

Siir o,> 2/n konvergieren und dass sich die durch sie dargestellten Funktionen in
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die Halbebene o,> 1/n—1 fortsetzen lassen und hier reguldr sind bis auf einen
etnfachen Pol ber s = 2/n mit dem Residuum

t t

o[lo(@) bew. »72-20' |1 e 2]

2
" =1 =1
Im Speziaifall {j= o0 kann man beide Funktionen sogar bis in die ganze Halb-
ebene g, > 1/n fortsetzen und die erste von ihnen existiert dariiber hinaus nach
einem alten Satz von Hj. Mellin in der ganzen s-Ebene als meromorphe Funktion.!
Es sei noch kurz einiges iiber den Beweis der Niherungsformeln fiir A(k)
und A4’(k) gesagt. Diese beiden Anzahlen sind mit einander durch die beiden
Gleichungen

[k ’ k
AW =3 (5), 40— Su@4(5)
verbunden, wo tber alle natirlichen Zahlen mit
(d, P, Py... P)=1

summiert wird und wo u(d) wie iiblich die Mobiussche arithmetische Funktion
bedeutet. Es geniigt also, eine von ihnen zu berechnen, da man dann die andere
auch leicht angeben kann. Da nun A(k) ein einfacheres Verhalten zeigt, so
wird in dieser Arbeit die Anzahl A (k) der Losungspaare von

|7 (p, 0|
o= <k (pyq, PLPy... P)=1
Q. @) .0, PuF - B
abgeschitzt: Es wird unterschieden, ob

1
|, q| = &1 oder |p,q|< k!

ist. Die zweite Teilanzahl wird auf elementare Weise bestimmt, indem man sie
weiter unterteilt je nach dem Wert von @(p,¢) und den Kongruenzeigenschaften
von p und ¢; alsdann ist es nur noétig, von trivialen Gitterpunktsabschitzungen
Gebrauch zu machen. Wesentlich schwieriger ist die Abschitzung der zweiten
Teilanzahl. Man muss zu diesem Zweck meine Verallgemeinerung des Thue-
Siegelschen Satzes heranziehen und sich einfacher Sitze iiber Kettenbriiche be-
dienen. Der Beweis enthélt implizit eine Theorie der Kettenbriiche bei Beriick-

! Siehe Acta Soc. Scient. Fenn. 29, (1900), Nr. 4.
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sichtigung der reellen und verschiedener P-adischer Bewertungen. In einer spi-
teren Verdffentlichung hoffe ich diese Dinge eingehender darstellen zu konnen.

Zum Schluss mdge noch erwihnt werden, dass die Ergebnisse dieser Arbeit
auch dann richtig bleiben, wenn die Bindrform F(x,y) nicht mehr irreduzibel ist,
sondern nur noch michtverschwindende Diskrinminante hat und im Korper der ratio-
nalen Zahlen in keine Faktoren von niederem als zweiten Grad zerfillt. Dieselbe
Verallgemeinerung ist auch in den beiden ersten Teilen zulissig, wenn man sich
iiberall statt mit dem Siegelschen mit dem Thueschen Exponenten zufrieden gibt.

Herrn Prof. C. Siegel gilt mein aufrichtiger Dank dafiir, dass er mir seiner-

zeit seinen Satz und Beweis mitteilte.

Tabelle der Zahlen », o, ¢ fiir die spezielle Binédrform
Flx,y)=a*— 2¢°.

1. Absolutbetrag-Bewertung:
+ o 6 +® »
y=1, =f|x’—2|_’/=dx,‘ o'=7;§f|x3—2|—’/'dx.

2. P-adische Bewertungen:

: 8 3
1 /—‘_‘ s
P=2 y=0 I O-_—=2_:t_l__é 01=2+V4 >1
' 4 3
Vo Vs
_P= 3 y—0 .6‘i3_9 O—' e 3__:|- 9 > 1
9 4
3__ 3/___
P=g3g v=1 ——20]3/5 4 0'—513_ LS
25(Vs — 1) 6(V's—1)
P=y y=0 | = 48 ¢ = I
49
8 .
T e & ST B LA ek
rz1(Vir—1) 12(Vir—1)
P=13 y=0 168 = 1

169



P=1y
P‘= 19
P%23
P =29
P=31
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er T
1 — , | —
b o272 V17 =16 gz Vo
289 (V17 — 1) 18(V1i7 — 1)
_ _ 360 ,_
¥=0 o 361 4 I
ym1 =08 VET22 2V
529(V 23 — 1) 24(V23—1)
: 3 3
vm1 | 8122028 g2Vt
841(V 29 — 1) 30(V29 — 1)
LS 3
y—3 02870 l/31+183o o — 29 13/31+61>I

961 (V31 — 1) 32(V31 —1)

Die beiden Primzahlen P =2 und P = 3 sind irregulir, alle anderen Prim-

zahlen dagegen

regulir in bezug auf die Form F'(x,y).

Bezeichnungen:

Wie in den beiden ersten Teilen sind folgende festen Bezeichnungen ge-

wihlt worden:

F(x,y)

||
lelr

P, P, ... P
p und ¢

Qp, )

k
£, ¢, ..., g
Coy oy, Lo

13—33617.

Acta mathematica.

bedeutet eine feste irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen
Koeffizienten vom Grad » =3, und es ist f(x)=Fl(x, 1).
bedeutet den gewohnlichen Absolutbetrag einer reellen Zahl.
bedeutet den P-adischen Wert einer P-adischen Zahl.

sind endlichviele verschiedene Primzahlen.

sind zwei ganze rationale Zahlen, die entweder teilerfremd oder
der Bedingung (p,q, P, P,... P)=1 geniigend angenommen wer-
den; es wird |p, q| = max (|p], |q]) gesetzt.

ist das grosste Potenzprodukt der Zahlen P, P,,.
F(p, q) aufgeht.

.., P, das in

‘ist eine positive und iiber alle Grenzen wachsende Zahl.

sind die siimtlichen reellen Nullstellen von f(x).
sind fiir v=1, 2,...,t die simtlichen P, adischen Nullstellen

von fl(z).

62. Imprimé le 3 novembre 1933.
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t
tt und #, sind die beiden Anzahlen {* = X sgnw, und f, = sgn» + .

=1
+ o
7 - - ) sy v I 6
o und ¢  sind die beiden positiven Zahlen o= [ | F(z, 1) |7¥*d2z und o’ = }—02 :

—_

d(P?) ist die Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen p, ¢ mit
| E(p,g)lp =P, (p,q, P)=1

im Gitter aller ganzer rationaler »,q, wenn P irgend eine Prim-
zahl bedeutet.

@€

o(P) und ¢'(P) sind die beiden Summen ¢(P) = Zr?(P") (PR 6’ (P) = I*f%}:
h=0
A(k) ist die Anzahl der Ldsungspaare p, ¢ von

|F(p’_(L)J <7 ]C, (1)7 i, PII)'-‘" . l)[) = 1.

Qp.a)
A'(k) ist die Anzahl der Losungspaare p, q von
| 7 (p, q)
P2 <k (pg) =1,
I R
1.

1. Einige Ergebnisse, die in den beiden ersten Teilen dieser Arbeit er-
halten wurden und von denen weiterhin Gebrauch gemacht wird, lassen sich zu
folgendem Satz zusammenfassen?®:

Satz 1: Bedeute

flx) ein drreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom
Grad n=3,
¢ eine reelle Nullstelle von f(x), falls eine solche existiert,
P, P,, ..., P endlichviele verschiedene Primzahlen,
L, Gy ooy 5t je eine Pi-adische, eine Py-adische, . .., eine Pradische Nullstelle von

flx), falls solche existieren,

! Die Aussage (1) ist offenbar eine triviale Folge aus .2); letztere ist identisch mit I, Satz 1,
S. 710 (Die dortige Einschriinkung %=1 ist unwesentlich). Der Beweis von (3) ist enthalten im
Beweis von II, Hilfssatz 3, S. 39—46.
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%) eine Zahl im Intervall min (/z + s) <B=mn,

s=1,2,.. ., n—1\8 T I
k etne postteve Zahl,

p und q  zwed tedlerfremde ganze rationale Zahlen mit q = 0.

Dann gelten die drez Aussagen:
(1): Es gibt drev posttive Zahlen

cO(Cvﬁ)y 0;(@17 C:n sy gf: ﬂ): C,o’(c: C1> g?: L) (:t: 18)7
die von p und q nicht abhdngen, so dass stets

|§—C|Zcolp,ql*ﬁ,

t
iy —qtle, = 1p,al?,

7=1

t
|§_€ My —atle, = el lpal?
z=1

st.

(2): Jede der drei Ungleichungen

I£~C| = k'p,(jl_"ﬁ',
q
i

1Ly —atle, < kip,al=?,

7=1

t
e —aile, = klpal-?
z=1

=

besitzt nur endlichviele Losungspaare p, q.

99

(3): Von diesen Lisungspaaren gewiigen fiir iber alle Grenzen wachsendes k

ki)'chstens
O (log log %)
der weiteren Ungleichung

1
Ip, gl = (4R

2. Satz 2: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1, wihrend jedoch die
Zahlen p und q wicht mehr notwendigerweise teilerfremd sind, so hat jedes der drei

Bedingungssysteme
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» , =
A(1,0): Iq—ClékIp,ql*ﬁ, |p, ¢l = (4 %)%

1

t
Ao, 1): Ty —qlede, <kl ol |0, al = Gk (p,a, PP,... P)=1;

=1

. t 1

12 o 375

Alr, 9: |?1i_§ Iy —aile, <kl al= lpal = @05 (0,0, PP . P)=1
=1

hochstens

1
0 (k*log log k)

Lisungspaare p, q.
Beweis: Sei p, qv ein Losungspaar eines dieser drei Systeme und etwa
(pg)=d, p=dp, g=dg,

so dass in den zwei Fillen A(o,t) und A(1,#) die natirliche Zahl d zu sdmt-
lichen Primzahlen P,, P,, ..., P; teilerfremd ist. Das teilerfremde Paar p’,q’
geniigt somit der Reihe nach den Bedingungen

4 1
’ P s ’ r ’ ’ na_o
4 (I’O): |1(l'—'3|£/”|p>q |_‘3a Ipvq |2(4k)‘3—dy
t ) 1
Ao, 9): iy —a le, =¥ 10, d 172 10 0 | = (kP
=1 3
’ t ~1~
A1, 9): lz» =P —d Ll = K12 a2, 19 ' | = (a8)7,
=1

wo zur Abkirzung k¥ = k/d? gesetzt wurde. Nach Satz 1,(3) hat demnach p’; ¢’

jedesmal nur héchstens
0 (log log k).

Méoglichkeiten. Andrerseits ergibt sich aus Satz 1,(1), dass der Reihe nach in
den drei Fillen (1, 0), (0, 1), (1, ¢

ol <K, 172, el ,d I P<F|p,d\ % cl|p,dI7?<FI|p, |7

also
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ist, so dass d nur

0 ()

verschiedene Werte annehmen kann. Beriicksichtigt man simtliche Moglich-
keiten, die sowohl fiir das Paar p’,¢’, als auch fiir d bestehen, so folgt somit
schliesslich, dass die Zahl der sidmtlichen Paare p,q gleich '

O (£V8) O (log log k) = O (kY8 log log k)
ist, w.z. b. w.

3. Satz 3: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1, wihrend jedoch die Zahlen
p und q nicht mehr notwendigerweise teilerfremd sind, so hat das Bedingungssystem

1
a(1,0):. ‘5—@|Sk|p,ql’ﬁ, Ip, q| = &
hochstens
1
O (k*1)
Lésungspaare.

Beweis: Nach Satz 2 geniigt es, die Behauptung allein fiir die Anzahl der
Lisungspaare p, ¢ mit

1

e B
k-t <|p, gl < (4k)F

zu beweisen, denn die Anzahl der restlichen Losungspaare ist ja gleich

1 1
0 (k8 log log k) < O (kf1).

Der Beweis beruht auf bekannten Kettenbruchsitzen.

Sei zur Abkiirzung
1 1 !
b DT i 2R < (4B
. i— 7L7 : 1‘
ag = (4K)F2 fiir 29l < (gh)P2 < 20471

und bedeute M; die Menge der Paare p, g mit

|§—C|Sk|p,q|—3, 4 <|p,al<aw (j=o0,1,...,9—1),

N; die Anzahl ihrer Elemente.
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Zu jeder der. Mengen M; gibt es drei auf einander folgende N#dherungen

B By B

vty X
POPER NS DY S By NN

des Kettenbruches fiir 5 mit

Ef = i1 < S/+1.
Nach bekannten Siitzen sind diese Briiche gekiirzt und gilt ferner

B_ -
o 2

~J

1
IR OVZ D P

Aus der letzten Ungleichung und der Identitit
- = P o SB i
Py — %= Q‘vf(f]" = C) - Q‘MJ(FI - ij)

folgt fir alle Paare p,q aus M; die Ungleichung

k — 1 S:l,
Cp— =|p,qlTsi—s + | » U = —5o I
Ip f q;Bfl |p QI flp’qlg Ip QI Jaf’:g,%l |177Q|‘3_1

und da nach Definition in dieser Menge

|p, gl = a
ist, so ergibt sich
- kX
|p‘s~‘f"" Q%fl = a1 +1

j
Jedem Losungspaar p, ¢ aus M; werde jetzt durch

»= s'B,f—lp + S»BfQ)
g =Lrap + Ty

ein Zahlpaar p, g zugeordnet; da diese linearen Gleichungen die Determinante
T 1 haben, so sind p und q eindeutig bestimmt und wieder ganz rational. Wegen

PO — qBr=p(Pa Ty — Py Tr) = £ p

muss sein:
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EQy
|D|£'C'l’]ﬁtf‘1'+ 1

so dass fiir p hochstens

2k |
ajﬁ—l

verschiedene Werte moglich sind. Ferner geniigt q der Ungleichung
ol =12 + Qal =|p, q]l = @11 = 245,
ist also fiir jeden Wert von p hochstens

4a;
o, !
~f

oder wegen

2a;
Qfﬁ aj+1 = 24y, ]‘Tj =1
s
hochstens
6a;
Qi

verschiedener Werte fihig.
Die Anzahl N; geniigt demnach der Ungleichung

Zkgf 6a; 12k 18ay
< (22 el Wiec = —
i = (djﬂ‘l i )Qf Gt Ly =01, 9=1).
Wegen
1
a; = 291 (j=o0,1,...,9—1)
ist ‘hier
1
12k 12kf71

;/5:2 T L2

Nach Satz 1, (1) gibt es ferner eine positive Zahl ¢,, so dass fiir jedes Paar
teilerfremder ganzer rationaler Zahlen 5, O

I%"Clzcol%v‘nlh‘g

ist; es gibt somit eine zweite positive Konstante ¢;, so dass sogar
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104
Bl o100
2=e|=arer
gilt. Wegen der Teilerfremdheit von %, und oy ist hiernach insbesondere
;Bf - *~—3
|;_\—gl_>_c o,
poY
wegen
B _ | L
Y L Qi
also
i 1 1
N3 o = #3190 g—1
o = v L= e
S T
Nach Annahme hat man aber
T = a1 = aj;
also wird
1t
T = et aj,‘}—l
und )
1 g2
18a; — 37
=2 < 18ef Flaf?
./ T
und da nach Definition von a;
1
a; = 2 9+t1q, | < 29+ (4 k)72 (j=o0,1,...,9—1)
ist, so kommt man zu
1 4—3 1
18a; — o b () ra—
= 7 < 180: g—1, g1 (4]6)15*1
Xy
und damit schliesslich zu der Ungleichung
1 ST PN
Nj<12.27@B2ikF 1+ 18¢% 312 710 7 U (4k)pT

(j=o0,1,...,9—1).

Wie aber zu Beginn des Beweises gezeigt wurde, gibt es gerade

g—1 1
2N+ 0

Jj=0
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Lééungspaare, die den Ungleichungen
I P 1
1, 8= Elp, =%, 1p,ql =k

geniigen. Wird hier die vorige obere Schranke fitr N; eingesetzt und beachtet,
dass die beiden geometrischen Reihen

g—1 g—1 1 p—2 (1)
, — e = g

Z 12,2762 und Z 18¢ f1p f1

=0 =0

wegen (> 2 unterhalb einer von % unabhingigen Schranke bleiben, so erhiilt
man also fiir die Losungsanzahl die obere Schranke

1 1

=10 (1) + 0 (kF=) = 0 (k*1),
und diese sollte gerade erhalten werden.

4. Satz 4: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1, wéihrend jedoch die Zahlen
p und q nicht mehr notwendigerweise tedlerfremd sind, so hat das Bedingungssystem

1

t ) .
alo,®): 1lp—a&ele, <klp, al=?, |p.al=4"1, (p,q, P,P,...P)=1,
7=1 )

lp—qlelr, <1  e=1,2,...,1

hichstens
1
O (k1 (log £}~
Losungspaare.

Beweis: Nach Satz 2 geniigt es, die behauptete Schranke allein fiir die-

jenigen Losungen nachzuweisen, die der Ungleichung

1 1
< |p, q| < (48)"2

geniigen, denn die Anzahl der ibrigen ist ja hochstens gleich
1 1
O (k? log log k) < O (kf—1 (log &)i™1).
Das Intervall
L o
B = pa| < 4k
14—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 3 novembre 1933.
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werde wie in 3. in die endlichvielen Teilintervalle
a=|p,q| < ¢

zerlegt und unter J; wieder die Menge, unter N; wieder die Anzahl der Lé-
sungspaare in diesem Intervall verstanden.
Durch

t
7= Hmax (1,] Cflp,)
T=1

wird eine solche natiirliche Zahl definiert, so dass alle Zahlen

= Z

yoe

. ' (t=1

ganz in ihrem jeweiligen Ko6rper werden. Offenbar kinnen wegen der Ganzheit
von p und ¢ die Voraussetzungen

lp —qice, <1 (t=1,2,.... 1
nur dann erfiillt sein, wenn ¢ ein ganzes rationales Vielfaches
q=zq"
von z ist. Die Menge M; ist somit eindeutig bezogen auf die Menge der Paare

ganzer rationaler Zahlen p, ¢* mit

t
Hip—ez I, < klp, 2|78, a; <|p, z¢*| < aj11,

=1

lp—aCle,<1(e=1,2,..,8), (p,2q", P,Py... P)=1

und hat die gleiche Elementenanzahl. Folglich ist erst recht N; hochstens gleich
der Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p, ¢ mit

t

. k .

Hlp—q§1|p1£{1’§7 I})—q§l|1>t<l (T.:I72,...,t),
=1 7

(I):
Il < @iz, 1] < aia.

Bedeute P, die griosste der Primzahlen P,, P,, ..., P, und

Q: {Qn Qs - oy (l)"}
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die Menge der Potenzprodukte ‘
Q= Pupl. . . Pk,

deren Exponenten natiirliche Zahlen sind und die der Ungleichung

. v ﬂg = &
geniigen. Wegen
4B g2
P=2 P,=2,....Pi=2, aj=<a,=(4k)7"2, —]’c < 42 AR
ist fiir die Elemente von Q
a-ﬂ 8 2
log ('L P a) ‘ G i
hp << o k < log (472 k772 P,) (t==1,2,...,1).
log 2 log 2
Sind ferner hy, hs, ..., he—y1 gegeben, so bat h; nur hochstens
log Ps
log 2
Moglichkeiten; Q enthilt somit nicht mehr als
' 82
log Py {log (48=2 k=2 Py)}*—!
(log 2)"

Potenzprodukte. .
Es ist klar, dass jedes beliebige Potenzprodukt

3
Pupl. Piz=Y
TN HES

mit natiirlichen Zahlen als Exponenten ein ganzzahliges Vielfaches eines der
Elemente aus @ sein muss. Folglich lisst sich jeder Losung p,q von (I} auf
mindestens eine Art ein Potenzprodukt ¢ aus Q zuordnen, so dass

lp—qGle, =1Qle,, A b p=q&(mod|Qlz) (r=1,2,...,
ist. Versteht man unter Z diejenige ganze rationale Zahl mit

o<Z=Q—1, Z=04 (mod| Q|7 (t=1,2,...,1),
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so befriedigen p,q daher die Kongruenz
p=qZ(mod Q)

und es gibt eine ganze rationale Zahl » mit

p=qZ —rQ.
Wegen (I), (IT) und
ajy1 = 24
wird folglich
2N I -] R
oo =rl= [l =it

Bedeutet N;{@Q) die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen ¢ und r, die den
Bedingungen

Z 2k
. b= SN < 2q;
(LIT): Iq 0’ i = il =2a
Gentige leisten, so ergibt sich also
s 2
102 I, “O;g:,(43_,2 /‘jﬁ—g, P(j)}l~1

Ny = 2iN(Q) = Gogzy  — max ()

wobei sich die Zeichen I und max auf die Gesamtheit der Elemente ¢ aus Q
beziehen. Es bleibt noch iibrig, die Anzahl der Losungspaare von (III) nach
oben abzuschitzen.

5. Diese Abschidtzung wird durch dasselbe Verfahren wie in 3. gewonnen.
Sei zur Abkiirzung

T
2* = [ min (1, | & ]e) 2.
=1 .
Wegen
Z =10 (mod | Q[7,) (t=1,2,...,1

geht der griosste gemeinschaftliche Teiler
§=(@, Z)

von @ und Z in 2 auf, ist also gleichmissig in %4 und j beschrinkt. Sei
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Q_d’Z—d\’C——Q——(J%’
demnach
. aj(g X
Q _/(‘Z*
Wegen

1
aj —_ 2.7 k\’371
oilt folglich
Q" =52 = 5
- z z

Also existieren drei auf einander folgende Niherungsbriiche

N RNy Ny
A |
Qi Qy Qi

des Kettenbruches fiir {*, deren Nenner der Bedingung

109

geniigen; ¢ <<f— 2 bedeutet dabei eine positive Konstante, iiber die nachher ver-

figt wird. Diese Niherungsbriiche haben die Eigenschaften

Enf71 Qf - é)?fi)f_l = {1,

I

|20 — Ryl =

e
Vi
Auf Grund der Identitit
rQy — gy = — Qa1 + ¢(TyL* —R)

und nach (ITI) ist somit

zki};f |Q| 2/053;{ ®
rQy — gy = + = =+ 42"
| f g fl : aj‘g_l s:lf+1 aﬁ 1

Jedem Lésungspaar ¢,» von (III) werde durch

g =19 + Qya,
=R + Rsq
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ein Zahlpaar p, q zugeordnet; da die Determinante dieser linearen Gleichungen

gleich F+ 1 ist, so sind p und q eindeutig bestimmt und wieder ganz rational.

‘Wegen
O — qR = p N Ty — Ny y) = F p
muss sein:
2k .
Iv| = a—j(gfl + 427,
so dass fur p hochstens
4/‘72/ L
= + 92

verschiedene Werte moéglich sind. Ferner geniigt q der Ungleichung
lgl=1Cr—1p + Lpa| =< 24,

ist also fiir jeden Wert von p hochstens

4.\5'—':—%1
Y

~nf

verschiedener Werte fihig. Fiir die Anzahl N;{¢) ergibt sich daher

‘ 4k 40 16k | 4k%; | 362%q .
Ni(@) = (22X "M +1) =, + 2554 222 9 :
i) (ﬂf‘l t oz ) (Qf N ) Gt et L 92
Wegen
1
1 . (B—1—elj 1.8~1
a; = 27 J3—) 0= 4 228 = 2 Tk ~
bl " 2 * 22*

gilt fiir die beiden ersten Summanden auf der rechten Seite

1 1
16k 16k31 4kZ; _ 2 k81
T o T T g i — C = Ty

aj‘a—z 2(}—2)] [Ijig‘l Z* 2&]

Um auch den dritten Summanden nach oben abzuschitzen, muss Gebrauch ge-
macht werden vom verallgemeinerten Thue-Siegelschen Satz. Nach Satz 1, (1)
gibt es eine positive Konstante

¢, =6,7, &, 8,
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so dasg fiir alle Paare teilerfremder ganzer rationaler Zahlen 3, &

¢
HI%—2z e, = ¢ |% 0
7=1
ist. Sei nun zur Abkiirzu.ng
B =22 —N0Q,
ferner der grisste gemeinschaftliche Teiler von By und £ gleich
(B, Q) = d;

dieser muss wegen der Teilerfremdheit von £y und R, ein Potenzprodukt allein
der Zahlen P, P,, ..., P, sein. Nach Konstruktion von Z ist -

Br— =B — U Z=omod|Q[r) (t=1,2,...,1

und somit
t
e = L, B Ly 4
1%~ 22, = 5 IS =54 =
also nach der erwihnten Verallgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes
i > % , g‘fl #
Q  ld dal
. Somit gilt entweder die Ungleichung
. » g—1 1
(a): Bz A8 (0P
oder die Ungleichung
: R 1
(b): |1Qs1=d ¢ (¢, QF.

Um hiervon die Ungleichung (a) fiir geeignete ¢ und grosse & als unmog-

lich nachzuweisen, muss zuriickgegangen werden auf die Formel

1
') 7‘*f§]‘ < .
I ) lfI—Qerl

i

Da [* == ist, so folgt aus derselben

DN

Y

=
Igl-fl va+1
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und wegen

3 (B—2—e) L
P P, a; 2 .
Q< 'J"]; T Qe > A e
ergibt sich
72/ 22" Peai?

= g% P, 2lttei:

I;Bf|< (’)v‘”a

aj23—mti T fpdred

andrerseits gilt

und folglich
3-1 1 1 1 1

A3 (e Q)F = (¢, Q)F = ¢, ? 27k303-1

Die Ungleichung (a) kann also nicht bestehen, wenn fiir jeden Index j=<g—1
1 1
22* P2t < ¢ 30 33D

oder
1
P S
2l < ,,HJL,H e
22° Py

ist. Nach Definition von j und ¢ ist aber immer

1 1

2k < (4 k)P
also

1 1

2l < 43t pUIY

und daher

& €

28] < 4}?~2 A.i;{_m‘;_/._)g .
Wird die wegen B > 2 erlaubte Annahme

_B—2 B—0B=2) _,
T RS 1

gemacht, so ist somit fiir hinreichend grosses & die Bedingung (a) niemals erfiillt.
Somit muss (b) zutreffen und

3 1

Ay
13a

Ll/)’

1
3>
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sein. Demnach hat man fiir den dritten Summanden

362" _ 362" 4 362" 5
8 T ol QBT P

und es ist bewiesen, dass die Ungleichung
1

1 1
16k 261 362* kB .
M(Q) = 2f—2)j + 2" 2ed 0'01/(3 + 9z

besteht. Weil hier rechts ¢ nicht mehr vorkommt, so folgt weiter

B2 L i 1
_log Ps{log (42 kF—2 Pyt (16 kP~ | 2kF~1  362°kP .
Ny= (log 2F 28 T g g T T

Wie aber zu Anfang des Beweises festgestellt wurde, hat das Bedingungs-
system a(o, t) gerade

g—1 1

N =D\ N; + O(kF (log k)Y

Jj=0

Lisungspaare. Da nun die beiden geometrischen Reihen

< 16 S 2
Zz(ﬁ—w’ j;og* 24

j=0

unterhalb einer von % unabhingigen Schranke bleiben und da
. 9= 0(log k)

ist, so ergibt sich schliesslich

1

N =0((log é)t‘l) {O(kf?l:l) + 0 (kF1) + O(kélog k) + O(logk)} + 0(7613—1—i (log &y

oder

1
N = 0 (kf(log k1),
und das sollte gerade gezeigt werden.

6. Satz 5: Gelten die Voraussetzungen von Satz 1, wihrend jedoch die Zahlen

p und g nicht mehr notwendigerwerise teilerfremd sind, so hat das Bedingungssystem
15—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 4 novembre 1933.
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t 1
d([,t): |—q12_C Hlp—q@,hatﬁklp,ql‘?, Ip7Q|2k'3—l> (p)q:PlP2"'Pt): I,
z=1
p _
I.q._é‘|<1’ |p——q€,|p1<l (1—1,2,...,t)
héchstens
1
0 (k-1 (log &Y)
Losungspaare.

Beweis: Es ist hinreichend, die behauptete Schranke allein fiir die Anzahl

derjenigen Ldsungen von a(1, f) nachzuweisen, die der Zusatzbedingung

. t
a'(1,4): Mip—atele, > 2lp, a7
=1

geniigen; denn die Anzahl der Losungspaare, die diese Ungleichung nicht be-
friedigen, ist nach Satz 4 hochstens gleich

1 1

O (k51 (log k)1 < O (k51 (log k)Y).

Weiter geniigt es nach Satz 2, allein diejenigen LoGsungen zu betrachten, fiir die
1 L
B <|p,q| < (4k)?
ist, denn die Anzahl der iibrigen ist hochstens gleich

1 1
O (k% log log k) < O (k* (log k)Y).
Das Intervall
1 __] B
R <|p, q| < (4P~
werde wie in 3. und 4. in die endlichvielen Teilintervalle

a4 =|p,q| < aj

zerlegt und unter M; wieder die Menge, unter N; die Anzahl der Lésungen in
diesem Intervall verstanden.
Sei

t
z= Hma.x(l, [C:1p,)
7=1
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und alsdann

=2, =2zl (t=1,2,..., 0.
Wie in 4. zeigt man, dass ¢ ein ganzes Vielfaches
q=2q

von z sein muss. Die Menge M; ist daher eindeutig bezogen auf die Menge der
Paare ganzer rationaler Zahlen p, ¢* mit

|£

t .
o I p—a8le, < kzlp, 2¢* 7, & <|p,26"| < a1,
=1

<z, |p—aCle,<1 (z=1,2,...,1),

t
Mip—atile, > klp, 29 |2,

=1
und hat gleiche Elementenzahl. Folglich ist erst recht N; hiochstens gleich der

Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p, g mit

t
- " kz
(I): Ig—C HlP—QCzlPt,SJ’ 2] < ajs1, la] < gj4a,
7=1

P
7

<ez, |p—qllp, <1 (z=1,2,..., 1),
¢ ' "
£
—_— >——.
glp a&le.> "5

Bedeute P, die grosste der Primzahlen P, P, ..., P;und

Q=1{Q, @, ..., &}
die Menge del; Potenzprodukte
Q= PhPh. . . Ph,
deren Exponenten natiirliche Zahlen sind und die der Ungleichung

@j+1”
< LA
¢ ke
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geniigen; wie in 4. zeigt maﬁ, dass @ nicht mehr als

B 2
log (47— KF=/2)|

log 2
Elemente enthilt.

Aus den letzten Ungleichungen des Bedingungssystem (I) folgt, dass zu

jedem Losungspaar p, g ein Potenzprodukt ¢ aus Q gehort, so dass

|p_qc:|P,=|QlP1v qué‘:(mOdelz) (72172v'-'

ist. Versteht man unter Z diejenige ganze rationale Zahl mit

o< Z<@Q—1, Z={(mod|Q|z) (t=1,2,...

so befriedigen p,q daber die Kongruenz
p=4qZ (mod )
und es gibt eine ganze rationale Zahl » mit

p=Zqg— Qr.
Aus (I) und

t t

.. I
Mip—ezie. =111 ley:—@'
z=1 =1

ergibt sich aber

|2 —l= kQz

q aj

und wenn p eliminiert wird:
1|24=0Qr :Il Z0| ke
Ql q q @ | af

Bezeichnet jetzt N;(Q) die Anzahl der Loésungspaare ¢, von

r Z-—C* ke
r_Z-¢ ﬁgﬁv lg] < aj41,

(I1): . 0

so ist also
8 2

\ log (452 k32/2)\’
N; = %Nj(Q) = (%ﬁ) Ingx N;(Q),
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wobei sich die beiden Zeichen Z und max auf die Gesamtheit der Elemente ¢
Q Q
aus Q beziehen.
7. Die Anzahl N;(Q) der Losungen von (II) wird durch ein ihnliches Ver-
fahren abgeschiitzt, wie in den bisherigen Paragraphen.
Sei zur Abkiirzung
z-C
Y

C** —

und « = 1 eine positive Zahl, iiber die nachher verfﬁgt wird. Dann seien

R Ry Ry

Qf—l Ly Qf+ 1

drei auf einander folgende Kettenbruch-Niherungsbriiche fir [**, die der Be-
dingung
1
0y < 29 |pf—1 < s
geniigen. Es gilt also
Ry — RO = + 1,

o1

T Q0 .

ﬁf!_ n
Y

Nach (IT) und auf Grund der Identitit

- )y
‘Q—%=Q(7—-C**)—Q(——[-— n)
iy — g =gy g, g

ist demnach

2Qrkz | 2q; _ 28,kz

-0 — < <
I’Qf qRy I a1 Qi1 af

+ 2

Jedem Lisungspaar ¢,7 von (II) werde jetzt durch
r=%R1p + Rea
¢ =Q1p + g

ein Zahlpaar p, q zugeordnet; da diese linearen Gleichungen die Determinante

¥ 1 haben, so sind p, q eindeutig bestimmt und wieder ganz rational. Wegen

1 — qRr=p (R O — R Q) =+ p
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muss sein:
Iv] < %}-{f_—]f% + 2,
so dass p hochstens

Moglichkeiten hat. Weiter gilt
lg|=12m—1v + Qral| < aj41 =< 245

zu jedem Wert von p lassen sich also hochstens

4a; 16kz  4%0skz 204
N, < | —=—= - —
V(@) (aj’g_‘ i 5)(Df i I) a2t Ty TS

Hier ist fiir die zwei ersten Summanden

1 177
16kz  162k°!  48kz - 42kf1
af? 2B gf-1 T plp—1—ali?

damit der zweite hiervon fiir wachsendes ; wie das Glied einer geometrischen

Reihe gegen Null strebt, moge weiterhin
a<B—1

angenommen werden.
Es bleibt noch iibrig, den Summanden

20 a;
Qy

nach oben abzuschitzen, indem man eine untere Schranke fiir £, herleitet. -Sei

zur Abkiirzung

Br=ZL — QR,.
Der grisste gemeinschaftliche Teiler

d= (;'B.h gf)



Zur Approximation algebraischer Zahlen. IIL. 119

von Py und L ist wegen der Teilerfremdheit von £y und M, ein Potenzprodukt
allein der Primzahlen P, P,, ..., P;.
Man hat

Ry — Q0 =Ry — Qfg_zéc* _ %Q“Q&Z‘f‘ 9,0 QfC*Q— B

wegen

&k kL,
'g{f—gfc lsg

f+1
also

o, @
I fc f| = Qi1
Andrerseits ist nach Definition von Py

¢ t
I —etle < Tl =

=1

Somit muss

4
Br_ e e .
|£),f ¢ ,1—[=1| B =Lkl = Q1
und wenn v
Pr=dP, Q=dQ
gesetzt wird, auch
t
¥ - * — E3 < d
IQ C 1=1| % Q Ct 'P1 - Q“f' Qf+¥1

sein.. Die Verallgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes erlaubt, fiir die linke
Seite dieser Ungleichung auch eine untere Schranke herzuleiten. Um zu einem

moglichst guten Ergebnis zu kommen, muss man dabei aber zwei Fille unter-
scheiden.

Es moge erstens gelten:

| /] = max (1, 2| 5" ) Oy,

also

i

Nach Satz 1, (1) gibt es eine positive Konstante

0,026,0(‘:’ :7"'7€?))

%

# lSBfl
-8 ¢

I I
= 5 |‘B,Q|5|‘B|—3|‘Bf|~
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so dass wegen der Teilerfremdheit von P und &

t
Mis—2cle,=d 8,0 = ¢ | B|-*
=1

und also

4 ’
— o ) d'g,l ;‘Bf‘l_‘?
I=Ill ;'B Q Cz IP, = 2 Qf

B
¢

ist. HEs muss demnach in diesem Fall

d e df| B[
Q11 28

oder
¢, df—1 ¢
|;Bf|3—1 - LZ_._ Qi1 =

sein, wegen
L
Q41 = 29 1P

somit

1 a

. ' . 1
Co\or a3
> (Ze\g—1 5817 Zip—1*
| B/ (2) 267k
Andrerseits ist
Q
B — Q8| <= 5
Lf+1

und

a;’+l{3 2‘3 . _.1;,
Q <L < - 2Bipp
kz Z

so dass

3 )
1] <1019, + 7 20—

folgt. Wir werden jetzt zeigen, dass sich die Zahl ¢ in erlaubter Weise derart
in der Form
a=f—1—¢, o<esg—2,

wihlen ldsst, so dass fiir alle Werte j <g — 1 und fiir alle geniigend grossen
positiven Zahlen %
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28 AT =
2L« LS Np a1 gl
& 2\2
ist; dann muss also
8] < 218719 < max (1, 2|57 ) &y
sein, gegen unsere Annahme

| B/| = max (1, 2| " ) Q,

die also alsdann nie erfiillt sein kann. Zum Beweis geniigt es zu zeigen, dass
sich immer

Z(ﬂ—a_ﬁ—il)j < 2 ¢ (3—]—_1 k(y—lm
' 26111 2

machen lisst. Wegen ¢ =f§ — 1 — ¢ ist hier

« _ B
S R
wegen
N =
PR < (4 k)P
ferner

1 1
2l < 42 pENE

Bs geniigt also, ¢ s6 klein zu wihlen, dass fiir alle grossen %

1 L\ B, N S
(4(3—2 k(ﬁ-—l)(p’—?)){:’ﬂl < ¢ (.g)ﬁ—l AT

26+1\ 2
ist, und dazu ist offenbar hinreichend, die wegen 8 > 2 erlaubte Wahl

1 f—2 -
e<--E S _<g>
21
zu treffen.
Es gelte zweitens

| B| < max (1, 2| 2* ) Qy;

wie gerade gezeigt wurde, liegt in dieser Annahme in Wirklichkeit keine Kin-
schrinkung. Es ist somit

18,21 = 71%, ] < jmax (1,215 DDy

16—33617. Acta mathematica. 62. Tmprimé le 4 novembre 1933,
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Nach Satz 1, (1) gibt es eine positive Konstante
o=, L ),

so dass wegen der Teilerfremdheit von P® und L.

" dB
Co‘j Q'.'ﬁ,

et

t
lg“? IMig—0gl, =B 0=
=1

¢ =max (1, 2|*)),

ist. Diesmal folgt also

4 ) df -3
Qf’Q_HI o8 !
oder
¢, df? ¢,
N1 > 7077 > 70 .
0 = o7 Lrr1 o Lyt
Wegen

1
Qrr > 2%

kommt man also zu

o 1 a 1
und von hier aus zu
3 1 [ . 1 1
208 < a0 (o) o i,
Qf 0
Wegen
1 1

2 < 4(552 KD (3—2)
lisst sich hier ohne Widerspruch zu der fritheren Ungleichung

f= B2

28(8—1)
die Zahl ¢ so klein annehmen, dass fiir alle hinreichend grossen %

! &
204y - k{;jl—

2

ist; dabei bedeutet ¢ eine sehr kleine positive Zahl, die von ¢ abhiingt und auf

deren genauen Wert es offenbar nicht ankommt.
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Damit ist schliesslich die Ungleichung

a_q 1
-9
NQ =Gy + 7 +HTT +5

bewiesen; weil auf ihrer rechten Seite @ nicht auftritt, folgt weiter

B2 1 1
l_o_g_(_{’ti@i‘?/f))‘ (16276*“ 425

<
Nj= ( log 2 282 2%

1
+ 4 5) .
‘Wie aber zu Anfang des Beweises festgestellt wurde, hat das Bedingungs-
system a (1, ) gerade
S 1
N= D N;+ 0k (log k)
4= '

Losungspaare.” Da nun die beiden geometrischen Reihen

9—1 g1
Z 162 4z

(8—2)5’ 287
=02 j=02

unterhalb einer von % unabhingigen Schranke bleiben und da

9= 0(log k)
ist, so ergibt sich schliesslich

1 1 1

N =0{((log &) {OkF) + O(KF) + Ok logk) + Olog k)} +

S

+ 0= (tog BY) = O(F (log ),

und das sollte gerade bewiesen werden.

8. Die Sitze 3—3, die in den letzten Paragraphen abgeleitet wurden, las-
sen sich zusammenfassen zu folgender Aussage::

1. Hauptsatz: Bedeule

f) ein trreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom
Grad n = 3,
£, 8, ..., die similichen reellen Nullstellen von f(x), falls solche existieren,

_und v thre Anzahl,
P, Py, ..., Py endlichviele verschiedene Primzahlen,
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SerGoy oo SV fiir v=1,2,...,t die simtlichen P.-adischen Nullstellen von f(x),
Sfalls solche existieren, und v, thre Anzahl,
to die Anzahl der Zahlen v,v,,..., v, die necht den Wert Null haben,
8 etne Zahl im Intervall  min ( + s) < B =n,
e=1,2,...,—1\8 T 1
k eine itber alle Grenzen wachsende positive Zahl,
p und g zwer ganze rationale Zahlen mit q # o.

Wurd dann unter dem Ausdruck

. . " P s,
)
bzw. unter den Adusdricken
min(l’ I]]—q;rlPl, |p_qc;|P1’ Tt Ip-—ch’z—l)lpt) (T: I, 27 RS t)

die Eins verstanden, falls die zugehorige Anzahl v, bzw. v., verschwinden sollte,
so besitzt das Bedingungssystem '

gl ISR ﬁ_)‘(l——lJI)x
Iq ?

q

>

(f): min(l, lg—g )

. A
X Hmin(l,lp—q;}h. lp—aqSile,, . lp—qlo ") < k|p, a7,

=1

1 .
lp, gl =%, (p.q, P,Py...P)=1

wm Fall {,=o0 keine, im Fall t,= 1 hichstens

1

0 (k"= (log &)o)
Lésungspaare p, q, falls k hinreichend gross ist.

Beweis: TFir #,= o ist die Behauptung trivial. Ist dagegen f, =1, so ge-
niigt jede Losung von (f) einer Ungleichung von einem der Typen

<k|p gl

P_
— S
q

oder
tl
[1p—atiele, <k|p,ql~,
o=1

IP—QC;‘:"’)IP,”< I (o=1,2,..., 1)
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oder
y
|£—C“" My —aii|r, =Fklp, gl
q o—1
|§_§(m|<1, |p—g§”’alp%<1 (e=1,2,...,1),

wie sie in den Sitzen 3—35 auftraten. Ferner ist die Bedingung
(_p)Q7P1P2"-Pt)=

um so enger, je mehr Primzahlen in ihr vorkommen. Folglich ist jede Losung
von (f) Losung eines Bedingungssystems (1,0) oder (o,t) oder (1,t’), wobei ¢
hochstens gleich der Anzahl der Nichtverschwindenden unter den Zahlen
Vi, Vg, ..., ¥ I8t und fiir =0 kein Bedingungssystem der Form (1, 0) oder (1, t)
anftreten kann. Daraus folgt nach frither die Behauptung.

Zusatz: Awuch das allgemeinere Bedingungssystem

o s sl )
Ck

XHmm Llp— qézlpﬂIp~—qC%|P,,--.,IP—QC‘;'F”IP,)Slp aF

z=1

1

|piQ|2k7§:17 (paQ1-P1-P2"*Pt)=Iz

wo C irgend eine positive Konstante bedeutet, die von k nicht abhdngt, hat fiir
to = 0 keine und fiir t, = 1 hochstens

1
0 (4% (log k)o™")

Lisungspaare p, q, falls k hinreichend gross ist.
In der Tat zeigt eine einfache Durchsicht der Beweise der Sitze 3—5, dass
diese Siitze unverindert richtig bleiben, wenn in ihnen die Forderungen

IQB_C| Sklﬁle_ﬂ’

t

bzw. . H|p—q§1|P,£k|P,Q|_ﬂ,
z=1

bzw. |*-C H'p_Q§1|I’ <klp al?

z=1
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der Reihe nach ersetzt werden durch

If B h| =< Ck|p, ¢~
t
bzw. Hip—atele, < Cklp al?,
=1

t
bzw. Ig — Iy — a&ele, < CElp, al .
=1

Auch der Hauptsatz muss also diese Verallgemeinerung zulassen.
Zum Schluss dieses Kapitels sei noch erwihnt, dass man fiir die Anzahl
der Losungspaare p,q des Bedingungssystems

min (I,Ig_‘gl, ,p_:’|’.“)|£__gv——1)|) X

q lq
t
X Hmin(l"p-_q‘gilp-w‘lp_qg;lﬂz’ t "lp—q;?‘l—l)lp‘t) = klp’qlvﬂ’
=1
(p,q, P,P,... P)=1

oder auch des Bedingungssystems

; by _ b _ b (w—l)l)
min {1, s O - X
( q CI qg q S
t
X [[min (1, 1p - a5l |p = a&ele,, - lp—aleee) < klp, [ 7,
z=1

(p,g)=1

eine asymptotische Formel aufstellen kann, falls £ > o iiber alle Grenzen zunimmt.
Man muss zu diesem Zweck ein dhnliches Verfahren wie in den folgenden Ka-
piteln anwenden und sich elementarer Gitterpunktsiiberlegungen bedienen. Die

Durchfithrung dieser Untersuchung bleibe dem Leser iiberlassen.

II1.

9. Die Ergebnisse des ersten Ka,};itels wurden hergeleitet, um sie auf die
Theorie der Bindrformen anzuwenden; alsdann wird immer 2 den Wert » haben.
Bevor jedoch zu diesen Anwendungen iibergegangen werden kann, miissen einige
einfachen Kongruenzeigenschaften dieser Formen besprochen werden.
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Sei F(x,y) eine irreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grad n = 3; ferner bedeute wieder P,, P,, ..., P, endlichviele verschiedene
Primzahlen. Unter p, g seien ganze rationale Zahlen mit

(p:quIPQ"'Pt):I

verstanden; fiir solche Zahlpaare werde
¢ —1
Qp, )= ( 7. q |P1)
' =1

gesetzt, so dass also Q(p, g) das grosste Potenzprodukt der Primzahlen P,, Py, ..., P,
ist, das in F(p, ¢) aufgeht. BEs bezeichne m (PhP% ... P') die Menge aller Paare
P, ¢ mit

0= p<PutiPytt  Phtl 1 o< q= PhrrPati | Pt
Qp,q)=PuPls.. . Pt (pq PPy...P)=1
und m* (P4 P% ... Ph) die Menge dieser Paare mit
0<p<PutiPitl  Phtl .y o< gq=< PhtiPiti | Phtl_ g
Q(p,q)=o0(mod P:Pl:... P4, (p,q, P,P,... P)=1,

¢

ferner n(P%P% ... P}i) und »*(PuP% ... P¥) die Anzahl der Elemente dieser bei-
den Mengen.

10. Sind p, ¢ zwel ganze rationale Zahlen mit
o=p=PutlPhtt  Phtl—1 o<g=< PufipPhtl  Phtl_q,
8o lassen sich hierzu immer ¢ Paare ganzer rationaler Zahlen

P1y Q15 Pes Qa5 - -3 Pt Gt

in eineindeutiger Weise bestimmen, so dass
0=p, < Phtl—1, 0<¢, < Pt — (t=1,2,...,1)
ist und die Kongruenzen

P =p.(mod Pi=*1), ¢ = g, (mod Pt-+?) (t=1,2,...,1%
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bestehen. Somit ist auch
{ t

(p7Q7P1P‘_)'"Pt):H(pyq)P‘l)=H(plaq'hPl)’

=1 =1

und die Gleichung
(p g, P, Ps... Py=1
zieht die ¢ Gleichungen
(Pr, ¢, P)=1

nach sich und ist umgekehrt eine Folge aus diesen. Auf Grund der Taylorschen
Reihenentwicklung bestehen ferner die Kongruenzen

F(P,Q)EF(Pz,qr) (mOdP:1+l) (T:I’2a'“1t);
aus der Gleichung
Q(p,q)=PrPy... Pt

folgen demnach die ¢ Gleichungen
| F(pe, g le,= P (r=1,2,...,1),
die umgekehrt zu ihr zuriickfiilhren. BEbenso folgen aus der Beziehung

| Q(p.9)= o (mod PiPls ... Pk
die ¢ Beziehungen
| Fpe, g)lp, < P (t=1,2,...,1),

und sie sind ihrerseits wieder eine Folge aus den letzteren.
Damit ist der Beweis erbracht, dass sich die Menge

m(PhPY . P,
bzw. die Menge
m®(Ph Pl ... P)

umkehrbar eindeutig abbilden lisst auf das Produkt der ¢ Mengen
m(Ph), m(Py), ..., m(Pp),
bzw. auf das Produkt der ¢ Mengen

m*(Ph), m*(P%), . .., m*(Ph).
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Durch Ubergang zu den Elementen-Anzahlen ergibt sich demnach

t
n(PuPle. .. P =[] n(PH),

z=1
t
n*(PuPl ... Pt =[] n*(P).
=1
Es geniigt also, allein die Mengen

m(PY und - m*(P
und die .Anzahlen

n(P" und »*(P"),
die sich auf eine einzige Primzahl P beziehen, zu untersuchen.
11. Unter den Paaren ganzer rationaler Zahlen p, g mit
o<p=Prti—q, oSqSP"'*“—I

gentigen offenbar genau ‘
(P*— 1) P
der Bedingung
(p,g, P)=1.

Die Menge der so bestimmten Paare werde in h + 1 Teilmengen
my (0=0,1,...,h—1) und mj

zerlegt, jenachdem

oder
| F(p,q)lp < P

| F(p,q)lp =P (e=o0,1,...

.h_l) .

129

ist. Die Menge mj ist offenbar mit m*(P") identisch, die Anzahl ihrer Elemente

demnach gleich
n*(Ph).

Sei dagegen ¢ einer der Indizes 0, 1,...,h—1. Jedem Element von m, ldsst

sich dann offenbar durch die Bedingungen

p=p(mod Pr+1), g=gq(mod Pet), o<p<Petl — 1 o=<gqg=<Petl—1

17—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 4 novembre 1933.
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eindeutic ein Zahlpaar p, q aus m(P¢) zuordnen; umgekehrt entsprechen jedem
Element der Menge m(P¢) durch diese Zuordnung genau P?%—¢ Elemente aus m,.
Folglich besitzt m, genan '
n(Pe) prh—u
Elemente.
Zihlt man die Elementen-Anzahlen der Mengen

My, My, - - ., Ma—1, M}

zusammen, o erhilt man daher die Gleichung

h—1

ZW(PP)PN’_?) + n*(P¥ = (P%— 1) P?*

0=0

oder durch Division mit P2*+2;

S w(P) o

Pre+? | prhte T pr
e=0

Diese Formel hat eine sehr anschauliche Bedeutung. Es ist

_ n(P?)
T Pro+

a(Pe) v bzw. d*(P?) =

offenbar gerade gleich der Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen p, q, die
den beiden Bedingungen

|F(p,9)le= P2, (p,g,P)=1,
bzw. den beiden Bedingungen

|F(p,9)lp <P, (p,g, P)=1

geniigen, im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen p,q. BEs ist ferner

gerade gleich der Dichte der Paare p, ¢ in diesem Gitter, fiir die

(p,g, P)=1.
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Die Formel
h—1
2 d(Pe) + d*(PY) = dy(P)

o=0

ist also fast trivial; sie besagt eben nur, dass fiir jedes Zahlpaar p, ¢ die Funk-
tion F(p, q) dieses Paares durch eine der Potenzen

1, P, P% ..., P!
oder durch eine noch héhere Potenz genau teilbar ist.

12. Die Anzahl »*(P") lisst sich fiir geniigend grosses h explizit angeben.
Zu diesem Zweck mdge jedem Element p,q dieser Menge eine nichtnegative
ganze rationale Zahl f durch die Gleichung

lglp =P~
zugeordnet werden; in

q=PFq,
ist dann also ¢, zu P teilerfremd und wegen der Voraussetzung

o< g< Pl

offenbar nur genau

(P—1) P

verschiedener Werte fihig. Es ist leicht einzusehen, dass f nach oben beschrinkt
ist; ist ndmlich a, der Koeffizient von 2 der Form F'(z,y), der wegen der Ir-
reduzibilitit dieser Form gewiss nicht verschwindet, und wird

lglp =P~ <|as|p =1,
wegen (p, ¢, P) =1 also gleichzeitig
p =0 (mod P)
vorausgesetzt, so gilt offenbar
| F(p, ) lp=|ale,

und das steht fiir hinreichend grosses & im Widerspruch zu der Forderung

| F(p, q)|p = P
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Wegen der Homogenitiit von F(x,y) gilt fiir alle Paare p, ¢ aus m*(P?)

F(ﬁ, 1) | < Pl
q P

Fiir hinreichend grosses h ist also nach der eben bewiesenen Beschriinktheit von
f die linke Seite beliebig klein. Das ist nach einem grundlegenden Satz aus der
Theorie der P-adischen Zahlen nur dann méglich, wenn p/q beliebig nahe bei
einer P-adischen Nullstelle von F(x, 1) liegt, etwa in der Nihe von Z, und zwar
muss von einem /4 ab

|£—Z| <|Z|p,
q P
also
1

p . .
= =\|Z d NZlp) =P = —
IQIP |Z|p oder max(1,]|Z]|p) [l

sein. Auf Grund der Taylorschen Reihenentwicklung ist nun
n ‘ g
E’(£,1)~(£~ )F'Z,I = i(ﬁ—Z)F(g)Z,I)’
q q (z 1) giy! q (

wobei die Akzente die Ableitungen von F'(z, 1) nach x bedeuten und insbeson-
dere wegen der Irreduzibilitit von F'(z, 1)

F'(z 1)#o0
ist. Setzt man h hinreichend gross, also

|F(£, I)I und damit Q—Z
q I» q

4

hinreichend klein voraus, so gilt folglich

B PR I e P

q
IF(—, I)
q I

p |F'(Z )]’

)

P

und man hat

-
q

wegen
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(1)
q

lp —q2z] ZIF((};:LD—max(I | z] )_1<P_hm___ax(1,|z|p)"“1'
SRR PRV P [F'(Z 1)l

< P—h+nf= P——h max (Ia |Z|P)n
P .

also

Umgekehrt geniigt fiir hinreichend grosses b jedes Losungspaar dieser Unglei-
chung wieder der vorigen Ungleichung. Auf der rechten Seite dieser Unglei-
chung ist der Faktor ,
max (1, | Z|p)*
| F(z, 1)l»

aber offenbar eine Potenz von P mit nichtnegativem ganzen rationalen Expo-
nenten, denn man hat
—1
max (1, 2]
[F'(z, 1)

Zu jedem zulissigen Wert von ¢ gibt es also genan

max (1, | Z|p)"!

N F(Z 1)l
Zahlen p, die der Ungleichung

max (1, | Z|p)"!

|F'{(z, 1)|p

lp —qZ|p < P
geniigen und die im Intervall
os=p< Pt
liegen. Das zu der Nullstelle Z gehorige Bedingﬁngssystem

maﬁ(l,lle)"_l
|F'(Z! I)lP

o<Sp=Prl_1 o=g=<Prl—q

lp—qZlp=P

? (p:q’P):Iy

hat somit genau
max (1, | Z )"
|1;',(Z, I) Ip

(P_ I) Ph-H

Losungspaare p,q, und jedes dieser Losungspaare gehort zu m*(P), wihrend
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umgekehrt jedes Paar aus m*(P" fiir hinreichend grosses & einem solchen Be-
dingungssystem geniigen muss. Andrerseits hat F'(x, 1) lauter verschiedene Null-
stellen; die zu zwei solchen verschiedenen Nullstellen Z und Z' gehérigen vo-
rigen Bedingungssysteme konnen also fiir hinreichend grosses h kein Lisungspaar
p,q gemein haben, da die Differenz Z — Z positiven P-adischen Betrag hat. Man
erhiilt also die Menge "aller Losungspaare von m'(P"), wenn man die Vereini-
gungsmenge aller Paare p, ¢ bildet, die fiir irgend eine P-adische Nullstelle von
F(xz, 1) dem zugehorigen Bedingungssystem geniigen, und zwar tritt dabei jedes
solche Paar p, g einmal und nur einmal auf.
Geht man zu den Apzahlen iiber, so folgt damit

max (1, | Z |z

n* (Pt = (P— I)PhHZ | F'(z, 1)|p

Z

und zwar ist hier die Summe iiber die simtlichen P-adischen Nullstellen von
F(x, 1) zu erstrecken. Hieraus folgt weiter fiir grosses h die analoge Gleichung

max (1. | Z|p)"?

n(PY)=(P— 1) P* 2,

z |F,(Zv I) lP
denn es ist nach 11.
EI n(P) | w*(PY 1
= prev t g =1 e
und demnach
n(P?) = n*(P") - li’z n*(PP1).

Man entnimmt den so gewonnenen Formeln, die den Wert von 7(P") und »*(P")
geben, falls & eine gewisse Grenze iiberschreitet, die folgenden zwei Aussagen:

(1):  Hat das Polynom F(x, 1) keine P-adischen Nullstellen, so ist von etnem Wert
“wom b oab  a{PY=o0 und n*(P?) =o0.
(2): Die beiden Anzahlen n(PY) und n*(P") geniigen fiir grosses h den zwer Un-
gleichuhgen
n(P%) = O(P", »*(P") = O(P").

Diese zwei Aussagen werden weiterhin angewandt.

13. Die Formeln des vorigen Paragraphen setzen voraus, dass der Wert
von h geniigend gross ist, geben also noch nicht den Wert der Anzahlen n(P")
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und »*(P* fiir jedes h. Es scheint nicht ganz einfach, diesen Zahlwert auch
fiir kleine A explizit anzugeben. Lisst man jedoch endlichviele Primzahlen P
ausseracht, so gelingt es in der Tat, beide Anzahlen ausnahmslos zu bestimmen.

Zu diesem Zweck setzen wir voraus: »Die Primzahl geht weder ¢n der Dis-
kriminante d, noch in dem ersten Koeffizienten a, der Bindarform F(x,y) auf>.
Eine Primzahl, die diese beiden Bedingungen befriedigt, heisse zur Abkiirzung
reguldr; da d und a, wegen der Irreduzibilitit von F(x,y) nicht verschwinden,
so konmen natirlich nur endlichviele Primzahlen nichtregulir sein.

Liegt eine solche regulire Primzahl vor, so ist erstens
n*(P%) = P*— 1;

diese Formel bleibt sogar fiir nichtregulidre Primzahlen bestehen. Sei dagegen
zweitens h = 1. Alsdann werde Gebrauch gemacht von der Relation

| F(p,q)|lp=min (1,|p—qZ|p, |p—aZ'|p, ..., |p—aZ¥ |5,

die nach dem ersten Teil dieser Arbeit fir alle reguliren Primzahlen und zwar
unter der Voraussetzung (p,q, P)=1 gilt.! Dabei bedeuten

Z.Z,.. . Z#1

die simtlichen P-adischen Nullstellen von F(z, 1) und N ihre Anzahl.
Gibt es. keine solche Nullstellen, so ist in der vorigen Ungleichung die
rechte Seite gleich Eing; somit muss alsdann m*(P") leer und

n" (P =o0 fir h=1
sein. v ‘
Sei dagegen N=1. Dann liegen wegen der Regularitit von P alle Null-
stellen von F'(z, 1) in. verschiedenen Restklassen mod P. Somit folgt, dass jedes
Paar p,q von m*(P" genau einem der N Bedingungssysteme

|p—qZ®|p <P osp<Pt! o=gqg=P+l (pgq P =1

geniigen muss, wo Z ‘der Reihe nach durch alle Nullstellen liuft. Aus der
ersten und letzten dieser Forderungen folgt nun, dass q¢ zu P teilerfremd sein

muss; es gibt demnach genau

(P—r1)Pt

Moglichkeiten fiir g. TFiir jede der so gewiihlten Zahlen ¢ gibt es weiter

! Siehe I, 8. 719—722.
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P
Losungszahlen p. Also hat jedes dieser Bedingungssysteme
(P — 1) Pr+!
Losungspaare und es folgt demnach die Gleichung
n*(PY) = N(P— 1) P! fiir h=1.
Nachdem auf diese Weise 7»*(P") bestimmt ist, folgt wie in 12. weiter

f(P—1)(P—N+1) fir h=o,

n(P") = ,
N(P—1)?Pt fir h=1.

Ohne Schwierigkeit erkennt man, dass diese Ausdriicke fiir »*(P* und »(P") fiir

h =1 zusammenfallen mit den Formeln, die in 12. fiir diese Anzahlen unter der

Voraussetzung, dass die Zahl & hinreichend gross ist, und ohne die Einschriinkung,

dass P reguldr sei, hergeleitet wurden.

14. Durch die bisherigen Entwicklungen wurden auch die beiden Anzahlen
n(PuPle. . Pt) und n*(PhPle... Pl) ausgewertet, wenigstens wenn alle Expo-
nenten h,, hy, ..., b hinreichend gross sind oder es sich um regulire Primzahlen

P,, P, ..., P; handelt; denn nach 10. gilt

t

n(PuPy ... Pi) =[] n(Pr),

=1

t
n* (PPl Ph) = [] n*(Pt).

z==1

Man hat auf Grund von 12. hiernach die beiden Aussagen:

(1): Hat das Polynom F(x, 1) keine P,adische Nullstelle, wo P, eine der Prim-
zahlen P, P,, ..., P; bedeutet, so ist

(PP .. Pl)=0, n*(PaPk. .. Pl)=o,

sobald der Exponent h, hinreichend gross ist und wenn die anderen FKxponen-
ten trgend welche Werte haben.
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(2): Es gibt eine positive Zahl ¢, die von hy, hy, ..., h; nicht abhdngt, so dass
immer

n(PPe... Ph) < c¢PhPl.. . P, n*(PhPh. . Ph)<cPhuPl.. . Pk
28t. _
Zur Abkiirzung moge die Funktion

A(PPs .. Pl n(PhPy ... Py
1Pl Ph) = : ‘ L
3 t PPhrrprrta P?’t“

eingefiihrt werden; sie ist gleich der Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen
P, q mit
Qp,q)=PoPe... Py, (p,q, P,Py... P)=1

im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen. Awus (2) ergibt sich die Ab-
schdtzunyg ‘

o< d(PuPs. .. P < C(PuPs. .. Py

wo auch C eine positive Zahl bedeutet, die von hy, hy, ..., by nicht abhdngt.
Aus dieser Abschitzung folgt insbesondere die Konvergenz der Reihe

6(PPy... P)=2 - Qd(PuPli._. . PH)(PaPl.. . Phpin,

h=0 hy=0  hy=

die im Folgenden auftritt. Man kann diese Reihe in Faktoren zerlegen, die sich

nur noch auf einzelne Primzahlen beziehen; es ist ndmlich

o(P,P,... P)= [l o(P)),

z==1
wobei

o

o(P) = 2\ d(P¥) (Phyn

h=0
gesetzt wurde.
Fiir reguléiré Primzahlen P ergibt das vorige Kapitel durch Summation
einer geometrischen Reihe den Zahlwert

(P—1}(P—N+1)  NP—-1)?
Pz P2( P1—2/n — I)

18 —-33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 4 novembre 1933.

o(P) =
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Die Reihe o(P) stellt also eine Zahl des durch P*" erzeugten algebraischen Zahl-
kiorpers dar. Aus den Ergebnissen in 12. folgt, dass diese Aussage auch dann
noch bestehen bleibt, wenn die Primzahl P nicht mehr regulir ist.

15. Bei den folgenden Abschitzungen wird nicht die Reihe

o(P Py P)=2 2 2 d(PhPy - P)(PuPy - Pl

hy=0 hy=0  Jy;=0

selbst auftreten, sondern nur der endiiche Abschnitt

0(P Py P) =2 2 - 2 d(PhPl- P (PhPy- - P,

wo « eine sehr grosse positive Zahl bedeutet. Man kann eine sehr einfache
asymptotische Formel fiir diesen Abschnitt herleiten, wenn man von den Aus-
sagen (1) und (2) in 14. Gebrauch macht.

Zun diesem Zweck werde ohne Einschrinkung der Allgemeinheit angenom-
men, dass die Gleichung F(x, 1) =0 Wurzeln im Korper der P,-adischen Zahlen
hat fiir die Indizes

T=1,2,..., 0,
nicht aber fiir die Indizes
t=1 + 1,8 +2,.... 5
dabei kann #; irgend einen der Werte 0,1, 2, ..., t haben. Ist £ = 0, ist also die

Gleichung in keinem der ¢ Korper losbar, so besitzt die Reihe fiir 6(P, P, ... P)
nur endlichviele Summanden; in diesem Fall ist also von einem hinreichend

grossen z ab
0P, Py P)=o(P, P, Py).

Sei dagegen ¢; = 1. Alsdann treten in der Reihe fiir o(P, P, - Py nur solche

nichtverschwindenden Summanden
AP Pl Pi)(PhPy - Pl

fiir die die Exponenten

het o, htin, o e
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unterhalb einer nicht von z abhingigen Schranke liegen, auf. Diese nichtver-

schwindenden Summanden geniigen ferner der Ungleichung
A(Pa Pl Pli) (Pl Pl Plajin < O(Ph Pl - - Phin—t,
Sei N(u) die Anzahl dieser nichtverschwindenden Summanden, fiir die

u<PuPly - Pht<2u

ist. Wegen
P =2 Py= 2, , Pr=2
kann also keiner der Exponenten h, hy, ..., ki grosser als
log (2u)
log 2

gein; jeder derselben hat somit héchstens

log (4%)
log 2
Méglichkeiten. Sind &, h,, ..., hi— gegeben, so konnen die iibrigen Exponen-
ten hez, b1, ..., i nur noch eine beschrinkte Anzahl von Wertsystemen an-

nehmen, etwa hochstens y. Hs ist demnach fiir ¢ 4 o

Nw) <y (lo_ﬂﬁ_))‘t'l .

log 2
Da wegen -
' u<=PuPl - Pt <2u
ferner
y
A(PH P P (PhPy - Pip < O(PuPh - Pipnt =

ist, so ist die Summe der Glieder mit dieser Higenschaft hochstens gleich

ul——‘l/n

Cy (10g (4 u))’ﬁ—l
log 2

Aus der Definition folgt nun die Reihenentwicklung
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0P,Py - P)=o(P,Py P)— 2 2 Dd(PyPy  Py)(PyPy P,

hy=0 hy=0  hy=0
Phple, ..P?t >r.

Indem man die Summe rechts in die unendlichvielen Teilsummen
2ig < PPl Pl < 2ty (j=o,1,2,...)

zerlegt, kommt man zu der Abschiitzung

Cy (log (2j+?_ai))‘3“1 _

Fap | )

lo:(P, Py P) — o(P, Py P = 2) og 2

Jj=0
Setzt man jetzt = hinreichend gross, nimlich =2 voraus, so ist

log (2/ H“) <(j

| log x
log 2

log 2

und demnach

Cy  (log z)o > (j + 3
poE=Tn G2/}

lo:(P, Py P) — o(P, Py P)| =, .
(log 2)o—*

Da die Reihe -
oL i
= 2(1—2/n)j

gegen einen von z unabhingigen Grenzwert konvergiert, so folgt also endlich
die Abschitzung

to—1
6x(Py Py P)=o0(PyPy,- P)+ O ((log 2) )

xl——2/n
fiir grosses . Damit sind wir zu folgendem Satz gelangt:

2. Hauptsatz: Bedeute

Fx,y) eine trreduzible Binarform mat ganzen rationalen Koeffizienten vom
Grad n = 3,
P, P, ..., P, endlichvicle verschiedene Primzahlen,
ty die Anzahl derjenigen unter diesen Primzahlen P., fir die die Glei-

chung F(z, 1) =0 Wuwrzeln im Korper der P.-adischen Zahlen hat,
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p und q zwer ganze rationale Zahlen mit (p,q, P, Py - P)=1,
Q. q das grosste Potenzprodukt der Primeahlen P, Py, ..., Pi, das in

F(p,q) aufgeht,
- n(Ph Pl P4) " die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p,q mat

Q(p)q):PhllP’éZP:t7 (p7QaP1P2'“Pt): I,
fo) gp < P’::"’J-P’;z‘i'l N P:lt-l—l_ I, O < q < P';1+1P22+1 . P;Lt+1 -1,
d(PaPt-- P die Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen p,q mit
Q(pa Q):P’?P}?P?tr (p7QaP1P2'”Pi): 1
im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen p,q,
o(P,P,---P) die unendliche Reihe '

-] ® =

o(P, Py P)=2 D D d(PuPl- - Pli)(Pls Pl Phyin,

A=0 hy=0  hy=0

0x(P Py~ Py  fiir eine be’liebige positive Zahl x thren Abschnitt mit

0Py Py P)= 2 2 2A(PhPy o PY(PuPle - Phpin,

h=0hy=0 k=0

P]}‘P’.;”‘..P;"tsx
o(P,) die Summe a(P,P,--- P) im Fall einer einzigen Primzahl.

Dann besteht die Beziehung

n(Ph P P
d(P’;l P};z - Ply -

= ——— ey
) P2hut? prigte . prhgta

und es st fir wber alle Grenzen wachsendes positives x

o fir ti=o,
BB R ABE B (g

0 —.%T:El_n—) f?j?' t:Z I.

Auf der rechten Seite dieser Beziehung ldsst sich das Hauptglied auf folgende Werse
in Faktoren; die sich nur woch auf einzelne Primzahlen beziehen, zerlegen:

t

o(P P, P) =[] o(P0).

7=1

Der einzelne Faktor o(P;) ist eine Zahl des durch P¥™ erzeugten algebraischen Zahl-
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korpers.  Wenn insbesondere P, weder in der Diskriminante von F (x,y), noch vn
dem Koeffizienten von x™ dieser Form aufgeht, so ist

o(P) = (&fl)(Pf—-w+1)+ v (P, —1)?

P : P (Pl—2/n_‘) X

wober v, die Anzahl der P,adischen Nullstellen von F(x, 1), eventuell die Null,
bedeutet.

II1.

16. Sei G eine Punktmenge im Ilnnern der (p, ¢)-Ebene, P,, P,, ..., P
wieder eine endliche Anzahl verschiedener Primzahlen. Die Menge aller Gitter-
punkte (p,q) in G' mit

(2,q, PPy P)=1

heisse Mg, die Anzahl ibrer Elemente Ng. Fiir die weiteren Entwicklungen ist
es notig, M¢ und Ng in einfachere Bestandteile zu zerlegen.

Da M gewiss den Punkt (0,0) nicht enthilt, so entspricht jedem Punkt
dieser Menge eine nichtverschwindende ganze rationale Zahl F(p,q) und also
auch als grosstes Potenzprodukt der Primzahlen P, P,, ..., P, das in F(p,q)
aufgeht, eine wohlbestimmte Zahl Q(p,q). Gemiiss dem Wert dieser Zahl Q(p, q)
lisst sich die Menge Mg offenbar in Teilmengen Mg(Ph P! - P) zerlegen:

t

Me=2 2 2 Mc(PyPy - PY),

=0 hy=0  Iy=0

so dass fiir alle diejenigen Paare p,q aus Mg, die in Mg(Ph P} - Ph) liegen
und nur fiir diese gerade

Q(p, q) = PPl Pl

ist. Wird die Elementen-Anzahl von Mg(PhPk- - Pl) mit Ng(PhPl--- Ph) be
zeichnet, so gilt entsprechenderweise die Zerlegung

V(;(P’“Ph”’ P?f)

'?IMs
T(MB

Die Menge Mg (PuPl:--- Ph) lisst weiter eine Unterteilung zu, gemiss den
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Restklassen modulo Pt Pltl... P4+l in denen die Koordinaten des Punktes

D, ¢ liegen. Bei p, ¢ irgend ein Punkt dieser Menge, also

(p’q’P1P2'“Pt):Iv Q(p7Q):P}1L1P22P£It7

und p’, ¢ ein Paar ganzer rationaler Zahlen, das mit p, ¢ durch die Kongruenzen

§ = p(mod P+t Pht - Phi), g = g (mod PArti Pyt . Pl
verkniipft ist. Dann ist offenbar
(0'.d, PPy P)=1,

ferner nach der Taylorschen Reihenentwicklung

F(p,q)=F(p', ¢) (mod Pht1Pls*i... Pltl),
also

Q(p', q’) — Q(p, q) — P’}:sz S P;‘t.

Das Paar p’, ¢ hat also wieder dieselben arithmetischen Eigenschaften wie das
Paar p, g, bestimmt aber natiirlich im allgemeinen keinen in M¢ liegenden Punkt.
Man kann seine Bigenschaften zu folgender Zerlegung der Menge Ma(P" Pl - - Ph)
benutzen:

Die Paare p,q aus Mg(PuP%--- Pk) miissen sich auf gewisse Restklassen
modulo Put!Plhtl... Plitl yerteilen. Aus jeder solchen Restklasse Lisst sich ein

Repriisentant p’, ¢’ mit

9’ = p(mod Pia+! Pla+1... Pht1) o’ = g (mod Pt Plat... Pletl),

(0. ¢, PPy P)=1, Qp',¢)=PuPs Pht,

o < p! < P’;1+1Pf;2+1 .. Pglr’—l__. 1 ) o << q’ < P?1+1Ph22+1 e P;Lt+1 -1,

d.h. ein Element aus m(P% Plz--- P%) wiihlen. Alle Elemente aus Mq(Ph Pl - P,
die den Kongruenzen
p=7p (mod Pi+i P+l .. Pt1) g =g (mod Pist1 Pt .. Pletl)

geniligen, mogen zu der Menge My(PhPk--- Piv; p, ¢) zusammengefasst werden.
Alsdann ist gerade '
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MG(P’I'IP’;:P;Q): 2 MG(P’:‘P’,'"--P:'t;p', q,),
¢ inm(Ph Pl Phy

und wenn mit Ng(P4Ph--- Pkt; p’,¢') die Anzahl der Elemente der neuen Menge
.verstanden wird, so besteht entsprechenderweise die Relation

Ng(PhPla-. Ph) = > Ne(PuPle-- Pl o', ).

P, inm(Phple. . Phy

17. Die vorigen Zerlegungen sollen angewandt werden unter der Voraus-
setzung, dass G die Menge der Gitterpunkte in der (p, ¢)-Ebene bezeichnet, fir die

1

Qp, 9
ist, wobei %k eine positive, iiber alle Grenzen wachsende Zahl bedeutet. Dann ist
also speziell Mq die Menge aller Paare ganzer rationaler Zahlen p,q mit

| F(p, )] =
——)—Sk7 (p,q, P1P2"'Pf): I, Ip’qlgk"‘—l

und enthilt natiirlich nur endlichviele Elemente; die Anzahl N; und erst recht
die Teilanzahlen Ng(PuPl-- Pt und Ng(PuP&-- Plt; p’,q’) werden demnach
von selbst endlich, so dass die Zerlegungen des vorigen Paragraphen Sinn haben.
Es handelt sich darum, fiir diese Anzahlen asymptotische Formeln zu gewinnen.
Dies wird gelingen durch einige elementaren Gitterpunktsbetrachtungen.

18. Die Gleichung F'(z, 1)=o0 hat im Koérper der reellen Zahlen etwa die -
simtlichen Wurzeln
5,8, 0
ihre Anzahl » ist hochstens gleich » und kann auch unter Umstéinden verschwin-
den. Wie im ersten Teil dieser Arbeit gezeigt wurde, gibt es eine positive Kon-
stante C,, die allein von der Biniirform F'(x, y) abhingt, so dass fiir alle reellen
Zahlen z,y, die nicht beide verschwinden, die Ungleichung

fi-sh-Jz-s-

besteht; dabei muss fiir » = 0 auf der rechten Seite der Ausdruck

| F(x, y)| = C, max (|z|, |»])* min (

x
E_C
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. X
min {}| ——C},
(.u g|

L
y

durch Eins ersetzt werden.'
Sei ¢ zuniichst eine beliebige natiirliche Zahl, die der Ungleichung

Co o
Q=2k

geniigt. Fir alle Punkte der durch
’ 1
| Fl2,y)| <kQ, maz (| ly) =&

definierten Punktmenge H muss die Ungleichung

. z x kQ
min {|= — = — “‘”', I) <
15—+ . Comax (o], Tyl
bestehen. Wegen

x
7|7/~C’|7"'7

Y

k_QQk;[ii
Cymax (|2, [yl" —  ( -Lan
0 00 (kn—l)

ist hier aber die rechte Seite kleiner als Eins; auf der linken Seite muss also
fiir jeden Punkt von H mindestens einer der Ausdriicke

I%—ZW) (=o0,1,...,v—1)

kleiner als Eins sein, wenn nicht v=0 und alsdann H eine leere Menge ist.

Wird von diesem Fall »=o0 abgesehen, so lisst sich der Inhalt von H leicht
nach oben abschiitzen. Da nach vorhin fiir jeden Punkt von H eine der Un-
gleichungen

lf -— C(”) < — _iQi < R
Y Uomax (|z|, ly|)" — 2

erfiillt ist, so gilt insbesondere

xX . 1 I
| 2| =20 ezl 2l el = (] + 1201 1o

I
2

! Siehe I, 8. 714—716.
19—38617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 6 novembre 1933.
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und wenn zur Abkiirzung

1+ max (|5, €], . 1) = G
gesetzt wird, so folgt also, dass fiir jeden Punkt von H

max (|z], |ly]) < Clyl,

wegen
1
max (|z|, |y|) = k!

demnach

1
I —_—
; > kn—-l
|1 ¢,

sein muss. Ein jeder Punkt dieser Menge liegt somit in einem der » Bereiche

1

x oy ot
‘;/—g(‘u)lgcvol;g_lz’ Iylzcvlk”_l (.ll’:O;Ia"'v"——I)'

Der Inhalt jedes dieser Bereiche ist aber gleich

x

kQ
4 f Coy™! @y

und folglich gleich

wie sich durch Ausrechnung des Integrales ergibt. Damit folgt fiir den Inhalt

von H die obere Schranke
4O Qk;il—"i,

(n—2)C,

und diese bleibt trivialerweise auch fiir » = o richtig.

19. Aus der letzten Abschitzung ergibt sich insbesondere, dass das Integral

»

dxdy

IFix,y)] <= Qk
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existiert; es hat wegen der Homogenitit von F(z,y) offenbar den Wert

o (QEP",

wobei unter ¢ die Konstante
0= dxdy—lex 1)|-rda
|Flz,y)l=1
verstanden wird. Da der Inhalt J des Bereiches I’

1

IF(xv ?/)l = Q]C, max (lxly Iyl) < kr:i

1= [ [ [ e

| Flz,)=Qk

gleich

so ergibt sich nach den letzten Abschitzungen fiir diesen Inhalt die Ungleichung

4110"
—2)G

|J — ¢ Qk 2/n| < an—l

Auch der Umfang L von I' lidsst sich leicht abschitzen; dabei wird zweck-
missigerweise unterschieden, ob »=0 oder »=1 ist. Im ersteren Fall bekommt

man wegen der Homogenitit von F'(xz,y) fiir grosses &
L= Cy(Q&)",

wo C, die Bogenlinge der geschlossenen endlichen Kurve
| F(x, )| =

bedeutet. Dies folgt daraus, dass die Kur?e

| F(x, y)| = Q%
mit dem Quadratrand

1
max (|z|, |y]) = &

keinen Punkt gemein hat, da wegen v = o0 die Menge H leer ist.
Sei dagegen »=1. Die Berandung von I' setzt sich alsdann zusammen aus
reellen Bogenstiicken der beiden algebraischen Kurven
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F(z,y)= ¥ @k

und aus Stiicken der vier Geraden

1 1
r=F B, y=TF k.

Es gibt also jeweils hochstens
2n+ 2

Punkte auf dem Rand von I' mit gegebener Abszisse oder Ordinate. Es ist nun
szwﬁ+dmw
wobei iiber die ganze Berandung von I' integriert wird, also erst recht

Léf(ldxlﬂdyl),

d.h. L ist hochstens gleich der Summe der Projektionen des Randes von I" auf
die beiden Achsen. Die Linge dieser Projektion iibersteigt nicht den Wert

1
, 2-(2n + 2) -2k
und also ist fir v = 1

1

L<(8n+ 8k,
20. Del; Bereich I' werde jetzt mit einem Quadratnetz der Seitenlinge
P P,---PQ
iiberdeckt; dabei seien die Quadratecken durch die Kongruenzen
p=p (mod PP, - P1Q), q=¢ (mod P,P,--- P,Q)

mit festen ganzen rationalen Zahlen p’, ¢ definiert. Alsdann fallen in I' eine
gewisse Anzahl N dieser Quadratecken. Diese Anzahl ist offenbar der Anzahl
der gewohnlichen Gitterpunkte gleich, die in einem Bereich I liegen, der aus
I’ durch die Ahnlichkeitstransformation

x=P P, PQx' +p
y=PP PRy +q
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hervorgeht, Diese Transformation verkleinert alle Inhalte im Verhiltnis
(P Py PR : 1
und alle Umfinge im Verhéltnis -
(PyPy---PiQ): 1.
Der Inhalt J' von I'" geniigt also der Ungleichung

. o(Qm
IJ”MﬂmBW

1
- 4v O QR
"~ (n—2) Gy (Py Py PLQY

und der Umfang L' von I’ der Ungleichung

1/n
[ CZ(Q@ fiir v=0,
| L] <

PP, P

1
l (8n-|—8)kh;i
lP1P2 PtQ_

fir v=1.
Andrerseits liegen nach einem bekannten elementaren Satz in einem einfach-

zusammenhiingenden Bereich mit dem Inhalt J' und dem Umfang L’ hochstens

I+ 4L+ 1)
und wenigstens
J'— (L + 1)

Gitterpunkte. Die Anzahl N muss also der Ungleichung!®
|N—J | <4l + 1)

geniigen. Es gilt also erstens fiir v=0

k)2/n 4 C (Q k)l/n
N —_— ,,O- ( Q < 2 + )
(PP, PQF| T PPy PQ T

Auf Grund der Voraussetzung

Q= ggkh-i—I

2

! Wie ich der Dissertation von L. W. Nieland (Groningen 1933) entnehme, stammt dieser
bekannte Satz von C. F. Gauss, Werke II, 8. 269 f. ’
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ist jedoch
n—I
soloun . 40 (2}

PP, PiQ~ PP, P\C,

so dass sich der Summand 4 in den anderen aufnehmen lisst und fiir » =o

I N 0(@76)2/" | - 03 Jiin
“ (P1P2 P Q)z - Ql—l/n

wird, mit einer positiven Zahl C;, die von k£ und @ nicht abhingt.

Sei zweitens » = 1. Dann ist

R T K2

)C,PiP;---Pf PPy Py

1
o (@A) | B ( 4t L4 (8t s)) B
T \rn—2

Auf Grund der Voraussetzung
c,
< 0 pn—1
=k

ist jedoch diesmal
1
n—1
k > 2

[

so dass sich der Summand 4 auch jetzt wieder in den anderen aufnehmen lisst

und also fiir » = 1
1

(QE)m Bt
N— X0 1<(
ROV D 2

wird, mit einer positiven Zahl C,, die von % und @ nicht abhiingt.

Die so gefundenen Ergebnisse fithren sofort zu einer Abschitzung fiir die
Anzahl Ng(PuP%---Pit;p',q’). Diese ist nach Definition gleich der Anzahl der
Paare ganzer rationaler Zahlen p, ¢, die den Bedingungen

1
IF(p1 Q)l = P’?IPZ?-uPthtk’ Ip)QI Skjn_l:
P Ep’ (mOd P’ll‘+l P{?—*—l .. P;’t+1), q= ql (mod Phl,l+1P’2l-g+l A P:lt-{-l)
geniigen; sie ist also gerade gleich einer Anzahl N, wenn die Zahl mit
g g

Q= PiPl. Ph
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zusammenfillt,. Somit wird

hy Phs . .. Dh Ok‘)/n : B
Ne(P! P'ﬁ Pl p',q) — prg,,_Pg(pflllpggmpgbt)z_ml_
03k1/11 . B
(PPl Pli—iin fiilr »=o,
= 1
Ckm1 .
m fir »=1.

Lésst man hier das Paar p’,¢’ die simtlichen n(P% Pk -- Pl) Elemente der
Menge m(P%P%--- P%) durchlaufen und beachtet man die Gleichung

n(P Pl . Ph)

d(P’{LP};? Pht) P2h1+2P2h2+2 P?ht+2 )

so ergibt sich also durch Summation aller so entstehenden Ungleichungen die
Abschiitzung

| No(P Pl Plt) — okﬁ/nd(anPhs - Pli)(P Pl PHpin| <

Cykt"n(PuP.-- Ph)
(PPl Pyt fir »=o,
<
0 ]cn—l P’1l| Phg e .Pht
£ ( : t ) fir v=1.

| pupn P

Es sei aber noch einmal darauf aufmerksam gemacht, dass bei dieser Herleitung

ausdriicklich vorausgesetzt wurde, dass
1

Q:P?nP’ebg..‘P?tS%kr—l
ist.
21. Die Abschitzungen in 20. machen es moglich, die Anzahl Ny aller
Paare ganzer rationaler Zahlen p, ¢ mit

1

e <k (p,q, PPy Py) = WY
Q(I%Q) (pq t |p Q|

angenihert zu bestimmen. Nach 16. besteht fiir diese Anzahl die Reihenent-
wicklung
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Ma

G(PhPl .- Phy.

bl

=0

Um die bisherigen Ergebnisse anwenden zu konnen, werde die Summe auf der

rechten Seite in die endliche Teilsumme

und den unendlichen Rest

N%—ZZ 2 No(P Pl - Ph)

R=0hy=0  hy=0
1

fiz P:li ~ 9’2 k'n~1

Pot. ..

I’h "

zerlegt, so dass
Ng == N + N¢
ist.
Die Glieder von Ng ersetzen wir durch die Ausdriicke, die am Ende von
20. hergeleitet wurden. Mit der fruheren Abkiirzung

6(P, Py - Py = Z Z Z d(Ps Pl Pli)(Pli Pl - Pl
hy=0 hy=0

P'f‘P 1>hf <z

wird dann gerade
1 .
l C,k» S fiir v=o,

1

k18" fir v=1,

(Pl P2 . Pt)k2/n| <.

1
|NG — - a("kﬁ

wobei

1
§ = Z Z Z ((Pl Pl Pi) (Phs P Pl ()
hy=0 hy==0

1
1)’121 Ph ]) t < C‘) kﬂ—l

und
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§' =22 X n(PhPy P)(PoPy o P
hy=0l=0  hy=0
1

h1 hz [‘;Lt < % k»,_l:i
2

PP
ist. Bedeute nun wieder wie beim ersten und zweiten Hauptsatz die Zahl ¢ die
Anzahl der Primzahlen P, P,, .. ., Py, fiir die die Gleichung I (z,1}==0 im Korper
der Pradischen Zahlen 16sbar ist, und f, die Zahl #, + sgnv. Nach dem zweiten
Hauptsatz besteht fiir hinreichend grosses x > o die Formel

o} fir ¢ =o,
e P o
g0 dass also auch
o} . fir # = o,
0c, s (P Py P)R = o(Py Py PR + .
’ 0(7&7—"i (log k)‘z“) fir ¢ =1

‘sein muss. Wenn ferner ¢* — o ist, so verschwindet die Anzahl n(PhPle - Ph),
sobald einer der Exponenten h, hy, ..., hy eine gewisse endliche Grenze iiber-
schreitet; gilt dagegen ¢} = 1, so besteht die Ungleichung

n(PuPl-- Pty < ¢ PPl Ph,

wo ¢ eine positive Zahl bezeichnet, die von den Exponenten ki, hy, ..., b nicht
abhingt. '

Um diese Aussagen anzuwenden, macht man jetzt zweckmissigerweise fol-
gende Fallunterscheidung:

‘1. Fall: v=o0, § =o0. , .

Die Summe S besteht aus einer beschrinkten Anzahl von Summanden,
bleibt also unterhalb einer von % unabhingigen Grenze. Demnach ist

N =o6(P, P, P)k*™ + O(k'/").

2. Fall: »=1, ¢ =o0.
Die Summe S” besteht aus einer beschrinkten Anzahl von Summanden,

bleibt also unterhalb einer von % unabhingigen Grenze. Demnach ist

1

N6 = o6(P, Py Py + O(k").

" 20—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 6 novembre 1933.
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3. Fall: v=o0, t: =1.
Ohne Einschrinkung werde angenommen, dass die Gleichung F(z, 1)=o0
im P.-adischen Korper allein fiir die Indizes

*
T=1,2,...,18,

nicht aber fiir die ibrigen losbar ist. Alsdann verschwindet »(PuPl--- Ph),
falls einer der Expounenten &ti1, hif42, ..., It eine gewisse Grenze iibersteigt,

und es gilt im iibrigen die Ungleichung
n(PuPle--- Pt) < ¢PuPl. - Ph.
Sei wieder N(u) die Anzabl der Summanden von §’, fiir die

u< PPy Pt<o2u

wie in 15. zeigt man, dass

log (4u))‘3—l
T < {=d
Nu) <y (fog >

ist mit einer gewissen konstanten natiirlichen Zahl y. Die Summe der Sum-
manden von S’ mit
u<PupPh . Pt < 24

hat demnach héchstens den Wert

(foelan)t
76( log 2 (2™,

denn es gilt fiir diese Summanden

(P Ph- - Ph)(PaPh .- Pft)_ (1—%) < ¢(PuPle--. P{‘t);‘ <2 u)’11
Die Summe S’ werde jetzt in die Teilsummen mit
u=PuPly - Ph<2u
fiir w=1, 2, 4, 8, ... zerlegt; natiirlicherweise beschrinkt man sich dabei auf die-

jenigen Werte von «, fur die

1
0= ‘Qk;;i
2
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ist. Da infolgedessen gleichmissig in

ye (1—01%{(%2@)tb—‘1 (2)" = O({log RS (20)"

gilt, so wird also

8= 0(log k1) 2 (2"

und nach Summation dieser geometrischen Reihe

1
8" = 0 (k1 (log k)fi—),

und es ergibt sich
1

No=o00(P, P, P)k" + O (k" (log k)—1).

4. Fall: v=1, 8= I
Wieder werde wie beim dritten Fall vorausgesetzt, dass die Gleichung
F(x, 1) =o0 allein fiir die Indizes

im Korper der P,adischen Zahlen Wurzeln hat. Alsdann verschwindet die An-
zahl n(P%P% ... Pl), falls einer der Exponenten hg.i1, hit+s, ..., by eine gewisse

Grenze tiberschreitet und es ist im ibrigen
n(Ph11P22 RN _P;'i) < CP’:‘P’.;" . Pilt'

Die Summe S” ist demnach nicht grosser als die c-fache Anzahl der Potenz-
produkte P} P%--- P, die der Ungleichung

1

Phpy. Phs Sogimi

geniigen und fiir die die letzten ¢ — 3 Exponenten unter einer von % unabhiin-

gigen Schranke bleiben. Daraus folgt leicht die Abschitzung

" = 0((log YY),

und es ergibt sich
2 1

Ni = 00(P, P, P) k" + O(k"* (log k)%).
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Nachdem so in allen vier Fillen die Anzahl Ng abgeschitzt worden ist,
zeigt ein Blick, dass die letzten drei Fille sich zu einem zusammenfassen lassen,
und zwar ergibt sich so schliesslich:

( 1
, I O (k™) fir ¢, =o,
Ne=o0a(P, P, - P)F¥" + ]

1

O (k' (log k)—) fiir ¢, = 1.

22. Um auch die zweite Teilsumme Ng nach oben abzuschiitzen, muss auf
ihre Bedeutung zuriickgegangen werden; offenbar stellt sie gerade die Anzahl der
Paare ganzer rationaler Zahlen p, q dar, die den folgenden Bedingungen geniigen:

1 1

o
| F(p, ¢)| < % Q(p, q), Q(p,q)>*'2—°k"“‘, p,al <&, (pg, PPy P)=1.

Diese Anzahl ist nach den fritheren Ergebnissen fiir grosses £ sicher gleich
Null, wenn ¢ =o ist.

Sei "dagegen f; > 0. Die Gleichung F(z,1)=0 moge wieder allein fiir
t=1,2,...,f; im Korper der P, adischen Zahlen losbar sein. Unter P, werde
die grosste der Primzahlen P, P,, ..., P, verstanden; alsdann bedeute

Q= {Qn Q. . -, @}
die Menge aller Potenzprodukte
Q= PuPE- Pl

mit ganzen rationalen Exponenten, die der Ungleichung

o0 y 1
70kn~1 < Q < ,2_01)” Jn—1

gentigen und fiir die die Kongruenz
F(p, ¢) = o(mod ¢)

sich in ganzen rationalen Zahlen p, g mit (p,q, P, P, ... P)=1 l16sen lisst. Dazu
ist offenbar notwendig, dass die Exponenten i1, hetyia, ..., bt unterhalb einer
von &k unabhingigen Grenze bleiben. Dasselbe Verfahren, das schon mehrfach
angewandt. wurde, zeigt, dass @ nur hoéchstens

O ((log #)* )
Elemente enthiilt.
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Es werde jetzt fiir jedes Element @ aus Q unter N”(@) die Anzahl der
Paare ganzer rationaler Zahlen p, g mit

1

F(p,g)=0(mod @), |p, gl <k, (p,q, PPy P)=1

verstanden. Da jed‘er Wert der Funktion ¢(p,q), der grosser als

1
gQ Jr—1
2
ist, offenbar durch mindestens ein Element ¢ aus Q teilbar sein muss, so be-
steht gewiss die Ungleichung

No= JN"(Q),
Q

wobei die Summe iiber alle Elemente @ der Menge Q zu erstrecken ist.
Damit aber
F(p, q) =o0(mod Q)
gilt, wo
Q= PuPl Pl

ein Element von @ bedeutet, ist notwendigerweise

p=p (mod Pt Plett - Piet), g = g (mod PlutiPi+1 - Plit),

und zwar durchlaufen hier p’,q’ die simtlichen »* (PP - P} Elemente der
Menge m*(PhuPk--- Ph). Jedes derartige Kongruenzenpaar hat aber an Losungen,
die den Nebenbedingungen

1
|p, q| = &
geniigen, wegen
.

Q= PPl P> %kh—l

héchstens eine Anzahl, die unterhalb einer von % unabhiingigen Schranke bleibt.
Weiter gilt nach 14. die Ungleichung
1

. Co p gm
n (P’]’/Isz B P;"t) << cP’IHP}zlz . .P;lt < I _Z.Q Pﬂk’)l—l .
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Also muss gleichmiissig in allen Elementen ¢ aus Q

1
N"(Q) = 0k
sein und demnach
1

NG = Ok (log k)s~Y),

womit diese Zahl auch im Fall ¢; = 1 nach oben abgeschitzt ist.

23. Nachdem so die beiden Teilanzahlen N; und Ng einzeln angeniihert

berechnet worden sind, ist wegen

Ng= Ng + Né
der Wert von Ng auch bekannt, und zwar ergibt sich die Abschitzung
0k fir ¢, =o,

1

Ok (log k)o™) fiir t,=1.

No = o0(P,P;-- P)I" + J

Damit ist das folgende Ergebnis bewiesen:

3. Hauptsatz: Bedeute

Fl(x,y) ecne trreduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten vom
Grad n= 3,
P, Py, ..., P endlichiiele verschiedene Primzahlen,
ty " die Anzahl derjenigen Korper unter den Korpern der reellen, der
Pi-adischen, der P, adischen, ..., der Pradischen Zahlen, tn denen

die Gleichung F(x, 1) = 0 mindestens eine Wurzel hat,

p und ¢ zwei ganee rationale Zahlen,

Q(p, q) das grosste Potenzprodukt der Primzahlen Py, Py, ..., Py, das in
F(p, q) aufyeht,

“+ x
o das konrergente Integral o :j | Flz, 1) dx,

o(P,P,--- P) die im 2. Hauptsatz definierte Reihe

@K =

o(P Py 1) =2 2 2d(Pie Pe- Pi)(Pp Pl Plpm,

R=0Rh=0 k=0
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k etne tiber alle Grenzen wachsende positive Zahl,
Ng die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen P, 4, die dem Be-
dengungssystem
| F(p, )] _ -
oAl < yql < k1, ,q, PPy P)=1
9 a |»,ql (p.q, PPy P)

gentigen.
Dann besteht die asymptotische Gleichung

1

O (k" far ¢, = o,
Ng=00(P,P, - PYk + (&) °

1

O (k" (log k)v™1) filr f,=1.

(Obwohl der Beweis dieses Satzes ziemlich miihselig war, benutzte er doch
nur elementare Xongruenz-- und Gitterpunktsbetrachtungen, im Gegensatz zum
1. Hauptsatz, der in ganz entscheidender Weise mehrfach vom Thue-Siegelschen
Satz und seiner P-adischen Verallgemeinerung Gebrauch machte.)

Die Resultate der drei Hauptsiitze erlauben ohne Miihe, das gesteckte Ziel
zu erreichen und eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der Lésungspaare
der beiden Bedingungen

[ F(p, 9l

“"S](H Y,y 7—PPP =1,
Q(p, 9) g BBy P) =

oder der beiden Bedingungen

oy (pg)=1

anzugeben. Dies werde im letzten Kapitel jetzt dargestellt.

IV.

24. Zur Abkirzung werde die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen
p, q, die den beiden Bedingungen

| F(p. o)l _

=k, ,q, PPy P)=1
Qp, 0 (p.q, PP, P
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geniigen, mit A(k), die Anzahl derjenigen Paare, die den beiden Bedingungen

[F(p, 9l _, _
é—(_p:q_)—glv (pv(J)—I

geniigen, mit A’(k) bezeichnet. Diese beiden Anzahlen sind nicht unabhiingig
von einander, sondern lassen sich auf einander zuriickfithren.

Ist ndmlich p, ¢ ein Losungspaar der Bedingungen

| F{p, d)|
(». q)

ékv (pquPJP:’.'AP’):Iy

<

so muss der grosste gemeinsame Teiler von p und ¢

d=(p, q)
teilerfremd zu den simtlichen Primzahlen P, F,, ..., P sein, und es gilt also
fiir das Zahlpaar »
r B , r_ g , oo
- (] q d (p » ) I,

die Ungleichung

[P q) _ %
Qp.g) A

da oftenbar

R, q')= Q(p, g

ist. Somit muss die Gleichung
AR =S (dﬁ)

bestehen, wo d fiiber alle natiirlichen Zahlen lduft, in denen keine der Prim-
zahlen P, P,, ..., P, aufgeht. Die hier auftretende Summe ist nur scheinbar
unendlich, denn trivialerweise ist

A'(k)=o0 fir k<1.
In entsprechender Weise lisst sich A'(%k) durch A (k) ausdriicken. Zu die-

sem Zweck werde wie iiblich die M&biussche arithmetische Funktion u(d) ein-
gefiihrt als Entwicklungskoeffizient der Dirichletschen Reihe
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o

s = D uld)d

da=1
tir die Reziproke der Riemannschen Zetafunktion. Es ist bekanntlich

fir d=1,

[1
d)="
Z“( ) lo fir d>1,
wenn die Summe iiber alle Teiler d' von d erstreckt wird. Auf Grund dieser
Beziehung zeigt man leicht die Gleichung

AF) =S uld) 4 (%)

wo die Summation wieder iiber alle natiirlichen Zahlen d lduft, die zu den Prim-
zahlen P, P,, ..., P; teilerfremd sind. Auch die hier auftretende Summe ist

nur scheinbar unendlich, denn trivialerweise ist
A(k)=o0 fir k<1.

Da sich auf solche Weise die beiden Anzahlen A(k) und A’(%) auf einander
zuriickfilhren lassen, so geniigt es, eine von beiden zu bestimmen. Die Ergebnisse
der drei Hauptsiitze liefern am einfachsten eine Formel fiir die Anzahl A(%).

25. Zu diesem Zweck moge die Menge der Ldsungspaare von

[F{p, o)l _
e <k ,q, PP, P)=1
Q(p, q (p,q, Py ) ")

in die Teilmenge mit
1

lp,q] =&
und in die Teilmenge mit
1

Ip,q| > k1

zerlegt werden. Was die erste dieser beiden Teilmengen anbelangt, so ist die
Anzahl ihrer Elemente nach dem 3. Hauptsatz gleich

' 1
0 (k™) fir ¢, =o,
oo (P, P, - PYkY™ + .

0 (k" (log k)o1) fir t,=1.

21--33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 6 novembre 1933.
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Um auch fiir die Elementenanzahl der ersten Menge eine Abschitzung zu gewin-
nen, muss man folgenden Hilfssatz aus dem ersten Teil dieser Arbeit zu Hilfe
nehmen':

Satz 6: Werden dieselben Bezeichnungen wie betm 3. Hauplsatz angewandt

und sind
¢, ..., ey
die simtlichen reellen Nullstellen,
Loy Gov ooy L0
Sir v=1,2,...,t die simtlichen P,adischen Nullstellen des Polynoms

f(@) = Flz, 1),

sowert solche existieren, so besteht fiir alle Paare ganzer rationaler Zahlen p,q wmat
qg# o und (p,q, PP, - P)=1 die Ungleichung '

E_u-—l)l)x
, ,|q :

| F(p. o _ |p.al* . ( lp -
- Iv —-—/3
Qp, 9 ¢ q

"lg

t
X Hmin (I, lp—'qulP,, IP“QC;IP,» ey Ip_—qc(;l_l) IP»g)'

=1

Dabei bedeutet Cy eine positive Konstante, die von p und q nicht abhdngt; ferner
ist auf der rechten Seite dieser Ungleichung der Faktor

min(l, —’-’—g’l,...,lﬁ—gﬁ'—l)l)
q q

und jeder der Faktoren

p_
q CI’

mill(l, Ip_qcthfi Ip—qc;lf’p ceey Ip_qg(:f_l)ll’,) (T= ,2,..., t)

durch Eins zu ersetzen, folls die zugehorige Anzahl v bzw. v, verschwindet.
Um diesen Hilfssatz auf die Berechnung der Anzahl der Lidsungspaare der
Bedingungen ‘

LEe.ol 00 =¥, (p.g, PP, B)=1
Q(p q)

- ! Siehe I, Hilfssatz 5, 8. 722.
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anzuwenden, bemerken wir zundchst, dass fiir hinreichend grosses & dieses Be-
dingungssystem keine Ldsungspaare p,q mit g¢=o0 haben kann; dies ist fast
trivial. Somit ist die Anzahl der Losungspaare hiochstens gleich der Anzahl der
Paare ganzer rationaler Zahlen p,q, die den Bedingungen

L]

min (I, }g—g

2.
q

B.__ (v—l)l) X
J g
t
X [ win (1, |p—gCelr, [p —q8Gile,, - o |p— gl p) < Gyl p, g |,

7=1
1

q7é0, lp)Q|>kE:17 (p’Q)PIPS"'Pt)zl

geniigen. Aus dem ersten Hauptsatz und dem Zusatz hierzu geht aber sofort
hervor, dass dieses Bedingungssystem

fir {,=0 keine,
' 1

fiir £, =1 O (& (log kYo

Liosungspaare p, g hat, sobald £ hinreichend gross ist.
Damit sind die nétigen Abschiitzungen zusammengestellt; aus ihnen ergibt
gich der Satz:

1. Ergebnis: Die Anizahl A(k) der Liosungspaare p, q der beiden Bedingungen

[Flp. ) _
Y ky s Y PP, Py =1
Qp, 9) (p.g. PPy B)
st fiir grosses k gleich
t ' 2 .
Ok far t,=o,
AE) = o [ o(P) - B2 + (&) ’
z=1

1 .
O (k* (log B)sY) fiir ¢, =1.

26. Um zu einer entsprechenden Formel auch fiir A'(%k) zu gelangen, ma-
chen wir Gebrauch von der bekannten Formel

ould 1 6
gl d? —g(z)—ni’

Aus derselben folgt leicht die weitere Gleichung
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"~

4
L(d EZHI_—‘P—2

Z d? 7T

d=1 z=1
(d, Py Py ... Pp=1

Der Rest dieser Reihe geniigt ferner der Ungleichung

< 2 d—lz‘=0(/ﬂ“‘/")

und somit ist

S wareTlatra ()" =2 11,2

d=<gl/n =1
(d,P,P:... Py)=1

k2/n + 0 (kl/n)

Weiter bestehen die beiden Ungleichungen

F s

d=gl/n
und

| j)i (108 28) ™} = 04 tog 1.

d=xlin

Fiihrt man die Abkiirzungen

_ o(P)
04 1 — P

7

ein und beachtet man, dass nach dem ersten Ergebnis fiir £ =1

1

_aHa k2/n| I Cole” fir 4= o,

1

C. k" (log 2 ko fiir ¢, =

ist mit einer von % unabhiingigen positiven Konstanten (j, beriicksichtigt man
ferner die Identitiit

am= 3 u@4(L)

d_<_k1/n
(A, Py Py... Py=1

so ergibt sich der gesuchte Satz:



Zur Approximation algebraischer Zahlen. III. 165
2. Ergebnis: Die Anzahl A'(k) der Lisungspaare p, q der beiden Bedingungen

1209 <3, (90—

wst filr grosses k gleich

. HG g s 0 (&™) - fiir f,=o,

7=1

O (k" (log k)™Y) fiir £,=1.

Es ist bemerkenswert, dass man fir die beiden Grenzwerte

’ t .
H o(P) und lim A:(k) =d ]l P)

k—» =] ki/n k> w /CZ/" =1

zu fast gleichartigen Ausdricken kommt; neben einem Faktor ¢ bzw. o', der ge-
wissermassen die Absolutbetrag-Bewertung reprisentiert, treten Faktoren o(P;)
bzw. o (P;) auf, die jeder der P,adischen Bewertungen zugeordnet sind. -Weiter
ist interessant, dass nach diesen Formeln gewissermassen nur o % aller Zahlen

sich durch die Binirform F(z,y) darstellen lassen, denn es ist ja
Alk) = olk), A'(k)=o(k),

wenn k iiber alle Grenzen wichst.
Aus den Ergebnissen 1 und 2 folgt noch:

3. Ergebnis: Die Dirichletsche Reihe

Zis= 2 {—*flg(p’wn—s (s =0, + t2)

konvergiert fiir oy > 2/n; die durch sie dargestellte analytische Funktion hat bei

s = 2/n einen einfachen Pol mit dem Residuum
t .

zGIIG(P,)
n 7=1

wnd ldsst sich bis in. die Halbebene o, > 1/n—1 fortsetzen, falls t, = 1 ist, und

sogar <n die Halbebene o, > 1/n, wenn t, den Wert o hat.
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4. Brgebnis: Die Dirichletsche Rethe

) B + > +: |F(P, q) “—8 _ .
ro-5 3 el =
p, q}==1

konvergiert fiir o, > 2/n; die durch sie dargestellte Funktion hat bei s = 2/n einen
einfachen Pol mit dem Residuum

t
25 Tl o(Py)
n z=1

und ldsst sich bis in die Halbebene o, > 1/n— 1 fortsetzen, falls t, = 1 st, und bzs
in die Halbebene 6, > 1/n, wenn t,= o ist.

‘Es wiire von grossem Interesse, das genaue Existenzgebiet der durch diese
Reihen Z(x) und Z’(s) definierten Funktionen zu bestimmen; dies wird aber
wahrscheinlich nicht leicht sein. Vielleicht lassen sich diese Reihen fiir die
analytische Theorie der Bindrformen hoheren Grades heranziehen und gelingt
es, mit ihrer Hilfe ein Analogon zur Klassenzahlformel von Gauss-Dirichlet fiir

die quadratischen Formen im Gebiete der Formen hoheren Grades nachzuweisen.

Amsterdam, im Juni 1933.



