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III, 

Im Sommer 1925 teilte mir Herr  Prof. C. Siegel einen bisher unverSffent- 

lichten Beweis des folgenden Satzes mit: 

))Sei F(x , y )  eine irreduzible BinSrform mit ganzen rationaleu Koeffizienten 

yore Grad n ~ 3. Dann konve~yiert die Diriehletsche Reihe 

Z ( s ) =  ~ ~_a [F(p,q)[-" (s----ao + ti) 

p~+q~4=O 

f~r  % > 2/n; die dutch sie dargestellte Funktiou Z(s) 15sst sich in die gauze Halb- 

ebene a o > I / n - - I  fortsetzen und ist bier iiberall regula'r, his auf  einen einfachen 
§  

Pol bei s-~ 2In mit dem Residuum 2-] ]F(x,  I)[-2mdx.)) 
n J 

- -  o o  

Der Beweis machte, abgesehen yon elementaren Absch~tzungen und yon 

der Eulerschen Summenformel, in wesentlicher Weise Gebrauch vom Thueschen 

Satz fiber die Approximation algebraischer Zahlen dutch rationale. Dass man 

vom Thueschen Satz Gebrauch machen muss, ist fast selbstverst~ndlich; denn 

bereits die Tatsache, dass Z(s) fiberhaupt eine Konvergenzhalbebene besitzt, be- 

sagt mehr, als dass F(x,  y) ]ede gauze Zahl nur endlich of~ darstellt. 

Es gelang mir sparer, den Siegelschen Beweis durch ttinzunahme yon Ket~en- 

bruchbetrachtungen so abzu~ndern, dass er zu folgender sch~irferen Aussage fiihrte: 
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,>Zst A(k) 
gleichung 

Kurt  Mahler. 

die An.zahl der Paare ga~zer ratiol~aler Zahlen p,  q, die der UJ~- 

IF(p, q)] -< ;~ 

geniigeu, so besteht f,i'r grosses k > o die asymptotische For reel 

.(.)= fl.'(., 0 �9 + o(k's 

D a  offenbar  A(k)/k die mi t t l e re  Anzahl  der Dars te l lungen  grosser  natf i r l icher  

Zahlen durch den Abso lu tbe t rag  yon F(x ,y)  bedeutet ,  so ist  h ie rnach  diese 

mi t t le re  Anzahl  gleich 

2 1' 

=o(i), 

und es gibt  demnach  gewissermassen  nur  0 % aller  Zahlen,  die sich durch  die 

be t rach te te  Bin~rform dars te l len lassen. 

Zu ganz analogen S~itzen k o m m t  man,  wenn man  in der  Reihe ffir Z(s)nur 

fiber die t e i l e r f remden  Paa re  p, q summie r t  oder  die Anzahl  A'(k) der LSsungs- 

paare  p,  q yon 

I F ( p , q )  I -<k ,  ( p , q ) =  I 

be t rach te t ;  man  muss in den le tzten Aussagen dann  nur  

erse~zen. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist nicht der Beweis der zitierten S~tze, 

sondern der Beweis eines allgemeineren Ergebnisses, das sie als blosse Spezial- 

f~lle enth~lt .  Diese Vera l lgemeinerung  beruh t  darauf ,  dass neben dem gewShn- 

lichen Abso lu tbe t rag  auch die p-ad ischen  Bewer tungen  herangezogen  werden,  wie 

dies berei ts  in den beiden ers ten Tei len der  vor l iegenden Abhand lung  geschah:  

Dor t  wurde u: a. gezeigt l :  

Siehe meine Arbeit: ,,Zur Approximation algebraischer Zahlen,,, Teil I in Math. Ann. Io7 
(I933) , 691--73o und Teil II in Math. Ann. Io8 (I933). 37--55, welter zitiert als I u n d  II. Der 
angegebene Satz ist eine triviale Folge aus I, Satz 2, S. 722. 
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~)Sind 1)1, P , , . . . ,  Pt endliehviele verschiedene Primzahlen und ist Q(p, q)fi~r 

,rgend zwei ganze rationale Zahlen p, q, die nicht beide verschwinden, ihr gr6sstes 

Potenzprodukt, das in F(p,  q) aufgeht, so besitzt die Ungleichung 

IF(p, q)l_< k 
Q(p, q) 

fiir noch so grosses k > o  nut endlichviele Lb'sungslgaare 1), q mit  (p, q ) =  I und 

also auch nur endlichviele L6sungspaare p, q, die nut der geringeren Forderung 

(P, q, 1)1 P~ . . . Pt) = I .qeniigen.~> 

Es h~t also Sinn, nach einer usymptotischen Formel ffir die Anzahl A(k) 

der LSsungspaare p, q von 

I F ( p , q ) l < ~  ( p , q , p , •  p , )=  
Q ( p ,  q) - , . . .  

oder fiir die Anzahl A~(k) der LSsungspaare p, q yon 

IF(p'q)I < k, (p,q) = t 
Q ( p ,  q) - 

zu fragen, under der Annahme, dass k > o fiber alle Grenzen w~chst .  

als Antwort auf  diese ['rage die beiden Beziehungen 

Ich zeige 

und 

A ( k )  = 

t 

I .  H .  (.e,). ~/,, + o(k,") 
t 1 

[ O' H 0" (e,g) �9 ~2/n ~ O(]gn--i (log k)to-1) 
,g=l 

I t 
. a ' n a ' ( p ~ ) ,  k2m + O(k!/'~logk) 

[ a ' H a ' ( P ~  ) k'l" + O(k'~-~(logk) to-l) 

ffir t o ~ O  ~ 

f i i r  to >-- I ,  

f fir t o -~ O, 

ffir to--> I. 

Dabei geben die Konstanten 

f a =  IF(x,  I)]-21~dx, a'= ~ IF(x, I)]-2/~dx 
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gewissermassen das Verhalten der Form F(x, y) in bezug auf die Absolutbetrag- 

bewertung wieder; entsprechenderweise sind die Zahlen 

ao 

o(P~) = Y, d(~;;)(~) , .'(P~) - 

fiir ~ - I ,  2 , . . . ,  t der P~-adischen Bewertung zugeordnet, und es bedeute~ in 

ihnen d(/~,) die Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen p, q mit 

(F(p, q), P~+~) = t~, (p, q, P,) = I 

im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen p, q. Ferner ist t o die Anzahl der- 

jenigen KSrper unter den KSrpern der reellen, der Pl-adischen, dex P~-adisehen,... ,  

der Pt-adischen Zahlen, in denen die Gleichung 

F ( x ,  i) = o 

mindestens eine Nullstelle hat. 

Das Bemerkenswerte an diesen beiden Ergebnissen ist, dass sie in klarer 

Weise die Gleichbereehtigung der verschiedenen /)~-adischen Bewertungen unter 

einander und mit der Absolutbetragbewertung zum Ausdruck bringen. Dies wird 

noch klarer, wenn man beachtet, dass ja 

t 

IF(p, q ) l _  I~(p, q)I H I F(p, q)l~ 
Q(P, q) v = l  

ist. Merkwiirdig is~ auch das Auftreten der Anzahl t o in den Fehlergliedern; 

ob diese allerdings die richtige GrSssenordnung des Fehlers geben, bleibe dahin- 

gesteU~. Die Entscheidung hieriiber wird sich vielleicht durch eine Verschiirfung 

des Beweises in dieser Arbeit erbringen lassen. 

Aus den asymptotischen Formeln fiir A(k) und A'(k) liisst sich auch eine 

Verallgemeinerung des Siegelschen Satzes gewinnen. Es folgt leicht aus ihnen, 
dass die beiden Dirichletschen Reihen 

Z(s)-~ ~ ~ ( 'F(p 'q) ' t -~ u~d Z'(s)-~ ~ ~ { 'F(P'q) '}  -~ 
p=-| q=-| O(p, q) ,=-~ q=-~ Q(p, q) 

(P, q, P1 P.z.. Pt) = 1  (p, q ) = l  

fiir a o ~ 2/~ konvergi.eren und dass sich die durch Me dargestellten Funktionen in 
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die Halbebene a o > I / n -  I fortsetzen lassen und hier reguldr sind his au] einen 

einfachen Pol bei s = 2/n mi t  dem Residuum 

t t 
2 , 

2 ~ H . ( P c )  b~w. ~- ~ I I  (~ (e,) .  
n ~$ 

Im Spezialfall t o ~ -o  kann man beide Funktionen sogar bis in die gauze Halb- 

ebene a o > I/n fortsetzen und die erste yon ihnen existiert darfiber hinaus nach 

einem aiten Satz yon Hj. Mellin in der ganzen s-Ebene als meromorphe Funktion. ~ 

Es sei noeh kurz einiges fiber den Beweis der N~Lherungsformeln ffir A(k) 

und A'(k) gesagt. Diese beiden Anzahlen sind mit einander durch die beiden 

Gleichungen 

verbunden, wo fiber alle natfirlichen Zahlen mit 

(d,  P 1 P ~ . .  P , )  = 

summiert wird und wo tt(d) wie fiblieh die MSbiussche arithmetisehe Funktion 

bedeutet. Es genfigt also, eine von ihnen zu berechnen, da man dann die andere 

auch leieht angeben kann. Da nun A(k) ein einfacheres Verhalten zeigt, so 

wird in dieser Arbeit die Anzahl A(k) der LSsungspaare yon 

I F (p, q) I < ~, (p, q, PlP~ P~) = 
q(p, q) . . . .  

abgesehi~tzt: Es wird unterschieden, ob 

1 

Ip, q]>--]C n-i  oder I p ,  q l < k  " - ~  

ist. Die zweite Teilanzahl wird auf elementare Weise bestimmt, indem man sie 

welter unterteil t  je naeh dem Wer t  yon Q(p, q) und den Kongruenzeigenschaften 

von p ulld q; alsdann ist es nur nS~ig, yon trivialen Gitterpunktsabschiitzungen 

Gebrauch zu machen. Wesentlich schwieriger ist die Abschi~tzung der zweiten 

Teilanzahl. Man muss zu diesem Zweck meine Verallgemeinerung des Thue- 

Siegelschen Satzes heranziehen und sich einfacher Si~tze fiber Kettenbrfiche be- 

dienen. Der Beweis enth~lt implizit eine Theorie der Kettenbrfiche bei Berfick- 

1 Siehe Acta Soc. Scient. Fenn.  29, (I9OO), Nr. 4. 
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sichtigung der reellen und versehiedener /0-adiseher Bewer~ungen. In einer sp~- 

teren VerSffentliehung hoffe ich diese Dinge eingehender darstellen zu kSnnen. 

Zum Sehluss mSge noeh erw~ihnt werden, dass die Ergebnisse dieser Arbeit 

auch dann riehtig bleiben, wenn die Bindrform F(x ,  y) nicht mehr irreduzibel ist, 

sondern nut noch niehtverschwindende Diskriminante hat und im K6rper de," ratio- 

nalen Zahlen in keine Faktoren von niederem als zweiten Grad ze,fh'llt. Dieselbe 

Verallgemeinerung ist aueh in den beiden ersten Teilen zulgssig, wenn man sieh 

iiberall start mit dem Siegelsehen mit dem Thuesehen Exponenten zufrieden gibt. 

Herrn Prof. C. Siegel gilt mein aufriehtiger Dank dafiir, dass er mir seiner- 

zeit seinen Satz und Beweis mitteilte. 

Tabelle  der Zahlen ~,, o, a' fiir die spezielle Bhagrform 
F ( x ,  y) ~ x 3 - -  ~ys.  

' .  kbsolutbetrag-Bewertung: 

+oo + ~  

o. 2 [-'/'dx. 

2. /0-adisehe Bewertungen : 

P = 2  

/0----3 

1o= 5 

P = 7  

P =  I ,  

P = ' 3  

V = O  

( 7 - -  

0 " ~ -  

Y ~ ,  O - -  

~ = 0  i f =  

8 

2 + t / ~  

4 
8 

6 +  2 g ~  

9 
$ 

20 1/'5 -- 4 
8 

2 5 ( ] / - 5  - -  I )  

48 

49 

, , 0  ]/ , I  - -  I 0  

I 2 I  ( V - H  - -  I )  

,68 
169 

8 

2 + F 4  s 
(/ 

3 
8 

, _  3 + 1 / 9  
4 
8 

o ' -  5 I/~5 - I 
3 

6 (g~ - ,1 

p 
O" = I 

P 

O" - - -  

3/__ 

I I  ]J I I  ~ I 
3 

~2(V-Ii - I) .  

0 = I 
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P = I  9 
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V - -  I f f - -  

1 i 
V = O  i f - -  

. P = 2 3  v ~ I  a - -  

P - - 2 9  v - - I  a - -  

8 

272 ] 7 ~ _  I6 
3 

289 ( V ~  - -  I) 

36o 
361 
g 

506 If23 22 
3 

529 ( V i 3  - ~) 

812 ]/29 28 
3 

841 (] 29 I) 
3 

870  ~ 3 I  q- I 8 3 0  

3 

a ' - -  '7 ~ - -  I > I  
3 

18 ( W ~  -:- i)  

(7' = I 

3 

96I, | / 3 I  I) 32 (V~- I) 

3 

8 

~4 (V~3 - i) 
3 

,_29 V~9- I  > i  

30 ( ~ f f 2 9 -  I) 

, =  29 1/31 + 6 I  > 
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Die beiden Primzahlen P = 2 und P = 3  sind irregular, alle anderen Prim- 

zahlen dagegen regular in bezug auf die Form F(x,  y). 

Wie in 

wi~hlt worden: 

F(x,  y) 

[a[ 

1"1 ,  P ~  , . . . ,  P t  

p und q 

Q(p, q)  

k 
~, ~ ' , . . . ,  C(,-1) 

13--33617. Acta 

Beze ic lmungen:  

den beiden ersten Teilen sind folgende festen Bezeichnungen ge- 

bedeutet eine feste irreduzible Bini~rform mit ganzen rationalen 

Koeffizienten yore Grad n>~],  und es ist f Ix)~--F(x,  I). 
bedeutet den gewShn!ichen Absolutbetrag einer reellen Zahl. 

bedeutet den P-udischen Wert  einer P-adischen Zahl. 

sind endlichviele verschiedene Primzahlen. 

sind zwei ganze rationale Zahlen, die entweder teilerfremd oder 

der Bedingung (p, q, P1P.,- . . .  Pt)= I genfigend angenommen wer- 

den; es wird ]p, q] = ma.x ([p[, [q])gesetzt. 

ist das gr5sste Potenzprodukt der Zahlen P1, P~ , . . . ,  Pt, das in 

F(p ,  q) aufgeht. 

i s t  eine positive und fiber alle Grenzen wachsende Zahl. 

sind die siimtlichen reellen Nullstellen von f (x) .  
sind fiir ~ =  I, 2 , . . . ,  t die si/mtlichen P~-adischen Nullstellen 

yon f(~). 
mathematica. 62. Imprim4 lo 3 novembre 1933. 
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t* und to 

a und a' 

d(~) 

a(P) ~,,d a'(p) 

A(k) 

A'(k) 

Kurt Mahler. 

t 

sind die beiden Anzahlen t,* =: ~, sgn r~ und t o = sgn v + t*. 
1 

, 6a  
sind die beiden positiven Zahlen a=-: IF(x ,  i)I-~/'~dx und a = ~ .  

ist die Diehte der Paare  ganzer rationMer Z~hlen p, q mit  

11,'(1),  q)Is, :-- p - h  (l) ,  q, P )  = 

im Gitfier Mler ganzer rat ionMer p, q, wenn P irgend eine Prim- 

zuhl bedeutet. 

sind die beiden Summen a(P)= ~ ,d (P  h) (ph)~/n, a'(P) o(P) . 
" I - -  ] ~ - - 2  

h--O 

is~ die Anzuhl der L S s u n g s p ~ r e  p, q yon 

] F ( p , q _ ) I < k  ( p , q , P , P , ,  1 ~ ) =  i .  Q ( p , q )  - , _ . . .  

ist die Anzahl  der LSsungspaare p, q yon 

IF (p ,  q)l < ]~, (p,q)__ ~. 
t~(t) ,  q) - 

I. 

I. Einige Ergebnisse, die in den beiden ersten Teilen dieser Arbei t  er- 

hal ten wurden und yon denen weiterhin Gebr~uch gemucht  wird, lassen sich zu 

folgendem S~tz zusammenfassenl :  

Satz 1: Bedeute 

f (x)  ein irred~lzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom 

Grad n ~ 3, 

eine reelle Nullstelle ton f (x) ,  falls eine solche existiert, 

P1, P.2, . . . ,  Pt endlichviele verschiedene Primzahle,, 

~1, ~ ,  . . . ,  ~t je eine P,-adische, eine P.radische,.. . ,  eine Pt-adische Nullstelle yon 

f (x ) ,  falls solche existieren, 

i Die A u s s a g e  (I) i s t  offenbar  e ine t r iv ia le  Folge  aus  :12); le tz tere  i s t  i den t i sch  m i t  I, Satz  I, 

S. 7IO (Die dor t ige  E i n s c h r ~ n k u n g  k >- I i s t  unwesent l ich~.  Der Beweis  von  (3) i s t  e n t h a l t e n  im  

Beweis  yon  II ,  H i l f s sa t z  3, S. 39 - -46 .  
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eine Zahl im [ntervall min  I !~ + s~ < fl < 
s=l ~ ... n--l\,~ + I ! 

k eine positive Zahl, 

p und q zwei teile~'emde ganze rationale Zahlen mit q # o. 

Dann gelten die drei Aussagen: 

( 0 :  Es gibt drei positive Zahlen 

Co(~,~), e'oG, 5 , . . . ,  ~,, ~), ~'i(r,, ~,, ~ , . . . ,  ~,, ~), 

die von p und q nicht abhdngen, so dass stets 

ist. 

] P - - ~ ] >  Co[p,q] -i~, 

t 

H Ip - q~lv ,  >- e'o [P, ql -'3, 

t 

- ~  I p - q ~ b  >_colp, ql-,~ 

(2): Jede der drei Ungleichungen 

IP-~]  ~ klp, ql-, '~, 

t 

I [ I P  - q ~, I/', < kip,  ql -,*, 

t 

besitzt nut endlichviele L&ungspaare p, q. 

(3): Von diesen LYsungspaaren geniigen fiir iiber alle Gre~zen waehsendes k 

hSehstens 
0 (log log k) 

der weiteren Ungleichung 
1 

I p, q l > (4k7 -~ .  

2. Sa tz  2: Gelten die Voraussetzungen yon Satz I, wdhrend jedoch die 

Zahlen p und q nicht mehr notwendigerweise teilerfremd sind, so hat jedes der drei 

Bedingungssysteme 
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a(~,o/: 

A(o, t): 

p 

- ~ -< kl, , ,  ql-,',  II,, ql > (4/~):~; 

t 1 

H I,, - q ~, Ivr  k ip ,  q I -, ' ,  I,,, q l -> (4k) 3:-'~, (P, q, P ~ P 2 . . .  Pt) = I ; 
z = l  

t 1 

Hb, q r  ql-~, ip, q l > ( 4  3-:] - _ k), -, ( p ,  q, P , ~ . . .  P , )  = 

hSchstens 

LSsungspaare p, q. 

1 

0 (k, 3 log log k) 

Beweis:  Sei p, q ein LSsungspaar  eines dieser drei Systeme und etwa 

(p, q) = d,  p = dp',  q = dq',  

so class in den zwei Fiillen A(o, t) und  A(t ,  t) die nati ir l iche Za.hl d zu s~mt- 

l ichen Pr imzahlen  PI,  P~, . . . ,  Pt te i ler f remd ist. Das te i lerfremde Paar  p' ,  q' 

geni igt  somit~ der Reihe nach den Bed ingungen  

A'(I ,  0): 

A ' ( o ,  t) : 

r 

~P ! P t - - 3  t 
! ~ _  - < ~ l p , ~  ', I J ) ,q ' l -> (4k ' )  '~-2 

Iq  
! 1 

] l l p ' - q " ~ l e .  <- ;~' lp' ,q ' l  -,~, ]p', q'] >~ (4k')~s-~~ ; 

t 1 

I l l p ' - q  '~" I , , -<  k' q' q' - , ,~ Id ,  I -,~, Ip', I > (4k') '~-~ 
'~--1 

wo zur Abki i rzung k ' =  Md, ~ gesetzt wurde.  Naeh Satz I, (3) ha t  demnach  p ' ,  q' 

]edesmM nur  hSchstens  
0 (log log k )  

MSgliehkeiten.  Andrersei ts  ergibt  sich aus Sa tz  I ,(I) ,  dass der Reihe nach  in 

den drei Fiillen (I, o), (o, t), (i, t) 

Colp',q'l-~<_k'lp',q'l-,~, C'olp',q'l-~<_k'lp',q'l-,~, colp',q'l-,~<_k'lp',q'l-~, 

also 

(kill, 



Zur Approximation algebraischer Zahlen. 

ist, so dass d nur 

verschiedene Wer te  

keiten, die sowohl 

III. 101 

0 (~1/:)  

annehmen kann. Beriicksichtigt man s~imtliche MSglich- 

fiir das Paa r  p', q', als auch fiir d bestehen, so folgt  somit 

schliesslich, dass die Zahl der sgmtlichen Paare  i9, q gleich 

0 (/d/#) 0 (log log k) = 0 (k'/# log log k) 

is6, w. z. b. w. 

3. Sa tz  3: Gelten die Voraussetzungen yon Satz I, wYhrend jedoch die Zahlen 

p und q nicht mehr notwendigerweise teile~'emd siud, so hat das Bedingu~gssystem 

I I 1 ~' I - ~  Ip, ql > kY~ a ( I ,  0 ) 1 .  q - - - ~  <~l~lp, q - 

hb'chstens 
1 

o (~-~) 
LSsm~ gspaa r e. 

Beweis :  Nach Sa~z 2 geniigt es, die Behaup~ung allein fiir die Anzahl der 

LSsungspaare p, q mi~ 
1 1 

kJ@--I ~ IP, q l < (4k) #-~ 

zu beweisen, denn die Anzahl  der restl ichen LSsungspaare is~ ja  gleich 

1 1 

0 (s log log k) ~ 0 (k~-:i). 

Der  Beweis beruht  auf bekannten Kettenbruchsii tzen.  

Sei zur Abkiirzung 
1 1 1 

ely ~ 2J]~fi - 1  f i i r  2 J k ~  - 1  < (4k)~-2, 

1, 1 1 1 

a9 = (4k){ ~-~- fiir 2,q-]kY -1 <~ (4il:), ~-~ --< 2qk, ~ 

und bedeute 2k/.~. die Menge der Paare  p, q mi~ 

IP-~l-<klp, ql -,~, aj-<lp, al<as+l (j=o, I ,  . . . , g - -  I ) ,  

Nj die Anzahl ihrer Elemen~e. 
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Zu jeder 

Kurt Mahler. 

der. Mengen ~/j. gibt es drei auf einander folgende N~herungen 

9:-, CDs ~s+, 
~-. ' ,~,".' C'-__ 
~ l - - I  ~ l  ~-~J ~ l 

des Kettenbruches fiir ~ mit 

~ / - <  aj+l < ~s§  

Nach bekannten S~itzen sind diese Briiche gekiirzt und gilt ferner 

~ J ' ~ l < ~ J  " -  ~d'~,~j'--I = 4- I ,  

Aus 'der tetzten Ungleiehung und der Identitiit 

~ - . [ z  ~ _  : - : 
+J ~q 

folgt fiir alle Paare p, q aus My die Ungleichung 

i v~s_q+s l< iv ,  ql n +l++ll , ,ql~+s~+< + i :_++, 
- " v h ; ,  q +s  ~, '+t  h~,q 

und  da nach Definition in dieser Menge 

I. ,ql->,0 
ist, so ergibt sich 

k ~ r  
I v Z s -  ~ J l  -< a/_l + ,. 

Jedem LSsungspaar p, q aus 9/j werde jetzt durch 

q = ~ / _ ~  + ~/q 

ein Zahlpaar ~, q zugeordnet; da diese linearen Gleichungen die Determinan~e 

T I haben, so sind p und q eindeutig bestimmt und wieder ganz rational. Wegen 

muss sein: 
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so dass fiir t0 hSehstens 

-af-- i + i , 

2 k ~ r  
ajs_l  + 3 

verschiedene Werte mSglich sind. Ferner genfigt clder  Ungleichung 

Iql = [ ~j~-lP + ~rql ~ Iv, (/I-< t-lj§ ~ 211], 

ist also fiir jeden Wert  yon ~0 hSehstens 

oder wegen 

h5chstens 

4 a i +  I 

2 a j ~  I 

6c~j 

verschiedener Werte  f~thig. 

Die Anz~hl Nj geniigt demnaeh der Ungleichung 

Wegen 

ist hier 

Z~.j < tZ]C~'~-J'f ) 6a.i - I2~ I8aj 
�9 - ~ ; e - 1  ~I 3 ~.r ~:?-~ + ~3 

1 

aj ~ 2J k ~-~ 

1 

I2k I2k ~-1 
aj# -2 2(l~--2)J 

( j : o ,  I , .  

( j : o ~  I~ 

. , g - I ) .  

. , g - I )  

Nuch S~tz I, (I) gibt es ferner eine positive Z~hl Co, so dass fiir jedes Paar  

teilerfremder ganzer ration~ler Z~hlen ~ ,  

~ - ~  >- ~o]~ ,~]  -,~ 

is~; es gibt somit eine zweite positive Konstunte Co,* so duss sog~r 
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I~" cI > ~,lCl-,~ 
IC 

gilt. W e g e n  der Tei lerfremdhei t  von ~ I  and  ~ f  ist h iernaeh insbesondere  

wegen  

also 

I ~j c; I > ,,--,-,~ 
I ~" ,~.f 

- -  -< L - ~ - , -  
1/ Jtl 

1 1 

C O ' ~ " * f  - -  - -  ~ f ~ ' , f + l '  ~'%f - " o '  "'~f+l " 

N a e h  A n n a h m e  hat  man  aber 

also wird 

und 

~f+, --> ay+~ --> aj; 

1 1 

1 ~--2 
I8~j 

--< I8c* #-'  a.  : - ~  ~ s  J 

und da naeh Def ini t ion yon aj  

1 

aj ~ 2 j- 'g + 1 a.q--1 ~ 2 j - ' q  + 1 (4 X:) #-2 

ist, so k o m m t  m a n  zu 
1 r 1 

I8 ( t j  ~ I 8 C o  , i~3__ 1 2 [/--1 '~: " 1 ) ( 4 k ) # _  1 

Cl 

(j----o, , , . . . , g - - ,  

und damit  schliessl ich zu der U n g l e i c h u n g  

1 1 i~ 
*--f i ' - - I  2 - - ,3 - - I  (O~'--l) 31 1 ~rj < I2.2--(#-21Jk,  ~-1 + I S c  o (41c) ; -  

( j = o ,  , , . . . , g - d .  

W i e  uber zu Beg inn  des Beweises  geze igt  wurde,  gibt  es gerade 

g---1 1 

~_x~ + o(x-~) 
.]=o 
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LSsungspaare, die den Ungleiehungen 

I I P _ f f  -<klp, qI-L Ip, q l > k  ~-' 
Iq 

geniigen. Wird hier die vorige obere Sehranke fiir N.~ eingesetzt und beachtet, 

dass die beiden geome~rischen Reihen 

g--1 g--1 1 _ ~--2 

Z I 2 .  2 - ( f l - 2 ) j  und Z I 8  e :  ( / - -12  fl--~ 1 (g--j--l)  
j=o j=o 

wegen fl > z unterhalb einer yon k unabhiingigen Sehranke bleiben, so erhiilt 

man also fiir die LSsungsanzahl die obere Sehranke 

1 1 1 

l~,~-~ o (~) + o (k, ~- , )  = o (k,~-,), 

und diese sollte gerade erhalten werden. 

4. Satz 4: Gelten die Voraussetzungen von Satz I, wiihrend jedoch die Zahlen 

p und q nicht mehr notwendigerweise teile~fi'emd sind, so hat das Bedingungssystem 

t 1 

a(o,t): I l l p - - q ~ l p , < - - k l p ,  ql-I ~, Ip, ql>--kl ~-~, (p,q,P~P2.. .Pt)-~- I, 

I p -  q~lp~ < i (T= i, 2, ... ,  t) 

hSchstens 

LSsungspaare. 

1 

o (k, ~-~ (log k),-,) 

Beweis: Nach Satz 2 geniigt es, die behauptete Schranke allein fiir die- 

jenigen LSsungen nachzuweisen, die der Ungleichung 

1 1 

ki~/--1 --~ I f f '  q l < (4  k )~=2  

geniigen, denn die Anzahl der iibrigen ist ja hSchstens gleich 

1 1 

o (~ log log ~) _< o (k~-5 (lo~ ~)'- ') 
Das Intervall 

] 4 - -  33617. Acta mathematlca. 62. 

1 1 

ks-1 --<IP, q l < (4k)fl-'-' 
Impr im6 le 3 novembre  1933. 
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werde wie in 3. in die endlichvielen Teilintervalle 

a/-< IP, ql < <~++~ 

zerlegt und _unter 3i/ wieder die Menge, unter =~ wieder die Anzahl der LS- 

sungspaare in diesem Intervall verstanden. 

Dureh 
t 

wird eine solche natiirliche Zahl definiert, so dass alle Zahlen 

~'* -= ~ ( ~ =  I, 2 , . . . ,  t )  ~-  Z k r  

ga~z  in ihrem jeweiligen KSrper werden. Offenbar k5nnen wegen der Ganzheit 

yon p und q die Voraussetzungen 

( ~ =  i, ~, . . . ,  t) 

nur dann erfiillt sein, wenn q ein ganzes rationales Vielfaches 

q - -  zq* 

yon z ist. Die Menge 3// ist somit eindeutig bezogen auf die Menge der Paare 

ganzer rationaler Zahlen p, q* mit 

t 

H I p - q * ~ _ * b ,  < _ k l p ,  z q * l - ,  ~, +<_lp , ,~ . . q* l<++~,  

und hat die gleiche Elementenanzahl. 

tier Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p, q mit 

Folglich ist erst recht 5) hSchstens gleich 

t 

H i p _ q ~ l ~  < k 

]~)l < (~]+1, [q l  < a]+l. 

Bedeute P~ die grSsste der Primzahlen P1, P2 . . . .  , Pt und 
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die Menge de r Potenzprodukte 

Q = ph~p~._,... Phtt ' 

deren Exponen~en natiirliehe Zahlen sind und die der Ungleiehung 

_ _  a~ '~ 

Wegen 

(H): 

geniigen. 
1 a r  ~ ~ 2 

P1 > 2, P2 > 2, . Pt > 2, ai < av = (4k); ~-~ < 4 I~-2 k: ~-~ 

ist fiir die Elemente yon Q 

log P~ log (4 3-2 k; ~-2 Po) 
h,~ --< ........... < 

log 2 log 2 

Sind ferner hi, h~, . . ,  ht-1 gegeben, so hat  ht lmr hSchstens 

log P~ 
log 2 

MSglichkeiten; Q enthiilt somit nicht  mehr als 

fl 2 

log P ,  {log (4 f~-2 k~ -2 Po-)} t -1  
(log 2) t 

Potenzprodukte.  

Es ist Mar, dass jedes beliebige Po~enzprodukt 

ph, ply., phtt > a~fl 

mit) natiirlichen Zahlen als 

Elemente aus Q sein muss. 

mindestens eine Ar t  ein Pofienzprodukt O a u s  t~ zuordnen, so dass 

I p - q C ~ l p ~ < - I Q I P ~ ,  d . h .  p = - q ~ ( m o d l Q I P - ~ )  

ist. Versteht  man unter  Z diejenige ganze rat ionale Zahl mit  

o _< z <_ Q - ~, z ~- C~* (moa I Q V~) 

107 

(~-- I, 2, . . . ,  t). 

Exponent  en ein ganzzahliges Vielfaches eines der 

Folglich l~sst sich jeder LSsung p, q yon (I) auf  

( ~ = I ,  2, . . . ,  ~), 

(T= I, 2 , . . . ,  ~) 
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so befriedigen p, q daher die Kongruenz 

p ~ q Z(mod  Q) 

und es gibt eine ganze rationale Zahl r mit  

p - -  q Z - - r ( 2 .  
Wegen (I), ( I I ) u n d  

(Ij+l ~ 2aj 
wird folglich 

q ~ - -  I" = -0  - -  ( I j + l  (IJ' ~ - -  (Ijfl__ 1 " 

Bedeutet Nj(Q) die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen q und r, die den 

Bedingungen 

(III): ]q ~ -  r ] _< aj3_ 12/~: , ] q ]  < 2 a j _  

Geniige leisten, so ergibt sich also 

2 
J 

~ <-- ~_~ Nj( Q) <- l~ l "  {l~ (4'~-" k'~-'-' P")}'-l-- max Nj(Q), 
Q (log 2)* 

wobei sich die Zeichen ~ und max auf die Gesamtheit  der Elemente Q aus Q 

beziehen. Es bleibt noch iibrig, die Anzahl der LSsungspaare yon ( I I I ) n a c h  

oben abzuschgtzen. 

5. Diese Absch~tzung wird dureh dasselbe Verfahren wie in 3. gewonnen. 

Sei zur Abkiirzung 

IIm n(,, I; 1,0 
" r - ' l  

Wegen 

Z ~ r (rood I Q IP~) (~ = I ,  2 ,  . . . ,  t) 

geht der grSsste gemeinschafffiche Teiler 

~ = ( Q ,  Z) 

yon Q und Z in z* auf, ist also gleiehm~ssig in k und j besehr~nkt. Sei 
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demnach 

Wegen 

gilt folglieh 

9" Q z* z ~, z z* 

Q, > aj~ 

- -  k z *  

1 

aj = 2.: ]d 1 

a j  2(q_l~j  2> a i 
Q* > : z* ' 

Also existieren drei auf eina, nder folgende Ngherungsbriiehe 

des Kettenbruches fiir ~*, deren Nenner der Bedingung 

2Z* 

geniigen; e < f l--2 bedeutet d~bei eine positive Konstante, iiber die naehher ver- 

fiigt wird. Diese Ngherungsbriiche haben die Eigenschaften 

~ f  1 ~ f  --- ~ f  '~-~f--1 ~ I ,  

I C : ~ , _  ~:1 _ < I , 
~f+ 1 

Auf Grund der Identifier 

,~:- q ~ s =  - ~ : ( q ~ * -  r) + q ( ~ j ~ * - . % )  

und naeh (III) ist somit 

lr~:- q~:l <- 2k~: 
a j( 3-1 

2k~r  _ _ +  Iql_< + 4 : .  
~,'~f + 1 aj fl-1 

Jedem LSsungspaar q, r von (III) werde dureh 

q = ~f-10 + ~ : ,  

r--~l~f_10 ~- ~f(] 
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ein Zahlpaar  ~, q zugeordnet ;  da die Dete rminan te  dieser l inearen Gle iehungen 

gleieh T I ist, 

Wegen  

muss sein : 

so sind V und q eindeutig bes t immt und  wieder ganz rational.  

" ~ s - -  q ~ s =  ~ (9~s-, ~," -- !~s~s-1) - -  7 

so dass fiir ~ hSchstens 

-< aj~_ 1 + 4Z*, 

4 k ~ f  
ajfl_ 1 q- 9 z  * 

versehiedene Wer t e  mSglieh sind. Ferner  geniigt  q der Ungle ichung 

ist also fiir jeden Wer t  yon V hSehstens 

4 a j +  I C" 
.,...,,f 

versehiedener  Wer t e  fiihig. Fiir die Anzahl Ni(Q) ergibt  sieh daher  

Wegen  

~aj3_ 1 + 9z* 16k, 4k~,~f 36z*a j  a/-1 

1 

aj. 2 (3-~ -~)J lc, ~-~ 
a j  ~ 2J]t "i3-I f'~ < 2(~ - 2 - ~ ) j  - -  

, ~a.., . f_ 2 Z *  2,~* 

gilt  fiir die beiden ersten Summanden auf der rechten  Seite 

1 1 

I6/C __ 16s ~-1 4 k ~ f  < . . . .  
g{r 2(,~--2)j ' a j ~ - - i  - -  Z * 2 ~ j  

Um auch den dr i t ten  Summanden nach oben abzusch~itzen, muss Gebrauch  ge- 

macht  werden vom veral lgemeiner ten Thue-Siegelschen Satz. Nach  Satz I, (I) 

gibt es eine positive Kons tan te  
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so dass fiir alle Paure teilerfremder ganzer rationaler Zahlen ~ ,  

t 

H I  ~-m_~:l.: >- ~'o I ~, ml -,~ 

ist. Sei nun zur Abkiirzung 

ferner der grSsste gemeinsch~ftliche Teller von ~f  und ~ f  gleich 

dieser muss wegen der Teilerfremdheit von ~ f  und ~f  ein Potenzprodukt ullein 

der Zahlen P1, P~,..., Pt sein. ~Tuch Konstruktion yon Z is t  

und somit 

* z" - -  ( r o o d [  Q I,>-j) ~j  - ~ j ~  -= ~j  - ~ r z =  o ( , ~ I , 2 , . . . , t )  

t 

i I l ~ f - w ~ , E - < 7 7  , H ~ ~ - ~  

also nuch tier erw~hnten VerMlgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes 

? -  ' ~ l l  

. Somit gilt entweder die Ongleichung 

l+--I 1 

oder die Ungleichung 
t/--1 1 

(b) i I~1  -> ~ ~ (4 07 .  

Um hiervon die Ungleichung (~) fiir geeignete ~ und grosse k uls unm5g- 

lich n~chzuweisen, muss zuriickgegungen werden auf die Formel 

Da ~* Z = ~ ist, 

I 

IO.j-~* ~t-I-< as§ 

so folgt uus derselben 
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und wegen 

ergibt sich 

andrerseits gilt  

und folglich 

(ljl~ P a a.j 2 ( f l - 2 - s } j  1 

(t) < ~ - '  S~'~'f+l' > 2Z* , aj = 2Jk '~-' 

(Ij i:~ 19a 2 2'* 
I ~.r I < I~ - a~ 2', ~:~-'.'-i 

2 z * P~ aid-' 
. . . .  2 Z*/)a 2(l+~'.J~ 

1 

k 

,q-- 1 1 1 1 1 

(l -~ (Cl, Q)J > (el, (l)) d > C', ~ 2 i k  ~ i q i '  

Die 

oder 

Ungleichung (a) kann also nicht  bestehen, wenn fiir jeden Index j < - - g - - I  

I 1 

2 Z* Po  2 : 1  +gJ ~ (f, '~2j k i ~ ! J - 1 )  

1 
1 

2~J <-- c',,Y ki}(~-i~ 
2 z"  Po 

ist. Nach Definition yon j und g i s t  aber immer 

also 

und d~her 

1 1 

2JkI~--I < (4k)~--'-', 

1 1 

2 .j % 4 / - ~  k ~- t  (s--,2) 

e e 

2~.J < 4,q-'2 ~.U-l)(d--'2). 

Wird  die wegen fl > 2 erlaubte Annahme 

gemacht,  so ist somit fiir hinreichend grosses k die Bedingung (a)niemals erfiillt. 

Somit muss (b) zutreffen und 

l~--1 1 1 , 

. . . .  kl/i s 
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sein. Demnach hat man fiir den dritten Summanden 

36 z* a / <  36 z* aj < 36 z* 1 

und es is~ bewiesen, dass die Ungleichung 

1 1 1 

I6]r ~--1 2 ] r  36z* k~ 

N(Q)  -< 2(~_2)~ + z*2'~ + e'oX/---~ + 9 z* 

besteht. Weil hier rechts Q nicht mehr vorkommt, so folg~ weiter 

2 1 1 1 

36z*k~ ) N) < log P~ {log (4~-2 kfl~'i p~J}~-l Ix6 k ~ i  2 k-fi• + . . . .  + 
- ~ 2y  ~ 2~F~-J + ~-" 2"~ ~o~/~ 9 ~* " 

Wie aber zu Anfang des Beweises festgestellt wurde, hat das Bedingungs- 

�9 system a(o, t) gerade 
9 -1 I 

N = ~ N + o ( ~ - ,  (log ~1,-,1 
j = 0  

LSsungspaare. Da nun die beiden geometrischen Reihen 

g ~ l  g--1 
16 2 

Z *--2~j j=o j=o 

unterhalb einer yon k unabhiingigen Schranke bleiben und da 

g = o (log ~) 

ist, so ergibt sich schliesslich 

1 1 1 1 

2v = o (Oog k) ~-~) I o (k~ -~1 + o (k~ ~--~) + o (k~ log k) + o (log k ) /+  o (k~ --~ (log ~)~-~) 

oder 
1 

. N  = 0 (k~ - 1  (IO s ]~)t--1), 

und das sollte gerade gezeigt werden. 

6. Satz 5: Gelten die Voraussetzungen yon Satz I, wShrend jedoch die Zahlen 

p und q nicht mehr notwendigerweise teile~fi'emd sind, so hat das Bedingungssystem 
15--33617.  Acta mathematiea. 62. Impr im6 le 4 novembre  1933. 
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~(i ,  t): 

hb'chstens 

LSsungspaare. 

l 1 

q - - ~  l ' I ]p-q~]e~<-k]p ,  q p  ,~, ]p,q]>---k ,~--~, (p,q,P~P~...Pt)-= I, 

IP-- qr~lP~ < : ( g =  I ,  2 , . . . , t )  

1 

o (k~, (log k),) 

Beweis: Es ist hinreichend, die behauptete Schranke allein fiir die Anzahl 

derjenigen LSsungen yon a(I, t) nachzuweisen, die der Zusatzbedingung 

t 

a'(i ,  t): II Ip-qg~l~ > kip,  ql- ,  ~ 
~ 1  

geniigen; denn die Anzahl der LSsungspaare, die diese Ungleichung nicht be- 

friedigen, ist nach Satz 4 hSchstens gleich 

1 1 

o (k~ - ,  (log k) ~-~) _< o ( ~ - ,  (log k)9. 

Welter  geniigt es nach Satz z, allein diejenigen LSsungen zu betrachten, fiir die 

1 1 

k~-: < ]p, q] < (4k)~ -2 

ist, denn die Anzahl der iibrigen ist hSchstens gleich 

Das Intervall 

1 1 

o (k, ~ log log ~) _< o (k,*-, (log k),). 

1 l 

~ '  - Ip, q l < (4k) ~-'~ 

werde wie in 3. und 4. in die endlichvielen Teilintervalle 

aj <-- ]p,q] < aj+: 

zerlegt und unter Mj wieder die Menge, unter Nj die Anzahl tier LSsungen in 

diesem Intervall verstanden. 

Sei 
t 
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und alsdann 

~* = z ~ ,  ~* = z ~  (~= ~, 2 , . . . ,  t).  

Wie in 4. zeigt man, dass q ein ganzes Vielfaches 

q = zq* 

yon z sein muss. Die Menge Mj ist daher eindeutig bezogen auf die Menge der 

Paare ganzer rationaler Zahlen p, q* mit 

t 
-- ~* I I l p - q * ~ ; l p ~  <- k z l p ,  zq* I -,~, ai <- Ip, zq  *] < ai+l, 

P - ~ *  < z ,  I p - q * f f * l e ~ <  i ( T =  I ,  2, . . ., t),  

t 

1I I p -  q*~ I~ > kip, ~q* I -,~, 

und hat  gleiche Elementenzahl. Yolgllch ist ers~ recht ~ hSchstens gleich der 

Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p, q mit 

t 

( I ) :  --~* Ip--q~Ip~--~j~ ]pl<aj+l, ]ql<aj+l, 

t 

~=1 aJ + l{J 

Bedeute Po die gr5sste der Primzahlen P1, P~, . -- ,  Pt und 

Q = { q l ,  Q2 . . . .  , q , }  

die ]~Ienge der Potenzprodukte 

deren Exponenten natiirliche Zahlen sind und die der Ungleichung 

< qJ+l~ 

Q k z  
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geniigen; wie in 4. zeigt man, dass Q nieht mehr  als 

# 2 

Elemente enth~lt. 

Aus den letzten Ungleichungen des Bedingungssystem ( I ) f o l g t ,  dass zu 

jedem LSsungspaar  p, q ein Potenzprodukt  Q aus Q gehSrt, so dass 

* = - ~* q l ~ , )  ( ~ = x , 2 ,  I p - q ~ * l P ,  ]QIP,, p q~, (moOl  --~ . . . , t ) ,  

ist. Vers teht  man unter  Z diejenige ganze rationale Zahl mit  

o - < Z - < Q - 1 ,  Z ~ * ( m o d l Q I T ~  x) ( , =  I, z, . . ., t), 

so befriedigen p, q daher  die Kongruenz 

p - -  q Z (rood Q) 

und es g i b t  eine ganze rat ionale Zahl r mit  

A u s  (I) und 

ergibt  sieh aber 

p -= Z q  - -  Q r .  

t t 
I 

H I p  - q ~ :  IP, = HI olP -- Q 

I -I - -  a j #  

und wenn p eliminiert  wird: 

Bezeiehnet jetzt  Nj(Q) die Anzahl der LSsungspaare q, r yon 

< , I q l < a j + , ,  ( I I ) :  - -  

so ist also 
2 

( ) Nj --< ~ .Nj (Q) < !~ (4fl-2 ~-"/z! t 
Q - -  log 

m a,~ ~ (Q),  
Q 
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wobei sich die beiden Zeichen ~ und max auf die Gesamtheit der Elemente Q 
Q Q 

aus ~ beziehen. 

7. Die Anzahl Nj(Q) der LSsungen yon (II) wird durch ein ~hnliehes Ver- 

fahren abgeschiitz~, wie in den bisherigen t)aragraphen. 

Sei zur Abkfirzung 

~** _Z-~*  
9 

und c~ >-- I eine positive Zahl, fiber die naehher verffigt wird. Dann seien 

drei auf einander folgende 

dingung 

genfigen. Es gilt also 

Kettenbruch-N~herungsbrfiche fiir ,r**, die der Be- 

1 
~ :  -< 2~k: -1 < ~:+1 

~ : - i ~ : -  ~ :~: -1  = T i ,  

I I -  -~** s ~:~i:+ 1 

Nach (II) und auf Grund der Identit~t 

is~ demnach 

r~/--q~R:=q~f(~--r, ** ) q~f  (~Q~---:f -- ~**) 

2~rkZ 
a j: -i 

2aj 2~:kz 
+ ~ + 2 .  

~ : + 1 -  aj :-1 

Jedem LSsungspaar q, r yon (II) werde jetzt durch 

q : ~ : - lV + ~ :q  

ein Zahlpaar ~0, q zugeordnet; da  diese linearen Gleichungen die Determinante 

u I haben, so sind ~, q eindeutig bestimmt und wieder ganz rational. Wegen 
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muss sein: 

so dass ~ hSchstens 

MSglichkeiten hat. 

Kurt Mahler. 

[O] _< 2~fkz 
a3~-- ~ 2, 

4 ~ / k z  
aj,~-i + 5 

Welter gilt 

Iql-= I ~ - ,  ~ + ~ q l  < aj+x <-- 2aj; 

zu jedem Wert yon 0 lassen sich also hSchstens 

4aj - - + I  

verschiedene Werte yon q angeben. Somit folg~: 

!~j'((~) < ~ 4~'f~-~ ) ~ 4aj )__ I6]CZ 
- -  ~ ajfl-1 "+ 5 ~ ~ f  + l aj~__2 

Hier ist fiir die zwei ersten Summanden 

damit 

_ - -  + 4 ~ / k z  
ajfl- I 

1 1 

I6kz I 6 z k  '~-1 4 ~ r k z  < 4 z k  ~-1 
ajfl--2 2{~--2)J ' aj~--I 2(~-l--a)J, 

der zweite hiervon 

~oaj 
- - - - + ~ - +  5. 

fiir wachsendes j wie das Glied einer geometrischen 

Reihe gegen Null strebt, mSge weiterhin 

a ~ f l - - I  
angenommen werden. 

Es bleibt noch iibrig, den Summanden 

20 aj 

nach oben abzuschiitzen, 'indem man eine untere Schranke fiir ~ /  herleitet. 

zur Abkiirzung 

Der grSsste gemeinsehaftliche Teiler 

d = (~s, a.3 

Sei 
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yon ~ /  und ~ /  ist wegen der Teilerfremdheit yon ~f  und ~ /  ein Potenzprodukt 

allein der Primzahlen P1,-P.~,. . . ,  Pt. 
Man ha~ 

Z - ~ *  

wegen 

also 

_ ~ j ~ 2 -  ~ f z  + ~sr  _ ~ r  - ~,r 
Q Q 

I 

Andrerseits ist nach Definition yon ~ /  

Somit muss 

und wenn 

gesetzt wird, auch  

t t 

H I  v~J- ~ * 1 ~  -~ H I  QI~= i , 

t 

~ = d ~ ,  a j=da  

t 

sein. Die Verallgemeinerung des Thue-Siegelschen Satzes erlaubt, fiir die linke 

Seite dieser Ungleichung auch eine untere Schranke herzuleiten. Um zu einem 

mSglichs~ guten Ergebnis zu kommen, muss man dabei aber zwei F~ille unter- 

scheiden. 

Es mSge erstens gelten: 

I~fl  -> max(I,  ~1~* I)a/; 
also 

' -  

Nach Satz I ,(i)  gibt es eine positive Konstante 

o '(~* ~* ~*) C - ~ - V  o j , �9 �9 . ~  t 
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so dass wegen der  Te i le r f remdhei t  yon ~ und 

und  also 

t 

I I  I :: I,'~ -> ~'o1~, a l  --'~ -> e'od'al ~sl-~ 
V : I  

t 

' t=l  - -  2 ~ f  

isg. Es muss demnaeh  in diesem Full 

oder  

sein, wegen 

somi t  

Andrerse i ts  ist  

und  

so dass 

d > c'od~l ~,1 '-'~ 
%~s+, - 2~s 

r 

I ~s [ ;~-1 -> e'o d~,i %+a ~> ~ ~f+l 
2 

1 

~ f + l  >- 2 aj k (J-1 

( ~ )  1 a . 1 

I~.~1 -> ~-~ 2 F ~  ,r - 

I ~ s - ~ s ~ * l  < ed 
- -  ~ f + l  

1 
Q _< aj+,~ _< 2~J 2,v k~ ~-1 

kZ Z 

2 3 
I ~ A - - ] : *  [as + : 2:,~): g 

folg~. W i r  werden je tz t  zeigen, dass sich die Zahl  a in e r laub te r  Weise  dera r t  

in der  F o r m  

c ~ = ~ - -  ~ - - ~ ,  o < ~ _ < ~ - - 2 ,  

w~hlen l~sst, so dass fiir alle W e r t e  j --< g - -  I und fiir alle geni igend grossen 

posi t iven Zahlen k 
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ist; dann muss also 

o 1 

2:  2 ( ~ ) j  < i ? ~  2: ~-P k ( : - :  
2 2 

I~:1 < =IC*I~: -< max(I, ~ I~*1)~: 

sein, gegen unsere Annahme 

I~:I-> ma~(~, ~ I C* I)~: 

die also alsdann hie erfiill~ sein kann. Zum Beweis geniigt es zu zeigen, dass 

sich immer 

2(:-"-,~zi-~) ~ < 2 ~ i  / - '  ~(:-q: 

m a c h e n  l i i s s t .  Wegen ff = / ~ - - I -  $ i s t  h i e r  

wegen 

ferner 

1 1 

1 1 

2 j ~ 4~ - 2  k'{ ~-1) ( i q - - 2 )  . 

Es geniigt also, e so klein zu w~hlen, dass fiir alle grossen k 

1 1 ~ :  , 1 z {Co~:-1 1 
�9 _ _  - -  ] ~ ( f l - - 1 )  ~ 4#=2 k(fl--1)(:'--2)]fl--i < ~ ~ 2 ] 

ist, und dazu ist offenbar blnralehend, die wegen fl > 2 erlaubte W a h l  

zu treffen. 

Es gelte zweitens 

2#(~__ i)~-< # - 2  

I~Jl ~ max(i,  21 ~* I) ~f; 

wie gerade gezeigt wurde,  liegt in dieser Annahme in Wirkl ichkei t  keine Ein- 

schr~nkung. Es ist somit 

I I ~ ,  

]6.-33617. Acta mathematica. 62. Imprim6 le 4 novembre 1933. 
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Nach  Satz I, ([) g ibt  es eine posit ive K o n s t a n t e  

o o @*, ~,* ~*) = c  , ~':, . . . ,  , ,  

so dass wegen der Te i le r f remdhei t  von ~ und ~ 

ist. 

t 

Diesmal  fo lg t  also 

oder  

W e g e n  

k o m m t  man  also zu 

und yon hier  aus zu 

W e g e n  

cod~ _ _ ~  
- > c : l ~ , ~ l  - ~  ~,~ % ,  

c = m a ~ ( i ,  2 l~*l ) ,  

Co d~ ~ _  d > ~ '  

c"d ~-1 cO 
e f t  - -  " 

1 

~ f + l  > 2 a J  ]C [~-1 

,r 1 1 

�9 ~ e f l /  2 ' t - l ' ~  ]C (fl-1)~ , a = f l  - -  I - -  * 

20aj  ~ 20 [C,~_l 2~-~1 a k~--I (~-1) ~ 

1 1 

2 j  ~ 4~--2 ]C(~--l)(~--2) 

l~sst sich hier  ohne W i d e r s p r u c h  zu der fr i iheren Ungle ichung  

, _<  ~ - 2  

die Zahl  e so klein annehmen ,  dass fiir alle h inre ichend grossen k 

1 

ist;  dabei  bedeute t  ~ eine sehr kleine posit ive Zahl, die von r abh~ngt  und auf  

deren genauen  W e r t  es offenbar  n icht  ankommt .  
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Damit ist schliesslich die Ung!eichung 

1 1 

-~J(Q) ~--2(~2)j~ + - - 2 7  ~ -  + k'a--1 + 5 

bewiesen; weil auf ihrer rechten Seite Q nicht auftritt ,  folgt weiter 

fl 2 1 1 

~.~ log(4 f l :2k f l -2 / z ) I t ( I6z lcF- i  4Z/C~2s + /Cfl--~l__i-- # ) 
- ~ - - - - i o g ~  ........... I 2 ( ~ - ~ ) ~  + ~ 7 -  + 5 �9 

Wie aber zu Anfang des Beweises festgestellt wurde, hat  das Bedingungs- 

system a(I ,  t) gerade 
g - 1  1 

N :  ~ ~ + o (kF1 (log k)0 
j = 0  

LSsungspaare .  Da nun die beiden geometrischen Reihen 

~--1 9'--i 

~ . '  ~ 
j=O . '=  

unterhalb einer yon k unabh~ingigen Schranke bleiben und da 

g = o 0og  k) 

ist, so ergibt sich schliesslich 

1 1 1 

_N-= 0 ((log k) t) {0(kZ -1) + 0(k~ -1) + 0(}/~-1 log}) + 0(log k)} + 
1 1 

+ o(k~-~ 0og  k)') = o(k~-~ (log ~10, 
und das sollte gerade bewiesen werden. 

8. Die Siitze 3--5, die in den letzten Paragraphen abgeleitet wurden, las- 

sen sich zusammenfassen zu folgender Aussage:.  

1. Hauptsatz: 

f (x )  ein 

C, C', . . . .  C ('-1) 

t'1, t"3, . . . , l ' t  

Bedeute 

irreduzibles Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten vom 

Grad n >-- 3, 
die sdmtlichen reellen Nullstellen yon f (x) ,  falls solche existieren, 

und v ihre Anzahl, 

endlichviele verschiedene Primzahlen, 
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to 

k 

p und q 

Wird  dann unter dem Ausdruek 

I 

~v, ~ v , . . . , ~ "  ~" (~'--1, .fiir T = I ,  2 ,  . .  ., t die siimtliehen P~-adisehen Nullstellen von f (x) ,  

fa l l s  solche existieren, und v~ ihre Anzahl,"  

die Anzahl  der Zahlen r, v~ . . . .  , vt, die nicht den W e f t  Nul l  haben, 

e i n e Z a h l i m l n l e r v a l l  ~= 1.2, . .., . . : - - l m i n  ( ~s~ i  + s) < fl < n, 

eine iiber alle Grenzen wachsende positive Zahl, 

zwei  ganze rationale Zahlen mi t  q ~ o. 

bzw. unter den Ausdriieken 

min (I, Ip-q~T I~, Ip-q~; lP , , . . . ,  Ip-q~'~-l'le~) (~=  i, 2 , . . . ,  t) 

d i e  F i n s  verstanden, fa l l s  die zugehb'rige Anzahl  v, bzw. v~, verschwinden sollte, 

so besitzt das Bedingungssystem 

�9 I) 
P ~' P_~( , -1 )  •  llq-,r .... Iq 

~ t 

• H m i n (  I, [P--q;~lP,. [ P - - q ~ ; l P ~ , . . . ,  [p-- q,~'~-~:' [P~) < kip, q[-a, 

1 

[p, q l > -  k~----1, ( p ,  q , / ~ I P ~ . . . . P t )  = i 

im Fall  to = o keine, im Fal l  to >-- I hb'ehstens 

1 

0 (k p-~ (log k) 'o-~) 

Lb'sungspaare p, q, fa l l s  k hinreichend gross ist. 

tleweis: Fiir t o = o ist die Behaup~ung ~rivial. Is~ dagegen t o > I ,  so ge- 
niigt jede LSsung yon (f) einer qJngleiehung yon einem der Typen 

oder 
t ~ 

q ~ ~  I% <- kip, ql -~, 
a = l  

[P-qff~; ~~ 1% < ' (a = x, z , . . . ,  t') 
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__ ; '(~) P C (~) Ip -q~  b~-<klp ,  ql -~, 

wie sie in den S~tzen 3--5 auf~raten. 

195 

( a =  1, 2, . . . ,  t'), 

Ferner  ist die Bedingung 

W O  

t o ~- o keine und fi ir to >-- I h6ehstens 
1 

0 (k ~-~ (log k) t~-l) 

L6sungspaare p,  q, falh" k hinreichend gross ist. 

In  der Tat~ zeigt; eine einfache Durchsicht  der Beweise der Sgtze 3--5,  dass 

diese S~tze unver~ndert  r ichtig bleiben, wenn in ihnen die Forderungen 

t 
bzw.. I I  Ip - q ~lP~ -< kip, ql -a,  

"~=1 
t 

C irgend eine positive Ko~stante bedeutet, die yon k nicht abhSugt, hat f i ir  

(f'): min ( I ,  ]q  --  ~I , ]q  ~' I , - - ", ]P --  ~(v--1) I) X 

t Ok 

~ 1  

1 

I P, q l ~ k~-l,  (P, q, P1P~..~Pt)---- I, 

(p, q, P jP~ . . .  Pt) = ,  

um so enger, je mehr  Pr imzahlen in ihr  vorkommen. Folglich ist jede L6sung 

yon (f) L5sung eines Bedingungssystems (I ,o)  oder (o, t ' ) o d e r  (I , t ' ) ,  wobei t' 

hSchstens gleich der Anzahl der Nich~verschwindenden unter  den Zahlen 

vj, v~, . . . ,  vt ist und  fiir v ~  o kein Bedingungssystem der Form (I, o) oder (i, t') 

auf~reten kann. Daraus folgt nach fri iher die Behauptung.  

Zus&tz: Auch das allgemeinere Bedingungssystem 



126 Kurt Mahler. 

der Reihe nach ersetzt werden durch 

bzw. 

bzw. 

, 

t 

[ I [ p - - q ~ [ p ~  ~- C k l p ,  q[ -'~, 

Auch der Hauptsatz muss also diese Verallgemeinerung zulassen. 

Zum Schluss dieses Kapitels sei noch erw~hnt, dass man ffir die Anzahl 

der LSsungspaare p, q des Bedingungssystems 

t 

• 1] rain ( I, Ip--q5 V~,Ip-q~'~l~,.. . ,  I p -  q~7~-' I~) -< kip, ql -~, 

(P, q, P~ P2 . . . Pt) : -  I 

oder auch des Bedingungssystems 

P 

t 

• l lmi"  (~, IP--q5 I~, IP-- q~'~l~, .... IP-- q~"~-') [~) -< kiP, ql -~, 

eine asymptotische Formel aufstellen kann, falls k > o fiber alle Grenzen zunimmt. 

Man muss zu diesem Zweck ein ~hnliches Verfahren wie in den folgenden Ka- 

piteln anwenden und sich elementarer Gitterpunktsfiberlegungen bedienen. Die 

Durchffihrung dieser Untersuchung bleibe dem Leser fiberlassen. 

II. 

9. Die Ergebnisse des ersten Kupitels wurden hergeleitet, um sie auf die 

Theorie der B i n i ~ f o r m e n  anzuwenden; alsdann wird immer fl den Wert  n haben. 

Bevor jedoch zu diesen Anwendungen fibergegangen werden kann, mfissen einige 

einfachen Kongruenzeigenschaften dieser Formen besprochen werden. 
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Sei F ( x ,  y) eine irreduzible Bin~irform mit ganzen rationalen Koeffizien~en 

yore Grad n-----3; ferner bedeute wieder P1, P ~ , . . - ,  Pt  endlichviele verschiedene 

Primzahlen. Unter p, q seien ganze rationale Zahlen mit 

(p, q, PI  P~ . . . Pt) = I 

verstanden; fiir solche Zahlpaare werde 

t 

gesetzt, so dass also Q(p, q) das grSsste Potenzprodukt der Primzahlen P~, -/?2 . . . .  , Pt 

ist, das in F(/), q) aufgeht. Es bezeiehne m ( P ~ , P ~ , . . .  P)t) die 5Ienge aller Paare 

p, q mit 

~(.p,  q) = ehl, eh~ . . . e ~ t ,  (~o, q, 1 ) 1 1 ) , . . .  e t )  ~ i 

und m*(P~P~'~... P)O die Menge dieser Paare mit 

0 ~ 0  ~ . p h a + l p h , + l . . .  ph t+ l  __ I ,  0 <~ q ~ ~ ) h ~ + l p h ~ + l . . .  / ) ~ t + l  __ I ,  

Q(_,v, q)-~ o (mod P~,P{~... Pht, ), (p, q, Pa P~ . . . P,) = i ,  

ferner n(P~ ,P{~- . . .  Phtt ) und n*(P~,P~'~ . . ,  pht) die Anzahl der Elemente dieser bei- 

den Mengen. 

m. Sind p, q zwei ganze ragionale Zahlen mit 

0 ~ '~p  ~ P h ' + I P h 2 - " + I . . . . p h t + l - -  I ,  0 ~ q ~ p h l + l  p h 2 + l . . .  Pht t+l__ I ,  

so lassen sich hierzu immer t Paare ganzer rationaler Zahlen 

Pa, ql; P~, q2; . . . ; p t ,  qt 

in eineindeutiger Weise bestimmen, so dass 

o --< p~ --< p~§ _ I, 

ist und die Kongruenzen 

p ~ p~ (rood P~+~), 

0 ~ q,~ ~ ph,~+l  __ I 

--- q~ (moa ~ + ' )  

( " ~  I~ 2,  . . .~ t) 

( T ~  I ,  2 . . . .  , t) 
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Somit ist auch 
t t 

(P,  q, P t  P~_ . . . Pt)  = I t  (P,  q, P~.) -= I I  (p~, q.~, P~) ,  

(P, q, P 1 P ~  . . . Pt) = I 

(p~, q~, P~ )=  I 

und die Gleichung 

zieht die t Gleichungen 

Auf Grund der Taylorschen nach sich und ist umgekehrt eine Folge aus diesen. 

Reihenentwicklung bestehen ferner die.Kongruenzen 

F ( p ,  q) -= F ( p , ~ ,  q~) (mod ~h~+l) 

aus der Gleichung 

Q (P, q) --/~,p~.. , . . . /~tt  

folgen demnach die t Gleichungen 

( ~ =  I ,  2,  . . . ,  t); 

( ' t ' =  I ,  2 ,  . . . ,  t ) ,  

die umgekehrt zu ihr zuriickffihren. Ebenso folgen aus der Beziehung 

Q(p, q) -= o (moa ~ , ~  . . .  P~,) 

die t Beziehungen 

[ F(p~ ,  q,)b'~ -< p--h~ ( ~ =  i, 2, . . . ,  t), 

und sie sind ihrerseits wieder eine Folge aus den letzteren. 

Damit i s t  der Beweis erbrach~, dass sich die Menge 

m (P~, ,~,  . . . /~,~),  

bzw. die Menge 

umkehrbar eindeutig abbilden fiisst auf das Produk~ der t Mengen 

bzw. auf das Produkt der t Mengen 

m*(/~,.), ,~*(~,),..., ,,*(~). 
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Durch  Ubergang  zu den Elementen-Anzahlen ergibt  sich demnach 

t 

t 

* h I h~ . 

Es genfigt  also, allein die Mengen 

und die Anzahlen 

m(P h) und . m*(P h) 

die sich auf  eine einzige Pr imzahl  P beziehen, zu untersuchen.  

I I. Un te r  den Paa ren  ganzer  ra t ionaler  Zahlen p, q mit  

o _ p ~ < F ' + ~ - -  i ,  o_< q <_/~,+1 --  i 

geniigen offenbar genau 

der Bedingung 

( p 2  - -  I )  .p2h 

(p, q, P)  = 

Die Menge der so bes t immten Paare  werde in h + I Tei lmengen 

m e ( q = o ,  I , . .  h - - I )  und m* �9 ~ h 

zerleg~, j enachdem 

oder 

isis. 

demnach gleich 

129 

[ F ( p ,  q)[p = p - e  (O ~- o, I , . . . ,  h - -  I) , 

[ F (p, q)[e <-- p - h  

Die )5enge m~ ist offenbar mi~ m*(P h) identisch, die Anzahl  ihrer  Elemente  

Sei dagegen Q einer der Indizes o, I , . . . ,  h - - I .  

sich dann  offenbar durch die Bedingungen  

Jedem Elemen~ yon m e l~sst 

----'~0 ( r o o d  s {~ ~ q ( r o o d  .D~+I),  0 ~ j ~  ~ / ~ + 1  _ I ,  

17 -33617 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  62. Imprlm6 le 4 novombre 1933. 

o < q < p e + l - - i  
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eindeutig ein Zahlpaar p, q aus m(Pe) zuordnen; umgekehrt entsprechen jedem 

Element der Menge m(Pe) durch diese Zuordnung genau/~(h-e) Elemente aus m e. 

Folglich besitzt mo genau 
. ( / ~ )  p~  (h-~,,:, 

Elemente. 

Z~hlt man die Elementen-Anzahlen der Mengen 

~)~0, m l ,  �9 - �9  Tnh---1 ~ ~ 

zusammen, so erh~lt man daher die Gleichung 

h--1  

oder durch Division mit p~h+2: 

h--1  

~(~1 
0 = 0  

~ * (1 ~) I 
~O2h+2 - -  I - -  ~ "  

Diese Formel hat eine sehr anschauliche Bedeutung. Es ist 

d ( P e ) -  n(IV,) d* n*(Pe) /~Q+,_, , bzw. (pe) = p2e+2 

offenbar gerade gleieh der Diehte der Paare ganzer rationaler Zahlen/9, q, die 

den beiden Bedingungen 

IF(p ,  q) le = p-,o, (p, q, p) = I,  

bzw. den beiden Bedingungen 

IF(p ,q ) lp - -<P  -~, ( p , q , P ) = I  

geniigen, im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen p, q. Es ist ferner 

I 
I p~ --  do(P) 

gerade gleich der Dichte der Paare p, q in diesem Gitter, fiir die 

(p,q,P)----  I .  
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hul 

Y, d(P~) + d*(F0 = d0(P) 
0~0 

ist also fast trivial; sie besagt eben nur, class fiir jedes Zahlpaar p, q die Funk- 

tion F(p ,  q) dieses Paares durch eine der Potenzen 

I, P, P~, . . . ,  ph-1 

oder durch eine noch hShere Potenz genau teilbar ist. 

I 2. Die Anzahl n*(P h) l~isst sich fiir geniigend grosses h explizit angeben. 

Zu diesem Zweck mSge jedem Element p ,q  dieser l~ienge eine nichtnegative 

ganze rationale Zahl f durch die Gleichung 

[qlP = P - J  

zugeordnet werden; in 

q = Pfqo 

ist dann also q0 zu P teilerfremd und wegen der u 

o g q g P  h + l -  I 

offenbar nur genau 

( P - -  I ) .~--f  

verschiedener Werte f~hig. Es ist leicht einzusehen, dass f nach oben beschr~nkt 

ist; ist n~mlich a 0 der Koeffizient yon x n der Form F(x,  y), der Wegen der Ir- 

reduzibilit~t dieser Form gewiss nicht verschwindet, und wird 

wegen (p, q, P) --~ I also gleichzeitig 

p ~ o (mod P) 

vorausgesetzt, so gilt offenbar 

IF (p ,  q)IP = I~o IP, 

und das steht fiir hinreichend grosses h i m  Widerspruch zu der Forderung 

IF(p ,  q) lP -< P-".  
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Wegen der Homogenit~t von F(x, y) gilt fiir alle Paare p, q aus m*(/~) 

Fiir hinreiehend grosses h ist also naeh der eben bewiesenen Besehriinktheit yon 

f die linke 8eite beliebig klein. Das ist naeh einem grundlegenden Satz aus der 

Theorie der P-adisehen Zahlen nur dann mSglieh, wenn l)/q beliebig nahe bei 

einer P-adisehen lgullstelle yon F(x,  x) liegt, etwa in der Niihe yon Z, und zwar 

muss yon einem h ab 

also 

sein. 

[q-P z{<lzl~, 

q ~ = I z I~. oder  m a x  (I,  I z I~) : P / =  I q It, 

Auf Grund der Taylorschen Reihenentwicklung ist nun 

~'(~, I ) -  (P -- Z) A~'lP(Z, I)= ~ ~1. (P -- .~)gF(g) (z, I), 
.q=2 

wobei 

dere wegen der Irreduzibilitiit yon F(x, I) 

F'(Z, I) ~ o 
ist. Setzt man h hinreichend gross, also 

I F (  p , I)]p und damit 

hinreichend klein voraus, so grit folglich 

IF( p, I ) -  (P -- Z) ~5" (Z, I)lp~ I(q-- Z).F'(Z, I)lp~ 

und man hat  

die Akzente die Ableitungen yon F(x,  I) nach x bedeuten und insbeson- 

Iq 

wegen 

- I F ' ( z ,  i ) l~  ' 
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also 

Ip -qz l~  I tq'~ P [p)n--1. -- [ FT(-Z~I)[e max (I, [ Z ]p)--i < /).---h max (I, [ Z 
- I F ' / z ,  ~ ) I ~  

Umgekehrt geniig~ fiir hinreichend grosses h jedes LSsungspaar dieser Unglei- 

chung wieder der vorigen Ungleichung. Auf der rechten SeRe dieser Unglei- 

chung ist der Fak$or 

max (I, I zl~) " - '  
[ F '  (Z, I)[p 

aber offenbar eine Potenz yon P mit nichtnegativem ganzen rationalen Expo- 

nenten, denn man hat  

max ( i i lz lP)  n-'  

Zu jedem zul~ssigen Wert  yon q gibt es also genau 

max(i  [zip) '~1 ' p 

I~'(z, ~)l-- 
Zahlen p, die der Ungleichung 

Ip - q z l ~  < e --~ ma~ (I, I zl~)'~_ -1  
- I F ' ( z ,  , ) lP  

geniigen und die im Intervall 

o - - < p < P h + ~ - -  I 

liegen. Das zu der Nullstelle Z gehSrige Bedingungssystem 

Ip - q z l ~  < p - "  ma~ (~, I ZIv) n-~ 
- -  I F ' ( Z ,  I ) l e  ' (P'  q' P ) - - -  " 

o ~ p ~ p h + l - -  i, o__<q_<ph+l - - I  

hat  somit genau 

max (I, I ZIP) '~-2 (p__ I) ph+, 
I~"(Z, ')1~ 

LSsungspaare p ,q ,  und jedes d ieser  LSsungspaare gehSrt zu m*(Ph), w~hrend 
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umgekehrt jedes Paar aus m*(t ~) ffir hinreichend grosses h einem solchen Be- 

dingungssystem geniigen muss. Andrerseits hat E(x, I) lauter verschiedene ]~ull- 

stellen; die zu zwei solchen verschiedenen NulLstellen Z und Z' gehSrigen vo- 

rigen Bedingungssysteme kSnnen also fiir hinreichend grosses h kein LSsungspaar 

p, q gemein haben, da die Differenz Z - -  Z' positiven P-adischen Betrag hat. Man 

erhiilt also die Menge aller LSsungspaare yon m*(Ph), wenn man die Yereini- 

gungsmenge aller Paare p, q bildet, die ffir irgend eine P-adische Nullstelle yon 

F(x ,  I) dem zugehSrigen Bedingungssystem geniigen, und zwar tri t t  dabei jedes 

solche Paar p, q einmal und nur einmal auf. 

Geht man zu den Anzahlen fiber, so folgt damit 

. . . .  1 X~ max (I, [ Z I p )  n -2  
~**(Pn) = (P--  U r ' "  .-", ~-~, ~. -,- v- 

z I -~ ~ ,  I)IP 

und zwar ist hier die Summe fiber die siimtlichen P-adischen Nullstellen yon 

F(x ,  I) zu erstrecken. Hieraus folgt weiter ffir grosses h die analoge Gleichung 

denn es ist naeh I I. 

und demnaeh 

'* ~ h  ~ m a x  ( I ,  I z l ~ )  ~ - ~  
. ( P h ) = ( P - - I )  1-" ~z iF z;;ji; ' 

h--1 

Q--~'~0 .p2q+2 .p2h+2 - -  I p ~  

t ) 2  "~ ~.~ / .  

von h ab 

(2): Die beiden 

gleichungen 

Man entnimmt den so gewonnenen Formeln, die den Wert  yon n(P h) und n*(P h) 

geben, falls h eine gewisse Grenze fiberschreitet, die folgenden zwei Aussagen: 

(I): Hat  das Polynom F ( x ,  I) keine P-adischen Nullstellen, so ist yon einem Wef t  

,(ph) = o und n*(P h) = o. 

Anzahlen n(Ph) und n*(P ~) gen~'ge~ fi ir grosses h den zwei Un- 

= o(ph),  o(Ph).  

Diese Zwei Aussagen werden weiterhin angewandt. 

13. Die Formeln des vorigen Paragraphen setzen voraus, dass der Wert  

yon h genfigend gross ist, geben also noch nieht den Wert  der Anzahlen n(P  h) 
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un6 n*(P h) fiir jedes h. Es scheint nicht ganz einfaeh, diesen Zahlwert auch 

fiir kleine h explizit anzugeben. Li~sst man jedoch endlichviele Primzahlen P 

ausseracht, so gelingt es in der Tat, beide Anzahlen ausnahmslos zu bestimmen. 

Zu diesem Zweck setzen wir voraus: >~Die Primzahl geht weder in der Dis- 

kriminante d, noch in dem ersten Koeffizienten a o der Bin&form _V(x,y) auf>>. 

Eine Primzahl, die diese beiden Bedingungen befriedigt, heisse zur Abkiirzung 

regul&'; d a d  und a 0 wegen der Irreduzibilitiit yon F(x ,  y) nicht verschwinden, 

so k6nnen natiirlich ~mr endlichviele Primzahlen nichtregul&" sein. 

Liegt eine solche regul~re Prlmzahl vor, so ist erstens 

n.*(P0)  : 192 - -  I ;  

diese Formel bleibt sogar fiir nichtregulgre Primzahlen bestehen. Sei dagegen 

zweitens h--> i ,  Alsdann werde Gebraueh gemaeht yon der Relation 

I F(p,  q)[e : min ( I ,  [ p  --- q Z  ]p ,  [ p  - -  qZ' [ p , . . . ,  [p --  q Z  (a~l) [p), 

die nach dem ersten Tell dieser Arbeit fiir alle reguls Primzahlen und zwar 

unter der Voraussetzung (p, q, P ) :  I gilt. 1 Dabei bedeuten 

Z,  Z', . . . ,  Z (2v-1) 

die sgmtliehen P-adischen Nullstellen von F(x,  I) und N ihre Anzahl. 

Gibt es  keine solehe Nullstellen, so ist in der vorigen Ungleichung die 

rechte Seite gleich Ein~; somit muss alsdann m*(P h) leer und 

n ~(Ph) = o fiir h >-- I 

sein. 

Sei dagegen N >-- I. Dann liegen wegen der Regularit~t yon P alte Null- 

stellen yon F(x,  I) in verschiedenen Restklassen rood P .  Somit folgt, dass jedes 

Paar p, q yon m*(/~) genau einem der N Bedingungssysteme 

Ip - -qZ(M)[v<  t>-~, o<p<_ph+~ ,  o < q < p h + l ,  ( p , q , P ) =  I 

geniigen muss, wo Z (M) der Reihe nach durch alle Nullstellen liiuft. Aus der 

ersten und letzten dieser Forderungen folgt nun, dass  q zu P teilerfremd sein 

muss; es gibt demnach genau 

MSgliehkeiten fiir q. Fiir jede der so gewi~hlten Zahlen q gibt es welter 

1 Siehe  I, S. 719- -722 .  
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P 

LSsungszahlen p .  Also hat jedes dieser Bedingungssysteme 

( / )  - -  I) .~4-1 

LSsungspaare und es folgt demnach die Gleichung 

n*(1 ~ ) = N ( P - ~ ) / ~ + ~  fiir h--> I. 

Nachdem auf diese Weise n*(P a) bestimmt ist, folgt wie in I2. welter 

( P - -  I ) ( P - -  N-~- I) f t i r  h = o ,  

( N ( P - -  I) 2Ph fiir h--> I. 

Ohne Schwierigkeit erkennt man, dass diese AusdrScke fiir n*(/~) und n(/~) fiir 

h--> I zusammenfallen mit den Formeln, die in 12. fiir diese Anzahlen unter der 

Voraussetzung, dass die Zahl h hinreichend gross ist, und ohne die Einschr~tnkung, 

dass P regular sei, hergeleitet wurden. 

I4. Durch die bisherigen Entwicklungen wurden auch die beiden Anzahlen 

n ( / ~ P ~ . . . / ~ t  t) und n*(/~/~2~ . . .  Ptht) ausgewerte~, wenigstens wenn alle Expo- 

nenten hi, h~, . . . ,  ht hinreichend gross sind oder es sich um reguli~re Primzahlen 

P1, P .~, . . . ,  Pt handelt; denn nach Io. gilt 

t 

n( /~ ,P~, . . .  P~tt) ---- I I  n(P~), 

t 

.*(~I,P~,... P,~,)- II n*(~.~.) 
~g--1 

Man hat auf Grund yon I2. hiernach die beiden Aussagen: 

(I): Hat das Polynom F(X, I) keine P~-adische Nullstelle, wo Pc eine der P'~m- 

zahlen P~, P~ . . . .  , Pt bedeutet, so ist 

, ( ~ , P ~ , , . . .  ~ , )  - o, n * ( ~ , ~ : . . .  P~,)= o, 

sobald der Exponent h~ hinreiche~d gross ist und wenn die anderen Exponen- 

ten irgend welche 14rerte haben. 
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Es gibt eine positive Zahl c, die von hi, h2, . . . ,  ht nicht abhdngt, so dass 

immer 

,(F~,,P~, . P,~,) _< ~p~,P~,, . . .  P,~,, ,*( , ,~ ,P~, . . .  P,~,) _< eP~,i',~,.. .  ~,~, 

ist. 

Zur Abkiirzung mSge die Funktion 

a ( ~ , ~ , . . .  ~ , )  = ~,+~p~,+,~ p~,,,+~ 
. . . .  t 

eingefiihrt werden; sie ist gleich der Dichte der Paare ganzer rationaler Zahlen 

p, q mit 
Q(p, q) ph, ph, = ~ ,  = ,  " ' "  Ptttt, ( P , q ,  e l - P 2 . . .  P t )  = I 

im Gitter 

sehfftzung 

aller Paare ganzer rationaler Zahlen. Aus (2) ergibt sieh die Ab- 

o -< d(P~ ,P~ . . ,  eta,) -< c ( p ~ , , ~ , . . ,  p~,)- 

wo aueh C eine positive Zahl bedeutet, die v o n  hi, h~, . . . ,  ht nieht abhh'~gt. 

Aus dieser Abschgtzung folgt insbesondere die Konvergenz der Reihe 

20 ~0 

h ,=O h.~=O ht= 

die im Folgenden auftritt. Man kann diese Reihe in Faktoren zerlegen, die sich 

nur noch auf einzelne Primzahlen beziehen; es ist ngmlich 

wobei 

t 

~ 1  

h = 0  

gesetz~ wurde. 

Fiir regulgre Primzahlen P ergibt das vorige Kapitel durch Summation 

einer geometrischen Reihe den Zahlwert 

a , p , = ( P - - I ) ( P - - N + [  ) I) N ( P - - I )  ~ 
p~ + p~(p1-2/~ _ _  I) 

1 8 - - 3 3 6 1 7 .  Acta mathematiea. 62. I m p r l m 6  lo 4 n o v e m b r e  1933 .  
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Die Reihe a(P) stell~ also eine Zahl des dureh /~/~ erzeugten algebraischen Zahl- 

kSrpers dar. Aus den Ergebnissen in I2. folgt, dass diese Aussage auch dann 

noch bestehen bleibt, wenn die Pr imzahl  P nicht  mehr  regular  ist. 

15. Bei den fo lgenden Absch~tzungen wird nicht  die Reihe 

h v - O  h ~ O  h t=O 

selbst auftret~en, sondern nur  der endliehe Abschni t t  

P,)= F, Y, 
hl=O h~=O b t=O 

ph, ph. , .  . . ph t  <_ .c 

wo x eine sehr grosse positive Zahl bedeutet .  Man kann  eine sehr einfache 

asymptot ische Formel  fiir diesen Abschni t t  herlei ten,  wenn man yon den Aus- 

sagen (I) und (2) in I4. Gebrauch macht .  

Zu diesem Zweck werde ohne Einschr~tnkung der Al lgemeinhei t  angenom- 

men, dass die Gleichung F ( x ,  I) ~ 0 Wurze ln  im KSrper  der P~-adischen Zahlen 

hat  fiir die Indizes 

Z =  I ,  2 ,  . . . ,  to*, 

n ieht  aber fiir die Indizes 

z = t~ + ~, t*o + 2 , . . . , . t ;  

dabei kann  to* irgend einen der W er t e  o, I, 2 . . . .  , t haben. Ist; to* = o, ist also die 

Gleichung in keinem der t KSrper  15sbar, so besitzt  die Reihe fiir a(P~P~.. .  Pt) 
nur  endlichviele Summanden;  in diesem Fall  ist also yon einem hinre ichend 

grossen x ab 

a~(P~P~... Pt)- -  a(P~P~... Pt). 

Sei dagegen to*--> t .  Alsdann t re ten  in der Reihe fiir a(P1P~.. . I t )  nur  solche 

nichgversehwindenden Summanden  

fiir die die Exponenten  

ht*+l, hto*+2 . . . . .  ht 
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unterhalb einer nicht yon x abh~tngigen Schranke liegen, auf. 

schwindenden Summ~nden genfigen ferner der Ungleichung 

139 

Diese nichtver- 

d ( p h l i  p ~  . . . ~htt) (p#~i p~2~ . . . pht )21n ~ ~ ( p ~ i  p h  . . . .  ~Dtht)l/n--I" 

Sei N(u) die Anzahl dieser nich~verschwindenden Summanden, fiir die 

~ < s~,,s>~ . . . .  p~, < 2u  

is~. Wegen 

.P1>_  2, P~  >_ 2, . . . ,  .P~ >- 2 

kann also keiner der Exponenten h0, hi, . . . ,  hto*-i grSsser als 

lo~ (2u) 
log 2 

sein; .ieder derselben hat somi~ h6ehstens 

log (4u) 
log 2 

MSglichkeiten. Sind hi, h~ , . . . ,  hg-1 gegeben, so kSnnen die iibrigen Exponen- 

ten ht*, ht*+~,..., ht nur noch eine beschrgnkte Anzahl yon Wertsystemen an- 

nehmen, etwa hSchstens 7- Es is{ demnach ffir t,*," # o 

~7"(U) ~ 7 i lOg (4U)~ t:-I 

Da wegen 

ferner 

~(~ ,P~ .  . . . .  P~,) (p~;p~ . . . .  _p~,,,~/,~ < c ( s ,~s ,~  ... v<~/~-i  _< c 

ist, so ist die Summe der Glieder mit dieser Eigensehaft hSehst;ens gleieh 

C7 /log (4 u)~t*-' 
~,-~.i, t 1-]og 2 - 1  

_A_us der Definition folg~ nun die Reihenentwicklung 
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ar  ~ a o  

r  p , ) -  2]  2]  ... 2 ~ a ( ~ , , ~  . . . .  p~,)(z,~,~, . . . .  ~ , ) , / ~ .  
ht=O h~=O ht~O 

h~ ho .Phtt Pl P',-.. >x. 

Indem man die Summe rechts in die unendlichvielen Teilsummen 

2 i x  <- ~ , P ~ ,  . . . .  l~,t < 2J+lx  ( j  = o, i ,  2 , . . . )  

zerlegt, kommt  man zu der Abschi i tzung 

~ 07 (lo~ (~J+"x)i ':-~ 
I ~ (p , e . . - .  p , ) -  o(p,2",.., v , ) l -  j ~  (2~,),-,/- ~ l 

Setzt man jetzt  x hinreichend gross, nitmlich x - -  > 2 voraus, so ist 

i~247 < (J + 3) log 3? 

log 2 -- log 2 

und demnach 

C;, (1o~ x) ':-~ ": (J + 3) t~ 
I ~  Pt) - a ( P ~ P "  ' Pt)l <- (log 2)t:-i  x~-2/~ j=OZ--2(1--2/")J 

Da die Reihe " 

~ (.j + 3)~:-, 
j=O 

gegen einen von x unabhiingigen Grenzwert  konvergiert;  so folgt  also endlich 

die Abschii tzung 

fiir grosses x. Dami t  sind wir zu folgendem Satz gelangt :  

1)1, p~ ,  . . ., P~ 

t~ 

2, H a u p t s a t z :  Bedeute 

F(x ,  y) eine i)'reduzible Bindrform mit ganzen rationalen Koeffizienten vom 

Grad n >-- 3, 

endlichviele versehiedene Primzahlen, 

die Anzahl de~jenigen unter diesen Primzahlen P~, fiir die die Glei- 

ehung F(x ,  I) = o ]$rurzeln im KSrper der P~-adischen Zahlen hat, 



p und q 

q(p, q) 

, ( P ~ , , s , ~ ,  �9 

o( P, P~ ' �9 Pt) 

o,(s> j~. . ,  s>,) 

Dann besteht die Beziehung 
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zwei ganze rationale Zahlen mit (p, q, P1P~"" Pt) -~ I, 

das grSsste Potenzprodukt der Primzahlen Pi, P2, �9 �9 I t ,  das in  

F(p,  q) aufgeht, 

�9 P~t) d i e  Anzahl der Paare gauzer rationaler Zahlen p, q mit 

(~(p; q) P h , " P ~ " P ~  t, (p, q, P,P~"" Pt) = I, 

0 ~A'l'l'l'l'l'l'l'l'l#9 ~ .Phli-I-1p h~-I-1 �9 . ..~)t h t ' + i -  I ,  o ~ q  ~ P'?+I,~)D2:-I-1.-- P$ h t+ i - -  I ,  

die Dichte der Paare ganz~" rationaler Zahlen p, q mit 

Q(p,  q) = S"? S'~ �9 -. S '~,  (~o, q, S ' ,S '~ . - .  S',) = 

im Gitter aller Paare ganzer rationaler Zahlen p, q, 

die unendliehe tTeihe 
oo ~0 ~o 

,(p,s,~... v , ) = , ~  ~ �9 Y , a ( ~ , v ~ . . . . P ~ , ) ( ~ , ~  . . . .  p~<),~,, 
hj~O h~=O ht=O 

fiir eine beliebige positive Zahl x ihren Abschnitt mit 

h,~O h2=O ht=O 

phi phi.., p~ <~x 

die Summe a(P1P~... P~) im Fall einer einzigen Primzahl. 

und es ist fiir iiber aUe Grenzen waehsendes positives x 

~.~(I>,s>, ... P,) = , (s>,p, . . .  P,) + { 
o f a r  g = o, 

l(~~ ~-)'-~ fa,- t'o > , .  0 \ Xl__lln ] 

A u f  der reehten Seite dieser Beziehung lSsst sieh das Hauptglied auf  folgende Weise 

in Faktoren, die sieh nut noeh auf einzelne Primzahlen beziehen, zerlegen." 

t 

,(s~ls~. .. v,) - I I  ~(P.). 

Der einzelne Faktor o(P~) ist eine Zahl des dureh 1~/~ erzeugten algebraisehen Zahl- 
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kSrpers. Wenn insbeso~dere P~ weder in der Diskriminante yon F ( x ,  y), ~oeh in 

dem Koeffizienten von x ~ dieser Form aufgeht, so ist 

o(P,) - ( P ' -  + p ,  + 
I) 

t3"- [ 191--2/" - -  I ) '" 

wobei v~ die Anzahl  der P~-adisehen Nullstellen yon F ( x ,  I), eventuell die Null,  

bedeutet. 

I I I .  

16. Sei G eine Punk~menge im lnnern der (p,q)-Ebene, /)1, P2 . . . .  , Pt 

wieder eine endliche Anzahl verschiedener Primzahlen. Die Menge aller Gitter- 

punkte (p,q) in G mit 

(P, q , / ) l P ~ " "  ~t) = I 

heisse Mo, die Anzahl ihrer Elemente No. Fiir die weiteren Entwicklungen ist 

es nStig, M o u n d  Na in einfachere Bestandteile zu zerlegen. 

Da ] lo  gewiss den Punkr (o, o) nicht enthiilt, so entspricht jedem Punkt 

dieser ~[enge eine nichtverschwindende ganze rationale Zahl F ( p , q ) u n d  also 

auch als grSsstes Potenzprodukt der Primzahlen t)i ,  P 2 , . . . ,  Pt, das in F ( p ,  q )  

aufgeht, eine wohlbestimmte Zahl Q(p, q). Gemiiss dem Wert  dieser Zahl Q(p, q) 

li~sst sich die Menge 2tlG offenbar in Teilmengen MG(P~'P~ . . . .  p~t) zerlegen: 

�9 h~ h~ Mo = E E " " E Mo(P~ P~ ' " P~t), 
hl~O h2=O ht~O 

so dass fiir alle diejenigen Paare p, q aus Me, die in M o ( P ~ , P ~ . .  Phtt) liegen 

und nur fiir diese gerade 

Q(p, q) = :Iph' p ~  " ~ . pht t 

ist. Wird die Elementen-Anzahl yon Ma(Ph,,P~ ~.. Pt~) mit Na(P~,P~ . . . .  P~) be- 

zeichnet, so gilt entsprechenderweise die Zerlegung 

hx~O h~--O ht~O 
�9 p 2 t ) .  

/q h Die Menge MG(P~ P2 . . . .  l~tt ) liisst welter eine Unterteilung zu, gemiiss den 
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Restklassen modulo .P~+IP~-+I.. .P~t+I, in  denen die Koordinaten des Punktes 

p, q liegen. Sei p, q irgend ein Punkt dieser Menge, also 

(p, q, _V~ S'~ . . . Pt) = i , Q(p, q) = P~, P~ . . . .  t'~t , 

und p', q' ein Paar ganzer rationaler Zahlen, das mit p, q durch die Kongruenzen 

p' ~ p  (mod P h l + l P  h ~ + l  . - -  Ptht+l), q' ~ q (mod ph,+lp~+l . . .  Phtt+, ) 

verkniipft ist. Dann ist offenbar 

(p', q', P1P~. . .  Pt) = I ,  

ferner nach der Taylorschen Reihenentwicklung 

F ( p ,  q) ~ F ( p ' ,  q') (mod Phl'+lph-~+l �9 - �9 pht+l), 

also 

Q(p', q') = Q(p, q) = p~,p~ . . . .  ~ .  

Das Paar p', q' hat also wieder dieselben arithmetischen Eigenschaften wie das 

Paar p, q, bestimmt aber natiirlich im aUgemeinen keinen in M~ liegenden Punkt. 

Man kann seine Eigenschaften zu folgender Zerlegung tier Menge M a ( P ~ P ~  . . . .  p~t) 

benutzen: 

Die Paare p, q aus  M ~ ( P ~ , P ~ . : .  Phtt ) miissen sich auf gewisse Restklassen 

modulo P~I+I.PI2~+I...P~'t+I verteilen. Aus jeder solchen Restklasse l~sst sich ein 

Repr~sentant p', q' mit 

p'  ------p (mod phl+lph2+l... Ptht+l), q' __~ q (mod Phll+lp2h~+l... Ptht+l), 

(P ' ,  q ' ,  P ~  P ~  " " P t )  = I , Q ( P ' ,  q')  = P ~ '  P ~  " " P~ t  , 

o <-- p' ~-- P~'+I P ~ + I ' . .  pht+I--  I ,  o <~ q' ~-- P~ '+ le~+l""  Phtt+l - -  I ,  

d. h. ein Element aus m(P~,P~ . . . .  Phtt ) w~hlen. Alle Elemente aus .MG(Ptt, P~ . . . .  Ptht), 

die den Kongruenzen 

p ~ p '  (rood p~,+~p~+, . . .p~t+l) ,  q = q' (mod p~,+lp~,+, . . .  Ptht+l) 

genfigen, mSgen zu der Menge M(;(P~P~ . . . .  P~t'; P', q') zusammengefasst werden. 

Alsdann ist gerade 
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Ma(Phl, t ~  . . .  P~tt) = ~_~ Ma(I~, , I:~ . . . .  Phtt; p ' ,  q'), 
p' ,  q ' i n  m ( P ~ l t / ~ . . .  C t )  

and wenn mit N o ( I ~ ? t ~ . . . P ~ ;  p' ,  q') die Anzahl der Elemente der neuen Menge 

verstanden wird, so besteht entsprechenderweise die Relation 

Na(P~? Ph~ . . . .  P~t) = ~_j 5a ( I~ ,  ph . . . .  P~t; p ,  q'). 

17. Die vorigen Zerlegungen sollen angewandt werden unter der Voraus- 

setzung, dass G die Menge der Gitterpunkte in der (p, q)-Ebene bezeichnet, fiir die 

1 
[ F ( p , q ) ] < k ,  [ p , q [ < ~ n - - 1  

Q(p,  q) - __ 

ist, wobei k eine positive, fiber alle Grenzen wachsende Zahl bedeutet. 

also speziell Me die Menge aller Paare ganzer rationaler Zahlen p, q mit 

Dann ist 

1 

[ -P (P' q) [ < k, (p, q, P,  P2"'" Pt) = i [_1), q [ < k "--~ Q(p,  q) :-  , - 

und enth~lt natfirlich nur endlichviele Elemente; die Anzahl ~ und erst recht 

die Teilanzahlen _A~G(P~P~ . . . .  p~t) und N G ( P ~ , P ~ . . . P ~ t ; p ' , ' q ' )  werden demnach 

yon selbst endlich, so dass die Zerlegungen des vorigen Paragraphen Sinn haben. 

Es handelt sich darum, ffir diese Anzahlen asymptotische Formeln zu gewinnen. 

Dies wird gelingen durch einige elementaren Gitterpunktsbetrachtungen. 

I8. Die Gleichung F(x,  I ) =  o hat im KSrper der reellen Zahlen etwa die 

siimtlichen Wurzeln 
�9 = ~r ~(~--1).  

ihre Anzahl v ist hSchstens gleich n und kann auch unter Umst~nden verschwin- 

den. Wie im ersten Teil dieser Arbeit gezeigt wurde, gibt es eine positive Kon- 

stante Co, die allein v o n d e r  Bin~rform F ( x ,  y) abhiingt, so dass fiir alle reellen 

Zahlen x, y, die nicht beide verschwinden, die Ungleichung 

1,] i ) 

besteht; dabei muss ffir v ~-o auf der rechten Seite der Ausdruck 
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m i n ( ] ~ - - ~ l ,  [ y - - ~ ' ] ,  . . . ,  ]~--~("--1)], I) 

durch Eins ersetzt werden. 1 

Sei Q zun~chst eine beliebige nutiirliche Z~hl: die der Ungleichung 

1 

2 

geniigt. Fiir alle Punkte der durch 

I F(x, y)l < kQ, 

definierten Punktmenge H muss die Ungleichung 

min (I x II - l I) kQ 

~ m ~ x  (Ixl, lYl) '~ 

bestehen. Wegen 

k C-ok~ 
k Q  < 2 I 

~'o m ~  (Ixl, lyl)" co (k~-~) n 

ist hier aber die rechte Seite kleiner als Eins; auf der linken Seite muss also 

fiir jeden Punkt  yon H mindestens einer der Ausdriicke 

# ~ O, I~ . . . , ~ - -  I )  

kleiner als Eins sein, wenn nicht v =  o und alsdann H e i n e  leere Menge ist. 

Wird yon diesem Fall v = o abgesehen, so l~sst sich der Inhult von H leicht 

nach oben absch~tzen. D~ nach vorhin fiir .~eden Punkt yon H e i n e  ~ter Un- 

gleichungen 

- ~(~) -< Co m ~  (Ixl, lYl) ~ --  ~ (~ = o, i, . . . ,  , - -  ~) 

erfiillt ist, so gilt insbesondere 

I i ' ) ~-~~')  <-~ I ~ - - ~ ( ' ) y l < ~ l y l ,  I~1 -< +1~(~)1 ly l  
Y - - 2  ~ - -  

i S iehe  I ,  S. 7 1 4 - - 7 1 6 .  

19- -33617 .  Acta mathematica. 62. Impr im~  le  6 novembre  1933. 
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und wenn zur Abkiirzung 

I + max (1~1, WI,  . . . ,  Iff("-"'l) = v,  

gesetzt wird, so folgt also, dass fiir jeden Punkt  yon H 

wegen 

demnach 

m a x  (Ixl, I:u ~< C, lyl ,  

1 

m a x  (Ixl, lyl) ~ k "-~ 

1 

lu l  > I k~___l - c ,  

sein muss. Ein jeder Punkt  dieser Menge liegt somit in einem der v Bereiche 

Ix I k q ! k,Li 
_ ~/,,) < C o l ~ '  l y l  >- c'~ ( U =  O r I~ . . . ~ l ' - -  I ) .  

Der Inhalt  jedes dieser Bereiche ist. aber gleich 

und folglich gleich 

f kQ du 4 Coyn_l 
1 

I k n _  1 
(!1 

4 ~ - 2  A 

(n - -  2) (:'o qk"-~' 

wie sicla durch Ausrechnung des Integrales ergibt. 

yon H die obere Schranke 

4" C7 -~ Qk.2~ 
(~ - 2) Co 

Damit folgt fiir den Inhalt  

und diese bleibt trivialerweise auch fiir ~ = o richtig. 

I 9. Aus der letzten Absch~ttzung ergibt sich insbesondere, dass das Integral 

I F ( x , Y ) l ~ Q k  
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existiert; es hat wegen der t tomogenit~t  yon F(x,  y) offenbar den Wert  

(,(qk)~/,,, 

wobei unter a die Konstante 

IF(x,y) l S l  - - ~  

verstanden wird. 

gleich 

Da der Inhal t  J des Bereiehes / ' :  
1 

IF(x ,  v) l -< Qk, ~ a ~  (Ixl, hi)  -< k~- '  

IF(x,y)lsQk H 

so ergibt sieh naeh den letzten Absch~tzungen fiir diesen Inhal t  die Ungleichung 

4~ c", -~ Qk,,_2a 
I J -  ,r(qk)~/~ I-< ( . -2)  Co 

Auch der Umfang L yon 1" lgsst sich leicht abschgtzen; dabei wird zweck- 

missigerweise unterschieden, ob �9 = o oder ~ >--I is~. Im ersteren Fall bekommt 

man wegen der ttomogenitg~ yon E(x,  y) fiir grosses k 

L = 6~(Qk) TM, 

wo C~ die Bogenl~nge der geschlossenen endlichen Kurve 

I F ( x , y ) l =  i 

bedeutet. Dies folgt daraus, dass die Kurve 

mit dem Quadratrand 

I F(~,  y) l = Q~ 

1 

max (l~l, ly]) = k ~'-1 

keinen Punkt  gemein hat, da wegen ~ = o die Menge H leer ist. 

Sei dagegen ~--> I. Die Berandung yon /~ setzt sich alsdann zusammen aus 

reellen Bogenstiicken der beiden algebraischen Kurven 
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F(x, y)= T qk 

und aus Stficken der vier Geraden 

1 1 

X :  :t S k n-l ,  y =  T k n- i .  

Es gibt also jeweils hSehstens 

2~t q- 2 

Punkte auf dem Rand yon F mit gegebener Abszisse oder Ordinate. Es ist nun 

/ 

L = I (dx'~ + dY~)'/~' 
f 

wobei fiber die ganze Berandung yon I" integriert wird, also erst recht 

L <-- fl(Idxl + Idyl), 

d.h.  L i s t  hSchstens gleich der Summe der Projektionen des Randes yon F auf 

die beiden Achsen. Die L~nge dieser Projektion fibersteigt nicht den Wert  

1 

2 �9 ( 2 .  + ~) .  2 k " - '  

und also ist ffir v----- 
1 

L-<-(8n + 8) k "-~. 

2o. Der Bereieh 1" werde jetzt mit einem Quadratnetz der Seitenl~nge 

19119~ . . . Pt Q 

fil0erdeckt; dabei seien die Quadratecken durch die Kongruenzen 

p = - - p ' ( m o d P 1 P 2  PtQ), q ~ q ' ( m o d P I P 2 "  PtQ) 

mit festen ganzen rationalen Zahlen p', q' definiert. Alsdann fallen in F eine 

gewisse Anzahl N dieser Quadratecken. Diese Anzahl ist offenbar der Anzahl 

der gew5hnlichen Gitterpunkte gleich, die in einem Bereich F' liegen, der aus 

F durch die J(hnliehkeitstransformation 

x =  P lP~ . . .  P t Q x '  + p' 

y =  P 1 P ~  PtQy'  + q" 



Zur Approximation algebraischer Zahlen. III. 149 

hervorgeht.  Diese Transformation verkleinert alle Inhal te  im Verhiiltnis 

und alle Umf~nge im Verhgltnis 

( .P1/9~ " ' . D t Q )  : I .  

Der Inha l t  J '  yon I "  geniigt also der Ungleichung 
1 

{ j I  a (Qk)2/n I 4v Cnl-lQkn-i 
(P~P.~::-t)tQ) 2 < ( n - 2 )  CYo(PiP2 ... PtQ) 2 

F '  und der Umfang  L '  von der Ungleichung 

C~(Qk)I/" fiir v = o, 
P1 P~ " ~t Q 

]L'l-< 
( 8 n + 8 ) k  n-~ fiir v>-- i .  

Andrerseits liegen naeh einem bekannten elementaren Satz in einem einfaeh- 

zusammenh~ngenden Bereieh mit  dem Inha l t  J '  und dem Umfang L '  hSehstens 

J ' + 4 ( L ' +  ~) 

und wenigstens 

J '  --  4(L'  + I) 

Git terpunkte.  Die Anzahl N muss also der Ungleichung ~ 

[N--J ' [<--4(L '  + I) 

geniigen. Es gilt  also erstens fiir v-~ o 

I N .(Qk)2/" [ 4C~(Qk) ~/'~ 

Auf  Grund der Voraussetzung 
1 

Q < C'o ~,-1 
2 

1 Wie ich der Dissertation yon L. W. lqieland (Groningen 1933) entnehme, stammt dieser 
bekannte Sagz yon C. F. Gauss, Werke II, S. 269 f. 
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ist jedoeh 
n--1  

so dass sieh der Summand 4 in den anderen aufnehmen liisst und fiir ~, - o  

x -  (p ,p  :::~,,q)., -< q~_,j~ 

wird, mit  einer positiven Zahl Cs, die yon k und Q nieht  abh~ng~. 

Sei zweitens ~--> I.  D an n  ist 
1 

N - -  ( p , p ~ _ _ . ~ t Q )  ~ ~ + + 4 .  (n - -  2) CoP~ P] . . . P~ ~PI~-" - f i t ]  - Q  

Auf  Grund  der Voraussetzung 

ist j e d o e h  diesmal 

1 
Q _< Co k~_i 

2 

1 

k n - 1  2 

O Co' 

so dass sieh der Summand  4 aueh je tz t  wieder in den anderen aufnehmen l~sst 

und  also fiir ~ ~ I 
1 

wird, mit  einer positiven Zahl C4, die yon k und Q nieht  abhiingt. 

Die so gefundenen Ergebnisse f i ihren sofort  zu einer Abseh~tzung fiir die 

Anzahl N G ( P ~ ' P ~ . .  p~t .... ' t , P ,  q')" Diese ist naeh Definition gleich der Anzahl  der 

Paa re  ganzer  ra t ionaler  Zahlen p, q, die den Bedingungen 

1 

IF(p,q)l ~ P~'P~ . . . .  Phttk, IP, ql ~ - 1 ,  

--~ --~ J, +1 (rood ph~+lph2+l .. p~,t+*) l ) ~ p ' ( m o d P h ~ + l P ~ + l . . . P t t  ), q=--q '  _ ,  - ~  �9 

geniigen; sie ist also gerade gleich einer Anzahl N,  wenn die Zahl Q mi t  

Q :  -,Ph' -~Ph . . . .  Ptht 
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zusammenfs Somit  wird 

[ NG( P]' P ~  . 
, ok  21n " [ 

:P~,; v , q') - ~ ~ P ~ ( ~  : l <  p, p~ . . . . .  p~)2-2/,, -- 

C3kl/n 
(p]qph2.. .  pht~l--1/a ffir v = o, 

C~k,~_ 1 
t , ~ , p ~ . . ,  p~ ' f ~ r  ~ >_ , .  

Li~sst man  hier  das Paa r  io' ,q'  die si~mtlichen n(Phl, P ~ . . . P ~ t )  Elemente  der 

Menge m(P~,.Ph~ . . . .  .P~t) durchlaufen  und beachte t  man die Gle ichung 

so ergibt  sich also durch Summation aUer so ents tehenden Ungleichungen die 

Absch~tzung 

h ht h~ INo(P~,p~ . . . .  p~) - ,~ / -d (P~ ,P~  . . . .  ~'~')(P, P ,  " ~ 9 )  ~/" I <- 

[ C3 ~l/n $? (.ph. ph . . . .  .pht) 
( p ~ , p ~ : . .  pht)l__l/n fiir v = o, 

t 
--<) 1 

fiir v --> I .  

Es sei aber  noch einmal darauf  aufmerksam gemucht,  dass bei dieser Her le i tung  

ausdriicklich vorausgesetzt  wurde, dass 

C ~ Q = P~,,p~.. .  v~, _< ~~ --1 
2 

ist. 

2I.  Die Absch~tzungen in 20. machen es mSglich, die Anzahl  No aller 

Paare  ganzer  ra t ionaler  Zahlen p, q mi t  

1 
IF(v'q)l<k, (p,q,p,p~ p,)=~ Ip, ql<k--~ 

Q ( p ,  q) - , - 

angen~her t  zu beStimmen. Nach  I6. besteht  fiir diese Anzahl die Reihenent-  

wicklung 
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= . . .  h~ h ~ . . .  . No Z Y, Y~N~(P, P, ~,1 
hx=O h~=o ht=O 

U m  die b isher igen Ergebni s se  a n w e n d e n  zu kSnnen,  werde  die S u m m e  auf  der 

rechten  Sei te  in die endl iche  T e i l s u m m e  

N~: Z Z Z No(~,,~: 
hx:O h:~=O ht:O 

1 
p~,p? . ,  p~, _~ co k,,-' 

2 

und den unend l i chen  Res t  
av ~ 

hl=O b~=O ht=O 
1 

1]~t/)h' . , ,  pth~. > ? k n : l  

zerlegt ,  so dass 

i s t .  

Die  Glieder 

20. herge le i te t  wurden.  

p~,) 

~,) 

N o  = N;~ + Ni'" 

yon  N ~  ersetzen wir durch die Ausdri icke,  die am E n d e  yon  

Mit  der fri iheren Abki i rzung  

�9 h h ,  h . . . . .  (~x(l~lP2 '''  P , ) - -  ~_j ~-J �9 .. ~_j d(Ph,'P~ Pl t ) (P ,  P~_- P~'t) 2/" 
h~=O h~=O ht=O 
hi h., th P~ P2". .-  P t _< x 

wird dann gerade  

[ 1 C . q  , ~ k n S' 
INs--~'~ ' P, lk~/"I <-- [ 

C~ k "~i S" 

wobei  

und 

f i J . r  v ~ O ,  

fiir v ~  I, 

oc ~c r 

h~=o h~=o h t = o  

1 

~h, h., . l ht < c~ .~i--i t lP~ ' .  �9 t - - o  k 
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oc ao 

S t ' =  Z Z "" Z "*\--,~(phlP'--2 . . . . .  I~tt)(1M~l, . . . . .  pht)--lt 
hl=o hl=o ht=o 

1 
P1 P2 ... P t ~_ kn--1 

ist. Bedeute  nun Wieder wie beim ersten und zweiten Hauptsa tz  die Zahl to* die 

Anzahl  der Pr imzahlen  P1, P2, . . - ,  Pt, fiir die die Gleichung F ( x ,  I ) = o  im KSrper  

der Pt-adischen Zahlen 15sbar ist, und t o die Zahl to* + sgn ~. Nach  dem zweiten 

I-lauptsatz besteht  ffir h inre ichend grosses x > o die Formel  

i 
.o.~(P~P,... Pt) -= o ( P ~ P , . . .  Pt) + i 

I 

so dass also auch 

ac~ k',--~ ~ ( P ~ P e  Pt)k2/n = G (P IP , , '  , Pt) k2/n -~ 
2 

o fiir to* = o, 

[(l~176 1 fiir t* ~ I 
0 \ x1_2, ~ / - , 

o fiir 

0 (]~" ( log  ]~)t~--l) f i i r  

to* ~ O ,  

to*-> 1 

sein muss. W e n n  ferner  to* = o ist, so verschwindet  die Anzahl ~,o~--l(Ph'Ph~--2 " " " Ptht), 

sobald einer der Exponenten  hi, h.2, . . . ,  ht eine gewisse endliche Grenze fiber- 

schrei tet ;  gilt  dagegen to* >-- i, so besteht  die Ungleiehung 

n(ph, p~,-.., p hlt ) <~ cph, p~ . . . .  P~t, 

wo c eine positive Zahl bezeichnet,  die yon den Exponen ten  hi, hs, . . . ,  ht nicht  

abhiingt. 

Um diese Aussagen anzuwenden, macht  man je tz t  zweckmiissigerweise fol- 

gende Fal lunterscheidung:  

I. Fall :  v = o ,  to*=O. 

Die Summe S' besteht  aus einer beschriinkten Anzahl yon Summanden,  

bleibt also unterhalb  einer yon k unabhiingigen Grenze. Demnach  ist 

/~7~ : o-o.(p 1 p f l . . ,  pt)~2/n ~- O(~l/,t). 

z. Fall :  v-> I,  t ~ = o .  

Die Summe S "  besteht  aus einer beschri inkten Anzahl  von Summanden,  

bleibt also unterha lb  einer yon k unabhi~ngigen Grenze. Demnach  ist 

1 
= + 

20--33617. Acta mathematica. 62. Imprim~ le 6 novembrc 1933. 
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3" Fall:  v : o ,  t: 2> I.  

0hne  Einschr~inkung werde angenommen, dass die Gleichung F(x, I)= o 
im P,-adischen KSrper allein fiir die Indizes 

T =  I ,  2 , . . . ,  t ,*,  

nicht  aber fiir die iibrigen 15sbar ist. Alsdann verschwindet n(P~lP h, . . . .  P~0, 

falls einer der Exponenten ht*+l, ht*o+.o, . . . ,  h, eine gewisse Grenze iibersteigt, 

u n d e s  gilt  im iibrigen die Ungleichung 

, , ( p ~ . p ~  . . . .  ~ , )  _< ~*,o-h,-"*:. .  p g , .  

Sei wieder N(u) die Anzahl  der Summanden yon S', fiir die 

wie in 15. zeigt man, dass 

,, <_ v~ , ,~  . . . .  ~ ,  < ~,~; 

11o.o- (4u)V*-' 

ist mit  einer gewissen konstanten nattirl ichen Zahl 7. 

mandeu yon S '  mit  
u < ~ , ~  . . . .  P", < 2u 

hat  demnaeh h5ehstens den Wer t  

Die Summe der Sum- 

( l o~  (4 , , )~': - '  -1 

denn es gilt  fiir diese Summanden 

1 1 

, ~ ( ~ , P ~  . . . .  p , , )  (i,, p.. �9 P~,)  _< . .  . 

Die Summe S'  werde jetzt  in die Teilsummen mit  

fiir u = I, 2, 4, 8 ,  . . .  zerlegt; natiirlicherweise beschrgnkt man sich dabei auf die- 

jenigen Wer te  yon u, fiir die 

C 2-- 
2 
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Da infolgedessen gleichm~ssig in u 

/log (4u)V ~-1 1 __ 
(3 ~ 1 ~ - ~  2 ~ )  (2U)  n < O ( ( l O ~ ' ~ ) t : - - l ) ( 2 U )  n 7 

gilt, so wird also 

s '  = o ((log ~),o*-:) y ,  (~+,)~ 
j = o  

1 
~ _< Co k~_ i 

2 

und naeh Summation dieser geometrisehen Reihe 

1 

und es ergibt sich 

155 

und es ergibt sich 
2 1 

N'a ----- o a ( P ~ P . . . .  P t ) k  7' + O ( k  ~-~ (log k)t~). 

2 1 

N~ -~-- a o ( P i P o . .  Pt )k  '~ + 0 (It ;t-1 (log ]c)t~ 

4, Fall: v--> i, to*--> i. 

Wieder werde wie beim dritten Fall vorausgesetzt, dass die Gleichung 

F(x ,  I ) =  o allein fiir die Indizes 

~-~ I, 2 , . . . , to* 

ira KSrper der P,-adisehen Zahlen Wurzeln hat. Alsdann verschwindet die An- 
,% h zahl n ( P ,  P.~ . . . .  p~t), falls einer der Exponenten ht*o+l, ht*+~, . .  , ht eine gewisse 

Grenze iibersehreitet und es ist im iibrigen 

Die Summe S" ist demnach nicht grSsser als die ofache Anzahl der Potenz- 

produkte P~,P~ . . . .  P~t, die der Ungleiehung 

1 
v~, v~ . . . .  p ?  < c o k ~  i 
- -1  ~ 2  2 

gentigen und fiir die die letzten t -  t* Exponenten unter einer yon k unabhitn- 

gigen Sehranke bleiben. Daraus folgt leieht die Abschi i tzung 

s "  = o (Oog ~)t*o), 
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Nachdem so in allen vier F~illen die Anzahl N'(; abgesch~itzt worden ist, 

zeig{ ein Blick, dass die letzten drei F~ille sich zu einem zusammenfassen lassen, 

und zwar ergibt sich so schliesslich: 

N'c. - :  a a ( P a P ,  . . . P , )k  '/" -~ ~ O(k~i) 
fiir to O, 

0 (k ;'-i (log k) ~- ~) fiir to --> x. 

22. Um auch die zweite Teilsumme N~ nach oben abzusch~tzen, muss auf 

ihre Bedeutung zuriickgegangen werden; offenbar stellt sie gerade die Anzahl der 

Paare ganzer rationaler Zahlen p, q dar, die den folgenden Bedingungen geniigen: 

I F(p, q)l ~< k Q ( p , q ) ,  

1 

Q(P, q) > -C~ kn~i ,  IP, q[ < k ' -  ' ,  
2 

(p ,  q , - P ~ P , . . . t , , )  = ~ . 

Diese Anzahl ist nach den friiheren Ergebnissen fiir grosses k sicher gleich 

Null, wenn t~ ~ o ist. 

Se i 'dagegen  to* > o. Die Gleichung _F(x, i)-~ o mSge wieder allein fiir 

= I, 2 , . . . ,  t~ im KSrper der P,-adischen Zahlen 15sbar sein. Unter P= werde 

die grSsste der Primzahlen /)1, P ~ , . . . ,  Pt verstanden; alsdann bedeute 

q = {Q1, Q~ . . . .  , Q,,} 

die Menge aller Potenzprodukte 

mit ganzen rationalen Exponenten, die der Ungleichung 

1 1 6o k,,_l 
C'o k n .  , < ~2 < - -  t '= 
2 2 

geniigen und fiir die die Kongruenz 

F (p, q) ~ o (rood ~) 

sich in ganzen rationalen Zahlen p, q mit (p, q, P1 P_~. �9 Pt) = I 15sen l~issg. Dazu 

ist offenbar notwendig, dass die Exponenten ht$+l, ht*+2, . . . ,  ht unterhalb einer 

yon k unabhfingigen Grenze bleiben. Dasselbe Verfahren, das schon mehrfach 

angewand~ wurde, zeigt, dass Q nur hSchstens 

o ( ( log  ~),>,) 
Elemen~e enthiilt. 
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Es werde jetzt  ffir jedes Elemen~ Q aus Q unter  N"(Q) die Anzahl der 

Paare ganzer rat ionaler  Zahlen p, q mit  

1 

/~(p, q) ~ O (rood Q); I P, q l -< k ~ - l ,  (~', q, P I P 2 ' "  JOt) : I 

Verstanden. Da jeder W e f t  der Funkt ion  Q(p, q), der grSsser als 

o kn_a 
2 

ist, offenbar durch mindestens 

steht gewiss die Ungleichung 

ein Element  Q aus Q teilbar sein muss, so be- 

Z t! 
<_ N ( Q), 

Q 

wobei die Summe fiber alle Elemente Q der Menge Q zu erstrecken ist. 

Dami t  aber 

F (p, q) ----- o (mod q) 

gilt, wo 

ein Element  yon Q bedeutet,  ist notwendigerweise 

p -~ p '  (mod JO]',+~P~+~ - �9 �9 p~t+~), q =_ q' (mod P{'~ ~l~h~+l . . . jotht+l), 

und zwar durchlaufen hier p , q  die siimtliehen n*(p~lp~ . . , . . . p~ t )E lemente  der 

Menge m*(P~Ph~_~ ~ . . . .  phtt). Jedes�9 derartige Kongruenzenpaar  hat  aber an L5sungen, 

die den ~qebenbedingungen 
1 

Iv, ql_< k.-1 
genfigen, wegen 

2 

hSchstens eine Anzahl, die unterhalb einer von k unabh~ngigen Schranke bieibt. 

Wel ter  gilt nach I4. die Ungleichung 

2 
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Also muss gleichmiissig in allen Elementen Q aus 

sein und demnach 

1 
~7~'t(Q) = 0(~ n-l) 

1 
~u = o(k  ~-~ (log k),o*-,), 

womit diese Zahl auch im Fall t* ----- I nach oben abgesch~tz~ ist. 

2 3. l~achdem so die beiden Teilanzahlen N('~ und N~" einzeln angen~hert 

berechnet worden sind, ist wegen 

der Wert von N~ aueh bekannL und zwar ergibt sich die Absch~tzung 

I 1 
N G  = ( ~ ( 7 ( P I P $ . . .  t ) t ) k  2In -~ ] 10(kn) fu r  to = o,  

I 0 (k ~=i (log k) 'o-a) fiir t o _> I. 

P ~ , P ,  . . . . .  P, 

to 

p und q 
Q(p, q) 

Damit ist das folgende Ergebnis bewiesen: 

3. Hauptsatz:  Bedeute 

F(x,  y) eine irreduzible BindJform mit ganzen rationale~ Kopffizienten vom 

Grad n >-- 3, 
endliehviele verschiedene Primzahlen, 

die Anzahl de~janigbn KS~Ter unter den KY~Tarn der reellen, der 

Pl-adischen, der P., .adischen,.. . ,  der Pt-adische~ Zahlen, in denen 

die Gleichung F(x,  I ) =  o mindestens eine Wurzel hat, 

zwei ganze rationale Zahlen, 

das .qrSsste Poteneprodukt der Primzahlen P~, P~ . . . .  , Pt, da.r in 

F(p ,  q) aufqeht, 

a das Xonrergente Integral a - - -  f ]  F(x, I)]-~-~"dx, 

die im 2. Hauptsatz defimerte geihe 

zo :c oc 

a(P,P~, i ' t )= ~ ~ .  ~.d(P~,P~ . . . .  P~,)(P~,P~ . . . .  p~@n 
hl=O h~=O ht=O 

G ( P 1 P 2 . . . P t )  
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k eine iiber alle G renzen wachsende positive Zahl, 

die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen p, q, die dem Be- 

dingungssystem 

1 

] V ( p , q ) [  < 2, IP, q[ < k"-~ q(p,  q) - _ , ( p ,  q ,  P 1 P 2  " ' " I t )  = i 

geniigen. 

Dann besteht die asymptotische Gleichuug 

1 

Na = a ( ~ ( P I P 2  Pt)k 21'~ + ~ O(k~') 

0 (k ~--~ (log k) 'o-~) 

fiir t o = o, 

fiir t o >-- 1. 

(Obwohl der Beweis dieses Satzes ziemlich miihselig war, benutzte er doch 

nur elementare Kongruenz -und  Gitterpunktsbetrachtungen, im Gegensatz zum 

I. t tauptsatz, der in ganz entscheidender Weise mehrfach yore Thue-Siegelschen 

Satz und seiner P-adischen Verallgemeinerung Gebrauch maehte.) 

Die Resultate tier drei Haupts[itze erlauben ohne Miihe, das gesteckte Ziel 

zu erreichen und eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der LSsungspaare 

der beiden Bedingungen 

I F ( p ' q ) [ < k ,  (ff, q , ~ l P s . . . P t )  = I, 
q ( P ,  q) - -  

oder der beiden Bedingungen 

] F ( P ' q / I - <  k, (p, q ) - -  i 
Q(p, q) 

anzugeben. Dies werde im letzten Kapitel jetzt dargestellt. 

IV. 

24. Zur Abkiirzung werde die Anzahl der Paare ganzer rationaler Zahlen 

p, q, die den beiden Bedingungen 

I F ( p , q ) l < ~ ,  (p,q, p 1 p  ..._pt) : I 
Q(p, q) - 
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genfigen, mit  A (k), die Anzahl  derjenigen Paare, die den beiden Bedingungen 

I F ( P ' q ) I  < z., (p, q ) =  I 
Q(P, q) -- 

geniigen, mit  A'(Ic) bezeiehnet. Diese beiden Anzahlen sind nicht unabh~ingig 

yon einander, sondern lassen sich auf  einander zurfickfiihren. 

Is t  n~mlich p, q ein LSsungspaar der Bedingungen 

I F ( p ,  q) l _< k, (p, q, P~ P.~-. �9 Pt) = I,  
Q (p, q) 

so muss der grSsste gemeinsame Teiler yon p und q 

d = (p, q) 

tei lerfremd zu den 

fiir das Zahlpaar 

die Ungleiehung 

da offenbar 

ist. 

s~imtliehen Primzahlen P~, 1 ~ , . . . ,  Pt sein, und es gilt  also 

, P q, q 
P - -~ ] '  = d '  (p', q') = I, 

I q')l < k 
r  q') - 97 ,  

Q(p', q') -- Q(p, q) 

Somit muss die Gleiehung 

bestehen, wo d fiber alle natiirl iehen Zahlen liiuft, in denen keine der Prim- 

zahlen P1, P~ . . . . .  Pt aufgeht.  Die hier auf tretende Summe ist nur  scheinbar 

unendlich, denn trivialerweise ist 

A'(k) = o fiir k < I. 

In  entsprechender Weise l~tsst sieh A'(k) durch A(k) ausdrficken. Zu die- 

sere Zweek werde wie fiblieh die MSbiussehe ari thmetisehe Funkt ion /~(d) ein- 

gefi ihrt  als Entwieklungskoeffizient der Diriehletsehen Reihe 
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ao 

~(s) -~ = ~, %(d)d -~ 
d = l  

fiir die Reziproke der Riemannschen Zetafunktion. Es ist bekanntlich 

~,tt(d,)_ [ i  fiir d ~ , ,  

d'ld [o fiir d >  I, 

wenn die Summe fiber alle Teiler d' von d erstreckt wird. Auf Grund dieser 

Beziehung zeigt man leicht die Gleichung 

wo die Summation wieder fiber alle na~iirliehen Zahien d liiuft, die zu den Prim- 

zahlen P~, P ~ , . . . ,  Pt teilerfremd sind. Aueh die hier auftretende Summe ist 

nur seheinbar unendlieh, denn trivialerweise ist 

A(k)-~o fiir k <  I. 

Da sich auf solche Weise die beiden Anzahlen A(k) und A'(k)auf einander 

zuriickfiihren lassen, so genfigt es, eine yon beiden zu bestimmen. Die Ergebnisse 

der drei Haupts~tze liefern am einfachsten eine Formel ftir die Anzahl A(k). 

2 5. Zu diesem Zweck mSge die Menge der L6sungspaare yon 

I F(p, q) I < k, (p, q, P , e ~  P,) = ,  Y(p, q) - 

in die Teilmenge mit 

und in die Teilmenge mit 

1 

lp, ql _</~',-' 

1 

I~, ql > ~"-'  

zerlegt werden. Was die erste dieser beiden Teilmengen anbelangt, so ist die 

Anzahl ihrer Elemente nach dem 3. Hauptsatz gleich 

2 1 ~ 3 3 6 1 7 .  

' 1 

,~,~(~,P~- P,)k ~/" + o (k") 

o (k "=~ (log k),o-,) 
Acta mathematica. 6 2 .  I m p r i m 6  le 6 n o v e m b r e  1 9 8 3 .  

fiir t o -~- O, 

fiir to ~ I. 
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Um auch fiir die Elemen~enallzahl der ersten Menge eine Abschfitzung zu gewin- 
nen, muss man folgenden Hilfssatz aus dem ersten Tell dieser Arbeit zu Hilfe 
nehmen ~ : 

Satz 6: 

und sind 

Werde~ dieselben Bezeichnunge~ wie beim 3. Hau2 9tsatz angewandt 

die sSmtlichen reellen Nullstellen, 

f i i r � 9  := I, 2, . . . ,  t die sh'mtlichen P~-adischen Nullstellen des Polynoms 

f (x)  = F (x, I), 

soweit solche existieren, so besteht f~r  alle Paare ganzer rationaler Zahlen p, q mit 

q # o und (p, q, P~ Po_" Pt) ~ I die Ungleichung 

,F(p,Q(p,q)q),>_,p,q,:minc~ (I,  I p - ~ ] , I  p - ~ ' [ ,  , . . . , I P - - ~ " - I ) I ) •  

t 

Dabei bedeutet C5 eine positive Konstante, die von p und q nicht abhdngt; ferner 

ist au f  der rechten Seite dieser Ungleichung der Faktor 

und jeder der Faktoren 

mil l  ( i ,  IP--q~*IP,, IP--q~'~l~,,. .  , IP--q~L~*--~> IP,) ( , =  I,  2 . . . .  , t) 

durch Eins zu ersetzen, falls die zugeIdirige Anzahl v bzw. ~ verschwindet. 

Um diesen ttilfssatz auf die Berechnung der Anzahl der LSsungspaare der 
Bedingungen 

�9 1 

[ F ( p ' q ) l < k ,  Ip, q l > k  "-~1, (p,q, P 1 P ~ . ' P t ) = I  
~ ( p ,  q) - 

1 Siehe I, Hilfssatz 5, S. 722. 
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anzuwenden, bemerken wir zunEchst, dass fiir hinreiehend grosses k dieses Be- 

dingungssystem keine LSsungspaare p,q mit q - ~ o  haben kann; dies ist fast 

trivial. Somit ist die Anzahl der LSsungspaare hSchstens gleich der Anzahl der 

Paare ganzer rationaler Zahlen io, q, die den Bedingungen 

mi= (I, ]q-Z' I .... • 
t 

x H rain (~, [p--qC~[,~, [p -qC;b '~ ,  . . . ,  [ p -  qC~'~-~) Ivy) -< C~klp, q[-", 

1 

q ~ o ,  [p,q[> k"-', (p ,q ,P~P~. .Pt )= I 

geniigen. Aus dem ersten Hauptsatz und dem Zusatz hierzu geht aber sofort 

hervor, dass dieses Bedingungssystem 

fiir t o ~- o keine, 
1 

fiir t o > I 0 (k", 1 (log k) '~ 

LSsungspaare p, q hat, sobald k hinreichend gross isk 

Damit sind die nStigen Absch~tzungen zusammenges~ellt; aus ihnen ergibt 

sich der Satz: 

1. Ergebnis:  Die An zahl A(k) tier L6sungspaare p, q der beiden Bedingungen 

ist fiir grosses k gleich 

IF(P'q)l < k, (p,q,P~P~...Pt)~- i 
Q ( p ,  q) - 

t 

A (k) = .  H . ( v ~ )  ~ + 
~ 1  

1 

O(k") fiir t o = o ,  
1 

o (k~-~ (log/~)'.--~) far to >- i .  

26. Um zu einer entsprechenden Formel auch fiir A'(k) zu gelangen, ma- 

ehen wir Gebrauch yon der bekunnten Formel 

oo 

~. ~(d) t 6 
~ a". = ~ ( ~ ) = ~  

Aus derselben folgt leich~ die weitere Gleichung 
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t 
# (d) 6 ~ e - - 2 ) - - i  

Z , 
d = l  w ~ l  

(d,_P~ Pe . . . /)t)= 1 

Der Res~ dieser Reihe geniigt ferner der Ungleichung 

I I = 
d>k  1In I d >kl /n  

(d, P l P ~ . . .  P t ) ~ l  [ 

und somit ist 
t t 

d ~ k l / n  ~=1  
(d, P,. P..,... Pt) = 1 

o(P~)  
�9 k ~/'~ + 0 (k~/"). 

Weiter bestehen die beiden Ungleichungen 

und 

k t Ln  .~ \~a! = o ( k ' "  lo~ ,~ ) ,  
d ~ k l / n  

1 

Fiihrt man die Abkfirzungen 

a'------6~ a ' (P , ) - -  o(P,) 
:71: ~ ~ I - -  .e~-v 2 

ein und beachtet man, dass nach dem ersten Ergebnis fiir k ~ I 

/ 1 
A(~)  - -  ~ 1 I  o-(P~/ ,  k ~;'~ -< / 1 

~=1 [ C~ k '~-' (log 2 k) to-1 fiir to --> I 

ist mir einer yon k unabh~ngigen positiven Konstanten C6, beriicksichtigt man 

ferner die Identit~t 

d<_kl/n 
(d, P~ P~. . .  P t )= l  

so ergibt sich der gesuchte Sat z: 
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2. Ergebnis: Die Anzahl  A'(k) der L6sungspaare p, q der beiden Bedingungen 

ist f i i r  grosses k gleich 

]F(P'q)l<k (p,q)=~ 
q ( P ,  q)  - -  , 

t 

A'(~) = . '  I - [ . ' ( P J  ~/~ + 

1 

0 (k ~) f i i r t  o = o, 
1 

0 (k *-~ (log k) t~ fiir t o --> I. 

Es is~ bemerkenswert, dass man ffir die  beiden Grenzwerte 

t t 
A(k) A'(k) , 

lira = a n - a ( P ~  ) und lim /c.21" - a ' H a ( P ~  ) 

zu fast gleichartigen Ausdrficken kommt; neben einem Faktor (r bzw. a', der ge- 

wissermassen die Absolu~betrag-Bewertung repri~sentiert, treten Faktoren a(P~) 

bzw. a'(P~) auf, die jeder der P~-adischen Bewertungen zugeordnet sin& Wei t e r  

ist interessant, dass nach diesen Formeln gewissermassen nur o % aller Zahlen 

sich durch die Bingrform F ( x ,  y) darstellen lassen, denn es is~ ja 

A(k) = o(k), A'(k) =- o(k), 

wenn k fiber alle Grenzen wiichst. 

Aus den Ergebnissen I und 2 folgt noch: 

3. Ergebnis: Die Diriehletsehe Reihe 

z (~ )=  Y, Z FIF(P'q)I)-~ 
p=_~ ~=_~ Q(p, q) 1 

(P, q, P:P2  �9  P t )  ~ 1  

(s = Oo + ti) 

konvergiert fi~r a o > 2/n; die dureh sie dargestellte analytisehe Fuukt ion hat bei 

s = 2In einen einfaehen Pol mit  dem Residuum 

t 

n 

und lh'sst sich his in. die Halbebene ao > I / n -  I fortsetzen, fal ls  to > I ist, und 

so,qar in die Halbebene % > I/n,  wenn t o den Wert  o hat. 
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4. Ergebnis: Die  Dir ichle tsche Re ihe  

Z'(s)= ~, ~ { IF(p'q)II-* 
~=-~ q = - .  q(p ,  q) 

(p, q)=l 

(s = a o  + ti) 

konvergiert  f i i r  a o > 2/n; die durch sie dargestellte F u n k t i o n  hat  bei s = 2In einen 

einfachen Pol mi t  dem R e s i d u u m  

t 

2_, It ~( e,) 
n "g=l  

und  lgsst sieh bis in die Halbebene ao > i / n - - i  fortsetzen, falh" t o >-- I ist, und  bis 

in  die Halbebene a o > I /n ,  wenn t o = o ist. 

Es w~ire yon grossem Interesse, das genaue Existenzgebiet der durch diese 

Reihen Z(.~.) und Z' (s )  definierten Funktionen zu bestimmen; dies wird aber 

wahrscheinlich nicht leicht sein. Vielleicht lassen sich diese Reihen fiir die 

analytische Theorie der Bin~fformen hSheren Grades heranziehen und gelingt 

es, mit ihrer Hilfe ein Analogon zur Klassenzahlformel yon Gauss-Dirichlet fiir 

die quadratischen Formen im Gebiete der Formen hSheren Grades nachzuweisen. 

Amsterdam, im Juni 1933. 


