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Definitionen und abkiirzende Bezeichnungen:

1. 1 sei ein Vektor, dessen drei zueinander rechtwinklige Komponenten
x,y,2 als zweimal stetig differentiierbare Funktionen von zwei Verdnderlichen

o, B gegeben seien.
1—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 18 octobre 1933.
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Die partiellen Ableitungen einer Funktion oder eines Vektors bezeichnen
wir fast immer wie iiblich durch Indices und setzen

Oz Oz
e o BT o0
NP )3
Le =, 0 1p 08 u. s. f

Die Matrix
. (xa, ya, Za)
X3, Y3, 28
habe fiir jedes Wertesystem der Verinderlichen «, 8 den Rang 2. Hilt man

den Anfangspunkt des Vektors r = r{c, 8) fest, so beschreibt der Endpunkt von
1 ein singularititenfreies Flichenstiick, das wir kurz »Fliche r» nennen wollen.

2. Definition 1: Es sei 1(e,B) eine Fldche, deren Kriimmungslinien mit den
Parameterkurven o = const., 8 = const. zusammenfallen.

Es ser
L X2z

1 (a’ ﬂ) = ]fmiﬂ)i

gleich dem mit — 1 multiplizierten Normaleinheitsvektor von t. Dann nennen wir
wle, 8) das auf die Kriimmungslinien bezogene sphdrische Bild' von t, oder kiirzer,
das sphdrische Bild der Kriimmungslinien von .

Die durch den Vektor u(e,f) bestimmten Parameterkurven o = const.,
8 = const. bilden ein ortogonales Kurvensystem auf der Einheitskugel. Ferner
gelten die Rodriguesschen Formeln:

(I) Lo = 1 Ua, Ig = Tolg,
unter 7, und 7, die Hauptkrimmungsradien von r verstanden.

Definition 2: Durch den Einheitsvektor u(e, 8) sei auf der Einheitskugel ein
orthogonales Kurvensystem definiert. Es sel somit

=1, u.lig=o.

! Wir definieren das sphiirische Bild durch den negativen Normaleinheitsvektor, weil, wie
aus den Rodrigues’schen Formeln hervorgeht, diese Definitionsweise bei konvexen Flichen anschau-
licher ist.
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Dann verstehen wir unter dem zu w(a, 8) gehorigen Problem der sphdrischen Abbil-
dung die I'rage mnach allen Flichen ¢, deren auf die Kriimmungslinien bezogenes
sphdrisches Bild gleich dem wvorgegebenen Vektor u(a, §) ist.

3. Definition 3: Sind zwei Flichen t(a, ) und y(e,8) gegeben, so sagen wir,
die Fldchen ¢ und Y sind zuetnander parallel, wenn dze beiden auf die Kritmmungs-
linien bezogenen sphérischen Bilder von v und Y dibereinstimmen.’

Bestimmen die Parameterkurven o = const., § = const. die Kriimmungslinien
auf beiden Flichen (e, #) und Y(e, B) und ist u(e, ) das gemeinsame sphirische
Bild von r und Y, so ist nach den Rodriguesschen Formeln (1)

(2) U || LallVar uplzslbs.

Hierbei bedeutet das Zeichen 1. [f), in iibligher Weise, dass die beiden

Vektoren y, und i), zueinander parallel sind und somit

Lo = Al
ist.
Die Beziechungen (2) enthalten demnach die hinreichenden und notwendigen
Bedingungen dafiir, dass die Flichen z(e,8) und (e, 8) in dem oben angege-
benen Sinne untereinander parallel sind.

Definition 4: Wir sagen, die Fldche Y ist Parallelfliche im engeren Sinne
von t, wenn Y) auf die Form

p=a+z(ep) + tulep

gebracht werden kann. Hierber sind der Vektor a und die Grosse t von a und §
unabhdngig; u bezeichnet wie in Definttion 1 den mit — 1 multiplizierten Normal-
etnhertsvektor von t.

Sind zwei Flichen r und 1 im engeren Sinne zueinander parallel, so sind

sie um so mehr im Sinne der Definition 3 zueinander parallel.

4. Definition 5: FEs sez X(a,8) ein Vektor, der fiir alle Werte der Verin-
derlichen «, 8 einer festen Ebene ¢ parallel blerbt. (Solche Vektoren werden im
folgenden ein fiir alle Mal mit grossen gotischen Buchstaben bezeichnet.) Wir
verstehen unter dem in & gelegenen ebenen Kurvensystem X(«,B) die Schar der

! Man sagt auch, vor allem in der franzosischen Literatur, y ist durch eine Combescure-
transformation aus ¢ hervorgegangen.
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Kurven, welche der Endpunkt des Vektors bei festgehaltenem Anfangspunkt fiir
a = const. und fiir B = const. beschreibt. Insbesondere nennen wir das Kurven-
system X(a, ) orthogonal, wenn

.,)('.n."fﬂ:O

zst.

Definition 6: Zwei ebene Kurvensysteme X(«, 8) und (e, ) heissen zueinander
parallel, wenn
:{M‘@a, -¥‘3 9"3

2st.

5. Es sei «,, 3, ein festes Wertepaar der Verinderlichen «, . Dann
schreiben wir abkiirzend

(3) 1o = (g, Bo), Xo=Xl(ay, f) u.s. w

Ferner setzen wir zur Abkiirzung

I,
(4) = X =g

d. h. (e, ) ist die durch Inversion aus t(e,3) entstandene Fliche, X~(c, §)

das durch Inversion aus X(a,3) entstandene ebene Kurvensystem.

6. Im folgenden werden wir oft die beiden grossen geometrischen Werke
von Darboux und Bianchi zu zitieren haben: G. Darboux, Legons sur la théorie
générale des surfaces. I, 2. Aufl., Paris (1914), I, 2. Aufl., Paris (1914), 1V,
1. Aufl, Paris (1896). (Kurz als »Darboux, I, IT, IV» zitiert.) — L. Bianchi,
Lezioni di geometria differenziale, 3. Aufl, vol. II, parte prima. Pisa (1923).
(Kurz als »Bianchi» zitiert.)

Einleitung.

7. In der vorliegenden Arbeit haben wir uns das Ziel gesetzt, den Zu-
sammenhang zwischen der Theorie der Ribaucourtransformationen und dem Pro-
blem der sphirischen Abbildung (vgl. Definition 2) zu kliren. Dabei ist das
Interesse des Verfassers mehr dem Problem der sphirischen Abbildung zuge-

wandt, das, wenn man es im Grossen studiert, zu einer Fiille neuer und be-
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merkenswerter Fragestellungen fiithrt.? Auf sie konnte naturgemiss in dieser
Arbeit nicht- eingegangen werden. So.wird denn hier in erster Linie versucht,
die notwendigen Hilfsmittel fiir weitere Untersuchungen auf dem Gebiete der
sphérischen Abbildung im Grossen zu gewinnen.

8. Ribaucour hat die Theorie seiner Transformationen, die ibrigens mit
den Spiegelungen der geometrischen Optik in engem Zusammenhang steht?, in
einer grossen Reihe von kiirzeren Noten in den Jahren 1869 bis 1876 entwickelt.
1876 hat er seine Untersuchungen in einer umfangreichen Abhandlung zusam-
mengefasst und sie als Preisschrift der Pariser Akademie vorgelegt. Erst 1891
ist diese Abhandlung verdffentlicht worden.® Ausserdem hat Darboux die Theorie
in seinen geometrischen Vorlesungen mehrfach dargestellt.® 1919 ist Bianchi®
auf sie in anderem Zusammenhang von neuem zuriickgekommen und hat fiir
ihre analytische Darstellung Formeln abgeleitet, welche nach Kinfiihrung von
Vektoren eine besonders einfache Gestalt annehmen. Auf diesen in § 1 abge-
leiteten Formeln werden sich unsere weiteren Untersuchungen aufbauen, um in
den §8 3 und 4 auch zu einigen neuen Ergebnissen iiber Ribaucourtransforma-
tionen zu fithren.

In Kap. IT wird zuniichst in § 5 mit Hilfe einer speziellen Ribaucourtrans-
formation das Problem der sphirischen Abbildung in ein einfaches Problem der
ebenen Geometrie transformiert. Dann wird in § 6 die Losung dieses Problems
auf die Integration einer Differentialgleichung vom Moutardschen Typus zuriick-
gefithrt. So- wird fiir diese Differentialgleichung, welche schon Darboux® zur
Losung des Problems der sphirischen Abbildung benutzt hat, eine neue, besonders
einfache und elementare geometrische Deutung gewonnen. In den §§ 8 und 9
wird eine bekannte von Moutard angegebene Integralformel als ebene Ribaucour-

transformation erkanmt. In § 10 wird eine wichtige zuerst von Darboux be-

! Vgl z. B. H. Hamburger, Zur Theorie der sphirischen Abbildung im Grossen, I, Konvexe
Flichen mit zwei Nabelpunkten. Math, Ztschr. 31 (1930), 8. 626—708.

? Dieser Zusammenhang wird in § 1, Abschn. 26.—29. entwickelt.

3 A. Ribaucour, Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes. Journ. de Liouville.
7, 4itme gérie (1891), 8. 5—108, und 8. 219—270.

* Vgl. z. B. G. Darboux, Lecons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes,
2. Aufl.,, Paris (1910), 8. 397—402.

3 L. Bianchi, Ricerce sulle congruenze di sfere e sul rotalmento di superficie applicabili.
Memorie delle R. Acc. de Lincef, vol. 12, Serie 52 (1919), 8. 413—536. Seine Theorie hat Bianchi
noch einmal in seinem oben erwihnten Tehrbuch dargestellt, nach dem wir ausschliesslich zi-
tieren werden.

® Vgl. Darboux, IV, 8. 169—171 und 8. 178.
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handelte Anwendung der Moutardschen Integralformel untersucht, die zu einem-
neuen geometrischen Satze fiihrt.

Der Vollstindigkeit halber wird dann noch in dem kiirzeren Kapitel II1
auf die Darstellung allgemeiner (§ 11) und spezieller (§§ 12, 13) zyklischer Sy-
steme von Ribaucour durch Ribaucourtransformationen eingegangen.

Zur Bequemlichkeit des Lesers lassen wir jetzt erst einen kurzen Bericht'
iiber die wichtigsten Ergebnisse folgen, welche in der vorliegenden Arbeit ge-

wonnen werden.

9. Es sei eine Fliche (e, 8) vorgelegt, deren Parameterlinien ¢ = const.,
8= const. mit den Kriimmungslinien zusammenfallen. Dann sagt man, eine
Fliche (e, 8) 'sei durch Ribaucourtransformation aus (e, 3) hervorgegangen, wenn

erstens die berden Flichen t(a, 3) und t(a,8) als die beiden Mdntel der Hiill-
Sdche einer zweiparametrigen Kugelschar erscheinen,

zweitens die Kriimmungslinien von t und 1 sich bed der Transformation ge-
genseitig entsprechen.®

Ist eine der beiden Flichen r und i, etwa I, eine Ebene (oder eine Kugel),
t aber eine beliebige Fliche, so ist die zweite Bedingung dahin aufzufassen, dass
die Kriimmungslinien von r durch die Transformation in ein orthogonales Kur-
vensystem von I iibergefiihrt werden.

Somit ist die Ribaucourtransformation offenbar umkehrbar, d. h. es geht
auch 1 aus ¢ durch eine Ribaucourtransformation hervor. Die bei der Ribaucour-
transformation auftretende zweiparametrige Kugelschar nennt man eine Ribau-
coursche Kugelkongruenz.

10. Nachdem wir einige bekannte Eigenschaften der Ribaucourtransforma-
tionen zusammengestellt haben, leiten wir in § 1, gestiitzt auf eine Bianchische
Formel, einen Ausdruck fiir die allgemeinste Fliche I ab, welche durch Ribau-
courtransformation aus ¢ hervorgeht, und zwar ergibt sich '

! Einen ausfiihrlicheren Bericht iiber die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit findet man in
drei Noten des Verfassers in den Rendiconti d. R. Acc. N. dei Lincei: La transformation de Ribau-
cour et la représentation sphérique, I, Remarques sur la théeorie générale de la transformation de
Ribaucour. Vol. XV, série 6a (1932), S. 936—941. II, Applications de la transformation de Ribau-
cour 4 la représentation sphérique, Vol. XVI, Serie 62 (1932), 8. 200—205. III, Les systémes cy-
cliques de Ribaucour, Vol. XVI, serie 62 (1932), 8. 296—298.

* Vgl. die ausfithrliche Erklirung der Ribaucourtransformation in Abschn. 29, § 1.
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o f

5) £=z42(c+fndz)%’

o, (30

—_—

wobei ¢ eine beliebige Konstante, 1) eine beliebige zu r parallele Fliche (vgl.
Definition 3) bezeichnet. Sind nidmlich t) und r zueinander parallel, so ist, wie
man leicht verifiziert,

hdy =Yhrode + Yrpdf

ein vollstindiges Differential. Ausserdem bemerkt Bianchi, dass die beiden
Flichen 1 und 1~ (vgl. Formel (4)) zueinander parallel sind. Fiir den funda-
mentalen Ausdruck (5) wird nun die symbolische Abkiirzung

i‘: {gv t)}c

eingefiihrt, da ja die Fliche I durch die Integrationskonstante ¢ und die weiucn
Parallelflichen ¢ und 1 eindeutig bestimmt ist.

11. In § 2 beweisen wir zuniichst einen fiir simtliche Untersuchungen des
Kapitels I fundamentalen Hilfssatz, und leiten dann einen Teil der Bianchischen
Formeln mit wenig Miihe von neuem ab. Nach einigen weiteren Uberlegungen

gelangt man so schliesslich zur Formulierung von

Satz 1: FEs sei der Ausdruck
(6) i‘: {Ea D}c

vorgelegt (vergl. Formel (3)).

Ist ¢ eine feste Fldche und lisst man Yy alle Parallelfidchen zu g durchlaufen,
so sind durch (6) alle Flichen T bestimmt, welche aus t durch Ribaucourtransforma-
teon hervorgehen.

Ist aber Yy eine feste Fldche und ldsst man t alle Parallelfidchen zu Yy durch-
laufen, so liefert der Ausdruck (6) fiir t alle Parallelflichen zu yH~.

Dieser Satz lehrt uns zweierlei:

Erstens: Bezeichnet u(e,8) das sphirische Bild der Kriimmungslinien der
Fliche 1z, so kann man alle Flichen @ angeben, welche aus ¢ durch Ribaucour-
transformation hervorgehen, wenn man das zu u(e,8) gehorige Problem der
sphiirischen Abbildung geldst hat (vgl. Definition 2).

Zweitens: Kennt man alle Losungen des zu u(e, 8) gehorigen Problems
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der sphirischen Abbildung und ist Y eine beliebige partikuldire Losung dieses
Problems, so kennt man auch alle Flichen, welche zu 1~ parallel sind.

Durch den Satz 1 ist somit die Konstruktion der Ribaucourtransformationen
auf das Problem der sphirischen Abbildung zuriickgefiihrt, das in Kap. IT nidher
untersucht werden soll. .

12. In § 3 werden zwei neue Siitze bewiesen, die aus der Frage ent-
springen, wie sich das Symbol {r, p}. bei Vertauschung der Flichen r und Y
verhiilt.

Satz 2. Setzt man
1 = {g7 t)}c, f) = {m ?;}u.% tr

(vgl. Formel (3)), so sind die beiden Flichen 17" und vy~! (vgl. Formel (4)) zuein-
ander parallel.

Genaueres iiber den Zusammenhang zwischen den Flichen ~! und y~!
besagt

Satz 3. FEs ist

13. Mit Hilfe von Satz 3 beweisen wir in § 4 einen merkwiirdigen Ver-
tauschungssatz:

Satz 4. Sind 1,9, 1), drei zueinander parallele Ildchen, so ist
{{E, Biter, {02, Ul}az}ca = {{X, Daterss {01, n2}0'2}c’3'

Hierbei bezeichnen die e, ¢y, c; willkiirliche Konstante, wdhrend die c., c,, ¢, in
bestimmter Weise von den ¢, ¢,, ¢; abhdngen.

Einen solchen Vertauschungssatz hat bereits Bianchi gesucht. Dieser ging
von der Bemerkung aus, dass durch die bekannte Liesche Geraden — Kugeltrans-
formation die sogenannten W-Kongruenzen (das sind Geraden-Kongruenzen, bei
denen sich die Asymptotenlinien der beiden Brennflicheu entsprechen) in die
von uns betrachteten Ribaucourschen Kugelkongruenzen iibergefiihrt werden.!

- Fiir W-Kongruenzen hatte nun Bianchi einen Vertauschungssatz angegeben, der

! Bianchi, S. 200.
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genau unserem Satz 4 entspricht." Fir Ribaucourkongruenzen hat aber Bianchi

wesentlich weniger bewiesen: er geht dabei aus von der Schar von Flichen
T=1{2, &9 + tbhslucrhes

unter #; und f, beliebige reelle Parameter verstanden, und zeigt die Existenz
einer zweiten Flichenschar

3 =13, 80, + 55 W }s, 0, 45,0
derart dass

erstens: {3, Wi}, =1,

zweitens: jede Fliche der Schar 3 aus jeder Fliche der Schar I durch
eine geeignete Ribaucourtransformation hervorgeht.?®

In den Abschnitten 46. und 47. des § 4 werden die Bezichungen des Bi-
anchischen Satzes zu unserem Satz 4 genau klargestellt.

14. Wihrend in Kapitel I, § 1 die Bestimmung aller Ribaucourtransforma-
tionen der Fliche r auf die vollstindige Losung eines Problems der sphirischen
Abbildung zuriickgefithrt wird, benutzen wir in Kapitel II die Ribaucourtrans-
formationen, wum das Problem der sphirischen Abbildung in ein Problem der
ebenen Geometrie umznwandeln; und zwar beweisen wir in § 5 den Satz:

Durch den Einheitsvektor u(e,f) sei auf der Einheitskugel ein orthogonales
Kurvensystem gegeben. Es sei ferner ¢ eine feste Ebene durch den Nullpunkt des
Koordinatensystems mit dem Normaleinheitsvektor ¢, endlich sei U(e, p) das in ¢
gelegene orthogonale ebene Kurvensystem (vgl. Definition 3), welches durch stereogra-
phische Prgjektion von ule, 8) auf die Ebene ¢ hervorgeht.

Setzt man jetzt

(7) 1 =1{X, U—e},

so liefert der Ausdruck (7) alle Losungen des zu ula, ) gehirigen Problems der
sphdirischen Abbildung, wenn ¢ alle reellen Werte durchlauft und X(e, §) alle ebenen
Kurvensysteme, welche zu (e, B) parallel sind (vgl. Definition 6).

Um die geometrische Beziehung der Fliche 1 zu dem ebenen orfhogonalen
Kurvensystem ZX(a,8) zu durchschauen, betrachte man die spezielle Ribaucour-

! Bianchi, 8. 45—48 u. 58—61I.
* Bianchi, 8. 207—212.

2—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 18 octobre 1933,
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transformation!, welche die Fliche r in die Ebene ¢ iiberfiihrt,

X={r,e—u}ey, =1 — 2(cx) e—u)™

dann erscheint X(e, 8) als Bild der Kritmmungslinien der Fliche r auf ¢.
Das zu 1u(e,B) gehorige Problem der sphirischen Abbildung ist somit zu-

riickgefihrt auf das einfachere

Problem I: Alle ebenen Kurvensysteme X(a, ) zu bestimmen, welche eu einem
gegebenen ebenen orthogonalen Kurvensystem (e, 8) parallel sind.

15. In § 6 leiten wir die Differentia.lgleichﬁng ab, deren Integrale die
Losung des Problems I liefern. Zu diesem Zwecke fithren wir die in & gele-
genen beiden Komponenten Ule,8), V(e,8) des Vektors U und den Winkel
9(e, B) ein, welchen die Kurven J = const. des ebenen Kurvensystems (e, )

mit der Abszissenachse bilden, sodass

U .
pre e
Ferner setzen wir
9
w=¢€ ',

F=U+4V, 2=X+:Y,

unter X und Y die beiden Komponenten des gesuchten Vektors X verstanden.

Dann bestimmt jedes Integral z der partiellen Differentialgleichung

(8) D(e)=z,3 + al’—a.ea+&zlg=o
! w w

ein zu ll{e, §) paralleles Kurvensystem X(e, ), wenn ausserdem noch die beiden

Grossen
we, und twzs

reell sind. Endlich ergibt sich auch noch

D(z) =o.

! Die Ribaucourtransformationen, welche eine Fliche g in. eine Ebene (oder Kugel) iiber-
fithren, haben einen besonders einfachen Charakter. Man kann sie leicht bestimmen, ohne die
komplizierten Bianchischen Formeln des § I zu benutzen. Somit gibt es fir den hier im Text
angegebenen Satz auch einen elementaren geometrischen Beweis, den wir an anderer Stelle ver-
o6ffentlichen werden.



Ribaucourtransformationen und sphirische Abbildung. 11

_ 16. Die partielle lineare homogene Differentialgleichung (8) ist vom hyper-
bolischen Typus und hat gleiche »Laplacesche Invarianten», d. h. sie lisst sich
durch die Substitution

U= we

auf die Moutardsche Form

(0) M () = o — =7
bringen.

Bereits Darboux hat die Losung des Problems der sphérischen Abbildung
auf die Integration der Differentialgleichung (9) zurﬁckgeﬁihrt. Doch ist seine
geometrische Deutung der in (9) auftretenden Grossen komplizierter und weniger
anschaulich. Sie benutzt wesentlich die komplexen Bonnetschen Kugelkoordi-
naten und die Ebenenkoordinaten der Fliche r. Der Zusammenhang zwischen
der Darbouxschen und unserer Auffassung wird in den Abschnitten 58. und 59.

§ 6 auseinandergesetzt.

17. Die Koeffizienten ‘der Differentialgleichungen (8) und (g), durch deren
Integration unser Problem I vollstindig gelost ist, hingen nun aber garnicht
von der Funktion 2, d. h. vom Kurvensystem ll(e, 3), sondern nur von seinem
Tangentenwinkel («, 8) ab; andererseits ist 2 selbst ein Integral der Differential-
gleichung (8). Dieser Umstand fiihrt dazu, das Problem I durch ein allgemei-

neres zu ersetzen:

Problem II: Gegeben ser eine Funktion 9(a,B). Gesucht werden simtliche
ebenen, orthogonalen Kurvensysteme X(a, 8), deren Tangenten tm Punkte o, an die
Kurven B==const. mit der Abszissenachse einen Winkel gleich der vorgegebenen
Funktion 3a, ) bilden.

Auch die Losung von Problem II fithrt auf die Integration der Differential-
gleichung (8) bezw. (9). Ausserdem sind zusammen mit einem einzigen zu einer
bestimmten Funktion (e, ) gehdrigen Problem IT unendlich viele Probleme sphir-
ischer Abbildung gelost. Ks sei niimlich das Kurvensystem;i(a, 8) der Ebene ¢
eine beliebige Losung des vorgegebenen Problems IT, und es sei (e, §) (mit $* = 1)
das orthogonale Kurvensystem, welches man durch stereographische Projektion
von ¢ auf die Hinheitskugel aus 3%(0:, 8) erhiilt. Dann ist nach den vorherge-
henden Betrachtungen gleichzeitig mit dem vorgegebenen Problem II auch das
zu I(«, §) gehorige Problem der sphiirischen Abbildung vollstindig geldst.
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18. Dieser Sachverhalt fithrt nun aber auf die Fragestellung des § 7.
BEs seien in & zwei zueinander parallele, orthogonale Kurvensysteme X(¢, 8) und

V(e, ) gegeben. Man setze nunmehr

(10) r=1{X, 9 —¢le, 1% =1{Y, X—c}q,
mit
Co = 3‘,0%,,“: L

Dann fithren, wenn man mit u (bezw. u*) die Normaleinheitsvektoren der Flichen
t (bezw. r*) bezeichnet, nach dem Vorhergehenden die beiden zu u und u* ge-
horigen Probleme der sphirischen Abbildung auf das gleiche Problem II. KEin
Vergleich der Ausdriicke (10) mit Formel (7) ergibt nidmlich, dass man das
sphirische Bild u(e,8) der Kriimmungslinien von 1 (bezw. das Bild u* von r*),
erhilt, wenn man das Kurvensystem 9(«, 3) (bezw. X(a, 8)) auf die Einheitskugel
stereographisch projiziert. Wir fragen nun: Welches ist die geometrische Be-
zichung zwischen den beiden Flichen r und r*, die wir miteinander assoziiert
nennen wollen. Indem man den Satz 3 aus Kapitel I heranzieht, beweist man:
die beiden Fldchen
(t—u)™ und —(*—u*

sind Parallelflichen im engeren Sinne (vgl. Definition 4)."

19. Sind wieder X(e,8) und Y{a, 8) zwei zueinander parallele orthogonale
Kurvensysteme, so hat der Ausdruck '
of
(11) iz{I,g)}czl—z(c—kf@di)@—l

g, o

einen wohlbestimmten Sinn, da 9dX ein vollstindiges Differential ist. Durch

(11) wird ein ebenes orthogonales Kurvensystem X(c, ) bestimmt, und wir fragen
im § 8: welches ist der geometrische Zusammenhang zwischen den Kurven-

systemen X und X. Als Antwort auf diese Frage beweisen wir, dass zwei ent-

sprechende Kurven § = const. der beiden Systeme X und % als die beiden Zweige

! Den oben angegebenen Satz hat Verfasser bereits im Jahre 1926 gefunden und durch Rech-
nung verifiziert. Auf der Suche nach dem wahren Grunde dieser merkwiirdigen Beziehung fand
Verfasser die Sitze 2, 3, 4 des Kapitels I.
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der Einhiillenden einer in & gelegenen Kreisschar erscheinen, wobei ein Kreis
dieser Schar die beiden Kurven von X und X in entsprechenden Punkten be-
rithrt. Ein Gleiches gilt fiir zwei entsprechende Kurven « = const. der Systeme
X und X¥. Die Transformation, welche das Kurvensystem X in X iiberfiihrt, nen-
nen wir eine ebene Ribaucowrtransformation.

Nachdem man bemerkt hat, dass X zum Kurvensystem 9~ parallel ist,
beweist man eine Ubertragung des Satzes 1 auf ebene Kurvensysteme, nimlich,
dass man alle zu 9 parallelen Kurvensysteme erhilt, wenn in dem Ausdruck
(11) ¢ alle reellen Werte annimmt und ¥ alle zu ‘Q parallelen Kurvensysteme
durchlduft. Ausserdem wird in § 8 gezeigt, dass auch die Siitze 2, 3, 4 aus
Kap. I mutatis mutandis fiir ebene Ribaucourtransformationen gelten.

20. Im § 9 beschiftigen wir uns mit einem bekannten Satz von Moutard':
Es sei u(a,B) ein partikuldires Integral der partiellen Differentialgleichung von Mou-
tardschem Typus

(12) M(u) = wap — h(e, )u = 0

und u(e, 8) thr allgemeines Integral.

A 02 I
h—“m(z)'

Dann 1st, unter ¢ eine willkiirliche Integrationskonstante verstanden,

Man setze

1

o f
(13) a:é(c— f (ﬁua——u&a)da——(&uﬁ——uﬁ[g)dﬂ)

o, fo

das allgemeine Integral der Differentialgleichung

. A

(14) J(3) =t — hit = o;

daber st der Ausdruck umter dem Integralzeichen von (13) ein vollstindiges Dif-
Serential. Wir haben es nun aber beim Problem der sphirischen Abbildung

! M. Moutard, Sur la construction des équations de la forme

1 0%
z20x0y

qui admettent une intégrale explicite. Jour. de 1'école polyt. 456 (1878), S. 1—11.

= ilx, y)
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(vgl. Gleichung (9)) nur mit solchen Differentialgleichungen vom Moutardschen
Typus zu tun, bei denen der Koeffizient (e, 3) die spezielle Form
(15) h =28, || =1

w
hat. Unter diesen speziellen Voraussetzungen zeigen wir in § 9, dass die Mou-
tardsche Integralformel (13) als ebene Ribaucourtransformation éufgefasst werden
kann. Dieses Ergebnis ist nach dem Bisherigen zu erwarten. Denn bezeichnet
?é(a, B) das ebene orthogonale Kurvensystem, das dem partikuliren Integral z
von (9) entspricht, so erhilt man, wie oben hervorgehoben wurde, durch die
ebene Ribaucourtransformation

.% = {.%, i-}l

alle Kurvensysteme, welche zu X1 parallel sind. Diese Kurvensysteme konnen
aber andererseits auch durch die Integration der Differentialgleichung (14) be-
stimmt werden, deren allgemeines Integral in dem Ausdruck (13) gegeben ist.

21. Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, sei es uns gestattet, auf eine
wichtige Anwendung des Moutardschen Theorems hinzuweisen, die unser In-
teresse an ihm erklirt. Seit einer berithmten Arbeit von Laplace aus dem Jahre
1773' hat man besonders solche Differentialgleichungen der Form (12) studiert,
bei denen sich das allgemeine Integral mit Hilfe der Laplaceschen Kaskaden-
methode explicit angeben lisst. Wir wollen eine solche Differentialgleichung
vom »Laplaceschen Typus» nennen.

Ebenso soll auch die Lisung tlc,8) eines Problems der sphdrischen Abbildung,
welches auf eine Differentialgleichung (12) vom Laplaceschen Typus fiihrt, erne
Fliche vom Laplaceschen Typus heissen. Darboux hat diese Flichen in ganz be-
stimmter Weise geometrisch charakterisiert.®? Seine geometrische Konstruktion
haben wir in den Abschnitten 75. und 76. des § 10 kurz dargestellt.

Bei den Untersuchungen iiber sphirische Abbildung im Grossen zeigen sich
von neuem besonders einfache Higenschaften der nach Laplace integrablen Fille.®

Und so wird man zu der noch ungeldsten allgemeinen Fragestellung im Grossen

! Laplace, Recherches sur le calcul intégral aux différences partielles. Mém. de math. et
de phys. de I'Ac. des Sciences pour 1773, 8. 341 {gedruckt 1770), wieder abgedruckt in (Euvres
complétes, pub. par l'ac. des Sc. 9 (1893), S. 5—68.

2 Darboux, II, S. 16—22.

® Vgl. z. B. H, Hamburger, 1. c., S. 5, Fussnote 1, S. 664—667.
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gefihrt: FEs sed auf der Einheitskugel ein orthogonales Kurvensystem ule, 8) gege-
ben, das dee Finhestskugel liickenlos iberdeckt. Welches sind die hinreichenden und
notwendigen Bedingungen fiir das Kurvensystem (e, 8), damit man u(e, 8) durch
solche die Einheitskugel ganz iiberdeckenden orthogonalen Kurvensysteme u.{e,8).
gleichmdssig approximeeren kann, deren zugehorige Probleme der sphdrischen Abbil-

dungen auf Differentialgleichungen vom Laplaceschen Typus Sfiihren.!

22. Moutard® hat sich nun die Aufgabe gestellt, alle Differentialgleichungen
der Gestalt (12) vom Laplaceschen Typus zu bestimmen. Das von ihm angege-
bene Konstruktionsverfahren folgt unmittelbar aus einem von ihm bewiesenen
Satze:

Ls sei eine Differentialgleichung

M(u) = tteg — hu =0

vom Laplaceschen Typus vorgelegt. Dann ldsst sich eine endliche Anzahl von n -+ 1
Drfferentialgleichungen

0%u
MO(MO) = (900(:3: 07
2
Mv(u,)—%z‘vg hotty = 0 b=1,2...,%)

bestemmen, derart, dass

. 9? I . 0% 1
hv—’dyw1(,-)a—0ﬂ*(,&v_l) (V—I,Z,.‘.,n), h——unm(a)

wird, wobel w, (fir v =0, 1, 2, ..., n) ein geeignet gewdhltes partikuldres Integral
der Differentialgleichung M,(u,) = 0 bezeichnet.

Moutard zeigt ferner, dass alle Differentialgleichungen M, (u,) =0 vom La-
placeschen Typus sind. Endlich folgt aus der Integralformel (13), dass mit
dem allgemeinen Integral von M,—i(u,—) =0 auch das allgemeine Integral von
M,(u,)=0 bekannt ist, dass mithin, da die triviale Differentialgleichung M,(u,) =0
integrabel ist, sich auch das allgemeine Integral von M(u)==o durch das all-

gemeine Integral von My(uy) = o ausdriicken lisst.

! Man vergleiche die Arbeit des Verfassers »Uber die partielle, lineare, homogene Differen-
tialgleichung 2. Ordnung vom hyperbolischen Typus, deren Koeffizienten in einer Veréinderlichen
periodisch sind», Teil II: Das Umkehrungsproblem und der Approximationssatz. Math. Annalen 106
(1932), 8. 503—>5356. In ihr ist ein Teil der Frage ohne Beriicksichtigung der durch die geometrische
Anwendung entstehenden neuen Sehwierigkeften beantwortet.

? Moutard, 1. c., S. 13 Fussnote I, vgl. auch Darboux, II, 8. 38—53 u. 8. 144—163,
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23. Wie Darboux weiter gezeigt hat!, lassen sich nun aber, wenn der
Koeffizient h der vorgelegten Differentialgleichung den Bedingungen (15) geniigt,
alle partikuldren Integrale %, (v=o0,1,...,7n) so wilhlen, dass auch alle h, die
Bedingungen (15) erfiillen; d. h. aber, dass alle » + 2 Differentialgleichungen
M,(w)=0 (v=o0,1....,7) und M(u)=o0 zu wohlbestimmten in Abschnitt 17.
formulierten Problemen II gehéren. Nun hat aber, wie man sich leicht iiber-
zeugt, das Problem II, welches zur Differentialgleichung M (u,) = o fiihrt, alle
diejenigen orthogonalen Kurvensysteme als Losung, deren eine Kurvenschar sich
aus Geraden zusammensetzt. Beriicksichtigt man ausserdem, dass, wenn h, der
Bedingung (15) geniigt, die Moutardsche Integralformel (13) mit einer ebenen
Ribaucourtransformation identisch ist, so erhiilt man schliesslich eine geome-
trische Formulierung des Moutard-Darbouxschen Satzes?®:

Es sei esn Problem II vorgelegt, welches auf eine Differentialgleichung M{u)=o0
vom Laplaceschen Typus fiihrt. Dann ldsst sich jede Liésung dieses Problems aus
exnem orthogonalen Kurvensystem, dessen eine Kurvenschar aus -Geraden besteht,
durch etne endliche Anzahl ebener Ribaucourtransformationen gewinnen.

Dieser Satz lisst vermuten, dass die Moutardsche Integralformel (13) oder,
was dasselbe ist, die ebene Ribaucourtransformation, den natiirlichen Zugang zu
der in Abschnitt 21. erwihnten allgemeinen Fragestellung aus der Theorie der
sphiirischen Abbildung im Grossen bildet.

24. Aus dem Satze vom Moutard-Darboux, so wie wir ihn im vorigen Ab-
schnitt formuliert haben, folgern wir schliesslich in § 10 mit Hilfe unseres Ver-
tauschungssatzes 4. aus § 4 einen Satz iiber Flichen vom Laplaceschen Typus:
Es sei t(a,B) etne Fliche vom Laplaceschen Typus. Dann lisst sich (e, 8) aus
einer Fliche t(a,8) mit einer Schar ebener Kriimmungslinien durch eine endliche
Anzahl von Ribaucourtransformationen gewinnen; ausserdem enthdilt das sphérische
Bild der Krimmungslinien von t eine Schar von Kreisen, welche samtlich durch
einen festen Punkt der FEinheitskugel hindurchgehen.

25. In Kapitel IIT werden zuniichst in § 11 die zyklischen Systeme von
Ribaucour im Anschluss an eine Betrachtung von Bianchi® durch Ribaucour-

' Darboux, IV, 8. 181—197.

* Ein neuer Beweis dieses Satzes soll an anderer Stelle verdffentlicht werden. Dieser Beweis
stittzt sich wesentlich auf Methoden aus der Arbeit des Verfassers: »Uber die Laplacesche Ka-
skadenmethode. Math. Annalen 104 (1930), 8. 96—138; er ist vollig verschieden vom Darboux-
schen Beweis und wesentlich kiirzer als dieser. Der Darbouxsche Beweis erstreckt sich mit der
Entwicklung aller Hilfsmittel iiber mehr als 70 Seiten seines oben zitierten Werkes.

* Bianchi, 8. 228—230.
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transformationen in unserer Symbolik dargestellt. In den beiden letzten §§
werden spezielle zyklische Systeme untersucht, und zwar in § 12 (bezw. § 13)
diejenigen zyklischen Systeme, deren Kreise auf einer festen Ebene (bezw. einer
festen Kugel) senkrecht stehen. Auf die einen zyklischen Systeme (des § 12) wird
man durch Laguerre-Inversionen, auf die anderen (des § 13) durch Lie-Inver-
sionen gefithrt. Aus der in § 12 gewonnenen Darstellung fiir Laguerre-Inver-
sionen werden ihre wichtigsten bekannten Higenschaften von neuem abgelesen.
Zum Schluss werden in § 13 Ribaucourtransformationen und Laguerre-Inver-
sionen oder Lie-Inversionen miteinander gekoppelt. Eine Anwendung von Satz 4
ans Kap. I auf diesen Fall ergibt dann wieder neue Darstellungen fiir die dabei

auftretenden zusammengesetzten Ribaucourtransformationen.

Kap. I. Allgemeine Satze zur Theorie der Ribaucourtransformationen.

§ 1. Bekannte Eigenschaften der Ribaucourtransformationen.

26, Ein Vektor 8 = 3(e,5), dessen drei Komponenten als zweimal stetig
differenziierbaren Funktionen zweier Parameter ¢ und 8 gegeben sind, definiere
die Fliche 8. Es sei ferner u = u(e, ) ein beliebiger, zwei mal stetig differenziier-
barer Einheitsvektor, dann wird durch

(16) 8(a, B) + tu(e, §),

unter ¢ ein frei veriinderlicher Parameter verstanden, eine Geradenkongruenz
dargestellt, wobei durch jeden Punkt der Fliche $ eine Gerade der Kongruenz
mit der Richtung u hindurchgeht. Wir setzen voraus, dass die Geradenschar
(16) ein Normalensystem bildet.

Bezeichnet b den Normaleinheitsvektor der Fliche 8, so setze man

(17) i =1u— 2(ub)v.

Es ist dann offenbar
=1, b= —ub;

durch

(18) s(a, 8) + tu(e, §)

3—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 18 octobre 1933.
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wird dann eine zweite Geradenkongruenz definiert, die man erhilt, indem man
die Schar (16) an der Fliche & spiegelt.

Nach einem bekannten Satz von Dupin-Malus bildet die Geradenschar (18)
gleichzeitic mit der Schar (16) ein Normalensystem.

_ Wir setzen jetzt voraus, dass nach geeigneter Wahl der Parameter a, 8
die beiden Scharen geradliniger Flichen, die wir aus (16) erhalten, wenn wir
o == const. oder 3= const. setzen, die abwickelbaren zueinander ofthogona,len,
Flichen des Normalensystems (16) sind.

%7. Dupin hat nun weiter die Frage untersucht, unter welchen Bedin-
gungen auch in dem gespiegelten Normalensystem (18) die beiden Scharen gerad-
liniger Flichen o = const., oder 8 = const. abwickelbar sind, und er hat den
Satz bewiesen:

Satz von Dupin': Damit die beiden Scharen abwickelbarer Flichen eines
Normalensystems durch Spiegelung an einer Fliche & wieder in Scharen abwickel-
barer Fldichen iibergefiihit werden, ist notwendig und hinreichend, dass die Schnitte
der abwickelbaren Flichen mit der Spiegelfiiche & dort ein konjugiertes Kurven-
system bestimmen.

Zusatz zum Dupinschen Satze: Ist won zwei durch Spiegelung an einer
Fldiche 3 aufeinander bezogenen Normalensystemen I und II etwa das Sysi‘em 1I
eine Schar paralleler Graden (uneigentliches Geradenbiindel) oder ein Geraden-
biindel durch eimen Punkt, so werden die abwickelbaren Flichen des Systems I durch
Spiegelung an & von selbst in abwickelbare Flichen (Zylinder- oder Kegelflichen)
des Geradenbiindels iibergefichrt. Ausserdem bestimmen die Schnitte der abwickel-
baren Fldchen des Systems I wait der Fldche 3 immer ein System konjugierter
Kurven auf % und endlich stehen die beiden Scharen abwickelbarer IFlichen des
Systems II, welche den abwickelbaren Flichen des Systems I entsprechen, aufein-
ander senkrecht.

Ist umgekehrt im eigentlichen (oder uneigentlichen) Geradenbiindel ein System
von zueinander orthogonalen Kegelflichen (oder Zylinderflichen) gegeben, welches die
Spiegelfiiche 8 in einem konjugierten Kurvensysteme schneidet, so gehen die Kegel-
Ndichen (oder Zylinderflichen) nach der Spiegelung in die abwickelbaien Flichen des
Normalensystems I idiber.

! Vgl. z B. Darboux, II, 8. 294—296.
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28, Durch den Vektor

(19) e, f)=¢(e, 8 — R, fule, §)

werde jetzt eine Fliche dargestellt, welche das Normalensystem (16) orthogonal
schneidet. Aus der Forderung udr = o folgt jetzt

(20) dR =uds =ud.de + ussgdg;

1d8 muss mithin ein vollstindiges Differential sein. Das ist das bekannte Kuri-
terium dafiir, dass die gegebene Geradenkongruenz (16) ein Normalensystem
bildet. Durch die Gleichung (20) ist R bis auf eine additive Konstante ein-
deutig bestimmt.

Da andererseits wegen (17)

1ds = uds
ist, so schneidet auch die durch den Vektor
(21) ie, B) = &(e, ) — Rle, B)ii(o, §)

dargestellte Fliche das Normalensystem (18) orthogonal.

Aus unserer Voraussetzung iiber die spezielle Wahl der Parameter «, § folgt
unmittelbar, dass die Kurven « = const., # = const. das System der Kriimmungs-
linien der Fliche t(e, §) liefern. Ein gleiches gilt fiir die entsprechenden Linien
auf § offenbar dann und nur dann, wenn das Kriterium des Dupinschen Satzes
erfillt ist.

Es ist u der Normaleinheitsvektor von i, 1t der Normalvektor von 1. Fer-
ner werde wegen llig = O ‘

(22) (du)® =hlda® + hidg* (hy>o0, by >0)
gesetzt, sodass auch
(23) =gyt

Einheitsvektoren sind. Ausserdem bilden die drei Vektoren u,, u,, u ein Ortho-
gonalsystem, und zwar sei das Vorzeichen von u so gewihlt, dass

U= —1u XU,

ist., Dann gelten die Rodrigueschen Formeln ().
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29. Die beiden Flichen r und 1 kann man sich auch noch anders ent-
standen denken. Man betrachte die zweiparametrige Schar = von Kugeln, deren
Mittelpunkte auf der Fliche s gelegen und deren Radien R durch die Formel
(20) bestimmt sind. Dann erscheinen die Flichen 1 und 1 als die beiden Miintel
der Hiillfliiche der Kugelschar I und die Fliche p ldsst sich als die durch =
Transformierte der Fliche r, oder umgekehrt r als Transformierte von i auf-
fassen. Man nennt ferner, wenn die Fliche 1 weder eine Ebene noch eine Kugel
ist!, diese Transformation dann und nur dann eine Ribaucourtransformation,
wenn durch sie die Kriimmungslinien von 1 in die Kriimmungslinien von I iiber-
gefiihrt werden. Offenbar ist die Ribaucourtransformation umkehrbar, denn geht
durch sie die Fliche  aus 1 hervor, so lisst sich auch umgekehrt ¢ durch Ri-
baucourtransformation in 1 iiberf.iihren. Bei dieser neuen Auffassung der Bezie-
hung zwischen den Flichen 1 und i geht der Dupinsche Satz nebst Zusatz un-
mittelbar iiber in den

Satz von Ribaucour®: Eine zweiparametrige Kugelschar = bestimmt dann
und nur dann eime Ribaucowrtransformation, wenn den Kriimmungslinien des einen
Mantels 1 der Hiidlfldche von = auf der Fldche $ der Kugelmittelpunkte ein konju-
giertes Kurvensystem entspricht.

Zusatz zum Satz von Ribaucour: Es sei von den beiden Manteln v und 1
der Hiillfliche einer Kugelschar = der eine der beiden Mintel, etwa t, eine Ebene
oder eine Kugel. Dann entspricht dem System der Kriimmungslinien von t auf der
Fliche 3 der Kugelmittelpunkte von I ein System konjugierter Kurven und auf der
Ebene (oder Kugel) 1 ein System orthogonaler Kurven.

Beschreibt umgekehrt der Vektor t(«, 8) ein orthogonales Kurvensystem auf der
Ebene (oder Kugel) welchem auf der Fldche & ein konjugiertes Kurvensystem ent-
spricht, so wird das orthogonale Kurvensystem t(e,8) ¢n das System der Kriimmungs-
linzen von y dbergefiihrt.

- Die Abbildung der Fliche ; auf die Ebene (oder Kugel) £ durch die Kugel-
schar I ist immer eine Ribaucourtransformation. Entsprechendes gilt, wenn 1

eine Ebene (oder Kugel) und i eine beliebige Fliche ist.

30. Wenn wir anstelle von % von der Fliche r ausgehen, so liegt es nahe,

nach allen Flichen f zu fragen, welche durch Ribaucourtransformation aus g

! Uber den Spezialfall, dass die Fliche r eine Ebene oder eine Kugel ist, vergl. weiter unten
den Zusatz zum Satz von Ribaucour.
* Vgl. z. B. Bianchi, 8. 105.
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hervorgehen. Dann ist somit nach Formel (19) und (21)
(24) 1+ Ru=1+ Rii=3.

Dieses Problem ist bereits von Ribaucour vollstindig gelost worden. Wir geben
hier diejenige Form der Lésung an, weleche man Bianchi verdankt, und welche
sich fiir uns im folgenden als besonders handlich erweist.

Durch die Kurven o = const., 8 = const. werde wieder auf r das System der
Kriimmungslinien bestimmst. Dann ist nach Bianchi!

- Euy + nu +.Cu
(25) E=$—29’§12T2]22+§T“;

dabei bedeutet { ein beliebiges Integral der partiellen Differentialgleichung

(26) tp— 2t — 25—,
Ausserdem ist gesetzt
Copnbe, G
(27) . g - h1 ? - h2)
o
(28) P =@+ f’ﬁgxda + 7'2Cﬂd5;
%»fjo

und zwar sind hier unter uy, u, 7y, 7y, by, hy die Gréssen der Formeln (23), (1)
und (22), unter @, eine beliebige Konstante zu verstehen. Wenn [ eine Lésung
von (26) ist, so ist nimlich ‘

rGada + r,5sdB

immer ein vollstindiges Differential; man verifiziert dies leicht, indem man be-
riicksichtigt, dass », und' 7, als Hauptkrimmungsradien dem System von par-
tiellen Differentialgleichungen ®

h
o=, — 1),

geniigen.

! Bianchi, 8. 167-—175.
? Vgl. ebwa H, Hamburger, 1. c., 8. 5 Fussnote I, 8. 645 und 8. 647.
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Der Ausdruck (25) liefert nach Bianchi jede Fliche p, welche aus p durch
Ribaucourtransformation hervorgeht.

31. Um den Bianchischen Ausdruck (25) auf eine einfachere Form zu

bringen, setze man
(29) p = &u, + jug + Su.

Nach bekannten Sitzen' ist dann aber u(e, ) auch das auf die Krimmungs-
linien bezogene sphirische Bild von 1), und zwar erhilt man sidmtliche Flichen
1) die mit r das gleiche sphiirische Bild u haben, oder wie wir nach Definition 3
sagen wollen, simtliche Flichen 1, welche mit 1 parallel sind, wenn { alle Lo-
sungen von (26) durchliuft und & und 5 durch die Formeln (27) bestimmt sind.
Aus (29) folgt ferner .

. n =&+ 9+

Da offenbar

-

(30) o {=u, L=, o= DU

ist, so ldsst sich auch der Ausdruck (28) fiir ¢ umformen, und zwar ergibt sich

in Verbindung mit Formel (1) und (30)

e, f N:]
(31) ¥ =@+ fnxada + 91pdfB = o + ft)dz,
ﬂémﬁn ay, fio

und so erhilt man schliesslich

a, 3
(32) i‘=x—2(%+ft)ds)n%’
aﬂvﬁo

wo 1) eine beliebige Fliiche bedeutet, welche mit y das gleiche sphirische Bild hat.
Wenn man somit alle Parallelfliichen §) von 1 kennt, so lassen sich auch
alle Flichen i bestimmen, welche aus r durch Ribaucourtransformation hervor-
gehen. In Abschnitt 37. und 38. § 2 werden wir noch einmal verifizieren, dass »
die durch den Ausdruck (32) dargestellte Fliche t wirklich durch Ribaucour-
transformation aus r hervorgeht. Wir entnehmen somit Bianchi nur die Tatsache,

dass in der Form (25) die sdmilichen Ribaucourtransformierten von ¢ enthalten sind.

! Vgl. etwa Darboux, 8, 2g2—294. Vgl. auch 1 c. 8. 5 Fussnote 1, 8. 641—642.
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32, Wir geben hier noch zwei wichtige Bianchische Formeln an; die
wir in § 2 gleichfalls von vneuem ableiten werden. Bezeichnet R den Radius
der transformierenden Ribaucburkugel und 1t den Normaleinheitsvektor der trans-
formierten Fliche £, so ist nach Bianchi

a, 3

‘ ‘Po‘f’fnd?
— P wb
(34) ﬁzu——z(ut))%-

Hierbei ist das Vorzeichen von 1t so gewihlt, dass sich die Vektoren u und 1
beide gleichzeitiz entweder ins Innere oder Aussere der Ribaucourkugel erstrek-
ken, welche die beiden Flichen r und I in entsprechenden Punkten beriihrt; und
zwar ins Innere fiir R > o, ins Aussere fiir R <o. (Vgl. Formel (24).)

Man bemerkt leicht, dass ii(e, 8) ausserdem das sphiirische Bild der Kriim-
mungslinien « == const., # = const. von %: p~! (vergl. Formel (4)) liefert.? Hier-

aus folgt aber ein Satz, der unseres Wissens zuerst von Darboux? ausgesprochen
worden ist.

Satz von Darboux: Bezeichnet T eine beliebige Fliche, welche aus t durch
Ribaucourtransformation hervorgeht, so existiert eine Parallelfliche v von g, derart,
dass die Fliche v auch zu { parallel ist.

33. Fir die Ribaucourtransformation fithren wir jetzt ein abkiirzendes
Symbol ein und schreiben fiir den Ausdruck (32):

I=1{r,v}.

Dieses Symbol ist durch Formel (32) bis auf die Integrationskonstante ¢, ein-
deutig bestimmt, wenn ¢ und Y zwei Parallelflichen bedeuten, welche beide auf
die Kriimmungslinien als Parameterkurven bezogen sind.

Will man der Integrationskonstanten ¢, einen festen Wert ¢ geben, so
schreiben wir auch .

! Vgl. Bianchi, S. 181—183.
* Darboux, 1. e. 8. 5 Fussnote 4, S. gor1—402.
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Mithin ist dann

(36) {1, 9)ete, = {1, 0)e — 20507
Endlich benutzen wir noch die Abkiirzungen

(37) {r,n}s bezw. {r,9}ssc,

wenn @, ==I,h), bezw. @, = Lo, + ¢ gesetzt werden soll, unter g, und 1, die Ab-

kiirzungen aus Formel (3) verstanden.
34. Setzt man in Formel (32) y =1, so ergibt sich

i 1
P =@+ *'"2—2**,

(38) T=(t} — 2.

Somit erscheint hier die Inversion als Spezialfall der Ribaucourtransformation.

Speziell erhdlt man

Ii‘zo fir @0:%7
(39) . .

Im Fall { =0 gehen offenbar alle Kugeln durch den o-Punkt, und zwar ist durch
diese Bedingung die zugehorige Ribaucourtransformation eindeutig bestimmt.
In der symbolischen Schreibweise wird aus den Formeln (39) und (38):

o
=

P }@2:1’ OZ{E,Q}@%

2 2

{r, 2
Clmle=— 20k

|
|

Da ferner

d(uy) =ndu
ist, so folgt aus (34)
o f

(41) 1i=u—2(uot)0+ft)du)

o, ,30

= {1[, t)}:ﬁ

ol
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Andererseits ist offenbar wegen u?=1, udr=o0

(42) T

d. h. aber: Der Ausdruck {r,uj. liefert die Parallelfiiichen im engeren Sinne
von ¢ (vgl. Definition 4).
Eine weitere spezielle Ribaucourtransformation liefert der Ausdruck

A

T={r, a}asc

a
(43) =g~—2(c+a;)?7

unter a einen festen, von ¢ und g unabhiingigen Vektor verstanden. Eine leichte
Uberlegung zeigt, dass die in (43) definierte Fliche ¥ aus p durch Spiegelung an
der Ebene ¢, welche durch die Gleichung ' '

a) +c=o0

bestimmt ist, hervorgeht; und zwar schneidet die Schar der Ribaucourkugeln die
Ebene ¢ rechtwinklig.

35. Man bemerkt leicht, dass das Symbol {1, Y} einen in r linearen Aus-
druck bezeichnet, und man erhiilt die aus (32) folgenden Beziehungen

tde, 0le + it bl = {tix, + taLs, Vne b,
(44)
’ t AL Dlsve T tollsy Dsve = {61, + tls, Dlertcttien

wenn t; und 3, Parallelfiichen zur Fliche 1 bezeichnen.
Ist wieder a ein fester, von ¢ und @2 unabhingiger Vektor, so hat man

(45) la+1,9le=a+ {z, vle.

Nicht so einfach ist die Abhingigkeit des Symbols (35) von seinem zweiten
Element 1. Indessen leitet man auch hier unmittelbar aus (32) die Beziehungen

{t.9}e =1z, thhe,
(46) ' '

{z, j5)}=t‘+c = {1, th}ette
“ab.

4—33617. Actu mathematica. 62. Tmprimé le 18 octobre 1933.
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§ 2. Ribaucourtransformation und Inversion einer Fliche.

36. Bei der Ableitung der Siitze iiber Ribaucourtransformationen, die das
Ziel der Betrachtungen dieses Kapitels sind, stiitzen wir uns auf einen Hilfs-
satz, dessen Beweis wir an die Spitze dieses Kapitels stellen wollen. Aus ihm
folgert man auch leicht die in den Abschnitten 31. und 32. angegebenen Bian-
chischen Formeln.

Hilfssatz: FEs seien t(a, f) und v(a, 8) zwes Parallelfidchen, deren Kriimmungs-
lanten mit den Parameterlinien « = const., 8 = const. zusammenfallen, und es sei

ferner @l(a, B) eine stetig differenziierbare Funktion. Damit die Fliche
(47) r=1—29y"

zu der I'ldgche 9™ parallel ist, ist notwendig und hinreichend, dass

a3

(48) =g, + ft)dz,
“o,[gn
d. h. dass
i': {)5’ D}‘I’n'l

Beweis: Aus der Voraussetzung

Lo t)a, 1:_-3 t)lf
folgt,
(49) Te = Ala, L3= uh3.

Es sei ferner u(e,) das auf die Kriimmungslinien bezogene gemeinsame sphi-
rische Bild von 1 und ). Ausserdem werde gesetzt

(du)? = hide® + h3dp®,
(A2 = Hida® + H3dE,

u
= 1lg=~l;ﬁ-, W= — 11 X lly,

1

(50) up=7¢, yy==_§, uy=rn.

' Dass die Bedingung hinreichend ist, folgt bereits aus dem Satze von Darboux in der Bi-
anchischen Form (vgl. die Ausfiihrungen in Abschn. 82 § 1); dies wird aber hier zur Bequemlich-
keit des Lesers noch einmal gezeigt. )
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Dann ist
te=Hjuy, 1= H2u2
und wegen (49)

H H
(51) De== 20y, =R
i ‘U;

Endlich erhiilt man (vgl. Formel (27) und (29) in Abschn. 30. und 31))

. Ca Ca

| , ___ o
(52) 5=, n——:,
(53) y = &u; + nu, + Lu.

Nunmehr folgt aus (47) und (49)
. 2 VLAWY
Damit nun, wie es in der Voraussetzung unseres Hilfssatzes gefordert wird,
.0y .0 (n)
R, (2
k1 0a (n) o\
wird, ist notwendig und hinréichend, dass

. i, ) ) . ~d (Y I n

Vergleicht man die Koeffizienten von . bezw. 1)z in den Formeln (54) und
(55) miteinander, so erkennt man, dass

b, 29 a_ 2
T T T Ty
zu setzen ist. Dann ergeben sich aber fir die Koeffizienten von %)5 in (54) die
Beziehungen
e _ ADYe 2
)
(56) .
Dhs _ ub

2
lcvrr—w? n:)ﬁ:t)t)ﬂ(#-?g)),
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d. h. aber
Po = AYNe = Dia, @p= uhys =i,
o f o3
P=g¢+ f(t)za)da + (hrgdd =g + | pdx  w.z. b.w.
a, fo a, fo

37. Bs ldsst sich jetzt leicht von neuem zeigen, dass die durch die For-
meln (47) und (48) bestimmte Fliche r durch Ribaucourtransformation aus der
Fliche y hervorgeht. Zu diesem Zwecke formen wir zunichst die Ausdriicke
(54) fiir £, und £s um.

Aus (51) und (53) folgt

H
(57) Do =

H,
§1 nt)ﬁ:?;n

Dies in (54) eingesetzt ergibt in Verbindung mit (51) und (56)

- )
(58)
L
B P 2 2 nz
Setzt man
R i ~ 3]
u1=u1~2§512~, Uy = Uy — 275>
80 ist

ga ulv 2(3 ][2;
ausserdem bemerkt man leicht, dass
- o WA
W=1, U=1, WU, =0

ist. TFolglich ergibt sich fiir den Normaleinheitsvektor von I

1=1 X 1,.!

! Wihrend u= —u, X u, definiert war, wird hier 1A1=1A11Xﬁ2 gesetzt. Diese Unsymmetrie
in der Wahl des Vorzeichens von u und 1 hat, wie schon in Abschnitt 82. § 1 erwiihnt wurde,

den Zweck, dass sich die Normalvektoren u und fz beide ins innere der y und i beriithrenden
Ribaucourkugel erstrecken.
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Eine einfache Rechnung, bei der man fiir 1) den Ausdruck (53) einsetzt,
ergibt ’

P

(59) =1 Xg=1u—2

e

Yy
y®’

in Ubereinstimmung mit der Bianchischen Formel (3y).
Differenziiert man jetzt (59) nach ¢ und B, so ergibt sich

ﬁa‘JUa——2Cg—;‘——2(§a~2C%)%

= (h,l — 2@1271) (u1 — 2§£§)~2) wegen (23), (51), (52) und (57)

und entsprechend

R 2L H,\ -
-

d. h. aber es ist

U iy (|20, s Ba Zg.

Hieraus folgt aber unmittelbar, dass die Parameterlinien ¢ == const., = const.

der Fliche ¥ mit ihren Kriimmungslinien zusammenfallen.

38. Um jetzt zu beweisen, dass die Fliche ¢ durch Ribaucourtransforma-
tion aus 1 hervorgeht, haben wir noch zu zeigen, das r und 1 als die beiden
Mintel der Hillflfiche einer Kugelkongruenz I erscheinen; d. h. wir haben eine
Funktion R(e, ) zu bestimmen, derart, dass

(60) r+ Ru=4+ Rii

wird. R ist dann der Radius der Kugeln von X und 8 =y + Ru die Fliche der
Kugelmittelpunkte. Nun ist aber nach (47) und (59)

t+ Ru=g+ Ru—2(p + R{p".
Fir
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ist mithin die Bedingung (60) erfiillt. Damit ist auch gleichzeitig die Bian-
chische Formel (33) bewiesen.

Somit ist von neuem gezeigt, dass durch die Formeln (47) und (48) eine
Ribaucourtransformation bestimmt wird, und wir entnehmen somit Bianchi nur
die Tatsache, dass in der Form (47) die siimtlichen Ribaucourtransformationen
von r gegeben sind.

Setzt man noch

R = - y? R = - Qa
' 5§ 7 U
80 beweist man leicht die Gleichungen
(61) r+ Ru, =1+ R, 1+ Ru,=1 + RByli,,

deren anschauliche geometrische Deutung wir dem Leser iiberlassen.

39. Es sei wieder

(62) j:: {r n}ffn‘

Wir machen eine ‘erste Anwendung unseres Hilfssatzes indem wir diejenige zu
(62) inverse Transformation zu bestimmen suchen, durch welche 1 aus t hervor-
geht. Aus (47) folgt

2_97” =7

=i+ 2y i agn, -5

Nun ist aber 1 eine Parallelfiiche zu y=!, ¢ eine Parallelfliche zu Y, es
sind mithin die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt und es ergibt sich

a3
g=—r= %Ur] hdy,
b 0
“mﬂo
(63) r=1{L, 9" }4, ‘}30:_%"
0

40. Zu einer gegebenen Fliche 1) seien alle Parallelflichen 1 bekannt.
Dann bestimmt der Ausdruck (62) nach dem Hilfssatz lauter Parallelfiichen zu
y~I. Wir wollen zeigen, dass man simtliche Parallelflichen zu Y= erhiilt, wenn

man in dem Ausdruck (62) ¢ alle Parallelflichen von Yy durchlaufen lisst.
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Beweis: Es sei r eine beliebige Parallelfliche zu 1. Bildet man

A

= {ga n_l}ll’o,

so ist nach dem Hilfssatz die Fliche r eine Parallelfliche zu . Dann ist aber

auch umgekehrt nach den Ausfithrungen des vorigen Abschnitts (vgl. Formel
(62) und (63))

I=1{x, 9, Po=— Goi w. z. b. w.
Zusammenfassend formulieren wir
Satz 1: Fs ser der Ausdruck
(64) Ci={z vk

vorgelegt.

Ist t(a,B) eine feste Fliche, und ldsst man c alle reellen Werte. y(e, 8) alle
Parallelfiichen zu t(e,B) durchlaufen, so sind durch (64) alle Flichen T bestimmt,
welche aus t durch Ribaucowrtransformation hervorgehen.

Ist aber Y(a, B) eine feste Fliche, und ldisst man c alle reellen Werte, t(a, B)
alle Parallelflichen zu Y(a, 8) durchlaufen, so liefert der Ausdruck (64) fiir T alle
Parallelflichen zu 9=,

§ 3. Die Inversion einer nach Ribaucour transformierten Fliche.

41. Es seien wieder p{e,8) und y(e, §) zwei zueinander parallele Flichen.
Wir suchen jetzt zunichst nach einer Beziehung zwischen den beiden Flichen
{r, v} und {y, r} und behaupten:

Satz 2: Die berden Flichen
I =A{nyle wnd §'={y, )iz
sind zueinander parallel (vergl. Formel (37) § 1).

Beweis: Wir setzen

go:c-f-ft)dg,

g, 3,
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oB
qo*=xt)—9v=xn—c—fr)dz;
(65) oh
a3
=LY —c+ deU~
ao:ﬂo
Dann ist
t={tvle =1—29y7,
f)= v, thee=p —29*17
weiter ergibt sich
2

a9 9 Iy 49
2t ypcs 4+ T
L L 4901)2 B

22 #
— 32,9,,,;:}9,’ ? (wegen (635))
und entsprechend
ce U0 — 4997

2

Hieraus folgt aber

(66) <

Es sei ferner
u der Normaleinheitsvektor von p,

u der Normaleinheitsvektor von f,

1 der Normaleinheitsvektor von 1=,

dann ergibt sich nach Formel (34)

Andererseits ist

* (wegen (63)).
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Folglich
a 2y
ﬁzu—*zl;—?t)—z(ug—znlgn(p*)é)n_g_:—g;; (wegen (66))
_ )yt —2(up)g®)x + ((uhy® — 2(ug)p)y
(67) =u—2
'y’ —49p*

Bezeichnet entsprechend u* bezw. fi* bezw. 1* den Normaleinheitsvektor
von 1), bezw. ) bezw. )™, so erhiilt man ﬁ*, indem man in Formel (67), ¢ mity
und @ mit ¢* vertauscht. Man bemerkt nun aber, dass der Ausdruck (67) durch
diese Substitution in sich selbst iibergeht, d. h., es ist, wie behauptet,

ES
b

=»

n=
und die Flichen = und {j* sind zueinander parallel. W.z b. w.

42. Die Frage der Vertauschung von zwei verschiedenen, hintereinander
ausgefithrten Inversionen fithrt auf eine einfache Anwendung von Satz 2. Man
setze t=a+ Y, unter a einen von o« und B unabhingigen Vektor verstanden.
Dann ist nach Formel (45) und (40)

(68) {a+y, n}c=a+(n3—zc);?2’
Andererseits ist
(60) 0+ hhe—e=—a+ {a+9,a+p}e = —a+ ¢’ (a+1p) ",

wobei nach Formel (37) und (40)

! =an0-*_ ng_c;
" =(a+1) —2¢=0a— 1 + 2¢
zu setzen ist.

Jetzt folgt aber aus Satz 2, dass wegen (68) und (69) die beiden durch je
zwei Inversionen aus Y) entstandenen Flichen

(@+yy7)~" wd (—a+(e*—y)(a+p)
(y =16 — 2¢)
zueinander parallel sind.

5—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 19 octobre 1933.
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43. Ist die Fliche § durch Ribaucourtransformation aus r hervorgegangen,
so muss auch ! durch Ribaucourtransformation aus y~! hervorgehen. Denn bei
Inversion gehen Kugeln in Kugeln und Kriimmungslinien in Kriimmungslinien

iiber. Zur niheren Bestimmung dieser Transformation dient der

Satz 3. FEs ¢st

o)== —2 § {0, ghete = {274 10, 2hae) o
wober
a, 3

¢=c+ft)dg

g, [90

geselzt ust.

Beweis: Wir gehen vom Beweise des Satzes 2 aus und folgern aus Formel (66)

g pit — g = EV LY 499 — 2977y
| &' — 29 9*)*
_,9 . y—29%

g— g?t).._ 4¢¢:::

d. h. aber mit Riicksicht auf (66):

(70) Lol =11 —2 -g% {n, ).

Nun sind aber nach Satz 2 die beiden Flichen
fr,nle und {p, )il

zueinander parallel, mithin sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt und
es ergibt sich aus (70) (vgl. Formel (48)) '

a3
c

2:* *—cd —1
=gt [ e,
%,{3\!

d. h. aber es ist
Lok ={r {0 thee)c . W.z b w.
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§ 4. Zusammensetzung von Ribaueourtransformationen.

44. Es seien r(e,8), (e, 8) und j3(e, B) drei zueinander parallele  Flichen,
¢; und ¢, zwei beliebige Konstanten.
Man bilde

i: {27 3}0;1 f): {t)7 3}6.2.

Dann sind auch die Flichen %, §), 5! nach dem Hilfssatze des § 2 zueinander
parallel. Man kann daher die Fliche ¢ durch Ribaucourtransformation in die
neue Fliche

(71) {i’ f)}cs = {{2, 3}0,7 i, 3teat s

iiberfilhren, unter ¢; eine neue Konstante verstanden. Das Symbol (71) besitzt
nun aber eine merkwiirdige Vertauschbarkeitseigenschaft, die wir jetzt ableiten
wollen:

Satz 4. FEs 4st
(72) {{27 3}01’ {U7 5}02}03 = {{Ey D}Cu {3> t)}*—c,}csl,

wobet ¢, ¢y, c; beliebige Konstanten sind, wihrend

(Uo%o - 32) G
2 b

(73) €y =Cy + 2
3o

6 =0 —2—7
(74) 5 1 b
2u setzen ust.

Fiir ¢, = 1)y3, wird ¢, = ¢;; dann vereinfacht sich die Beziehung (72), und

man erhilt

{E, 3heus 19, 3hates = T, Dhars 18, DloJama 2

Do?

Beweis: Wir setzen

o3
{75) Ci={nsla=1— 29,57, ¢1=cl+fadz,
@, o
o B
(76) , f):{t% Bl =D —20:3", Q=10 +~f3dt)-

a, ffo
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Dann folgt aus Satz 3, Formel (70),

(77) jte=pyi— 2 % (3,0},

Setzt man weiter (vgl. Formel (65))
af

(78) ¢:2U5_¢221)050-62+f1)dﬁv
) ao,ﬁo
so wird
{aa n}*'—(‘z =% Z(PZU_ly
und nach Satz 3, Formel (70)
{79) Bofte=3"1—2 q;—, 0,3 = {3 Olys—e-  (vgl. Formel (76))
602
Folglich ist .
@,
w: Yodo — Cs T
80 =+ d{z™1).
(80 ri =Yooty [ty
ao,ﬁu

Um andererseits den Ausdruck linker Hand von (72) zu berechnen, bilde man
(81) Y3 =13 — 2, =@} — p; Wegen (76) und (78);

ferner nach (75) und (76)
pdi =ydy — 2 (t)_g do, + wlﬁd(a“))
iz —2 (g7~ 922 + g.(%))  wegen (51) wnd (s0)

*
=fdg — 2 d(——"’ﬂ?‘) ~ ‘:—;dq)l)

3
=ydg — 2% (3dy) — 2 (d(&gﬁ) - %d%)
5 ] 3
(82) =t)dg——2d(%r,¢—l) wegen d¢, = 3dg.

Ausserdem ist wegen (78) und (75)

(83) B B wegen (73)
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Nunmehr ergibt sich aus (82) und (83)

af
{1, 9l =1—2 (03 + ff)dx) yt
o, B
* “p
=7—2 (03——2 (q);?l Q‘-;ﬁ) + ft)dz)t)
o, B
B
=7— 2(04__2%% + ft)dg)t)
o, B
Indem wir in diesem Ausdruck nach Formel (79)
*
%f) = {5, 9} — 57
einsetzen, erhalten wir
o f
(Bila=t—2(ec+ [ oz)5 = 2u15, 91— 57
o, B
%
(5) =z=z2(e+ [va)im ~2g 5.0, wegen 5)
: o fo |
Bs ist ferner
of
{T, vk, —z—-Z( ft)dz)n—l
o, o
Setzt man noch zur Abkiirzung
of
(85) A w=C4+ft)dl'1
ao, B
so folgt aus (84)
(86) I Yle — {5, D)o = — 29 — 07 — 29, {3, D} e, -
Nach Formel (77) ist aber
e L=



38 Hans Hamburger.
Dies in (86) eingesetzt ergibt

(87) {3 o — (& ey = — 2 (wl —2 22 5 p1i

Ausserdem ist wegen (75), (76), (85) und (74)

€sC
(88) (<p1—2%y)/§i§3=01—2in{=c5.

Nun sind aber nach dem Hilfssatz des § 2 und nach Satz 2 die drei Flichen

1

{9, 5 '=13a, {30

zueinander parallel, und zweitens sind auch die Flichen

{L U}c; und {37 n}:—i‘z
zueinander parallel. Die Beziehung (87) erfiillt somit alle Voraussetzungen des
Hilfssatzes, und es ergibt sich aus Formel (87) wegen (88)

a, 3

P — 2 %p =¢; + f {3, 9}e—e AT, V}el)-

@, (90

Hieraus .folgt aber in Verbindung mit (87)

{£1 f)}t's = {{I, t)}c,, {3, t)}#—c,}cs, . W. 4. b w.

45. Um den geometrischen Inhalt von Satz 4 recht deutlich zu machen,
gehen wir von dem Problem aus, alle Parallelfliichen zu einer durch mehrfache
Inversion transformierten Fliche zu finden.

Es seien 1),(¢, 8) und 1),(, 8) zwei zueinander parallele Flichen. Nach Satz 1
findet man alle zu y7! parallelen Flichen, wenn man in dem Ausdruck®

{g, t)1}

¢ sidmtliche zu v, parallelen Flichen durchlaufen liasst. Greift man aus dieser
Schar die Fliche {y,,1,} heraus, so liefert der Ausdruck

{{L 1)1}» {t)za U1}}

! Die Integrationskonstanten ¢, lassen wir in diesem Abschnitt fort, um die Rechnungen
nicht unnétig zu komplizieren und die Aufmerksamkeit nicht vom wesentlichen abzulenken.
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siamtliche Flichen, welche zur Fliche {y,, n,}~" parallel sind. Der Satz 4 besagt
aber, bei geeigneter Bestimmung der Integrationskonstanten e,

He, v, 0s, 90} = Uz 0a), {0ue} ),

d. h. in Worten: Man gelangt zur gleichen Flichenschar, wenn man, anstatt
nacheinander die Parallelflichen zu 7' und {Y,,1,}™" zu konstruieren, die Pa-
rallelflichen zu 9; und {1, h,}~" bestimmt.

46. Unser Satz 4 steht in enger Beziehung zu einem wichtigen von Bianchi
angegebenen Vertauschungssatz, welcher in unserer Bezeichnungsweise lautet:
Bianchischer Vertauschungssatz': Es seien 1, ), 1), drei zuesnander parallele

Fldchen, y, und y, zwei Konstante und t, und t, zwer veranderliche Parameter.
Man betrachte die Fldachenschar

(89) i: {t, iy, + tzt)e}tl*/lﬂz*/z-

Dann existiert eine Fliche T, die aus jeder Fliche ¥ der Schar (89) durch Ribaw
courtransformation hervorgeht.

Dieser Satz nimmt einen Teil des Satzes 4 vorweg, wie man leicht erkennt,
wenn man erst {,=1, =0 und dann {,=o, {,=1 setzt. Umgekehrt folgt der
Bianchische Satz auch leicht aus Satz 4. Und zwar setze man, unter y, (ebenso
wie unter y; und y,) eine willkiirliche Konstante verstanden,

lcg = tl n—zlo -+ tz (t)lot)% - 73) )

(90) y?
(t1 ;]0 + t273) (ty + t272)

(tl t)lo + t2 t)%)z

103 =" —2
und bilde mit diesen Integrationskonstanten die Fliche

(o1) : §= {{r, tyy, + tgt)z}tmﬂm.- {0, 40y + faDs)e)en-

Offenbar geht 1 durch Ribaucourtransformation aus jeder Fliche t der Schar (89)
hervor. Wir haben nur noch zu zeigen, dass die Fliche é garnicht mehr von #;
und ¢, abhingt, d.h. dass der Ausdruck (91) fiir jeden Wert von y, eine feste
Fliche liefert, welche gleichzeitig in jede Fliche der Schar (89) durch Ribau-
courtransformation #ibergefiithrt werden kann.

! Bianchi, 8. z07—212.
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Nach Satz 4 ist nun aber

£ = {1, I)l}T]) {t,9, + b, nl}tli’%'i't‘z‘)’a}tzcs wegen (90)
= {{ga t)l}‘)’n tl {t)la t)l}'?i_i_ t2 {t)27 nl}'/a}tzcs Wegen (44) § 1
(92) = {{1, t)l}‘ln {92, 91}73}65 wegen (40) und (46)
mit
(93) Cs=7s— 2 7 (t)lnt)%‘“_}%)

Di,
und damit ist gezeigt, dass die Fliche f nicht mehr von ¢, und ?¢, abhingt.

47. Bianchi hat noch weiter bewiesen, dass sogar eine ganze, von zwei
neuen Parametern s, und s, abhingige Schar von Flichen i existiert, von denen
jede einzelne aus jeder Fliche I der Schar (89) durch Ribaucourtransformation
hervorgeht; ausserdem enthilt die Schar der Flichen g die Fliche y selbst. Bi-
anchi nennt diese beiden Flichenscharen r und i zueinander konjugiert.®

Auch dies ldsst sich leicht mit Hiife von Satz 4 zeigen, und zwar gehe
man aus von den Flichen

(94) i: = {{2, t)1}‘)’1) Slt)—l_l + Sg {t)Zv Dl}‘}'a}szcls)
r s, Zn@lﬁ,?p:@) .
(95) Cs 85 tﬁo + (/ 2 2 t)‘io

Diese Schar enthilt fiir s, =1, s,=o0 .die Fliche y selbst, denn es ist
wegen (63) § 2
i:‘: {{I’ th}*,',, DT = .

"

Fiir s, =0, s, = 1 erhilt man wieder die Fliche (92).
Im allgemeinen Falle hat man wegen (36) § 1

S197 5 {02, Dby = 82 (D2, U Jye— 22

25,

Dies in (94) eingesetzt, ergibt wegen (46)

' 1 e. 8. 39 Fussnote 1.
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(96) 1= {1z 0ibns s, 91}13—2%2}6'5 .
Nun ist aber andererseits wegen (92) und (91)
(97) B {0, 0+ Bibatcenas (00, 0+ Bbghesle,
mit

2

.., bi, s
[Cn=tln7l+ tg(t)10t)20+ ;;‘—Ys)a

tﬁo 81
tl? + il |\ys — (t]71 + tz?e)

28,
(tlt)lo + t2n2o)2 ’

IC;:?’x_z

und zwar erhilt man (97) aus (92) und (91), wenn man in den Formeln (9o) und

(93) fiir y, die Grosse y, — 28—; substituiert und so von den Konstanten c¢,, ¢, c;

2
Zu ¢, ¢y, ¢, gefithrt wird.

‘Der Ausdruck (94) Lisst erkennen, dass die Schar der Flichen 1 nur von
s; und s, aber nicht von #, und f, abhingt, wihrend aus (97) folgt, dass jede
Fliche § der Schar (94) aus jeder Fliche T der Schar (89) durch Ribaucourtrans-
formation hervorgeht.

48, Um den in Abschnitt 45. beschriebenen geometrischen Konstruktions-
prozess bequem iterieren zu konnen, fithren wir neue Symbole ein. Wir setzen

(99) ;90 = {5, 0.}, (& 9,00 = {{r. v4}, {9e, 0,}}

und definieren rekursiv, wenn

L, Dl? t)2a RS Un
zueinander parallele Flichen bedeuten,
(IOO) (2’ t)lv t)2) RS t)n) = {(x; t)l) DZV LIRS ] t)n—l)v (t)n; j;)1, t)2a L] t)"_l)}‘

Die hier auftretenden Integrationskonstanten wollen wir nicht besonders
beriicksichtigen; wir erwihnen nur, dass bei der Bildung des Ausdrucks (100)
nin + 1)

verschiedene Integrationskonstanten auftreten; den Beweis iiberlassen

wir dem Leser. Er folgt vielleicht am einfachsten aus Formel (101). .
6—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 19 octobre 1933.
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Wenn man nacheinander die Parallelflichen zu

L {0e, 00 (05590, 027 s (905 9y, D, - D)

gonstruiert, so liefert der Ausdruck (r;9,,9;,..., ). wegen (100) simtliche
Parallelfiichen zu (9.; 9;,19,. ..., J»—1)"', welche man erhiilt, wenn 1 alle Parallel-
flichen zu 1), durchliuft.

49. Um eine wichtige Anwendung in § 10 vorzubereiten, beweisen wir

die Formel

(ro1) (€590, -, 02) = ({5, 0405 {0200}, - o5 {0a, 1)),

Beweis: TFiir n=2 folgt die Behauptung (101) unmittelbar aus Formel (99).

Wir setzen weiter zur Abkiirzung

(102) ' ={x, 0}, v=1{9, 0}, v=23,...,n.

Unter der Annahme, dass die Formel (101) fiitr »— 1 bereits als richtig erkannt

sei, ergibt sich aus (100)

(9598, -5 90) = {(T5 0y, - - D)y (05 955 - - s Dum)}
={{"s 95 - Do), (05 D5, - s D))
=(t'; 92y - - Dn),
und dieser Ausdruck stimmt wegen (102) mit der rechten Seite von (101)iiberein.

Damit ist die Behauptung (101) bewiesen.

50. Aus Satz 4 folgert man nun leicht ein

Korollar zu Satz 4: FEs seien 1Y), 0, ..., O 2zueinander parallele Flichen;
ferner sed
hy,hy, ..., hn
eine beliebige Permutation der Indices 1,2, ..., n. Dann ist, wenn ¢ eine beliebige

zu den n gegebenen Fldchen parallele Fldche bezeichnet,

(103) (§§ j;)hn t”'vz) LS t)h,,):(x; 1)1; t)27 AR ] t)’ﬂ)y

und zwar lassen sich die bei dem Ausdruck rechter Hand auftretenden Integrations-
konstanten geetgnet bestimmen, nachdem die Integrationskonstanten linker Hand be-
liebig gewdhlt sind.
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Beweis: Da sich jede Permutation durch eine endliche Folge nacheinander
ausgefiihrter Transpositionen benachbarter Indices erzeugen lisst, geniigt es, wenn
wir die Beziehung (103) nur fiir diesen Spezialfall beweisen, und zwar behaupten

wir zunichst:
(104) (§§ Dis - oy Da—a, D, t)n) = (§§ B oo Dn—2, On, t)nfl)-

Und in der Tat ergibt sich nach mehrfacher Anwendung der Definitions-
gleichung (100)

(g;nla---yt)n—‘!,t)n—l, t)n) ;
= {{(Ev t)17 ey n’l—‘?)a (t)"_l; t)ly .. ‘at)’ﬂ*2)}? {(Dn; t)lv ce -»t)n—z)» (t)n—-lv 1:)la ey Un—2)}}7

und weiter nach Satz 4

= {{(§§ | FERR Un~2)a (t)n§ Dy ooy t)n—2)}v {(Dn—1§ | P -at)n—2), (t)n; B, .-, t)n——a)}},

bei geeigneter Bestimmung der hier auftretenden Integrationskonstanten; dies ist
aber wieder nach der Definitionsgleichung (100)

= {(3§ B - o5 On—a, j5)1z)> (t)n—ﬂ D15 - Do, j5)11)}
= (Q, t)17 ceey t)n—?n Uny Un—d);

und damit ist die Beziehung (104) bewiesen.
Bs bleibt jetzt noch iibrig zu zeigen, dass auch

(105) (I}, Dly .. 'Jt)k"‘la t)ky t)k+17 . 7”") = (@; t)la sy t)k—hnk'l-la t)k) .. '7”")

ist, damit ist dann der Nachweis gefiihrt, dass sich der Ausdruck (100) bei Trans-
position zweier beliebiger aufeinander folgender Indices micht dndert.
Aus (104) folgt nun aber "

(%3 905+ o D1, Dty D) == (L5015 - - 5 Dim1, D1, i)
dann ist, wie aus der Definitionsgleichung (100) unmittelbar folgt, auch
(€ D0y« Vi1, D, D, Dera) = (€5 91, -+ o Di—1, Dita, D, Dieo)

und weiter wird man, indem man nacheinahder die iibrigen Vektoren s,
D44, ..., Yu beriicksichtigt, auf die behauptete Beziehung (105) gefithrt. Damit
ist dann das Korollar zu Satz 4 vollstindig bewiesen.
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Kapitel II. Anwendung der Ribaucourtransformation auf das
Problem der sphirischen Abbildung.

§ 5. Die Transformation des Problems der sphirischen Abbildung.

51. Es sei, wie im vorigem Kapitel r(e, 8) eine Fliche, deren Parameter-
kurven « = const., § = const. mit den Kriimmungslinien zusammenfallen. u(e, f)
sei das durch Definition 1. bestimmte sphirische Bild der Kﬁimmungslinien von
t{e, ). Endlich sei ¢ eine feste Ebene, die den Koordinatenanfangspunkt ent-
halten mége, und ¢ der Normaleinheitsvektor von e.

Man bilde jetzt durch Ribaucourtransformation die beiden neuen Flichen

X(a, B) = {r, e —1t}ey,

(106) =r—2 (ego + fl(e—u)dg) (e—u)?
@y, o
l =g —2(r)e—u,
. [ U(e, B) = {u, e—1t}en,
(107) | =u_2(eu)(e__u)_l=uI———EuueZe_

Dann bemerkt man leicht, dass ¥(e, 8) und U(e, 8) drei Eigenschaften haben:
1. Eine einfache Rechnung ergibt

Xe=o0, Ue=o,

d. h., dass die Vektoren X und U fiir alle Werte von « und § der Ebene & pa-
rallel sind. Somit definieren die Vektoren X(e, 5) und (e, §) nach Definition s,
Abschn. 4. zwei in ¢ gelegene ebene Kurvensysteme.

II. Die beiden Kurvensysteme X(a,f) und (e, 8) sind orthogonal; denn
da %(e,8) bezw. l(e,B) durch Ribaucourtransformation aus r(ef) bezw. u(ef)
hervorgegangen sind, folgt

X.Xg=o0, UMlg=o0.

Ferner folgt aus dem Hilfssatz des § 2: Es ist

. i) , 0,
?cal\llahg;(e—u)‘l, &ﬂiluﬁna—ﬂ(e—u)",
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d. h. die beiden Kurvensysteme X(e) und l(e¢f) sind im Sinne der Definition 6
Abschnitt 4. zueinander parallel.

III. Das in ¢ gelegene Kurvensystem 1l entsteht durch stereographische
Projektion des durch den Vektor ii(e, ) auf der Einheitskugel bestimmten ortho-
gonalen Kurvensystems, denn eine leichte Umformung ergibt aus (107)

(108) uz_ez(u—c)—l,

und weiter

n=e 4 2l — ot = 2+ W= pe
(109)
= {W, U — e}my—s wegen (40) und (45).

2

52. Damit zwei zueinander parallele Flichen r und r* durch Ribaucour-
transformation in das gleiche ebene Kurvensystem iibergefithrt werden, muss sein

{t#, e — ulegs, — {1, e — u}ey, =0,
oder wegen (44) § 1 und (106).
(110) T — 1 e — Wepr—ry =¥ — 1 — 2(e@* — 1)) (e — W) =o0.

Setzt man jetzt wegen (110)

¥ o . — 3(2*—‘3),
I3 t=7y(—u), ?’V 2 (e —u)? "

so folgt, dass y von ¢ und @ unabhiingig sein muss, da doch nach Voraussetzung
die beiden Flichen r und z* zueinander parallel sind. Fiir * — ¢ =y(e — u),
unter ¥ eine beliebige Konstante verstanden, verifiziert man aber leicht die Glei-
chung (110).

Somit ist

(111) =t +yle—u
die allgemeinste Parallelfliche zu g, welche durch Ribaucourtransformation in

das in Formel (106) definierte ebene Kurvensystem X iibergefiihrt wird. Nach
Definition 4, Abschnitt 3. ist r* eine Parallelfliche im engeren Sinne zu .
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83. Betrachtet man alle Flichen p, welche das gleiche vorgegebene sphii-
rische Bild u(e,) der Kriimmungslinien von z(e, 3) haben, so durchliuft nach
Satz 1 das Kurvensystem X(c, ) wegen (106) und (108) alle zu (e, §) parallelen
Kurvensysteme.

Kennt man umgekehrt alle ebenen Kurvensysteme X(, 8), die zum Kurven-
system U(e, ) parallel sind, so lassen sich alle Flichen 1(e, 8) angeben, welche

u(a, ) zum sphirischen Bild der Kriimmungslinien haben. Man setze nimlich

(112) {E ={X, U —else={X, 2(ut —¢J}2c wegen (108)
11
={&, (e — w7}, wegen (46) § 1,

unter ¢ eine willkiirliche Konstante verstanden. Dann ist nach dem Hilfssatz
des § 2 r(e,8) parallel zu u(e,8) —c, d. h. aber u(e, 8) ist das sphiirische Bild

der Kriimmungslinien von g(e,8). Hilt man X fest, setzt —c=co—g und

lisst y alle reellen Werte durchlaufen, so erhilt man nach Formel (36) § 1,
Abschnitt 83. die Schar der Parallelflichen im engeren Sinne

¥ =1 + y{e — ) (vgl. Formel (111)),

welche — in Ubereinstimmung mit einer Bemerkung zum Schluss des vorigen Ab-
schnittes — nach der Ribaucourtransformation (106) auf das gleiche ebene Kurven-
system’ X(e, g) fithren.

Indem man Formel (63) aus § 2, Abschn. 39. heranzieht, erkennt man, dass
der Ausdruck (112) nichts anderes als die zu (106) inverse Ribaucourtransforma-
tion angibt. Dabei wird

%o

)

Daraus folgt aber, dass in dem Ausdruck (112) die allgemeinste Fliche r(e, §)
mit dem sphirischen Bild u(e, §) enthalten ist, denn durch die Ribaucourtrans-

formation (106) lisst sich ja jede solche Fliche r(e, ) in ein ebenes Kurven-
system X(e, ) iiberfiihren.

54. Ist durch den Vektor u(e, 8) auf der Einheitskugel ein orthogonales
Kurvensystem gegeben, so lisst sich auf Grund der Betrachtungen des vorigen
Abschnitts, das zu u(e, 8) gehérige Problem der sphiirischen Abbildung (vgl. De-
finition 2) auf ein einfaches Problem der ebenen Geometrie zuriickfiihren:
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Problem I. FEs se:

ewn orthogonales Kurvensystem der Ebene ¢, welches man durch stereographische Pro-
Jektion des orthogonalen Kurvensystems u(e, 8) der Einheitskugel auf & erhdlt. Man
suche sémtliche ebenen orthogonalen Kurvensysteme X (a, 8) zu bestimmen, welche im Sinne
der Definition 6 zu U(a, 8) parallel sind.” Man erhiilt dann vermittels des Ausdrucks
(112) siimtliche Lésﬁngen des gestellten Problems der sphirischen Abbildung.

55. Beriicksichtigt man, dass gleichzeitig mit ¢ auch ¢’= —¢ ein Normal-
éinheitsvektor der Ebene ¢ ist, so bemerkt man, dass sich die Fliche g auch
noch durch eine zweite Ribaucourtransformation in ein ebenes Kurvensystem
X'(a, B) iiberfiithren lisst. Man erhilt diese zweite Ribaucourtransformation, indem
man in Formel (106) ¢’= —¢ fiir ¢ substituiert. Auf diese Weise ergibt sich

(113) [f’(a, B ={r, —e—u}—ey,={r, ¢ + uler, wegen (46) § 1
3 \ =t — 2(eg)(e + u)Y,

[11’(0:, B)={u, e + u}ey, = u — 2(eu) (e + u)—?

(114) l _u—(ude _

: —1
I+ ue

bl

denn aus Formel (107) folgt durch Quadrieren

(113) =t ey 2
1 —ue 1 —1ue

ferner folgt aus (114) ;

(116) u ; ¢ = (w -+ ¢,

W (e, 8) ist mithin dasjenige ebene Kurvensystem, welches durch stereographische
Projektion mit dem Siidpol der Einheitskugel als Projektionszentrum aus dem
Kurvensystem u(e, 8) hervorgeht. Endlich ergibt sich durch die zu (113) inverse
Ribaucourtransformation

(117) g = {x’: (ll + e)—l}C: {x’v u, + ehc'

Durchlduft X'(e, 8) alle zu 11'(e, 8) parallelen ebenen Kurvensysteme, so lie-
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fert der Ausdruck (117) ebenso wie (112) siimtliche Losungen 1(e, 8) des zu dem
Kurvensystem u(e, §) der Einheitskugel gehorigen Problems der sphiirischen Ab-
bildung.

Der Zusammenhang zwischen den beiden ebenen Kurvensysteme X(e, 8) und
X'(e, B), welche von derselben Fliche (e, 8) erzeugt werden, wird an anderer Stelle
geklirt werden. (Vgl. § 8, Abschnitt 68. und § 12, Abschnitt 88.)

§ 6. Die Differentialgleichungen des Problems I.

56. Es seien U und V die beiden in ¢ gelegenen Komponenten des Vek-
tors 11; ferner setze man '

(dny = A*de* + B*dg,
[Ua=ﬁcos3, Vo= Asin 9,

118 o .
(118) l,U[3=—BSin19, Vs=Bcos 9,

9(e, B) ist somit gleich dem Tangentenwinkel der Kurven g = const. des durch
den Vektor 1l(e, 8) bestimmten ebenen orthogonalen Kurvensystems.

Ist X(e, 8) eine Losung des Problems I, d. h. beschreibt der Vektor (e, 8)
ein zu U(a, §) paralleles orthogonales Kurvensystem, so sei

(119) (dX)* = A%do® + B%dS®.

Ausserdem seien X und Y die beiden in ¢ gelegenen Komponenten von X.
Endich setze man

U+iV=2 U—:iV=3%,
(120)

X+¢Y=2, X—2Y=2%2,
eV =w, &7=o0,
dann wird (vgl. Formel (118))
(121) 2e=Aw, %3=1iBo,

und ferner wegen der geforderten Parallelitit der Kurvensysteme X(e,$) und
(e, 8) mit Riicksicht auf (119)

(122) ' Ze=Aw, z3=1Bw.
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Aus (121) und (122) folgt nun aber wegen

ta=Aw= 0%, 2= —1iBo= -wgéﬁ,

(.

(123) L

Il

w22, é{g = — wsép,

[

w2, Zzg= — o'z,
und hieraus ergibt sich

0 2 1 2 —
0/3(0) 2q) + 0a(w 25)=o0,

oder aber nach Ausfiihrung der Differenziation und Division durch 2e?
— ws Da, —
(124) Dfe) = 2ap + L, Zat =0

Offenbar geniigt wegen (123) auch 2 der gleichen Differentialgleichung
D(E) =o.

57, Umgekehrt liefert ein Integral z==X + ¢ Y der Differentialgleichung
D(g)=o0 wegen (122) nur dann eine Losung unseres geometrischen Problems,
wenn die Nebenbedingungen

(125) wez, = reelle Grosse = A, — fwezp = reelle Grosse =B

erfiillt sind.
Aus der Differentialgleichung (124) folgt andererseits

.0(6025) .
7 oa 10gZy = Pg2a0,
(126)
C Owes) :
—05— = — Walpg == 1d 250,

d. h. aber: ist —7wzg reell, so ist zzw von selbst reell, wofern Jz nicht iden-
tisch verschwindet; ist umgekehrt z,0 reell, ohne dass <, identisch verschwindet,
so ist aunch — Zwszp reell. Fiir eine Losung 2= X + ¢ Y unseres geometrischen
Problems I ist somit bereits hinreichend, dass die Nebenbedingungen (125) fiir
eine der beiden Grossen erfiillt sind. Ausgenommen sind die trivialen Spezial-
fille Yo=o0, oder 9s=o0, in denen die Bedingungen (125) beide zu befriedi-
gen sind. _
7—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 19 octobre 1933.
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Aus (126) ergibt sich noch eine wichtige Beziehung, wenn man fiir wz,
und — 7wz die Grossen aus Gleichung (125) einsetzt. Man erhilt dann

_Be_B. o Ae_ 4
(127) 3‘8_44_&’ Py = B g

da die Gleichungen (125) und (126) auch gelten, wenn man # fiir z substituiert.
Die Gleichungen (127) kann man auch direkt aus (122) ableiten, indem man

0, 7 R
@(A(()) = 'I,a—a(Ba))
setzt.

88, Die Gleichungen (123) treten bereits bei Darboux® auf, werden aber
dort auf ganz anderem Wege hergeleitet und finden demgemiiss auch eine an-
dere geometrische Deutung. Um das zu u{e. 3) gehorige Problem der sphirischen
Abbildung zu lésen, geht Darboux von der Gleichung der Tangentialebene 7 an
die Fliche 1 aus:

(128) ux, + v, + wry = .

Hierbei bezeichnen z,, x,, z; die laufenden Koordinaten der Ebene z, u, v, w die
drei rechtwinkligen Komponenten des gegebenen Vektors u. Es ist somit

{=ug.
Nunmehr fithrt Darboux Bonnetsche Koordinaten auf der Kugel ein und setzt?
2+ 2 L E—3 23— 1
(129) U = T V=l W= s
I+ zz 1+ 22 2z + 1

Offenbar sind diese Formeln mit unserer Gleichung (109)

_2lt+ (2 —1je
u= 1+ 12

identisch, denn es ist nach (120)

t+i=20, =8 =2V, t=U+ V2=1U"

! Darboux, I, 8. 295—298, IV, S. 169—170.
? Siehe Darboux, I, 8. 297, die Formeln der 2. Zeile von oben. Bei Darboux ist ¢ fiir
das 7z unseres Textes geschrieben.
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Substituiert man die Ausdriicke (129) fiir u, v, w in die Gleichung (128) der Tan-
gentialebene 7, so erhilt man® nach Multiplikation mit 1 + 22

(130) (%ﬂ—%)xl+i(§—%)x2+(%§—l)x3=/l,
wobei
(131) L=(1 + 23){ = uz(1 + U2
gesetzt ist. Setzt man noch.
_oL o _ 0k

P=5s P53
sodass ,
(132) /1=10+fpd§ + pdz

wird, dann ergibt die Differenziation von (130) nach 2 und 2

z, —tx, + .;:xszp,
(133)

Xy + ixy + 2y =1p.

Den drei Gleichungen (130) und (133) miissen offenbar die Koordinaten
Xy, %3, g eines Flichenpunktes von g geniigen. Die Fliche p ist somit bekannt,
wenn 2 und p als Funktionen zweier Parameter «, 8 bestimmt sind. Mit dem
.orthogonalen Kurvensystem auf der Einheitskugel ist aber die Funktion

#He,8)= Ule,B) + iV (e, )

mitgegeben; es handelt sich somit nur noch darum, eine Funktion p(e, 3) so zu
konstruieren, dass die durch z und p wegen der Gleichungen (130), (132) und
(133) eindeutig bestimmte Fliche r eine Losung des vorgelegten Problems der
sphirischen Abbildung liefert.

Zu diesem Zwecke gehen wir von der Differentialgleichung der Kriimmungs-
linien aus. Diese lautet in den Grossen p und 2:°

dpds — dpdz = o,
oder ausfithrlich geschrieben:

(Pafe — Pata)da® + (Pats + Dot — Puts — Pptadadf + (psis — Ppie)dB® = O;

! Darboux, I, 8. 297, Formel (30).
? Darboux, I, 8. 295 und 8. 297, Formel (32).
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d. h. aber, die Kurven « = const., # = const. sind dann und nur dann die Krim-

mungslinien der Fliche r, wenn gleichzeitig!

P3z3

Pats

Pa e
(134) = =0

b

Paia
sind. Aus den Gleichungen (134) in Verbindung mit der Beziehung

11, uﬂ’;éa%f; + ia.%g:o

? yom absoluten Betrage |w®|= 1 derart,

folgt aber die Existenz einer Grosse o
dass die Grossen p und z den Differentialgleichungen (123) gentigen miissen.?
Schreiben wir, wieder z fiir » und 2 fiir p, so ergibt sich aus (131) und

(132)?
a, B

A=ug(t + U3 =1, + féd% + ed?
ao.ﬂu
af
(135) ’ =), + 2[%(111 wegen (120).

’aoy Bo

Damit sind die Grossen 2, p=2 und 4 als Funktionen von « und £ bekannt
und somit das Problem der sphirischen Abbildung gelost.

59. Um zu zeigen, dass die von Darboux fiir A == ug(r + 11?) angegebene
Integraldarstellung (132) mit unseren Formeln iibereinstimmt, setze man

o
(136) q>=c+flld3£, p*=U%X —¢@.
oo
Dann ist offenbar
dep*=UdX + Xdll —NdX = XdU,
o B
. fxdu.

a, 8o

! Darboux, IV, S. 170, Formel (3).
* Darboux, IV, 8. 170, Formel (4) und (5).
® Darboux, IV, 8. 170, Formel (6).
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Ausserdem ist nach Formel (112) wegen edX = o
r=Z—2g(l— ¢
(137) =X—gpu—rd

wegen (108).
Nach (135) haben wir zu beweisen, dass fiir 1,= 2¢}

(138) A= 2¢*

ist, oder aber, indem wir die Formeln (131) und (136) heranziehen und mit
1 + U? dividieren:

(139) uz=2%%;ﬁ§-
Nun ist andererseits
o 20x ook
1+ U n—ep?
=ur—(u—e¢X (wegen (108))
=uly —¥)=—guu—e¢  (wegen (137))

% — (1 —ue)=— 21__3)"11"2' (wegen (115)).

Damit sind die Formeln (139), (138), (135) und damit gleichzeitig die Darbouxsche
Formel (132) auch mit unseren Hilfsmitteln bewiesen.

60. Die Differentialgleichung (124) D(¢)=o0, durch deren Integration unser
in Abschnitt 54. formuliertes Problem I der ebenen Kurventheorie vollstindig

gelost ist, hat die Besonderheit, dass ihre beiden Koeffizienten % und % gar-

nicht von der Funktion 2(e,$) sondern nur von der Winkelgrosse &(a,5) ab-
hingen, und dass vielmehr 2 selbst ein Integral der Differentialgleichung D(2)=o0
ist. Dieser Umstand fithrt dazu, die Problemstellung I durch eine allgemeinere
zu ersetzen.

Problem II. Es sei ein Winkel 9 = 3e, ) als zweimal stetrg differenziier-
bare Funktion von zwei Verdnderlichen o und 8 gegeben. Gesucht werden sami-
liche ebenen orthogonalen Kurvensysteme, welche, wenn man sie durch eine komplexe
Funktion
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2(e,8) = X(a,8) + 2 Y (e, §)
darstellt, der Bedingung
Zela, B) = | 2a(a, B)| €% @B

geniigen, oder mit anderen Worten, sdmtliche ebenen orthogonalen Kurvensysteme,
deren Tangenten wsm Punkte a, 3 an die Kurven 8= const. mit der X-Achse den
vorgegebenen Winkel 3(a, ) bilden.

Dieses Problem II wird offenbar auch durch alle diejenigen Integrale der
Differentialgleichung D(z)==0, welche den Nebenbedingungen (125) geniigen, voll-
stindig gelost. Gleichzeitig gehoren aber zu einer gegebexlen Funktion ¥a, §)
unendlich viele Probleme sphirischer Abbildung. KEs sei nimlich das ebene,
orthogonale Kurvensystem I:I':(a, B) eine beliebige Losung des Problems II; dann
pi'ojiziere man das in der Ebene ¢ gelegene Kurvensystem i"(a, 8), dessen Kom-
ponenten X und Y sind, stereographisch vom Nordpol auf die Einheitskugel.
Sei f(a,f) der Vektor, welcher das durch diese Projektion erzeugte orthogonale
Kurvensystem auf der Einheitskugel beschreibt. Durchliuft jetzt das ebene
Kurvensystem X(e, 8) alle Losungen des zu der gegebenen Funktion 9 gehorigen
Problems II, so liefert nach den Betrachtungen des Abschnitts 53. der Ausdruck

g:{&‘)i_c}c

simtliche Flichen g, deren auf die Krimmungslinien bezogenes sphirisches Bild
gleich (e, 8) wird.

61. Die Differentialgleichung (124) D(z)=o0 ist eine homogene, lineare,
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom hyperbolischen Typus mit
»gleichen Laplaceschen Invarianten». Diese kann man immer auf die bequemere
Moutardsche. Form bringen. Man setze

(140) u=wz, h=",

dann zeigt eine leichte Rechnung, dass « der Differentialgleichung
(141) M (4) = thop — hu=0"

geniigt.
Aus den Gleichungen (125) wird jetat

! Vergl. Darboux, IV, 8 178.
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We . wﬂ
= w2y = u, - — .
(142) A=wz,=wu U, tB=weg=us E

d. h. aber, man erhilt an Stelle von (125) die Nebenbedingungen

(143) Uy — % u = reelle Grosse, — ¢ (ug — %Eu) = reelle Grosse.

Indem man in die Gleichungen (126) fiir wz, bezw. wzs die Ausdriicke in u
aus Formel (142) einsetzt, zeigt man, dass von den beiden Bedingungen (143) nur
eine einzige erfiillt zu sein braucht, damit die andere von selbst gilt.

62. Fibrt man die Losung des Problems II auf die Integration der Dif-
ferentialgleichung (124) bezw. (141) zuriick, so hat dies den Nachteil, dass das
Integral 2z bezw. ‘ noch den Nebenbedingungen (125) bezw. (143) geniigen muss.
Man wird daher suchen, die Differentialgleichung (124) durch eine Differential-
gleichung von reellen Grossen zu ersetzen. Zu diesem Zwecke geht man von
dem System von Differentialgleichungen erster Ordnung (127) fiir die Grossen
A und B aus und erhiilt durch Elimination, etwa von A zur Bestimmung von B
die Differentialgleichung

9
(144) Baﬁ—s—”:Bﬁ&a&ﬁB:o.

Ist jetzt B ein Integral dieser Differentialgleichung und setzt man weiter

B,

(145) 4= &—{3’

so geniigt dieses Funktionenpaar A4, B offenbar dem System von Differential-
gleichungen (127). Dann ist aber, wie man leicht verifiziert

Awde + iBwdp
ein’ vollstiindiges Differential, und das Integral

@B
2=z + fAGda + 2Bwdp

Co, ﬂo

liefert offenbar wegen (122) eine Darstellung des gewiinschten Kurvensystems.
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Fiir manche Zwecke ist es vorteilhaft, die Differentialgleichung (144) zu

transformieren, indem man in (144)

(146) B= 19“30

substituiert. Dann geniigt C der Differentialgleichung

0
(147) Cos + a—ﬂ(

Fap ot
3(3 0) + 19'a'3'[5’0'——0

Aus jedem Integral C dieser Differentialgleichung erhilt man B nach Glei-
chung (146); A wird durch die aus (145) abgeleitete Formel

S
I3

}

A:0u+ C

bestimmt.

Die Differentialgleichungen (144) und (147) haben beide den Nachteil, dass
ihre Koeffizienten die Funktion 3 im Nenner enthalten. Sie sind mithin nur
reguliir, solange 93> o ist, d. h. offenbar nur, wenn die gesuchten Kurven

e = const. keinen Wendepunkt haben.

§ 7. Eine Gleichung zwischen assoziierten Flichen.

63. In der Ebene ¢ mit dem Normaleinheitsvektor ¢ seien zwei zueinander
parallele orthogonale Kurvensysteme ZX(a, ) und 9)(e, 8) gegeben. Dann kann
man nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 53. § 5 aus diesen Kurvensystemen
Flichen konstruieren, deren Parameterlinien ¢ = const., 8 = const. mit ihren Kriim-
mungslinien zusammenfallen. Und zwar erhilt man zwei ganz verschiedene Fli-
chen, wenn man die Rolle von ¥ und 9 vertauscht.

Wir setzen (vgl. Formel (112) § 3)

(148) r=1{%, P —cle, t*=1{Y, X —ejes».

Dann sind nach Formel (109)

! Diese Differentialgleichung ist in der Abhandlung des Verfassers: »Uber die partielle, line-
are, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung vom hyperbolischen Typus, deren Koeffizienten in
einer Veréinderlichen periodisch sind, Teil I: Das Integrationsproblem». Mathemat. Ann. 105 (1931),
S. 437—498 auf 8. 493—498 ausfithrlich untersucht worden.



Ribaucourtransforrﬁationen und sphirische Abbildung. 57

u=1{9, Y —elyp—
(149) w* ={%X, X —e}xe—

2

die Normaleinheitsvektoren von r bezw. p*.

Ausserdem fithren die beiden Probleme der sphirischen Abbildung, welche
zu den beiden von den Vektoren 1t und u* auf der Einheitskugel beschriebenen
orthogonalen Kurvensystemen gehoren, zu demselben Problem II (vgl. Abschn. 60,
§ 6); denn die Kurven J = const. der durch stereographische Projektion aus u
und u* hervorgegangenen ebenen Kurvensysteme (vergl. Formel (107) § 5)

{ll, e_u}euo = 2)(0!, ﬂ)) {u*a e—u*}wﬂ* = x(ar ﬂ)

haben den gleichen Tangentenwinkel 3(e, ).
Wir fragen nach einer Beziehung zwischen den Flichen y und p*, die wir
nach geeigneter Bestimmung der Konstanten ¢, und ¢ assoziierte Flichen nen-

nen wollen; und zwar geben wir den Konstanten ¢, und ¢} den festen Wert

(150) co=c:=%—~°@°:.
2
64. Wir setzen ferner -
. - 2 2 _ _ 2
(ISI) clz—xo‘ioz&-l—c’ C;.:&*z—xo—%_'_c, 6,1—01:(%0 2@0) ,

unter ¢ eine beliebige Konstante verstanden, und bilden die Flichen

(152) h={X—9,P—¢fe, »* ={X—9, X—efe.

Dann wird wegen der distributiven Eigenschaft (44)
U = {Ey 9 - e}Co‘|'c - {@7 9 - e}.%’—l
2
(153) =r—u—cu—e (vgl. Formel (36) und (108))

und entsprechend

p* = {%, x— e}fo’—l - {91 %——e}co—c

2
(154) = u¥ —¢* — o(u* —oe),

8—33617. Actu mathematica. 62. Imprimé le 19 octobre 1933.
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d. h.: Fir jeden Wert von ¢ ist ) eine Parallelfliche in engerem Sinme von g
(vergl. Definition 4. Abschnitt 3.) und ebenso —y* von *.
Nun folgt aber aus (152) nach Satz 3 § 3

(155) T ={E—-9, {9—e, ¥—Dle—cte
_ G4
(15 "= &0
und entsprechend aus (152)
(157) Pt ={X -9, {X—e, X—Dlacrler,
(158) Cy = @ZEW = —; + ¢ (wegen (151) und (156)).

Andererseits ist

X—e,2—Pleer ={X—D+D—¢, T~}
(XSQ) :{g—ga x"@h%—ﬁ?ﬂ"’*‘ {g_e’x_g}cl”)

wobei
Eo— Do+ Do (B— D) — ¢, = D 4
ist, d. h. aber
¢ =BT g g, —9) ]
(160) = (D0 (%~ 00 — (wogen (151).
Folglich ist wegen (159), (40) § 1 und (160)
(E—c, 2Dl = {9 —¢, = Dhuce,
Es ergibt sich somit aus (157) wegen (158)
= @O (D Dy
und endlich wegen (155) und (36) § 1
(161) p =y — {9 —e, E— DI,

Nach dem Hilfssatz des § 2 sind jetzt wegen (155) die drei Flichen'
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t)*_17 1)_1, {@_‘(’., % - @};icx =3
zueinander parallel.

Andererseits ist nach Formel (160) und (45) § 1
3=(—e+ {9, X—Ylr)".

Nun ist aber offenbar der Endpunkt des Vektors — ¢ + {2), X —9}e in einer
Ebene gelegen, welche im Abstand - 1 zu der durch den o-Punkt laufenden
Ebene ¢ gezogen ist; der Endpunkt des Vektors 3 liegt somit auf einer Kugel

vom Radius é—, welche sich nach der negativen Seite der Ebene ¢ erstreckt und

diese im o-Punkt berithrt. Setzt man endlich
(162) ’ v=c¢-+ 23,

go durchliuft der Endpunkt von v die Einheitskugelbmit dem o-Punkt als Mittel-
punkt. Da nun aber mit 3 auch die Fliche v zu den Flichen Y~ und p*!
parallel iét, 80 ist v das den Flichen y—' und y*—'! gemeinsame sphirische Bild.

Substituieren wir in Formel (161) fiir y und y* ihre Werte aus (153) und
(154) und driicken wir 3 nach Formel (162) durch den Normaleinheitsvektor v
aus, so erhalten wir zwischen den in Formel (148) und (150) definierten zu ein-
ander assoziierten Flichen g‘und t* fiir jeden Wert von ¢ die Beziehung

p—e

(—u—elut—e) + [g* —w + e(u* — o))t = S

d. h. demnach, dée Flichen
—u—cu—e¢)? und —@*—u*+c(u*—e)™?

sind zueinander parallel im engeren Sinme (vergl. Definition 4. aus Abschnitt 3.).

Insbesondere erhilt man fiir ¢e=o0

bh—e
2

(163) (—w + @*— )t =

65. Die in der Relation (163) enthaltene Aussage lisst sich auch um-
kehren:

Es sei w(e,p) eine beliebige Fliche mit dem (positiv gerichteten) Normal-
einheitsvektor v. Man bilde durch Inversion die Flichen
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—¢ —1
w1 und ?—————m ;
2

ferner seien u bezw. u* die mit — 1 multiplizierten Normaleinheitsvektoren der

- —1
Fliche w™! bezw. ('—{2—0— m) . Setzt man endlich

_ —1
r=w"!4u, z*=(n_2 —m) + u*,
80 ist
{2, e— }e;., {u* e"“u*}euo‘—f

{t*, e —u¥fep = {1, e— 1}y, = 9.

§ 8. Ribaucourtransformationen in der Ebene.

66. Es seien X(o,8) und 9Y(a, ) zwei zu einander parallele orthogonale
Kurvensysteme der Ebene ¢. Da dann 9dZX ein vollstindiges Differenzial ist,
lisst sich auch hier das Symbol

l {fﬁc—f—w@—‘

(164) ] —c+f®dx

ag, {30
definieren.

Um auch in diesem Falle eine geometrische Deutung der Transformation
(164) anzugeben, setzen wir anstelle der Formeln (49) bis (37) des § 2:

Xe=1Da, Xs=1uDp,
(A%} = A*da® + BUdg,
¥.=4All, ¥,=Bl,,
§=9U,, n=IU,.

Dann ist
A B
@a = 7 ulv gﬂ = _u

9 =&, + qll,,



Ribaucourtransformationen und sphirische Abbildung. 61

A B
@@azg‘Z’ 2)@;3=17;,
Pe=PXe =54, pp=PXs=1B.

Ferner ergibt sich durch Differentiation von (164) (vgl. Formel (58))
o A 2
2= (1= 38) -0,

= 1:— (u— %%)) 1y —2997").

Setzt man noch

A

i, =1, — 2597, U=, — 299,
so ist ‘

ia” fll_’ &ﬁu ﬁs’
und ferner, wie man leicht durch Rechnung verifiziert,

UW=1, W=1, LlU,=o0.

entsprechend zu Formel (61)
& +‘R1ﬁ1 =x + .Rlu], i + R2ﬁ2=:f + _Rzug, .

d. h. ‘aber geometrisch: Zwei entsprechende Kurven o = const. der beiden Sy-
steme X(z,8) und %(c, ) erscheinen als die beiden Zweige der Hiillkurve einer
Schar von Kreisen mit X + R,11, als Mittelpunkt und R, als Radius; und ebenso
erscheinen zwei entsprechende Kurven B = const. der Systeme X(e, 8) und % (e, B)
als die beiden Zweige der Hiillkurve einer Schar von Kreisen mit ¥ + R,U, als
Mittelpunkt und R, als Radius. ‘ ,.

Wir wollen den Ubergang von %(e, ) zu #(a, §) eine ebene Ribaucourtrans-

Jormation nennen und definieren:

Definition 7. Wir sagen: Das orthogonale Kurvensystem i(a, B) geht durch
ebene Ribaucourtransformation aus dem orthogonalen System X(a,8) hervor, wenn
eu entsprechenden Punkten P und P in X(a, ) und X(a, ) zwei Kreise ky und k,
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existieren, welche erstens berde durch P und P gehen ; zweitens soll k, die beiden
Kurven « = const. durch P und P von ¥(e, B) und *(e, B), ky die beiden Kurven
8 = const. durch P und P von X(e, 3) und X(a, §) beriihren.

Ubrigens folgt, wenn die Schar der Kreise %, mit dem in der Definition 7
geforderten Eigenschaften gegeben ist, die Existenz der Kreise %, von selbst;
denn offenbar ist £; der zu %, orthogonale Kreise durch P und P.

67. Es ldsst sich ferner zeigen, indem man die Bianchische Schlussweise!®
auf den ebenen Fall iibertriigt, dass in der Form (164) alle ebenen Ribaucour-
transformationen des Kurvensystems X(e, §) enthalten sind. Wir gehen auf den
Beweis nicht ausfiihrlich ein, da wir im folgenden von dieser Tatsache keinen
Gebrauch machen. Wir bemerken nur, dass sich jetzt der Hilfssatz des § 2
auch fiir ebene Kurvensysteme formulieren ldsst, und zwar findet man seinen
Beweis ohne Schwierigkeiten durch sinngemisse Ubertragung der Uberlegungen
des Abschnitts 36. § 2. ‘

Aus dem Hilfsatz folgert man jetzt anstelle von Satz 1 (vergl. die Be-
trachtungen des Abschnitts 40. § 2) den

Satz 18: Bezeichnet tn dem Ausdruck
é = {&:v @}c

X(a,B) ein festes orthogonales Kurvensystem der Ebene ¢, und durchliuft ) alle
zu X(e,B) parallelen ebenen Kurvensysteme, so bestimmt Ef(a, 8) alle ebenen orthogo-
nalen Kurvensysteme, welche aus X(a, ) durch Ribaucourtransformation hervorgehen.

Ist aber («,B) ein festes, ebenes, orthogonales Kurvensystem und durchliuft
X alle zu Yle,B) parallelen Kurvensysteme, so liefert der Ausdruck fuir X alle zu
D! parallelen Kurvensysteme.

Entsprechend lassen sich auch die Sitze 2 und 3 des § 3 und Satz 4 -des
§ 4 fir unser Symbol {¥X, 9}, aussprechen. Man erhilt so:

Satz 2°: Die beiden ebenen orthogonalen Kurvensysteme
E={% 91" wnd 97 ={9, Bl

sind zuernander parallel.

! Bianchi, 8. 171—174.
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Satz 3*: FEs st

{E, 9k = (&, {9, B}

%52
=1 2% {9, ¥,

wobez

a,f
¢=c+f9dae

@, o
gesetet 1st.

Satz 4*: Sind X(e, B), Ve, ), Ble,B) drei zueinander parallele orthogonale
ebene Kurvensysteme, so ist

{{xa 8}017 {9’ '8}02}03 = {{x7 Q}Cu {8a 9}*‘—02}(’5;

wobei die Konstanten ¢y, ¢y, ¢y beliebig sind und die durch die Formeln (73) und (74)
bestimmien Konstanten ¢, und c5 von ¢, ¢y, ¢c; abhdngen. :

Wiihrend die Beweise der Sitze 3 und 4 auch fir die Behauptungen der
Sttze 3* und 4* schliissig bleiben, verlangt der Beweis von Satz 2 eine leichte
Modifizierung.

- Es gelten zwar auch hier die Formeln (65) und (66), wenn man in ihnen
fiir die Flichen y und y die Kurvensysteme X und ) substituiert. Anstelle der
Normalvektoren u, 1, il hat man aber jetzt die Tangenteneinheitsvektoren U, .
bezw. ﬁl bezw. ﬁl an die Kurven 8= const. des Systems X(«, 8) bezw. {X, 9},
bezw. {¥,9}: ' einzufiihren; man beweist dann, ebenso wie in Abschnitt 41., § 3
anstelle der Formel (67) fiir u

ﬁ =11 — 2((u1x)@2—2(u1@)¢*)$ + (1, 9)%° — 2(U, X) )9
1 1 XY — 4p9*

Aus den Symmetrieeigenschaften dieses Ausdruckes in X und 9, ¢ und ¢* folgt
wieder

A
2

_1*
1, =i,

wenn fl’f den Tangenteneinheitsvektor an die Kurven g = const. des Systems
{9, ¥}31. bedeutet. Damit ist auch Satz 2° vollstindig bewiesen.
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68. Xs sei wieder r(e,f) eine Fliche und u(e, §) das sphirische Bild der
Kriimmungslinien von . Die Flichen g und u fiihre man vermittels der Ribau-
courtransformationen (106) und (107) des § 5 in die ebenen Kurvensysteme
X(e¢,8) und U(e, ), vermittels (113) und (114) des § 5 in die ebenen Kurven-
systeme X'(e, 8) und U'(e, §) iiber.

Es soll jetzt gezeigt werden, dass man X(a, ) durch ebene Ribaucourtrans-
formation in X'(a, ) iiberfithren kann. Bildet man nimlich

~

(165) x = {%7 u}c,

80 behaupten wir: es ist

(166) E=% —20
mit

. ex,
(167) c,=¢ 1 — el

Beweis: Setzt man in (165). fiir ¥ und 1l die Werte aus (106) und (107)
ein, so ergibt sich,

£= {{r, e—ufer,, {4, e~ufenfe,

oder aber nach Satz 4
(168) £ ={{r,wley, {e—m,ule}e,

wobei aus den Formeln (73) und (74) des § 4 sich fiir ¢, der Ausdruck (167)

ergibt, wihrend

¢, = (e ~—u )u, — euy= — 1,
(169) { ,z ( 0) 0' 0

¢’ = ex, — 2¢ (eu)

zu setzen ist.

Nunmehr folgt aus (168) wegen (42), (45), (40) § 1 und wegen u='=u

E={r—z2cu,e—(1+2c)u)s
={r — 2¢c,u, e + U}er,—2¢] (eu) wegen (169)
= {r.e + ey, — 26, U, e+ U}ey, Wegen (44) § 1
=X —2cW

nach Formel (113) und (114) des § 5. Damit ist Formel (166) bewiesen.
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Aus (167) folgt:

¢,=o fir o= % .
1 — euo
Somit ergibt sich aus (165) und (166)
(170) ‘%, = {xa u}ﬂj
1-en,

d. h. aber, dass sich das Kurvensystem X(e, 8) durch ebene Ribaucourtransforma-
tion in X'(e, §) iiberfiihren lisst.

69. Wir gehen zu einer anderen Anwendung des Satzes 4 tiber. Es sezen
t und v zwer Parallelfldchen, und es ses

(171) . i_—_- {E» t)}c

Fithrt man jetet 1, v, wnd T durch die Ribaucourtransformationen (106) in die
ebenen orthogonalen Kurvensystem X(e,f), Dla,f) und %(a, B) diber, so behaupten

m'r, es ist |

(172) E=1{%, 9
mat

(173) Jm g (E0) (Do)

I_euo

Beweis: Ist it der Normaleinheitsvektor von £, so hat man (vgl. Formel

(106) § s)
(174) =13 e — s,

wobel

To =1 — 2¢h; "
zu setzen ist. Aus (174) ergibt sich, wenn man fiir § den Ausdruck (171) und
fiir 11 seinen Wert aus Formel (41), § 1 substituiert, '

A

% = {{L t)}c, {e_ua D}—uovu}ezo—2 2

N3
<

“pz
und nach Satz 4: )
(173) E =g, e—ule,, by, e—ulele,,

9—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 20 octobre 1933.
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hierbei ist wegen Formel (73) und (74) § 4

. 4 e—ly) +u
clzego—m—z—"+ 20———%( 02 HoBo _ 0s
Do Do

’

6y = Dol —Uy) + by = eby,

. 2(ex,) (uyh,) _ (ego) (115 9)0) o
c;=c+ Te—n)t ¢+ e, ¢ wegen (173).

Setzt man diese Werte fiir ¢, c,, ¢, in (175) ein, so ergibt sich wegen
E={r,e—uler,, P=1{y, c—1i}ey,

die behauptete Beziehung (172), w.z. b. w.

§ 9. Der Satz von Moutard und die ebene Ribaucourtransformation.

70. In diesem § wollen wir die ebene Ribaucourtransformation heranziehen,
um eine von Moutard angegebene analytische Transformation aus der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen geometrisch zu deuten. Wir formulieren
zuniichst das

Moutardsche Theorem': Es se; die partielle Differentialgleichung
M(u) = sap — h(a, Blu =0

vorgelegt, und es sei ule, B) ein partikulires Integral, u(e,8) das allgemeine Integral
der Differentialgleichung M(u) = 0. Man setze

a8 =i, 755 (1)

Dann ist, unter @, esne willkiirliche Integrationskonstante verstanden,

I

o
((po - f('ftua — witg)da — (ug — uip) dﬂ)

a9, o

“das allgemeine Integral der Diflerentialglerchung

! M. Moutard: 1. ¢. S. 13 Fussnote 1. Vgl. auch Darboux II, 8. 158—160. Bianchi, S. 42—45.



Ribaucourtransformationen und sphirische Abbildung. 67
M(it) = g — hii = o;
daber st der Ausdruck wunter dem Integralzeichen in (176) ein vollstdndiges Dif-
Jerential.

Moutardsche Differentialgleichungen sind in unseren Untersuchungen in
Abschnitt 61. § 6 aufgetreten, doch nur solche, deren Koeffizient h(a, ) die
spezielle Eigenschaft hat, dass er sich auf die Form

(177) h(e, ) = Doy = g i@ p 9a, B) reell

bringen lisst. (Vgl. Formel (140) und (141)) Die angekiindigte geometrische
Deutung des Moutardschen Theorems wird sich auch nur auf solche speziellen
Differentialgleichungen beziehen.

Bestimmt man jetzt wieder die Funktionen z und z aus den Gleichungen
(178) - u=wz, U=wz,

so sind nach Abschn. 61. § 6 z und 2 Integrale der Differentialgleichung (124)
D(z)=o.

71. Wir erwiihnen zuniichst eine schon Darboux bekannte Tatsachélz
wenn das partikulire Integral # den Nebenbedingungen (143), oder, was das-
selbe ist, wenn 2z den Nebenbedingungen (125) geniigt, so lisst sich auch der
Koeffizient /s der transformierten Differentialgleichung M(#t) = o auf die Form

A A

(179) hia,f) =28, &= ¢—iflep Ha, B) reell

bringen.
Setzt man nimlich

. 2
(180) w—a—_w

Ro| el

y

wobei das Zeichen % wieder wie in § 6 die zu % konjugiert-komplexe Grosse
bezeichnet, so zeigt eine leichte Rechnung, bei der man die Formeln (142) her-
anzieht, dass

Gap _ o 0 (1) _ 4
@ —“aqaﬂ(&)_h(“’ﬂ)

! Vgl. Darboux, IV, 8. 182—184.
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ist. Andererseits folgt aber aus (180): |w|=1. Mithin existiert eine reelle
Funktion 9 (e, 8) derart, dass

io(a, ) = P
ist. Damit ist die behauptete Darstellung (179) fiir h bewiesen.

72. Wir wollen jetzt die Ubereinstimmung des Moutardschen Integrals
(176) mit der ebenen Ribaucourtransformation (164) § 8 aufweisen, und suchen
zu diesem Zwecke in Gleichung (176) die » durch die z auszudriicken.

Setzt man

A

L= w2z,

so ergibt sich mit Hilfe von (180)

(181) W= 2%,

ferner ist, wenn 2z ebenso wie 2z den Nebenbedingungen (12;) geniigt, sodass

auch die Differentialgleichungen (123) fiir z und z gelten,

°

Ul — Uty = W2 (22e — 22a) (wegen (178))
= 3%, — 2%, (wegen (123))
wug — wis = w¥(2zg — 223) -

— — (325 — 233).

Folglich erhilt man mit Riicksicht auf (181) anstelle von (176):

a,

= L [ e i + 5, s5a0)
2

e, 8o
o,
= L(% — [%d% - zdé)
z LY
o, By
af
21,(990 + f (d(e2) — (3dz + %dz)))
# . a, fBo
und endlich
a f
(182) v 2=z——{-(20+ édz-*—%dé),
2

[ ﬁo
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wobei

¢=- (22 — @)
T2 /gj(?; Pol.
eine neue willkiirliche Konstante bezeichnet.
Beriicksichtigt man, dass wegen der Nebenbedingung (1235) @%, reell sein
soll, so ergibt eine leichte Rechnung, dass dann ¢ reell gewdhlt werden muss.

73. Man setze endlich
e=X44Y, 3=X+iY, 1=X+iY;

und es bezeichnen ausserdem X, .'%, % die der Ebene ¢ parallelén Vektoren, deren
beide in ¢ gelegenen Komponenten X, Y bezw. X, Y bezw. X, Y sind. Dann ist

Pde + 2dz=2(XdX + YdY)=2%d%,

°

2

— o, ?

2

No| |~

und es ergibt sich aus (182)

[N R
azz—z(c+fa"edae)%
X

ao,{gn

oder, vektoriell geschrieben
of
(183) %=$—2(c+[$d%)%f1={35,3€}c.

o, Bo

D. h. aber, die in Formel (176) angegebene Moutardsche Transformation
ist fiir den Fall, dass erstens h von der Form (177) ist, zweitens w und % den
Nebenbedingungen (143) geniigen, mit der in Abschnitt 65. § 8 definierten ebenen
Ribaucourtransformation identisch. Ausserdem liefern die Ausdriicke (176) bezw.
(183) nach dem Moutardschen Theorem bezw. nach Satz 1* alle ebenen orthogo-
nalen Kurvensysteme welche dem Kurvensystem £ parallel sind, wenn u alle
den Nebenbedingungen (143) geniigenden Integrale der Differentialgleichung
M(u) =0, bezw. wenn X alle zu % parallelen ebenen Kurvensysteme durchliuft.
Die durch die Formeln (180) und (179) definierte Funktion &(e,§) ist gleich dem
Winkel der Tangente im Punkte «, 8 an die Kurve 8= const. des Systems .
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74. Aus der Tatsache, dass die ebenen Ribaucourtransformation (183) mit
der Moutardschen Formel (176) identisch ist, folgt, dass dem Vertauschungssatz
4* aus § 8 ein Vertauschungssatz iiber die partikuliren Integrale Moutardscher
Gleichungen entspricht. Diese Eigenschaft der Integrale war bereits von Bianchi
bemerkt worden' und hatte ihn zu seinem in der Einleitung, Abschn. 13. er-
withnten Vertauschungssatz bei W-Kongruenzen gefiihrt.? ‘

§ 10. Der Satz von Moutard und die Flichen vom Laplaceschen Typus.

75. Es sei eine Fliche r(«, ) vorgelegt, deren Parameterlinien « = const.,
B = const. nicht wie bisher mit den Kriimmungslinien zusammenfallen sollen,
sondern ein beliebiges konjugiertes Kurvensystem auf der Fliche bestimmen
mogen. Dann folgt bekanntlich aus den Gaussschen Formeln fiir die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung von r, dass alle drei Komponenten von 1(e, 5) der
homogenen linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung vom hyperbo-
lischen Typus

L(u) = tep + atte + bug=o0, a=—ll’2] bz—{ I
2

12|

1)

geniigen, wobei unter l[ und :I’ 2} wie tiblich die Christoffelschen Symbole
2

zu verstehen sind.

Wir sagen, das konjugierte System t(a, 8) und die Differentialgleichung L(u)=o0
sind vom » Laplaceschen Typus>, wenn sich das allgemeine Integral von L{u)=o0 mit
Hilfe der Laplaceschen Kaskadenmethode explizit angeben ldsst, d. h. wenn nach
exner endlichen Anzahl von Laplaceschen Transformationen die Differentialgleichung
L({u) =0 #n die einfache integrable Form

Ly(u,) = Ung g + b,.u,,ﬁ =0
oder
L (um) = wum, gt A, = O
dibergefiihrt wird.

Darboux hat fiir die konjugierten Systeme vom Laplaceschen Typus eine

! Bianchi, S. 45—48.
? Bianchi, 8. 58—61.
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geometrische Deutung angegeben, iiber die wir hier kurz berichten wollen.! Wir

betrachten die Geradenkongruenz
(184) t+ g

der Tangenten an die Kurven o= const. der Fliche y. Diese Kongruenz hat
eine Brennfliche, "deren einer Mantel die Fliche r ist, wihrend als ihr zweiter
Mantel eine neue Fliche g (e, 8) bestimmt wird. Wofern g, nicht in eine Kurve
entartet, bilden die Parameterlinien e = const., 3 = const. wieder ein konjugiertes
System; ausserdem sind die Geraden der Kongruenz (184) Tangenten an die
Kurven @ = const. der Fliche f,.

Nunmehr unterwerfe man die Fliche g,(e, §) derselben geometrischen Kon-
struktion wie die Fliche g{e, 8), indem man die Geradenkongruenz

(185) T+t

der Tangenten an die Kurven « = const. auf p, heranzieht. Sie fiihrt zur Be-
stimmui‘lg’ einer Fliche 1,(e, 8), welche zusammen mit z,(e, §) die beiden Mintel
der Brennfliche der Kongruenz (185) bildet. '

Auf diese Weise fahre man fort, indem man jetzt zur Kongruenz
Ly + txep
iilbergeht. Man erhilt so eine Folge von Flichen
(186) o Zis Ty o on Kby oo

welche entweder unendlich ist, oder aber bei g.(e, §) abbricht, wenn 1.(e, §) zu
einer Kurve entartet.
Nach der gleichen Methode konstruiere man eine zweite Folge von Flichen,

(187) / 272—1,2—2)"'7 g'—ka"'
indem man entsprechend die Geradenkongruenzen

Og_k
da

T+ e, 2+ 1

der Tangenten an die Kurven g = const. betrachtet. Dann werden p und -

! Darboux, II, 8. 16—22.
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die beiden Mintel der Brennfliche der Kongruenz r + {f., wihrend r_; und

I—%-1 die Mintel der Brennfliiche der Kongruenz r x + taga_k gind. Auch hier

sind zwei Fille moglich. Entweder die Folge der Flichen (187) ist unendlich
oder aber die Folge (187) bricht bei z—m ab, weil z_, in eine Kurve ausartet.

Darboux hat nun gezeigt, dass das konjugierte Kurvensystem g(a, ) (oder,
was dasselbe ist, die Differentialgleichung L(#)=o0 dann und nur dann vom La-
placeschen Typus ist, wenn entweder die Folge der Flichen (186) oder die Folge
(187) oder beide Folgen abbrechen. Der Beweis beruht darauf, dass der einen
Art von Laplace-Transformationen

= ug+ au, U1 = Qﬁk + aug
v 0ﬂ

der Ubergang von r zu 1, bezw. von ri zu Tc+:, der anderen Art von Laplace-
Transformationen

OU—p
Uy = U + bu, U_jq = o=t bru—s,
da

der Ubergang von 1 zu 1, bezw. von y—; zu r—;—; entspricht.

76. Das konjugierte System der Kurven e = const., 8= const. von (e, f)
sei wieder, wie bisher, das ausgezeichnete System der Kriimmungslinien. Dann
sagen wir kurz: die Fldche t(a, ) ist vom Laplaceschen Typus, wenn das System
der Kriimmungslinien auf t im Sinne der Ausfiihrungen des Abschnitts 75. vom
Laplaceschen Typus ist. Ubrigens folgt dann aus einem Satz von Goursat’, dass
in diesem Falle die Flichenfolgen (186) und (187) beide abbrechen.

BEs sei ferner u(e, ) das sphirische Bild der Kriimmungslinien von y{e, §)
und (e, B) das orthogonale Kurvensystem der Ebene ¢, in welches u(e, 8) durch
die Ribaucourtransformation (107) § 5, d.h. durch stereographische Projektion
iibergefithrt wird. Ist jetzt r(e,8) vom Laplaceschen Typus, so ist auch die
Moutardsche Differentialgleichung '

M(u)=ua(g—wu=o,

®
auf welche die Losung des zu ll(a, 8) gehorigen Problems I (vgl. Abschnitt 54.,
§ 5) fiihrt, selbst vom Laplaceschen Typus. Von dieser Tatsache hat schon

! E. Goursat, Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace. Amer. Jour. of Math. 18
(1896), 8. 347—385, vgl. insb. 8. 377—382.
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Darboux Gebrauch gemacht.! Durch sie wird auch die Ubereinstimmung der
oben angegebenen Definition fiir Flichen vom Laplaceschen Typus mit der Defi-
nition des Abschnitts 21. der Einleitung hergestellt.

7. Nach dem Satz von Moutard-Darboux, den wir in der Einleitung in
den Abschnitten 22. und 23. formuliert haben, lisst sich das Kurvensystefn
W(e,; 8) durch eine endliche Anzahl ebener Ribaucourtransformationen aus einem
orthogonalen Kurvensystem li(a, 8) gewinnen, dessen eine Kurvenschar sich nur
aus Geraden zusammensetzt. Es ergibt sich mithin fir U(e, 8) in der sym-
bolischen Bezeichnungsweise des Abschnitts 48. § 4 (vgl. insbesondere Formel
(100)) die Darstellung

(188) Ue B =(10; D1y Dss - - -» D).

Hierbei bezeichnen

{ie, 8, Dule. B), Dsle, B), - - ., Dule, )

n + 1 untereinander parallele, orthogonale, ebene Kurvensysteme, deren eine Schar
immer aus Geraden besteht. '

Ist endlich X(e, ) das orthogonale ebene Kurvensystem, in das die Fliche
(e, §) durch die Ribaucourtransformation (106) § 5 ibergefiihrt wird, so sind ¥
und U zueinander parallel (vgl. Abschnitt 51., § 5) und somit erhiilt man auch

(189) x=(i;@17---7 @")7
wo wieder £ zu Ul parallel ist. -

78, Nunmehr wollen wir aus dem Satz von Moutard-Darboux mit Hilfe
unseres Vertauschungssatzes 4 aus § 4 einen weiteren Satz ableiten, der fir die
Flichen g(e, §) vom Laplaceschen Typus im Sinne der Definition des Abschnitts 76.
eine neue geometrische Charakterisierung enthilt:

Ist t(e, B) eine Fliche vom Laplaceschen Typus und w(a, 8) das sphérische Bild
der Kriimmungslinien von t, so st

(190) =9, .-, 0a), w=(Uy; by, ..., Un).

Hierber bezeichnen T,Y), ..., 0 n + 1 zueinander parallele Flichen, it das gemein-

same sphdrische Bild ihrer Kritmmungslinien, dessen eine Schar sich aus Kreisen

! Darboux, IV, 8. 178—179.
10—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 20 octobre 1933.
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zusammensetzt, welche alle durch einen festen Punkt der FEinheitskugel hindurch-
gehen. '

Den Beweis dieses Satzes erbringen wir im nichsten Abschnitt. Zuniichst
bemerken wir, dass bei der Darbouxschen geometrischen Charakterisierung der
Flichen vom Laplaceschen Typus (vgl. Abschn. 75.) die bei der Folge von Fli-
chen (186) und (187) auftretenden Parameterlinien « = const., # = const. von y
bezw. r_; nur konjugierte Kurvensysteme bilden, auch wenn die Parameterlinien
der Ausgangsfliche y Krimmungslinien sind. Hingegen ergibt unsere Darstellung
(190) der Fliche y eine geometrische Konstruktion, bei der man von einer Fliche
I ausgehend, durch eine endliche Anzahl von Ribaucourtransformationen zu y
gelangt, sodass bei jedem einzelnen Schritt das System der Kriimmungslinien
erhalten bleibt.

79. Beweis: Es seien wieder X und 1l die beiden ebenen orthogonalen
Kurvensysteme, in welche die Fliche 1(e,8) vom Laplaceschen Typus und ihr
sphiirisches Bild u(e, 8) durch die Ribaucourtransformationen (106) und (107) iiber-
gefiihrt werden. Dann ist nach dem Satz von Moutard-Darboux (vgl. Abschn. 77.
insbesondere Formel (188) und (189))

[L"E:(i, ?)11 "'1@"%

(r91) lu=019,...,9),

wobei die Kurvensysteme o%, li, D1y - - - Yn dieselben Eigenschaften wie in Abschn.
77. haben.

Wir behaupten jetzt allgemein: Gelten fiir X und 1 die Darstellungen (191),
wobet wvon den n + 2 orthogonalen ebenen Kurvensystemen X1, My - s Dn nur
vorausgesetzt werde, dass sie unteresnander parallel sind, so hat man

(192) ‘g:(i" nla ey t)n),
lu:(fl; t)]’ rery l')’Il)
met
(193) i:{&,fl—-e},ﬁ={ﬁ,ﬁ—€}»nv={@wﬁ—e}, (’V=I,2,...,n)

unter Vernachldssigung der Integrationskonstanten. Ferner ist hierbe: n das ge-
meinsame sphdrische Bild der Kriimmungslinien von I, Y, ..., Oa. ‘

Wir beweisen die Formeln (192) mit Hilfe unseres Vertauschungssatzes 4
zuniichst fiir # = 1. Dann hat man nach Formel (112) § 3
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r={EU—¢ = {{& 9}, {1—¢, 9} wegen (191)
(194) = {{&, U—e), {@l,fl—- e}} nach Satz 4
= {1, by} wegen (193)

und entsprechend nach Formel (109) § 5

= {1, U—¢} = {9}, {1~ 9y} wegen (191)
(195) = {{i,0—¢}, {9,, U—c¢}} nach Satz 4
= {1, 9} wegen (193).

Die genaue Berechnung der Integrationskonstanten mit Hilfe der Formeln (73)
und (74) aus § 4 iiberlassen wir dem Leser. Aus ihr ergibt sich, dass, wenn u

ein Einheitsvektor ist, auch &= {ll, I —¢}i3_ Einheitsvektor wird, und somit
2
das sphirische Bild der Kriimmungslinien von 1, bestimmt. Gleichung (194)

liefert eine Art Umkehrung der in Abschnitt 69. § 8 bewiesenen Formel (172).
Nunmehr machen wir die Annahme, die Behauptung (192) sei bereits unter
der Voraussetzung (191) fiir » — 1 als richtig erkannt. Sie soll jetzt durch Schluss
von n—1 auf » vollstindig bewiesen werden.
Setzt man zur Abkiirzung

(196) x”:{i! ‘@1}’]:’1’:{11, g)l}v@;:{@vagl}’ (’}':2)37"'7")

so folgt nach Formel (101) § 4 aus der Voraussetzung (191)

E=EF; 9, ..., 90,
U=W;9,...,9).

Da wir aber unsere Behauptung fiir » — 1 als wahr angenommen haben, so er-

(197) {

hilt man aus (197)

(198) (=G50 )
Lu= (0505, ..., v3)
mit
(ros) F e (0 e, = (W e = (9 ), b=2,.n)

wobei 1t'= {l', ' - ¢}p2_; das gemeinsame sphirische Bild der Kriimmungslinien

2

von ', 0%, ..., U, ist. Setzt man andererseits die Ausdriicke (196) fir X', 1,9’
in (199) ein, so ergibt sich wegen (194) und (195)
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(200) ={g, 0}, ¥'="{in}, 9= {0, 0
mit

F={E 0—0), a={00—¢}, 9o ={Y,, N —c} fiir v=1,2,..., 2.

Hierbei ist wieder
= {11, Il — e}z

9

das gemeinsame sphirische Bild der Kriimmungslinien von I, 9 ey ooy Du. Sub-
stituiert man endlich die Ausdriicke (200) in (198), so erhidlt man nach Formel
(101) § 4 die behaupteten Beziehungen (192) und (193).

Nun enthalten aber, wie bereits oben bemerkt wurde, die untereinander
parallelen ebenen Kurvensysteme X, 1, D1y .. - Yn alle eine Schar gerader Linien.
Da man ferner nach den Ausfithrungen des Abschnitts 51. § 5 (vgl. insbesondere
Formel (108)) sich 1t durch stereographische Projektion des Kurvensystems 1t
auf die Einheitskugel entstanden denken kann, so bestimmt das gemeinsame
sphirische Bild (e, 8) von I,Y,..., 9. auf der Einheitskugel eine Schar von
Kreisen, welche simtlich durch den Nordpol der Kugel gehen. Damit sind alle
Behanptungen unseres Satzes bewiesen.

Kap. III: Andere Anwendungen der Ribaucourtransformationen.

8§ 11. Zyklische Systeme von Ribaucour.

80. Es seien 1 und 1y zwei zueinander parallele Flichen, u der r und y
gemeinsamen Normaleinheitsvektor, ¢ eine feste Konstante, ¢ ein verinderlicher

Parameter. Wir betrachten die einparametrige Flichenschar

(201) _ tle, 8; ) = {r, v + tuje;
hierbei ist wegen udy=o
a,f
(202) g(a,ﬁ;t)zg—z(c + ft)dg) (t)+tu)—1.
0‘01130

Offenbar definiert der Vektor 1(e, 3;t) auch eine zweiparametrige Schar von

Kreigsen, deren Individuen man erhiilt, wenn man «, 8 einen festen Wert o, §;
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zuerteilt und ¢ veriinderlich lisst. Dabei entsteht der Kreis I(e,,8;t) aus dem
Kreise (p(e, 8;) + tule;, 3,)! durch Ahnlichkeitstransformation und Parallelver-
schiebung. Die Gerade Yy(ey,B,) + tule,,3,) ist Normale der Fliche y + f,u im
Punkte «,, 8,; dann muss auch, da bei Inversionen die Winkel erhalten bleiben,
der Kreis (y(e,, ) + tule,, 8))' die Fliche (y+ t,u)~! im Punkte e, 8, recht-
Winklig schneiden; nun sind aber nach (202) die Kreise

Ban, By ) und (ylay, 8,) + fulay, B)

im Punkte ¢ = t, zueinander parallel, und desgleichen nach dem Hilfssatze des § 2 -
auch die Flichen ’

tle, B; %) und (y+ fou)™

im Punkte «,, ;. Mithin schneidet jeder Kreis g(e,, 8;¢)-jede Fliche %{(c, 8; %)
rechtwinklig.

Eine zweiparametrige Kreisschar, zu welcher eine einparametrige, zur Kreis-
schar orthogonale Flichenschar existiert, nennt man nach Ribaucour® ein zy-
klisches Systém. Offenbar liefert uns der Ausdruck (202) ein solches zyklisches
System. Es ist auch bekannt, dass man jedes zyklische System auf die Form
(202) bringen kann?, da, wie man leicht sieht, jedes zyklische System auf eine
Schar von Ribaucourtransformationen fithrt.

81. Von zwei Flichen (e, 8;t) und (e, 3;t”) geht die eine aus der an-
deren durch Ribaucourtransformation hervor, wie man unmittelbar geometrisch
‘einsehen kann. Man findet ndmlich Mittelpunkt und Radius der Ribaucourkugel
im Punkte «;, 8, indem man die Tangenten an den Kreis t(ay, By; t) in den
Punkten ¢=1¢ und t=1¢" zieht. Ihr Schnittpunkt ist dann der Kugelmittelpunkt
und der Abstand des Schnittpunktes vom Beriihrungspunkt ist gleich dem Kugel-
radius. ' ,

Um aber den analytischen Ausdruck fiir die Ribaucourtransformation an-
~ zugeben, welche (e, 8;¢) in i(e, 8; ¢’} iiberfiihrt, bedienen wir uns der in Ab-
schnitt 47. § 4 auseinandergesetzten Methode der Konstruktion der zu (e, 8; )
konjugierten Bianchischen Schar 1(e,;s). Dabei wird sich die auch schon

! A. Ribaucour, Sur la déformation des surfaces, C.R. de l'ac. d. sc. 70 (1870), 8. 330. Sur
les systémes cycliques C.R. de Vacad. 76 (1873), 8. 478. Sur les faisceaux des cercles, C.R. 76
(1873), 8. 830. Vergl. auch die S.5 Fussnote 3 zitierte Abhandlung S. 227—237.

* Vgl. etwa Bianchi, S. 228—230. ' : a
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Bianchi bekannte Tatsache®' ergeben, dass fiir den Fall der zyklischen Systeme
die beiden zu einander konjugierten Flichenscharen (e, 8;?) und tle, 8; 5) -
sammenfallen.
Wir suchen die in den Abschnitten 46. und 47. in homogenen Parametern

t,t, und s, s, geschriebenen Ausdriicke auf unseren Fall § =1, h; =u anzu-
wenden und setzen

t

i =5 S
Ausserdem wihlen wir

Y1=2€, Y3=0, ¥3=1lpYo.

Dann wird in Formel (g8) und (95) § 4

(203) g, =t
2
2
%° + t(uot)0 — 2)
¢, =c¢—2¢
(o + tF‘o)z
(2 +ts)e
20 =
(204) (9o + tug)*’ -
6= —s
5 ng k)

und es ergibt sich aus (97) bezw. (96) § 4

(205) tle, 8;8) = {{r, v + tule, {h, 1+ tule,le,,
(206) é(“y ﬂ;s)z {{g’ t)}ﬁ {ua t)}-t—fi}—-s—g

Wendet man auf den Ausdruck (206) den Satz 4 an, so erhilt man wegen
(73) und (74)
t={{r, ulo, {n,ulsle
2
(207) = {r, y—sule wegen (42) § 1.
Auf der rechten Seite von (203) lisst sich auch der Ausdruck {y,y -+ tu}e, noch
etwas vereinfachen, und zwar ist

! Bianchi, S. 226.



Ribaucourtransformationen und sphirische Abbildung. 79

{9, v+ tule, =
o
iy — z(c; + fndt)) {y + tu)™?
. %,(30
2
—p— (ts +9) (9 + tu) wegen (203)

92 + 2¢(hu) + £
=1f — (9 + tu) — (ts — 2 ¢(pu) — 12 (p + tu)!
(208) = —tu—(2hpu+t—s)(y + tu)™).

Nun ist aber nach Formel (34) § 1, wenn 1t den Normaleinheitsvektor von
{t, v + tu}, bezeichnet,
=1u—2(u+ )y + tu)?

folglich nach Formel (208)
{0, 9+ tufe, = — tlu + (E+ 5) (9 + tu) ™).
Dies in (205) eingesetzt, ergibt in Verbindung mit (204) und (207)

tle, B:9) = {{z, 0 + tule, % + (£+9)(y + tu)} e = {t,9—suf.
(90 + tuo)?
Diese Beziehung zeigt erstens, dass die Fliche {r,y—suj. aus {g, 9+ tu},
durch Ribaucourtransformation hervorgeht, zweitens dass die Schar {z,y + fuj.
zu sich selbst konjugiert ist.

§ 12. Laguerre-Inversionen.

- 82. Unter einer Laguerre-Inversion (Transformation par directions récipro-
ques)’ versteht man eine umkehrbar eindeutige Transformation aller gerichteten
Ebenen t des Raumes in gerichtete Ebenen 7, welche durch zwei Bedingungen
bestimmt sind:

I. Die Schnittgeraden der Ebenen v und T migen in einer festen Ebene ¢
liegen.

! Laguerre, Sur la transformation par directions réciproques. (Euvres II, Paris (1905), 8.
604—607. Transformations par semi-droites réciproques, ebenda S. 608—619. Vgl. ausserdem :
Darboux I, 8. 303—315. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. III. Differential-
geometrie der Kreise und Kugeln von G. Thomsen, Berlin (1929), 8. 136—162, ins besondere S.
155—157.
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II. Es seien ¢, u, u die nach der positiven Seite der gerichieten Ebenen

e, T, T sich erstreckenden Normaleinheitsvektoren. Dann sei

1 e\~! _
(200) n=,+{z U= =u — z(ue—1#)(e—tu),
unter t eine feste Grosse verstanden.

Durch diese beiden Bedingungen ist die zu jedem © gehérige gerichtete
Ebene 7 eindeutig bestimmt, aussér wenn 7 zu ¢ parallel ist. Die Definition fiir
diesen Spezialfall wird spiter an geeigneter Stelle (vergl. Abschnitt 86.) nach-
geholt werden. :

Fiir |¢] + 1 hat die Laguerre-Inversion involutorischen Charakter. Es folgt
nidmlich unmittelbar aus (209)

_¢ r__ ‘_g_l_‘__. . — )1
“—t+(t2 I)(u t) =1 — z(eu—f){e—tu)~L.

Fiir t= + 1 ergibt sich aus (200)

=t

Dann werden alle Ebenen 7 in die Ebene ¢ iibergefiihrt. Obgleich dieser singu-
lire Fall nicht mehr als Laguerre-Inversion anzusehen ist, werden wir ihn im
folgenden auch beriicksichtigen.

Fir |¢t] <1 liegen, wie aus Formel (209) .hervorgeht, die Endpunkte der
Vektoren u und u spiegelbildlich zueinander bezgl. einer Kugel mit einem Radius

von der Linge V%é — 1, welche den Endpunkt des Vektors % zum Mittelpunkt
hat. Diese Kugel schneidet die Einheitskugel um den Nullpunkt rechtwinklig.
Fiir |£] > 1 wird der Radius der Kugel, an der gespiegelt wird, imaginir.'

In beiden TFillen geht aber die Verbindungsgerade der Endpunkte der beiden

Vektoren u und 1 durch den Endpunkt des Vektors %; denn aus (209) folgt?

1+ 32— 2t(ue) . e
~ 2t(ue—1) (—w)=

un— Z

! In Blaschke-Thomsen, 1. ¢. S. 79 Fussnote I, heisst die Laguerre-Inversion fitr | ¢| < 1 zeit-
artig, fiir | £] > 1 raumartig, s. S. 1356.
* Vergl. Laguerre, 1. ¢. S. 79 Fussnote 1, 8. 611. Der dort in Figur 3 mit P bezeichnete

Punkt entspricht dem Endpunkt unseres Vektors %.
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Offenbar ist die Laguerre-Inversion eindeutig bestimmt, wenn die gerichtete
Ebene ¢ und die Grosse ¢ gegeben ist.

Da sich jede Fliche 1 als Hiillfliche ihrer Tangentialebenen z auffassen
lisst, so geht durch eine Laguerre-Inversion 1 in eine Fliche I iiber, wobei I
als Hiillfliche derjenigen Ebenen 7 erscheint, in welche die Tangentialebenen =

von ¢ durch die vorgelegte Laguerre-Inversion transformiert werden.
83. Wir betrachten das zyklische System
(210) e, B ) = {r, e —tufegre =1 — 2(c + ox) (e — tu) 7.

Wir behaupten: Fir festes ¢ bestimmt die Transformation (210) eine Laguerre-'
Inversion mit der festen Ebene ¢, welche durch die Gleichung

(2171) eh+c=o0

bestimmt ist.

Hierbei ist unter y ein beliebiger Punkt von ¢ zu verstehen.

Beweis: Man bemerkt unmittelbar, dass die Tangentialebenen = und 7 von
1t und (e, 8;t) die Eigenschaft IT haben. Nach Formel (34) § 1 ergibt sich nim-
lich fiir den Normalvektor 1 von I:

(212) n=u—2(ue—t)(e—tu",

in Ubereinstimmung mit (209).
Um auch noch zu zeigen, dass sich zwei entsprechende Tangentialebenen
7 und 7 auf der Ebene ¢ schneiden, gehen wir davon aus, dass

tle, 8; + 1) =1 — 2(c+ex){e—u)"
und

tle, B —1) =1 —2(c+ex)(e+u™

der Gleichung (211) fiir die Ebene ¢ geniigen; fiir die speziellen Werte t= + 1
und t=—1 geht somit die Fliche { in die Ebene ¢ iiber. Hieraus folgt aber,
dass simtliche Kreise des durch (210) bestimmten zyklischen Systems die Ebene
¢ rechtwinklig schneiden. Mithin liegt jede Gerade, welche im Mittelpunkt C
eines Kreises des Systems auf der Ebene dieses Kreises senkrecht steht, in &.
Durch diese Geraden gehen aber alle Ebenen hindurch, welche die Kreise des

zyklischen Systems rechtwinklig schueiden. Das sind aber die Tangentialebenen
11—383617. Actu mathematica. 62. Imprimé le 20 octobre 1933.
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an die Flichen r und I, welche ja, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde,
simtlich zu den Kreisen des Systems normal sind. Damit ist bewiesen, dass durch
den Ausdruck (210) eine Laguerre-Inversion bestimmt ist. Die Darstellung der
Laguerre-Inversion durch zyklische Systeme findet sich schon bei Darboux.®

84. Wir behaupten weiter, dass in der Form (210) alle Flichen enthalten
sind, in welche man y durch Laguerre-Inversion iiberfilhren kann. Und in der
Tat, da die Laguerre-Inversion durch ¢ und & eindeutig bestimmt ist, anderer-
seits die Gleichung jeder gerichteten Ebene & auf die Form (211) gebracht wer-
den kann, so gehort zu jeder Laguerre-Inversion eine und nur eine Ribaucour-
transformation (210). Ubrigens ist das zyklische System (210) bereits durch die
Bedingung, dass jeder Kreis des Systems gleichzeitig auf ¢ und auf & senkrecht
steht, offenbar eindeutig bestimmt.

85. Nunmehr verifiziert man leicht die bekannte Tatsache, dass eine Kugel
durch Laguerre-Inversion wieder in eine Kugel ibergeht. Setzt man ndmlich, unter

a und r feste, von ¢ und # unabhingige Grossen verstanden,
(213) r=a—7ru
in den Ausdruck (210) fiir T ein, so ergibt sich nach einfacher Rechnung:
(214) I=a — i
mit
+ 2,

I&___a tr — (ae+ ¢

(1 + ¢8) — 2¢(ae+ o)
1—# '

(215) [;‘:

wihrend 1 den Vektor aus Formel (212) bezeichnet. Die in (213) definierte
Fliche r ist nun aber eine Kugel mit dem Radius » und dem Mittelpunkt a.
Sie wird durch die Laguerre-Inversion (210) wegen (214) in eine Kugel mit dem
Radius 7 und dem Mittelpunkt q iibergefithrt, da nach (215) a und 7 feste, von
e« und S unabhingige Grossen sind.

Damit die beiden Kugeln (213) und (214) itbereinstimmen, muss

a=a, r=r

! Darboux, I, S. 3I3.
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sein. Wegen (215) ist hierfiir notwendig und hinreichend, dass

(216) tr—(ae+c)=o

ist. Offenbar ist ae -+ ¢ gleich dem Abstande d des Kugelmittelpunktes von der
durch Gleichung (211) bestimmten festen Ebene ¢. Mithin Lisst sich das in
Formel (216) enthaltene Ergebnis so formulieren: Die Kugeln, bei denen der
Quotient thres Radius r durch den Abstand d ihres Mittelpunktes von der festen
Ebene ¢ der Gleichung

v ¥ 1

(217) 1=t

gentigt, werden durch die Laguerre-Inversion mit der festen Fbene & und dem Para-
meter t (vgl. Formel (210)) én sich dibergefiihrt. Im Falle t= * 1 sind dies die
Kugeln, welche & berithren, wihrend fiir {=o0 die invarianten Kugeln ¢ recht-
winklig schneiden.

86, Hieraus ergibt sich fiir {1 eine einfache Konstruktion der Ebene 7,
in die eine beliebige Ebene z durch die Laguerre-Inversion transformiert wird.
Man nehme auf = einen beliebigen Punkt P an und konstruiere eine Kugel x,
welche z in P beriihrt und der Gleichung (217) geniigt. Die Kugel x ist ein-

deutig bestimmt, ausser fiir ¢=ue, wo der Mittelpunkt von » ins Unendliche
riickt, % somit mit ¢ zusammenfillt. In diesem Falle folgt aber aus (209)

u=1u d.h. aber 7=r1.

Ist t=Fue, so sei g die Gerade, in der v die Ebene ¢ schneidet. Dann lege man
durch g an die Kugel = die zweite von ¢ verschiedene Tangentialebene, die x in
P beriihrt. Dies ist dann die gesuchte, zu 7 gehorige transformierte Ebene 7.
Diese Konstruktion liefert die Ebene 7 auch fiir den Fall, dass = zu ¢ parallel
ist, dass somit g mit der unendlich fernen Geraden von e zusammenfiillt. Damit
ist auch die Liicke der in Abschnitt 82. formulierten Definition fiir die Laguerre-
Inversion ausgefiillt. :

Ist £ der Pol der Ebeéne ¢ beziiglich der Kugel x, so geht bekanntlich die
Gerade PP durch den Punkt K. Damit zeigt sich, dass diese Konstruktion der
Ebenen 7 mit einer von Laguerre angegebenen Konstruktion iibereinstimmt.”

! Vgl. Laguerre, 1. ¢. 8. 79 Fussnote 1, 8. 611.
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87. Es sei jetzt r eine beliebige Fliche und t die Fliche, die aus ¢ durch
Laguerre-Inversion (210) hervorgeht. Bezeichnet R den Radius der Ribaucour-
kugel, die gleichzeitiz ¢ und f in entsprechenden Punkten beriihrt, so ist nach
Formel (33) § 1 wegen (210)
ezte

(218) Rz_uc——t

Andererseits ist aber
t+ Ru=¢%+ Ru

der Mittelpunkt der Ribaucourkugel und seine Entfernung von der Ebene ¢ wird
wegen (211) und (218) '

(l = eg + R(ell) + = (QZ + c) (I - ﬁl,_)

crte
_t_M:
eun—t

tR

Y

d. h. aber, die Ribaucourkugel geniigt der Bedingung (217), bleibt somit bei der
Laguerre-Inversion invariant.
Die Gleichung

d
g1
ist fiir die bei einer Laguerre-Inversion auftretenden Ribaucourkugeln charak-
teristisch', denn durch (217) ist die Ribaucourkugel, welche die Fliche ¢ in einem
vorgegebenen Punkte beriihrt, eindeutig bestimmt.

Ist |£] < 1, so setze man

(219) %=t=cosﬂ.
Dann besagt Gleichung (219), dass die Ribaucourkugeln simtlich die Ebene ¢
unter einem festen Winkel 6 schneiden. Ist |¢| > 1, so wird der Winkel 6

imaginir.

88. Legen wir den Nullpunkt des Koordinatensystems auf die Ebene ¢,
so wird ¢=o0. Dann wird nach Formel (210) in Verbindung mit (106) und

(113) aus § 5

! Vergl. u. a. Darboux I, 8. 307—308.
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1) ={r, e—u}er, = ¥,

e, 8
(t‘(, 8; JI) = {2» e+ u}egors X

(220) {

=3

Andrerseits ist nach Formel (170) § 8
(221) ¥ =1, U

mit
— & .
I — e

Nach den Betrachtungen des Abschnitts 81 geht nun aber von zwei Flichen
eines zyklischen Systems die eine aus der anderen immer durch eine Ribaucour-
transformation hervor. Formel (221) zeigt somit, was aus dieser Transformation
wird, wenn beide Flichen des Systems mit der gleichen Ebene zusammenfallen.
Ausserdem liefern die Formeln (220) eine neue geometrische Deutung des Zusammen-
hanges der beiden in § 5 Formel (106) und (113) konstruierten ebenen orthogonalen
Kurvensysteme X und X'; indem hier X und X' als die beiden Schnitte des zykli-
schen Systems (210) met der Ebene & erscheinen.

Man bemerkt weiter leicht, dass die Flichen

o, g59) und §(ef ;‘)

spiegelbildlich zur Ebene & liegen. Insbesondere ist f(x,;0) das Spiegelbild
von (e, B; ®)=1, wie man leicht aus einer Bemerkung des Abschnitts 34. § 1
schliesst (vergl.  insbesondere Formel (43)). Hieraus folgt aber, dass die Fliche
r und alle Flichen g fiir |#] > 1 auf derselben Seite von & gelegen sind, wihrend
r und alle Flichen  fiir || < 1 auf verschiedenen Seiten von & liegen.

89, - Wir erwihnen zum Schluss noch einen merkwiirdigen Satz von Dar-
boux?, der sich auf die durch Formel (210) definierten zyklischen Systeme be-
zieht. Es sei M der Mittelpunkt der Ribaucourkugel x, welche die Flichen
t(e, f) und %(e,B8;¢ in den Punkten P und P bveriihrt. Es sei ferner k& der
Kreis des zyklischen Systems, der die Flichen y und f in P und P und die
Ebenen & in P, und P, senkrecht schneidet. Endlich sei M@ das Lot von M
auf &, das im Falle [¢]> 1 den Kreis £ in P’ und P” schneiden moge. Im
Falle |t] <1 haben das Lot M@ und der Kreis % keine reellen Schnittpunkte.

! Darboux, I, 8. 314.
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Dann ist der geometrische Ort der Punkte P’ bezw. P” eine Fliche z(e, 8;t)
bezw. (e, B;t’) des zyklischen Systems (210), wobei

f=t+Ve—1,

re—— 1
Ve =1
t t t 1 ;

gesetzt ist. Ausserdem ist das Streckenverhiltnis

wo t’
Die Werte von ¢ und ¢’ erhiilt man leicht, wenn man beriicksichtigt, dass der

Vektor PP — PM — MP dem Vektor ¢ parallel sein soll. Die Durchfiihrung

der Rechnung iiberlassen wir dem Leser.

§ 13. Lie-Inversionen.

90. Ist ¢ aus ¢ durch eine Laguerre-Inversion hervorgegangen, so wird man
nach Satz 3. auch ! durch eine Ribaucourtransformation in ! iiberfiihren
kénnen. Nach den Betrachtungen des Abschnitts 87. werden aber alle Kugeln
des Systems, als deren Hiillfliche die beiden Mintel 1 und I erscheinen, die
Ebene ¢ unter einem festen von « und § unabhingigen Winkel 6 schneiden,
wobei 6 reell oder imagindr sein kann. Durch Inversion geht aber fiir ¢ + o
die durch Gleichung (211) bestimmte Ebene ¢ in eine Kugel x iiber. Daraus
folgt aber, dass die Kugeln der Ribaucourkongruenz, welche y~! und 1! zu
Hiillflichen haben, die Kugel » auch unter dem festen Winkel 6 schneiden.

Wir nennen eine Ribaucourtransformation eine Lie-Inversion, wenn alle
Kugeln des die Transformation erzeugenden Systems, eine feste, gerichtete Kugel
unter einem festen (reellen oder imaginiiren) Winkel 6 schneiden.!

Durch 6 und x ist somit jede Lie-Inversion eindeutig bestimmt. Da hierbei

! Allgemein wird eine Lie Inversion als eine Transformation aller gerichteten Kugeln des
Raumes mit gewissen Eigenschaften definiert. Diese Definition entspricht der in Abschn. 82. an-
gegebenen Definition der Laguerre-Inversion. Man zeigt, dass durch eine Lie-Inversion jede Fliche
t in eine Fliiche i‘ iibergefithrt wird, deren Kriimmungslinien denen von p entsprechen, und dass
ausserdem y und T als die beiden Mintel der Hiillfliche einer zweiparameti‘igen Kugelschar mit
den im Text angegebenen }Eigenschaften entsprechen. Vgl. z. B, Blaschke-Thomsen, 1. ¢. 8. 79 Fuss-
note 1, 8. 197—198 und 8. 230—232.
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iibrigens die Ebene als Kugel mit unendlich grossem Radius angesehen wird, so
ist die Laguerre-Inversion ein Spezialfall der Lie-Inversion. Offenbar wird auch
umgekehrt jede Lie-Inversion durch diejenige gewshnliche Inversion, welche x
in eine Kbene ¢ iiberfithrt, in eine Laguerre-Inversion verwandelt.

91. BEs sei r(e, f) eine Fliche, x eine feste Kugel und 6 ein fester (reeller
oder imaginirer) Winkel; I sei eine zweite Fliche, welche aus y durch eine zu
% und 6 gehorige Lie-Inversion hervorgeht. Der Koordinatenanfangspunkt sei
auf der Oberfliche von x angenommen. Dann geht durch eine Spiegelung an
der Hinheitskugel die gerichtete Kugel x in eine gerichtete Ebene ¢, die betrach-
tete Lie-Inversion in eine Laguerre-Inversion iiber. Es ist somit nach Formel
(210), wenn wieder

(222) eh+c=o0
die Gleichung der Ebene & ist,

(223) e, B 8) = {r71 e —tu'}ey,

Lo

+e¢’

Hierbei ist nach Formel (219) t= cos#®, wiihrend u’ den Normaleinheitsvektor
von ¢! bedeutet.
Nun ist aber nach Satz 3.

(224) i = {g7 {C_ tll,, g_l}c'}ego+cg.,2,
wobeil sich
¢ =— tg“—zg—" —ec
Yo
ergibt.

Andererseits ist

fe—tu', z e =c—t{, X"I}@+_ﬂ
%* t

(225) . =e—tu+ 2¢c;

nach Formel (41) und (36) § 1, unter u wieder den Normaleinheitsvektor von
verstanden.  Setzt man noch fir ¢ > o

(226) ——i*a ,I_:T af = 92
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so sind offenbar a und r Mittelpunkt und Radius der Kugel %, welche ja durch
Inversion der durch die Gleichung (222) bestimmten Ebene ¢ hervorgeht.

Man erhilt ferner, wenn man (226) in (224) substituiert, wegen Formel (225)
und (46) § 1 als Ausdruck fiir die durch Lie-Inversion aus t entstandene Fliche £

(227) Lo, 8 t)={r.r —a—triosanse-

2

92. Da 17'(¢,8; £ 1) wegen (223), wie in Abschnitt 83. gezeigt wurde, mit
der Ebene ¢ zusammenfillt, so muss f(e, 8; + 1) in die Kugel x iibergehen. Fer-

ner liegen 1(e,8;t) und 1\a, ;—I— spiegelbildlich zu x, da nach den Betrach-
;) spieg

tungen in Abschn. 88. (e, ;) und £ !{a, ;2 spiegelbildlich zu ¢ gelegen

sind. Insbesondere ist wegen I(a,3; ») =7 die Fliche i(e, §;0) das Spiegelbild
von ¢ bezgl. x.

Fir |¢{]> 1, d. h. 6 imaginir, liegen alle Flichen (e, g;?) auf derselben
Seite von x wie r, wihrend fiir [£] < 1 d. h. 6 reell, ¢ und f auf verschiedenen
Seiten von x liegen.

Fasst man in (227) ¢ als verinderlichen Parameter auf, so bestimmt der
Ausdruck (227) wieder ein zyklisches System, und zwar sind, wie man sich leicht
iiberlegt, die Kreise dieses Systems dadurch eindeutig bestimmt, dass sie gleich-
zeitig die Fliche y und die Kugel x senkrecht schneiden.

93. Verlegt man den Koordinatenanfangspunkt von der Kugelfliiche » in
den Mittelpunkt a von x so muss man in (227) ¢ durch ¢ + a ersetzen, und er-
hilt so schliesslich wegen a%=? (vergl. Formel (226))

tla, 858 + a= {E'*“Q,Z‘—t?‘U}tf, .

. >

oder wegen (45) § 1

(228) tle, B ) ={z, z —~trufar.

2

94. Es seien ¢ und Y zwei zueinander parallele Flichen und es sei

i = {g, t)}cy
(229) .
LU= {1[7 t)}s,
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unter i1 den Normaleinheitsvektor von § (vgl. Formel (41) § 1) verstanden. Unter-
wirft man ¢ und f der gleichen Lie-Inversion (228)

2

(230) _ ' =1{r, r—trulp_n,

(231) r=1{1, I—trijgp—r,

o

so muss auch 1’ aus ¢’ durch Ribaucourtransformation hervorgehen. Denn, da
durch Lie-Inversion Kugeln in Kugeln, Kriimmungslinien in Kriimmungslinien
iibergehen, so erscheinen auch i" und 1’ als die beiden Miintel der Hiillfliiche
einer Kugelschar, bei der sich die Kriimmungslinien gegenseitig entsprechen.
Um den analytischen Ausdruck fiir diese Ribaucourtransformation zu berechnen,
zichen wir den Satz 4 heran. '

Es ist nach Formel (231) wegen (229)

A

¥ ={r, vle &, vle — tr{u, v} ger
= {{l', t)}c, {2 — tru, t)}Cg}L'3’
Ce = € — 17T,

n—1r el —eo)
—r )

—_ N 2— .2 3
((Eo th.)o 1) ? ) 2 DO

N =

03:

Andererseits ist nach Satz 4, Formel (72), (73) und (74)

Ay

= {{1«'72‘_“‘11}&., {t),x"‘“'u}*—c?}csy

Lol —trioly—6y L7

€y =63 + 2¢ 3
Do 2

(232) _

# Gy == )gZp — €,

(2 — 7°) (¢ — truy,)
(To — truy)®

Cyg = C —

Folglich ergibt sich aus (232) in Verbindung mit (230)

i" = {E’, {t)a r— tru}%gu—C}csy
und dieser Ausdruck fiir ¥ zeigt unmittelbar, durch welche Ribaucourtransforma-
tion 1" in 1’ iibergefiithrt wird.

95. Unterwirft man die Flichen g, 1) und ¢ der gleichen Laguerre-Inver-
sion, indem man setzt:

12—33617. Acta mathematica. 62. Imprimé le 3 novembre 1933.
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Z’ = {g, e — tu}ey,,
Y = {y, ¢ — tit}es,,
T =1z, e — tit}es,,

so ergibt eine entsprechende Rechnung auf Grund von Satz 4:

(233) T ={, v}
mit

(o) (uo10)

! = t—s0iedo]
c=ctz2 1+ £ — 2¢(eu,)

Der Ausdruck (233) gibt wieder die Ribaucourtransformation an, durch
welche nach der Laguerre-Inversion i in 1’ iibergefiihrt wird. Fiir ¢ =1 erhilt
man die Beziehung (172) aus § 8.

Berlin d. 20. 4. 33.



