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Definitionen und abkih'zende Bezeichnungen: 

1. ~ sei e in  Vek~or, dessert drei  z u e i n a n d e r  r e c h t w i n k i i g e  K o m p o n e n t e n  

x ,  y,  z als zwe imal  s te t ig  d i f f e ren t i i e rba re  F u n k t i o n e n  yon  zwei V e r ~ n d e r l i c h e n  

a ,  fl g egeben  seien.  

1 - - 3 3 6 1 7 .  Acta mathematica. 62. h n p r i m 6  le 18 oc tob re  1933. 
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Die partiellen Ablei~ungen einer Funkt ion  oder eines Vektors bezeichnen 

wir fast  immer wio iiblich durch Indices und setzen 

Die Matrix 

Ox Ox 
x ~ =  ~ , X ~ - - O ~  , 

~=t),~' ~=o~- u . s . f .  

Xa, ya: Za) 

habe fiir jedes Wertesystem der Ver~inderlichen a, fl den Rung 2. H~lt  man 

den Anfa.ngspunkt des VekCors ~-~ r (a, fl) fest, so beschreibt der Endpunkt  yon 

ein singularit~tenfreies Fl~chenstiick, das wir kurz >>Fl~che ~>> nennen wollen. 

2. Definition 1: Es sei ~ (a, fl) ei~e TTh~he, deren Kr~Tmmungslinien mit  den 

Parameterkurve~ a-~  const., B ~--const. zusammenfalle~. 

Es  sei 

~,~ X ~t3 
~'(~' # ) -  l P(r~ x ~)'~ 

gleich dem mit  - - I  multiplizierte~ Normaleinheitsvektor yon ~. Dann neu~en wi t  

H(a, fl) das au f  die Kriimmungslinien bezogene sph&'ische B i ld '  vo~2 ~, oder kffrzer, 

das spMirische Bi ld  der ~hS"iimmungsli~ie~ yon ~. 

Die durch den Vektor u(a, fl) best immten Paramcterkurven a = c o n s t . ,  

,3 ~ const, bilden ein ortogonales Kurvensystem auf  der Einheitskugel.  Ferner  

gelten die Rodriguesschen Formeln:  

(T) ~ = rlua , ~ ~ rell~, 

unter  r L u n d  r 2 die ]=[auptkriimmungsradien yon ~ verstanden. 

Definition 2" Dutch den Einheitsvektor u(a, fl) sei au f  der Einheitskugel ei~ 

orthogonales Kurvensystem definiert. Es  sei somit 

It 2 ~--- I ,  l l a l l ~  ~ O .  

1 Wir definieren das sph~rische Bild durch den negativen Normaleinhei tsvektor ,  weil, wie 

aus den Rodrigues 'schen Formeln  hervorgeht ,  diese Definitionsweise bei konvexen Fl~ichen anschau- 

licher ist. 
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Dann verstehen w i t  unter dem zu If(a, fl) gehb)'igen Problem der sph&'isehen Abbil- 

dung die Frage nach allen F15chen ~, deren au f  die Kriimmungslinien bezogenes 

sphSrisches B i ld  gleich dem vorgegebenen Vektor u (a, ~) ist. 

3. Definition 3: Sind zwei Flh'chen ~(a, fl) und ~(~,fl) gegeben, ~'o sagen wir, 

die t~'lh'chen ~ und t) sind zueinander parallel, we~m die beiden a u f  die Kriimmungs- 

linien bezogenen sphh'rischen Bilder von ~ und t) iibereinstimmen. 1 

Best immen die Parameterkurven  a ~-~ const., fl ~--- const, die Krfimmungslinien 

auf  beiden Fl~chen ~(a, fl) und t)(a, fl) und ist u(a, fl) das gemeinsame sph~rische 

Bild yon ~ und t), so ist nach den Rodriguessehen Formeln  '(I) 

H i e r b e i  bedeutet  d~s Zeichen r~lt)~ in iiblicher Weise,  dass die beiden 
O 

Vektoren ~ und t)~ zueinander parallel sind und somit 

ist. 

Die Beziehungen (2) enthal~en demnach die hinreichenden und notwendigen 

Bedingungen dafiir, dass die Fl~chen ~ (a, fl) und t)(a, fl) in dem oben angege- 

benen Sinne untere inander  parallel sin& 

Definition 4: W i t  sagen, die F15che ~ ist ParallelflSche im engeren Sinne 

von ~, wenn ~ a u f  die Form 

gebracht werden kann. Hierbei sind der Velctor a und die GrSsse t yon a und fl 

unabhSngig ; u bezeichnet wie in Definition i den mit  - - I  mult~liz ierten Normal- 

einheitsvektor yon ~. 

Sind zwei Fl~chen ~ and  l) im engeren Sinne zueinander parallel, so sind 

sie um so mehr im Sinne der Definition 3 zueinander parallel. 

4. Definition 5: Es sei ~(u, fl) ein Vektor, der f i ir  alle Werte der Verdn- 

derliehen a, fl .einer festen Ebene ~ parallel bleibt. (Solche Vektoren werden im 

folgenden ein fiir alle Mal mit grossen gotischen Buchstaben bezeichnet.) W i t  

verstehen unter dem in e gelegenen ebenen Kurvensystem ~(a,  fl) die Schar der 

1 Man sagt auch, vor al lem in der franz5sischen Literatur, t) ist  durch eine Combescure- 
transformation aus ~ hervorgegangen. 
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KurveJ~, welche der E n @ u ~ k t  des Vektors bei festgehaltenem A~fangspu~kt  fi'ir 

a = const, und f i i r  i? = const, besebreibt. Insbesondere ~wJmen wi t  das Kurven- 

system ~(a, ~) orthogonal, wenn 

.~'~.~,~ = o 

ist. 

Definition 6: Zwei  ebeJw Kurt'e~systeme )i(f~, {I)mid ~(a, ~) heissen zuei~ander 

parallel, wenn 

~i ~ ,  ,~,~ ~,~ 
ist. 

5. Es sei %, l~ o ein festes Wer t epaa r  der Veriinderliehen a, ~. 

schreiben wir abkiirzend 

(3) ~o = ~ (~o, ~o), ~o = ,~(~o, ~o) u . s . w .  

Dann 

Ferner  setzen wir zur Abkiirzung 

(4) [ - 1 =  r[ , .t~--1-- . '~,  

d .h .  ~-l(a,  fl) ist die durch Inversion aus ~(a, t~) ents tandene Fliiche, ~-l(a,/3) 

das durch Inversion aus ~(a, fl) ents tandene ebene Kurvensystem.  

6. Im folgenden werden wir oft  die beiden grossen geometr ischen Werke  

yon Darboux  und Bianchi zu zitieren haben:  G. D a r b o u x ,  Legons sur la th~orie 

gdn~rale des surfaces. I, z. Aufl., Paris  (I914), II ,  2. Aufl., Par is  (I914), IV, 

I. Aufl., Paris  (1896) (Kurz als ))Darboux, I, I I ,  IV)) zitiert.) - -  L. Bianchi, 

Lezioni di geometr ia  differenziale, 3. Aufl., vol. II ,  parte  prima. Pisa  (I923). 

(Kurz als ))Bianchi)) zitiert.) 

Einleitung. 

7. In  der vorliegenden Arbeit  haben wir uns das Ziel gesetzt, den Zu- 

sammenhang zwischen der Theorie der Ribaucour t ransformat ionen und dem Pro- 

blem der sph~rischen Abbi ldung (vgl. Definition z) zu kl~iren. D~bei ist das 

Interesse des Verfassers mehr  dem Problem der sph~irischen Abbi ldung zuge- 

wandt,  das, wenn man es im Grossen studiert,  zu einer Fiille neuer und be- 
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merkenswerter Fragestellungen ffihrt. ~ Auf sie konnte naturgem~ss in dieser 

Arbeit nicht eingegangen werden. So wird denn bier in erster Linie versucht, 

die notwendigen Hilfsmittel fiir weitere Untersuchungen auf dem Gebiete der 

sph~rischen Abbildung im Grossen zu gewinnen. 

8. Ribaucour hat die Theorie seiner Transformationen, die fibrigens mit 

den Spiegelungen der geometrischen Optik in engem Zusammenhang steht e, in 

einer grossen Reihe yon kiirzeren Noten in den Jahren I869 bis I876 entwickelt. 

I876 hat er seine Untersuchungen in einer umfangrefchen Abhandlung zusam- 

mengefasst und sie als Preisschrift der Pariser Akademie vorgelegt. Erst I89I 

ist diese Abhandlung verSffentlicht worden, a Ausserdem hat Darboux die Theorie 

in seinen geometrischen Vorlesungen mehrfach dargestellt. 4 IOI 9 ist Bianchi ~ 

auf sie in anderem Zusammenhang yon neuem zuriickgekommen und hat ffir 

ihre analytisehe Darstellung Formeln abgeleitet, welche nach Einfiihrung yon 

Vektoren eine besonders einfache Gestalt annehmen. Auf diesen in w I abge- 

leiteten Formeln werden sich unsere weiteren Untersuchungen aufbauen, um in 

den w167 3 und 4 aueh zu einigen neuen Ergebnissen fiber Ribaueourtransforma- 

tionen zu fiihren. 

In Kap. I I  wird zungchst in w 5 mit Hilfe einer speziellen Ribaucourtrans- 

formation das Problem der sph~irischen Abbildung in ein einfaches Problem der 

ebenen Geometrie transformiert. Dann wird in w 6 die LSsung dieses Problems 

auf die Integration einer Differentialgleichung vom Moutardschen Typus zuriick- 

geffihrt. So wird fiir diese Differentialgleiehung, welche schon Darboux ~ zur 

LSsung des Problems der sph~rischen Abbildung benutzt hat, eine neue, besonders 

einfache und elementare geometrische Deutung gewonnen. In den w167 8 und 9 

wird eine bekannte yon Moutard angegebene Integralformel als ebene Ribaucour- 

transformation erkannt. In w lo wird eine wichtige zuerst yon Darboux be- 

Ygl. z. B. H. Hamburger, Zur Theorie der sphiirischen Abbildung im Grossen, I, Konvexe 

Flfichen mit  zwei Nabetpunkten. Math. Ztschr. 31 (I93O), S. 629--708. 
Dieser Zusammenhang wird in w I, Abschn. 26.--29. entwickelt. 
A. Ribaucour, Mdmoire sur la thdorie gdn6rale des surfaces courbes. Journ. de Liouville. 

7, 4 i~me sdrie (I89I), S. 5--IO8, und S. 219--27o. 
4 Vgl. z. B. G. Darboux, Legons sur les systemes orthogonaux et les coordonn6es curvilignes, 

2. Aufl., Paris (I9IO), S. 397--402. 
L. Bianchi, Ricerce sulle congruenze di sfere e sul rotalmento di superficie applicabili. 

Memorie delle R. Acc. de Lincei, vol. 12, Serie 5 a (I919), S. 4[3--536. Seine Theorie hat  Biancbi 
noch einmal in seinem oben erwi~hnten Lehrbuch dargestellt, naeh dem wir ausschliesslich zi- 

~ieren werden. 
6 Vgl. Darboux, IV, S. i69- - I7I  und S. 178. 
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handelte Anwendung der Moutardschen Integralformel untersucht, die zu e inem 

neuen geometrischen Satze ffihrt. 

Der Vollst~indigkeit halber wird dann noch in dem kfirzeren KapRel I I I  

auf die Darstellung allgemeiner (w I I) und spezieller (~w I2, 13) zyklischer Sy- 

steme yon Ribaucour durch Ribaucourtransformationen eingegangen. 

Zur Bequemlichkeit des Lesers lassen wir jetzt erst einen kurzen Bericht ~ 

fiber die wichtigsten Ergebnisse folgen, welche in der vorliegenden Arbeit ge- 

wonnen werden. 

9. Es sei eine Fl~che ~(a, fl) vorgelegL deren Parameterlinien a ~ const., 

~ =  const, mit den Kriimmungslinien zusammenfallen. Dann sagt man, eine 

Fl~iche ~(a, fl) 'sei durch Ribaucourtransformation aus ~(a, fl) hervorgegangen, wenn 

erste~s die beiden FlSchen ~(a, ,3) und ~(a, fl) als die beiden Mh'J~tel der Hiill- 

fldche einer zweiparametrigen Kugelschar erscheine~, 

z w e i t e n s  die Kr~Ymmungslinien yon ~ und ~ sich bei der Transformation ge- 

genseitig enlsprechen. ~ 

Ist  eine der beiden Fl~ichen ~ und ~, etwa ~, eine Ebene (oder eine Kugel), 

aber eine beliebige Fl~che, so ist die zweite Bedingung dahin aufzufassen, dass 

die Krfimmungslinien von g durch die Transformation in ein orthogonales Kur- 

vensysfiem yon ~ fibergeffihrt werden. 

Somit is~ die Ribaucourtransformation offenbar umkehrbar, d. h. es geht 

auch ~ aus ~ durch eine Ribaucourtransformation hervor. Die bei der Ribaucour- 

transformation auftretende zweiparametrige Kugelschar nennt man eine Ribau- 

coursche Kugelkongruenz. 

10. Nachdem wir einige bekannte Eigenschaften der Ribaucourtransforma- 

tionen zusammengestellt haben, leiten wir in w I, gestfitzt auf eine Bianchische 

Formel, einen Ausdruck ffir die allgemeinste Fl~iche ~ ab, welche durch Ribau- 

courtransformation aus ~ hervorgeht, und zwar ergibt sich 

Einen ausfiihrlicheren Bericht fiber die Ergebnisse der vorliegenden Arbcit finder man in 
drei Noten des Verfassers in den Rendiconti d. R. Ace. N. dei Lincei: La transformation de Ribau- 
cour et la representation sph~rique, I, Remarques sur la thSeorie g~n6rale de la transformation de 
Ribaucour. Vol. XV, s~rie 6 a (I932), S. 936--94 I. II, Applications de lu transformation de Ribau- 
cour h la representation sph~rique, Vol. XVI, Seric 5 a (I932), S. 200--205. III,  Les syst~mes cy- 
cliques de Ribaucour, Vol. XVI, serie 5a (1932), S. 295--298. 

Vgl. die ausfiihrliche Erkl~irung der Ribaucourtransformation in Abschn. 29, w I. 
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ao, N 

beliebige Konstante ,  t) eine beliebige zu ~ parallele Fli~ehe (vgl. 

Sind niimlieh t) und ~ zueinander parallel, so ist, wie 

ein vollstgndiges Differential.  Ausserdem bemerkt  Bianchi, 

Flitchen ~ und t) -~ (vgl. Formel  (4)) zueinander parallel sind. 

mentalen Ausdruck (S) wird nun die symbolische Abkiirzung 

dass die beiden 

Fiir den funda- 

eingefiihrt, da ja  die Fl~che ~ durch die In tegra t ionskonstante  c und d~c o~m~u 

Parallelflis ~ und t) eindeutig best immt ist. 

11. In  w 2 beweisen wir zun~chst einen fiir s~Lmtliche Untersuchungen  des 

Kapitels  I fundamenta len  Hilfssatz, und leiten dann einen Tell der Bianchischen 

Formeln mit wenig Miihe yon neuem ab. Nach einigen weiteren Uberlegungen 

gelangt  man so schliesslich zur Formul ierung yon 

Satz 1: Es sei der Ausdruek 

(6) ~ = {~, ~}c 

vorgelegt (vergl. Formel  (5)). 

Is t  ~ eine feste Fldehe und l&st man t) alle Parallelfldchen zu ~ durchlaufen, 

so sind clutch (6) alle Fldchen ~ bestimmt, welche aus ~ dutch Bibaucourtransforma- 

tion hervorgehen. 

[st abet ~ eine feste TTdche und ldsst man ~ alle Parallelfldchen zu ~ dureh- 

laufen, so liefert der Ausdruck (6) f i i r  ~ alle Parallelfldchen zu ~-1. 

Dieser Satz lehrt  uns zweierlei: 

E r s t e n s :  Bezeichnet tt(a,/~) das sphgrische Bild der Kriimnmngslinien der 

Flgche ~, so kann man alle Figchen ~ angeben, welche aus g durch Ribaucour-  

t ransformat ion hervorgehen, wenn man das zu lt(a,/~) gehSrige Problem der 

sphiirischen Abbi ldung gelSst hat  (vgl. Definition 2). 

Z w e i t e n s :  Kenn t  man alle L5sungen des zu tt(a, fl) gehSrigen Problems 
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der sph~rischen Abbildung und ist 1} eine beliebige partikul~ire LSsung dieses 

Problems, so kennt man auch ulle Fl~ichen, welche zu 1)-1 parallel sind. 

Durch den Satz I i s t  somit die Konstruktion der Ribaucourtransfo~mationen 

auf das Problem der sph~rischen Abbildung zuriickgefiihrt, das in Kap. I I  n~iher 

untersucht werden soll. 

12. In w 3 werden zwei neue S~tze bewiesen, die aus der Frage ent- 

springen, wie sieh das Symbol {r, l)}~ bei Vertauschung der Fl~ichen ~ und ~) 

verh~lt. 

Satz 2. Setzt man 

(vgl. Formel (3)), so sind die beiden Fliiche,~ ~- '  und ~-~ (vgl. Formel (4)) zuei,2- 

ander parallel. 

Genaueres fiber den 

besagt 

Satz 3. Es ist 

13. Mit Hilfe von 

tauschungssatz: 

Zusammenhang zwisehen den Fl~ichen ~--1 und ~-1 

= 

~o" 

Satz 3 beweisen wir in w 4 einen merkwiirdigen Ver- 

Satz 4. Sind ~, ~1, ~2 drei zuei~ander parallele I lachen, so ist 

{{~, ~)l}Ct, {~)2, ~)1}C'.,}C3 ~- {{~, ~)2}C'x, {~)l, ~2}C',}C'3" 

Hierbei bezeichnen die cl, c~, c 3 willkiirliche Konstante, wiihrend die c'~, c~, c'3 in 

bestimmter Weise yon den cl, c2, c 3 abhd~gen. 

Einen solchen Vertauschungssatz hat bereits Bianchi gesucht. Dieser ging 

v o n d e r  Bemerkung aus, dass durch die bekannte Liesche Geraden - -Kugel t rans-  

formation die sogenannten W-Kongruenzen (das sind Geraden-Kongruenzen, bei 

denen sich die Asymptotenlinien der beiden Brennfi~icheu entsprechen)in die 

yon uns betrachteten Ribaucourschen Kugelkongruenzen iibergefiihrt werden. 1 

Fiir W-Kongruenzen hatte nun Bianchi einen Vertauschungssatz angegeben, der 

Bianchi ,  S. 2oo. 
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genau unserem Satz 4 entspricht .~ Fiir Ribaucourkongruenzen hat aber Bianchi 

wesentlich weniger bewiesen: er geht dabei aus yon der Schar yon Fl~chen 

unter t I und t~ beliebige reelle Parameter verstanden, und zeigt die Existenz 

einer zweiten Fl~chenschar 

derart dass 
= {~, Sl~lO 1 "@ S2~O2}S,C',+8.zC'o , 

e r s t e n s :  {~, ~Vl}c, , ~ ~, 

z w e i t e n s :  jede F1/iche der Sehar * aus jeder Fl~che der Sehar ~ dutch 

eine geeignete Ribaucourtransformation hervorgeht. ~ 

In den Abschnitten 4~6. und 47. des w 4 werden die Beziehungen des Bi- 

anchischen Satzes zu unserem Satz 4 genau klargestellt. 

14. Wiihrend in Kapitel I, w I die Bestimmung aller Ribaucourtransforma- 

tioneu der Fl~che ~ auf die vollst~ndige LSsung eines Problems der sph~irischen 

Abbildung zuriickgefiihrt wird, benutzen wir in Kapitel I I  die Ribaucourtrans- 

formationen, um das Problem der sph~rischen Abbildtmg in ein Problem der 

ebenen Geomet~rie umzuwandeln; und zwar beweisen wir in w 5 den Satz: 

Dureh den Einheitsvektor u(a, fl) sei au f  der Einheitskugel ein orthogona!es 

Kurvensystem gegeben. Es sei ferner e eine feste Ebene dutch den Nullpunkt des 

Koordi~atensystems mit dem Normaleinheitsvektor c, endlich sei 11(a, f l )das in e 

gelegene orthogonale ebene Kurvensystem (vgl. Definition 5), welches dutch stereogra- 

phische Prq~ektion yon u(a,/?) auf  die Ebene e hervorgeht. 

Setzt man jetzt 

(7) ~ = {~, 1I--r 

so liefert der Ausdruck (7) alle LSsungen des zu u(a, t)gehSrigen Problems der 

sphSrischen Abbildung, wenn c alle reellen Werte durchla'uft u~d ~(a, ~) alle ebeneu 

Kurveusysteme, welche zu 11(a, t) parallel sind (vgl. Definition 6). 

Um die geometrische Beziehung d e r  Fl~che ~ zu dem ebenen orthogonaleu 

Kurvensystem 3~(a, fl) zu durchschauen, betrachte man die spezielle Ribaucour- 

Bianchi, S. 45--48 u. 58--6I.  
Bianchi, S. 2o7--212. 

2--33617. Acta mathematica. 62. ]mprim6 le 18 octobre 1933. 
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t ransformat ion l, welche die Fl~ehe r in die Ebene e iiberfiihrt, 

.~ = {~, e - -  lI}r = r - -  2(e~) (e--  it)-1; 

dann erseheint ~(a, fl) als Bild der Kri immungslinien der Fli~che ~ auf  , .  

Das zu it(a, fl) gehSrige Problem der sphiirisehen Abbi ldung ist s0mit zu- 

riiekgefiihrt auf  das einfaehere 

Problem I:  Alle ebenen Kurvensysteme .~(a, fl) zu bestimmen, welche zu einem 

gegebenen ebenen orthogonalen Kurvensystem ll(a, fl) parallel sind. 

15. In  w 6 leiten wir die Differentialgleichung ab, deren Integrale  die 

L5sung des Problems I liefern. Zu diesem Zwecke fiihren wir die in e gele- 

genen beiden Komponenten  U(a, #), V(a, fl) des Vektors li und den Winkel  

,~(a, fl) eiu, welchen die Kurven  f l = c o n s t ,  des ebenen Kurvensys tems ll(a, fl) 

mit  der Abszissenachse bilden, sodass 

u~ ~% 
l" 1l .2 = cos ,9, /~li~ = sin # .  

Ferner  setzen wir 
(o ~ e - i ' ~ ,  

} = U + i V ,  z = X + i Y ,  

unter  X und Y die beiden Komponenten  des gesuchten Vektors .~ verstanden. 

Dann best immt jedes Integral  z der partiellen Differentialgleichung 

O) ~ O)a 
(8) D(z) -~ z ~  + -'-z~ + --z,~ = o 

o) o) 

ein zu lt(a, fl) paralleles Kurvensys tem .~(a, fl), wenn ausserdem noch die beiden 

GrSssen 
(oz= und iwz~ 

reell sind. Endlich ergibt  sich auch noch 

D(~) = o 

1 Die Ribaucour t ransformat ionen,  welche eine Fl~iche ~ i n  eine Ebene (oder Kugel) iiber- 

fiihren, haben einen besonders  einfachen Charakter.  Man kann sie leicht bes t immen,  ohne die 

komplizier ten Bianchischen Formeln  des w I Ztl benutzen.  Somit  gibt  es ffir den hier  im Tex t  

angegebenen Satz auch einen elementaren geometr ischen Beweis, dell wir  an anderer Stelle ver- 

5ffentlichen werden. 
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16. Die partielle lineare homogene Differentialgleichung (8) ist vom hyper- 

bolischen Typus u n d  hat gleiche >>Laplacesche Invarianten,), d. h. sie liisst sich 

durch die Substitution 

auf die Moutardsche Form 

(9) - -  t~  0 
oJ 

bringen. 

Bereits Darboux hat die LSsung des Problems der sph~trischen Abbildung 

auf die Integration der Differentialgleichung (9) zuriickgefiihrt. Doch ist seine 

geometrische Deutung der in (9) auftretenden GrSssen komplizierter und weniger 

anschuulich. Sie benutzt wesentlich die komplexen Bonnetschen Kugelkoordi- 

naten und die Ebenenkoordinaten der Fl~iche ~. Der Zusammenhang zwisehen 

der Darbouxschen und unserer Auffassung wird in den Absehnitten 58. und 59. 

w 6 auseinandergesetzt. 

17. Die Koeffizienten de r  Differentiulgleichungen (8) und (9), dutch deren 

Integration unser Problem I vollst~ndig gelSst ist, h~ingen nun aber garnicht 

yon der Funktion ~, d. h. yore Kurvensystem U(a, fl), sondern nur v0n seinem 

Tangentenwinkel ~(a, fl) ab; andererseits ist ~ selbst ein Integral der Differential- 

gleichung (8). Dieser Umstand fiihrt dazu, das Problem I durch ein allgemei- 

neres zu ersetzen: 

Problem II:  Gegeben sei eine T'unktio~ ~(a, fl). Gesucht werden sSmtliche 

ebene~, orthogonalen Kurvensysleme Y(a, fl), deren Tangeuten im Punkte ~, fl an die 

Kurven f l=  const, mit der Abszissenachse einen Wi~kel gleich der vorgegebenen 

Funktion ,~(c~, fi) bilden. 
Auch die LSsung yon Problem I I  fiihrt auf die Integration der Differential- 

gleichung (8) bezw. (9). Ausserdem sind zusummen mit einem einzigen zu einer 

bestimmten Funktion ,~ (a, fl) gehSrigen Problem I I  unendlich viele Probleme sphiix- 

ischer Abbildung gel5st. Es sei niimlich das Kurvensystem ~(a, fl) der Ebene e 

eine beliebige LSsung des vorgegebenen Problems II, undes  sei ~(a, fl) (mit ~ = I) 

d~s orthogonale Kurvensystem, welches man durch stereographische Projektion 

yon e auf die .Einheitskugel aus ~(a, fl) erh~ilt. Dann ist nach den vorherge- 

henden Betraehtungen gleichzeitig mit dem vorgegebenen Problem I I  auch das 

zu ~(c~, fl) gehSrige Problem tier sph~rischen Abbildung vollstiindig gelSst. 
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18. Dieser Sachverhalt fiihrt nun aber auf die Fragestellung des w 7. 

Es seien in e zwei zueinander parallele, orthogonale Kurvensysteme X(a, fl) und 

~(~, fl) gegeben. 

(io) 

mit 

Man setze nunmehr 

~o ~ o  - -  I 
c O ~ _ 

2 

Dann fiihren, wenn man mit u (bezw. u*) die Normaleinheitsvektoren der Fl~ichen 

(bezw. ~*) bezeichnet, nach dem Vorhergehenden die beiden zu u und u* ge- 

hSrigen Probleme der sph~rischen Abbildung auf das gleiche Problem II. Ein 

Vergleich der Ausdriicke (xo) mit Formel (7) ergibt n~mlich, dass man das 

sphiirische Bild u(a, fl) der Kriimmungslinien yon ~ (bezw. das Bild u* yon ~*), 

erh~lt, wenn man das Kurvensystem ~(cr fl) (bezw. ~(a, fl)) auf die Einheitskugel 

stereographisch projiziert. Wir  fragen nun: Welches ist die geometrische Be- 

ziehung zwischen den beiden Fl~chen ~ und ~*, die wir miteinander assoziiert 

nennen wollen. Indem man den Satz 3 aus Kapitel I heranzieht, beweist man: 

die beiden Flh'chen 

(5 - -  1I) - 1  l i n d  - -  (~:~ - -  11") - 1  

sind ParaUelflffchen im engeren Sinne (vgl. Definition 4). ~ 

19. Sind wieder X(a, fl) and D(a, fl) zwei zueinander parallele or~hogonale 

Kurvensysteme, so hat der Ausdruck 

ao, flo 

einen wohlbestimmten Sinn, da ~ d ~  ein vollst~ndiges Differential ist. Durch 

(I I) wird ein ebenes orthogonales Kurvensystem ~(a, fl) bestimmt, und wirfragen 

im w 8: welches ist der geometrische Zusammenhang zwischen den Kurven- 

systemen X und ~. Als Antwort auf diese Frame beweisen wir, dass zwei ent- 

sprechende Kurven fi = const, der beiden Systeme .~ und ~ als die beiden Zweige 

D e n  oben  a n g e g e b e n e n  Sa tz  h a t  Ve r f a s se r  be re i t s  i m  J a h r e  I926 g e f u n d e n  u n d  d u r c h  Rech- 

n u n g  verif iziert .  A u f  der  Suche  n a c h  dem w a h r e n  G r u n d e  d ieser  m e r k w i i r d i g e n  B e z i e h u n g  f and  

V e r f a s s e r  die Stitze 2, 3, 4 des  K a p i t e l s  I .  
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der Einhiillenden einer in e gelegenen Kreisschar erscheinen, wobei ein Kreis 

dieser Sehar die beiden Kurven yon ,~ und ~ in entsprechenden Punkten be- 

riihrt. Ein Gleiches gilt fiir zwei entsprechende Kurven a = eonst, der Systeme 

.~ und ~. Die Transformation, welche das Kurvensystem ~ in ,~ iiberfiihrt, nen- 

hen wir eine ebene Ribaucourtransformation. 

Nachdem man bemerk~ hat, dass ~ zum Kurvensystem ~-1 parallel ist, 

beweist man eine Ubertragung des Satzes I allf ebene Kurvensysteme, n~imlieh, 

dass man alle zu ~-1 parallelen Kurvensysteme erh~lt, wenn in dem Ausdruck 

(I I) c alle reellen Werte annimmt und ,~ alle zu ~ parallelen Kurvensysteme 

durchl~uft. Ausserdem wird in w 8 gezeigt, dass auch die S~tze 2, 3, 4 aus 

Kap. I mutatis mutandis fiir ebene Ribaueourtransformationen gelten. 

20. I m w  9 besch~ftigen wir uns mit einem bekannten Satz yon )/Ioutardl: 

Es sei r ein partikulh~es Integral der partiellen Differentialgleichu~g yon Mou- 

tardschem Typus 

( i 2 )  M ( u )  = - h ( . ,  # ) u  = o 

und u(a, fl) ihr allgemeines Integral. 

Man setze 
O 2 l I~  

Dann ist, unter c eine willkiirliche Integrationskonstante verstanden, 

das allgemeine Integral der D(~erentialgleichung 

dabei ist der Ausdruck unter dem Integralzeichen yon (I3) ein vollsth'ndiges D i f  

ferential. Wir haben es nun aber beim Problem der sph~irischen Abbildung 

i M. Moutard, Sur la construction des dquations de la forme 

I 02z 
zOxOy ~(x,y) 

qui admet ten t  une intdgrale explicite. Jour. de l'dcole polyt. 45 (I878), S. I - - I I .  
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(vgl. Gleichung (9)) nur mit solchen Differentialgleichungen vom Moutardschen 

Typus zu tun, bei denen der Koeffizient h(a, fl) die spezielle Form 

(I5) h = ~2 '~ ,  I,o1= I 
fo 

hat. Unter diesen speziellen Voraussetzungen zeigen wir in w 9, dass die Mou- 

tardsche Integralformel (I3) als ebene Ribaueourtransformation aufgefasst werden 

kann. Dieses Ergebnis ist naeh dem Bisherigen zu erwarten. Denn bezeichnet 

/~(a, fl) das ebene orthogonale 

yon (9) entspricht, so erh~lt 

ebene Ribaucourtransformation 

Kurvensystem, das dem partikul~ren Integral 

man, wie oben hervorgehoben wurde, durch die 

alle Kurvensysteme, welche zu ~-1 parallel sind. Diese Kurvensysteme kSnnen 

aber andererseits auch durch die Integration der Differentialgleichung (I4) be- 

stimmt werden, deren allgemeines Integral in dem Ausdruck (x3) gegeben ist. 

21. Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, sei es uns gestattet, auf eine 

wichtige Anwendung des Moutardschen Theorems hinzuweisen, die unser In- 

teresse an ihm erkl~irt. Seit einer beriihmten Arbeit yon Laplace aus dem Jahre 

I7731 hat man besonders solche Differentialgleichungen der Form (I2) studiert, 

bei denen sich das allgemeine Integral mit Hilfe der Laplaceschen Kaskaden- 

methode explicit angeben l~isst. Wir wollen eine solche Differentialgleichung 

vom ))Laplaceschen Typus~ nennen. 

Ebenso soll auch die LSsung ~(a, fl) eines Problems der sph&'ischen Abbildu~g, 

welches auf  eine D~3rerentialgleichung (I2) yore Laplaceschen Typus fiihrt, eine 

�9 "lh'che vom Laplaceschen Typus heis~'en. Darboux hat diese Fliichen in ganz be- 

stimmter Weise geometrisch charakterisiert. ~ Seine geometrische Konstruktion 

haben wir in den Abschnitten 75. und 76. des w IO kurz dargestellt. 

Bei den Untersuchungen fiber sphiirische Abbildung im Grossen zeigen sich 

yon neuem besonders einfache Eigenschaften der nach Laplace integrablen F~lle. a 

Und so wird man zu der noch ungelSsten allgemeinen Fragestellung im Grossen 

1 Laplace,  Recherches  su r  le calcul  in tegra l  a u x  differences par t ie l les .  M~m. de m a t h .  et 

de phys .  de l 'Ac. des Sciences pour  I773, S. 341 (gedruckt  I77o), wieder  a b g e d r u c k t  in (Euvres  
comple tes ,  pub .  pa r  l 'ac. des Sc. 9 (I89J) , S. 5 - -58 .  

Darboux ,  II,  S. 16--22. 

s Vgl.  z. B. H. H a m b u r g e r ,  1. c., S. 5, F u s s n o t e  ], S. 554- -557 .  
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gefiihr~: Es sei auf  der Einheitskugel ein orthogonales Kurvensystem u(a, fl) gege- 

ben, das die Einheitskugel liickenlos iiberdeckt. Welches si~d die him'eichenden und 

notwendigen Bedingu~gen fiir das Kurvensystem u(a, fl), damit man u(a, fl) dutch 

solche die Einheitskugel ganz iiberdecke~den orthogonalen Kurvensysteme u,,(a, fl) 

gleichmh'ssi.q approximieren kann, deren zu, geh&'ige Probleme der sphYrischen Abbil- 

dungen auf Differe~tialgleichungen vom Laplaceschen Typus fiihre~?. 1 

22. Moutard ~ hut sich nun die Aufgabe gestellt, alle DifferentiMgleichungen 

der Gestalt (I2) vom Laplaceschen Typus zu bestimmen. Das yon ihm angege- 

bene Konstruktionsverfahren folgt unmittelbar aus einem yon ihm bewiesenen 

Satze: 

Es sei eine Differentialgleichung 

M(u) = u~,~ -- hu = o 

yore Laplaeesehen Typus vorgelegt. Daun lYsst sieh ei~e endliehe Anzahl yon ,n + i 

Di f f  eren tialgleiehun gen 
O~uo _ 

i o ( U o ) - -  a . a ~  o,  

M ~ ( u , , ) -  a~u~ aaOfl  h~u~ = o ( v =  I, 2, . . ., ~) 

bestimmen, derart, dass 

' " ) '  h = u . - -  

wird, wobei ~ (fiir v = o, I, 2, . . . ,  n) ein geeignet gewYhltes partikulSres Integral 

der D(fferentialgleiehung M~(u~)= o bezeiehnet. 

Moutard zeigt ferner, dass alle Differentialgleiehungen 3I~(u~)= o yore La- 

plaeeschen Typus sind. Endlich folgt aus der Integrafformel (I3), dass mit 

dem allgemeinen In tegra l  yon M~-a(u~-i)= o auch das allgemeine Integral yon 

M~(u~) ~-o bekannt ist, dass mithin, da die triviale Differentialgleichung Mo(uo)= o 

integrabel ist, sich auch das allgemeine Integral yon M(u)-~ o durch das all- 

gemeine Integral yon Mo(uo)= o ausdriicken l~sst. 

1 Man vergleiche die Arbeit  des Verfassers ,,Ober die partielle, lineare, homogene Differen- 
t ialgleichung 2. Ordnung vom hyperbolischen Typus, deren Koeffizienten in einer u 
periodisch sind% Teil I I :  Das Umkehrungsproblem und der Approximationssatz.  Math. Annalen 106 
(r932), S. 503--535. In  ihr  ist  ein Tell der Frage ohne Berficksichtigung der durch die geometrische 
Anwendung entstehenden neuen Schwierigkeiten beantwortet .  

Moutard, 1. c., S. I3 Fussnote I, vgl. auch Darboux, II,  S. 38--53 u. S. I44--I63,  



16 Hans Hamburger. 

23. Wie Darboux weiter gezeigt hat 1, lassen sich nun abet, wenn der 

Koeffizient h der vorgelegten Differentialgleichung den Bedingungen (I5)geniigt, 

alle partikul~ren Integrale ~t, (v ~ o, I , . . . ,  n) so w~hlen, dass auch alle h, die 

Bedingungen (i5) erfiillen; d. h. aber, dass a l l e n  + 2 Differentialgleichungen 

M,(u,) = o (~----o, I . . . .  , ~) und M(u)= o zu wohlbestimmten in Abschnitt 17. 

formulierten Problemen I I  gehSren. Nun hat aber, wie man sich leicht fiber- 

zeugt, das Problem II, welches zur Differentialgleichung ]lo(Uo)= o fiihr~, alle 

diejenigen orthogonalen Kurvensysteme als LSsung, deren eine Kurvenschar sich 

aus Geraden zusammensetzt. Berficksichtigt man ausserdem, dass, wenn h, der 

Bedingung (I5) geniigt, die Moutardsche Integralformel (I3) mig einer ebenen 

Ribaucourtransformation identisch ist, so erh~lt man schliesslich eine geome- 

trische Formulierung des Moutard-Darbouxschen Satzese: 

Es sei ein Problem I I  vorgelegt, welches a ~  eine D(ff'erentialgleichung M(u) = o 

vom Laplaceschen Typus fiihrt. D a ~  15sst sich jede LSsung dieses Problems aus 

einem orthogonalen Kurve~system, dessen ei~e Kurvenschar aus Geradeu besteht, 

durch eine endliche A~zahl ebener Ribaucourtransformatio~en gewinuen. 

Dieser Satz l~sst vermuten, dass die Moutardsche Integralformel (I3) oder, 

was dasselbe ist, die ebene Ribaucourtransformation, den natfirlichen Zugang zu 

der in hbschnitt  21. erw~hnten allgemeinen Fragestellung aus der Theorie der 

sph~rischen Abbildung im Grossen bildet. 

24. Aus dem Satze vom Moutard-Darboux, so wie wir ihn im vorigen Ab- 

schnitt formuliert haben, folgern wir schliesslich in w IO mit t t i lfe unseres Ver- 

tauschungssatzes 4. aus w 4 einen Satz fiber Fl~ichen vom Laplaceschen Typus: 

Es sei ~(a, fl) eine F15che yore Laplaceschen Typus. Dan~ lh'sst sich ~(a, fl)aus 

ei,er Fliiche ~(a, fl) mit einer Schar ebe~er Kriimmu,~gslinien dutch eine endliche 

Anzahl von Ribaucourtra~.r gewinnen; ausserdem e, thh'lt das ,Thh)'ische 

Bild der Kriimmungslinie~ yon ~ eine Schar ~:on Kreisen, welche sSmtlich durch 

einen festen Punkt der Einheitslcugel hindurchgehe~. 

25. In Kapitel [ [ I  werden zun~chst in w ~ I die zyklischen Systeme yon 

Ribaucour im Anschluss an eine Betrachtung von Bianchi ~ durch Ribaucour- 

Darboux ,  IV, S. I 8 I - - I 9 7 .  

E in  neue r  Beweis  dieses  Satzes  soll an  anderer  Stel le verSffent l ieht  werden .  Dieser  Beweis  
s t i i t z t  s ich wesen t l i ch  au f  M e t hoden  aus  der Arbe i t  des Verfassers :  , ,Uber die Lap lacesche  Ka- 

s k a d e n m e t h o d e .  Math .  A n n a l e n  104 (I93o), S. 9 6 - - I 3 8 ;  er i s t  vSllig ve r sch ieden  v o m  Darboux-  

schen  Beweis  u n d  wesen t l i ch  kiirzer als  dieser.  Der  D a r b o u x s c h e  Beweis  e r s t reck t  sich m i t  der  
E n t w i c k l u n g  al ler  H i l f smi t t e l  fiber m e h r  a ls  7o Sei ten se ines  oben z i t i e r t en  Werkes .  

Bianehi ,  S. 228- -230 .  
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transformationen in unserer Symbolik dargestellt. In den beiden letzten w167 

werden spezielle zyklische Systeme untersucht, und zwar in w I2 (bezw. w 13) 

diejenigen zyklischen Systeme, deren Kreise auf einer festen Ebene (bezw. einer 

festen Kugel) senkrecht stehen. Auf die einen zyklischen Systeme (desw I2)wird 

man durch Laguerre-Inversionen, auf die anderen (des w I3 )durch  Lie-Inver- 

sionen gefiihrg. Aus der in w I2 gewonnenen Darstellung fiir Laguerre-Inver- 

sionen werden ihre wichtigsten bekannten Eigenschaften von neuem abgelesen. 

Zum Schluss werden in w 13 Ribaucourtransformationen und Laguerre-Inver- 

sionen oder Lie-Inversionen miteinander gekoppelt. Eine Anwendung von Satz 4 

aus Kap: I auf diesen Fall ergib~ dann wieder neue Darstellungen fiir die dabei 

aufgretenden zusammengesetzten Ribaucourtransformationen. 

Kap. I. A l l g e m e i n e  S~itze zur  T h e o r i e  der  R i b a u c o u r t r a n s f o r m a t i o n e n .  

w ~. Bekannte Eigenschaften der Ribaucourtransformationen. 

26. Ein Vektor ~ - -~ (a ,  fl), dessen drei Komponenten als zweimal stetig 

differenziierbaren Funktionen zweier Parameter a und fl gegeben sind, definiere 

die Fl~che ~. Es sei ferner u ~ u(a, #) ein beliebiger, zwei mal stetig differenziier- 

barer Einheitsvektor, dann wird durch 

+(., #) + t . ( . ,  #), 

unter t ein frei ver~nderlicher Parameter verstanden, eine Geradenkongruenz 

dargestellt, wobei durch jeden Punkt der Fl~che ~ eine Gerade der Kongruenz 

mit der Richtung u hindurchgeht. Wir  setzen voraus, dass die Geradenschar 

(I6) ein Normalensystem bildet. 

Bezeichne~ ~ den Normaleinheitsvektor der Fl~iche ~, so setze man 

f i  = u - 2 ( u , ) u .  

Es ist dann offenbar 

durch 

3 - - 3 3 6 1 7 .  Acta mathematica.  62. I m p r i m 6  le 18 o c t o b r e  1933. 
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wird dann eine zweite Geradenkongruenz definiert, die man erh~ilt, indem man 

die Schar (~6) an der Fl~che ~ spiegelt. 

Nach einem bekannten Satz yon Dupin-Malus bildet d i e  Geradenschar (~8) 

gleichzeitig mit der Sehar (~6) ein Normalensystem. 

Wir setzen jetzt voraus, dass nach geeigneter Wahl der Parameter a, fl 

die beiden Scharen geradliniger Fl~ichen, die wir aus ( i6)erhal ten,  wenn wir 

a ~ const, oder f l :  const, setzen, die abwickelbaren zueinander orthogonalen, 

Fl~chen des /~ormalensystems (~6) sind. 

27. Dupin hat nun weiter die Frage untersucht, unter welchen Bedin- 

gungen auch in dem gespiegelten Normalensystem (~8) die beiden Scharen gerad- 

liniger Fl~chen a ~ const., oder ~ const, abwickelbar sind, und er hut den 

Satz bewiesen: 

Satz  von  Duping: Damit die beideJ2 Seharen abwiekelbarer Fl~'ehen eines 

Normalensystems du.rch Spiegelung a~ einer Fl~'che ~ u'ieder in Scharen abwickel- 

barer Fldehen iibergefiihrt werde~, ist notwendig ~l~d hi~2reiche~d, dass die Sch~itte 

tier abwickelbaren Fllichen mit der Spiege!flliche a. dort ein konjugiertes K~trven- 

system bestimmen. 

Zu.qA.t~. ~.~ma Dupinsehen Sate.e: Ist vo~ zwei dutch Spiegel.ung an einer 

Fldiche ~ aufeinander bezoge~en Normale~systemen I ~ d  H etwa das System H 

eine Schar paralleler Graden (uneigentliches Geradenbiindel) oder ein Gerade~- 

biindel dutch eine~ Punkt, so werden die abwickelbaren Fl~'chen des Systems I dureh 

Spiegelung an ~ vo~ selbst i~z abwickelbare Fldche~ (Zylinder- oder Kegelfl~chen) 

des Geradenbiindels iibergefiihrt. Ausserdem bestimmen die Schnitte der abwickel- 

baren TTh'chen des Systems I mit der Flh'che ~ immer ein System ko.njugierter 

Kurven auf ~ und e~dlich stehen die beiden Schare~ abwiekelbarer Flliche~ des 

Systems II,  welche den abwickelbaren Flh'ehen des Systems I entspreehen, aufein- 

ander senkrecht. 

Ist umgekehrl im eigentliehen (oder u~eigentliehen) Gerade~bi~;ndel ein System 

von zueinander orthogonalen Kegelflh'che~ (oder Zylinderflh'chen) gegeben, welches die 

Spiegelflh'che ~ in einem konjugierten Kurvensysteme schneider, so gehen die Kegel- 

flh'ehen (oder Zylinde~flh'chen) ~aeh der Spiegelu~g in die abwickelba~'en Fliichen des 

Normalensystems I iiber. 

Vgl. z. B. Darboux, II, S. 294--296. 
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28. Durch den Vektor 

( I 9 )  ~(c~, {/) = g (c t , /~ )  - -  /~(c~,/~)11 ( a , / g )  

werde jetzt eine Flitehe dargestellt, welche das Normalensystem (I6) orth0gonal 

sehneidek Aus der Forderung ltd~ = o folgt jetzt 

( 2 0 )  d R  - -  t td~ = lt~adct + l t~dl~;  

ltd~ muss mithin ein vollst~ndiges Differential sein. 

terium daffir, da s s  die gegebene 

bildet. Durch die Gleiehung (2o) 

deutig bestimmt. 

Da andererseits wegen (I7) 

~td~ = Hd~ 

Das ist das bekannte Kri- 

Geradenkongruenz (I6) ein Normalensystem 

ist R bis auf eine additive Konstante ein- 

ist, so schneider aueh die dureh den Vektor 

( 2 i )  = - 

dargestellte Fl~che das Normalensystem (I8) orthogonal. 

Aus unserer Voraussetzung fiber die spezielle Wahl  der Parameter a, ~ folgt 

unmittelbar, dass die Kurven a----const., fl----consk das System der Kriimmungs- 

linien der Fl~che ~(a, t3) liefern. Ein gleiches gilt fiir die entsprechenden Linien 

auf ~ offenbar dann und nur dann, wenn das Kriterium des Dupinsehen Satzes 

erffillt ist. 

Es ist tt der Normaleinheitsvektor yon ~, ~ der Normalvektor yon ~. Fer- 

ner werde wegen t tau~-=-o 

(22) (du) ~ = h~ d a  ~ + h~ dfl  ~ (hi > o, h~ > o) 

gesetzt, sodass auch 

Ha . 11~ 

Einheitsvektoren sind. Ausserdem bilden die drei Vektoren lh, u~, u ein Ortho- 

gonalsystem, und zwar sei d.as Vorzeichen yon u so gewghlt, dass 

l t - - -  - - 111  X II 2 

ist. Dann gelten die Rodrigueschen Formeln (I). 
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29. D ie  beiden Fl~chen ~ und ~ kann man sich auch noch anders ent- 

s tanden denken. Man betrachte  die zweiparametr ige Schar Z yon  Kugeln,  deren 

Mit te lpunkte  auf der Fl~iche ~ gelegen und deren Radien R durch die Formel  

(2o) bes t immt sind. Dann  erscheinen die Fl~ichen r u n d  ~" als die beiden M~intel 

der Hfillfl~iche der Kugelschar  ~ und die Fl~iche ~ l~sst sich als die durch 5 

Transformier te  der Fl~iche ~, oder umgekehr t  r als Transformier te  yon ~ auf- 

fassen. Man nenn t  ferner,  wenn die Fl~che r weder eine Ebene noch eine Kugel  

ist 1, diese Transformat ion  dann und nur  dann eine Ribaucour t ransformat ion ,  

wenn durch sie die Krf immungsl inien yon ~ in die Kl~immungslinien yon ~ iiber- 

geffihrt  werden. Offenbar ist die Ribaucour t ransformat ion  umkehrbar ,  denn geht  

durch sie die Fl~iche ~ aus ~ hervor,  so l~isst sich auch umgekehr t  ~ durch Ri- 

baucour t ransformat ion  in r iiberffihren. Bei dieser neuen Auffassung der Bezie- 

hung zwischen den Fl~chen r und ~ geht  der Dupinsche Satz nebst  Zusatz un- 

mi t te lbar  fiber in den 

Satz  yon  Ribaucour" :  Eine zweiparametrige Kugelschar ~ bestimmt dann 

und ~ur dann eine Ribaucourtransformation, we~n~ de, Kriimmungslinien des einen 

Mantels ~ der HiillflSche yon ~ auf  der F15che ~ der Kugelmittelpu~kte ein konju- 

giertes Kurvensystem entspricht. 

Zusatz zum Satz  von  Ribaucour:  Es sei yon de~t beiden MSuteln ~ uud 

der Hiillfla'che einer Kugelschar ~ der ei~w der beiden Miintel, etwa ~', eiue Ebene 

oder eine Kugel. Dram entspricht dem System der Kriimmu~gsliuien yon ~ auf  der 

Flh'che ez der Kugelmittelpu~lcte yon v e i n  System ]co~jugierter Kure'en u,~d auf  der 

Ebene (oder Kugel) ~ ein System orthogo~aler Kurven. 

Beschreibt umgekehrt der Vektor ~(a, fl) ein orthogonales Kurvensystem auf der 

Ebene (oder KugeU welchem auf  der F15che ~ ein konjugiertes Kurvensystem ent- 

spricht, so wird das orthogonale Kurvensystem ~(a, fl) in das System der Kriimmuugs- 

linien yon ~ iibergefiihrt. 

Die Abbildung der Fl~che ~ auf die Ebene (oder Kugel) ~ durch die Kugel- 

schar ~ ist immer  eine Ribaucour t ransformat ion .  Entsprechendes  gilt, wenn 

eine Ebene (oder Kugel) und ~ eine beliebige Fl~che ist. 

30. W e n n  wir anstelle von ~ yon der Fl~che ~ ausgehen, so liegt es nahe,  

nach allen Flfichen ~ zu fragen,  welche durch Ribaucour t ransformat ion  aus 

10ber den Spezialfall, dass die Flfiche r eine Ebene oder eine Kugel ist, vergl, weiter unten 
den Zusatz zum Satz yon Ribaucour. 

2 Vgl. z. B. Bianchi, S. Io 5. 
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hervorgehen .  D a n n  ist  somit  n a e h  F o r m e l  (I9) und  (2I) 

(24) ~ -~- Rll = ~ q- /:/l~t = ~. 

Dieses Problem ist bereits von Ribaucour  vo!lst~indig gelSst worden. Wi r  geben 

hier  diejenige Form der LSsung an, welche man Bianchi verdankt ,  und welche 

sich fiir uns im folgenden als besonders handl ich erweist. 

Durch  die Kurven  a ~ const., fl = const, werde wieder auf ~ das System der 

Kri immungsl inien bestimmt. D an n  ist nach Bianchi ~ 

(2~) = ~ - -  + ~ + g: , 

dabei bedeute t  ~ ein beliebiges In tegra l  der part iel!en Different ia lgleichung 

(26) 

Ausserdem ist gesetzt 

(27) 

hlo h2~ 
Co~- N ~-  ~b=o.  

~=L' ' ~ -  h~' 

a,  {/ 
f t  

(28) 9~ = q9o + I r ~ d a  + re~t~dfl, 

ao, flo 

und zwar sind hier unter  ui, u~, r i, r~, h l, h~ die GrSssen der Formeln  (23), (I) 

und (22), unter  q% eine beliebige Kons tan te  zu verstehen.  W e n n  ~ eine LSsung 

yon (26) ist, so ist n~mlieh 

ra~,~da + r2~dfl 

immer  ein vollst~indiges Differentia.I; man  verifiziert dies leicht, indem man be- 

riicksichtigt,  dass r i u n d  r~ Ms Hauptkr f immungsrad ien  dem System yon par- 

t iellen Different ialglelchungen 2 

= ~ (r~ - q), rl 

h 2 t t  �9 

genfigen. 

1 Bianchi, S. I67--I75. 
Vgl. etwa H. Hamburger, 1. e., S. 5 Fussnote I, S. 645 und S. 647. 



22 Hans Hamburger. 

Der Ausdruck (25) liefert nach Bianchi jede Fliiche ~, welche aus $ durch 

Ribaucourtransformation hervorgeht.  

31. Um den Bianchischen Ausdruck (25) 

bringen, setze man 

(29) 

Nach bekannten 

linlen bezogene 

auf  eine einfachere Form zu 

S~tzen 1 ist dann aber lt(a,~) auch das auf  die Kriimmungs- 

sph~rische Bild vo'n t), und zwar erhiilt man  s~mtliche Fliichen 

und so erhitlt man schliesslich 

a,  i3 

(32) 
ao,~o 

wo t} eine beliebige Fl~che bedeutet, welche mit  ; das gleiche sph~rische Bild hat.  

W e n n  man somit alle Parallelfl~chen t) yon ~ kennt,  so lassen sich auch 

alle Fl~chen ~ bestimmen, welche aus ~ dutch Ribaucourtransformat ion hervor- 

gehen. In  Abschnit t  37. und 38. w 2 werden wir noch einmal verifizieren, dass 

die durch den Ausdruck (32) dargestellte F1Kche ~ wirklich durch Ribaucour- 

t ransformat ion aus ~ hervorgeht.  Wir  entnehmen somit Bianchi nur  die Tatsache, 

dass in der Form (25) die sffmtlichen Ribaucourtransformier ten yon ~ enthal ten sind. 

1 Vgl. e twa Darboux,  S. 292--294.  Vgl. auch 1. c. S. 5 Fussno te  I, S. 641--642.  

g:=t)u, ;,~=~u., ;,+----tlu++ 

ist, so li~sst sieh aneh der Ausdruek (28) fiir + umformen, und zwar ergibt sieh 

in Verbindung mit  Formel (I) und (30) 

Da offenbar 

(30) 

t} die mit  ~ das gleiche sph/irische Bild u haben, oder wie wir nach Definition 3 

sagen wollen, s~mtliche F1/ichen l), welche mit ~ parallel sind, wenn ~ alle LS- 

sungen yon (26) durchliiuft  und ~ und ~] durch die Formeln (27) bestimmt sin& 

Aus (29) folgt  ferner 

t) 2 ~ +  q ~ + ~  
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32. Wi r  geben hier  n0ch zwei wichtige Bianchische Formeln  an, die 

wir in w 2 gleichfalls yon neuem ab le i t en  werden. Bezeichnet  R den Radius 

der t ransformierenden Ribaucourkugel  und ~ den Normale inhei tsvektor  der trans- 

f0rmier ten Fli~che ~, so is~ nach Bianchi 

a .  13 

~Oo+ J t) d~ 

(33) R = --  ~ - -  ,~o, ~o 
t t ~  ' 

(34)  fi = tt - -  2 (ttt)) ~ �9 

Hierbei  ist das Vorzeicheu yon fi so gewi~hlt, dass sich ~ die Vektoren u und  i] 

beide gleichzeitig entweder  ins Innere  oder Aussere der Ribaucourkugel  erstrek- 

ken, welche die beiden Fli~chen ~ und ~ in entsprechenden P u n k t en  beriihrt;  und 

zwar ins Innere  fiir R > o, ins ~ussere  fiir R < o. (Vgl. Formel  (24).) 

Man b e m e r k t  leicht, dass fi(a, fl) ausserdem das sphiirische Bild der Kriim- 

l~ = t)_ 1 (vergl. Formel  (4)) liefert.  1 Hier- mungsl inien c~ = const., fl = const, yon 

aus folgt  aber ein Satz, der unseres Wissens zuerst  von Darboux  ~ ausgesprochen 

worden ist. 

S a t z  yon Darboux :  Bezeichnet ~ eine beliebige Fldche, welche aus ~. dutch 

Ribaucourtransformation hervo~yeht, so existiert eine Parallelfldche ~ yon 5, derart, 

dass die Fl~che t~ -1 auch zu ~ parallel ist. 

33. Piir  die Ribaucourtransformafiion fiihren wir je tz t  ein abkiirzendes 

Symbol ein und schreiben fiir den Ausdruck (32): 

Dieses Symbol  ist durch Formel  (32) bis auf die In tegra t ionskons tan te  ~0o ein- 

deutig bestimm~, wenn ~ und ~ zwei Parallelfliichen bedeuten,  welche beide auf  

die Kri immungsl in ien als Pa rame te rku rven  bezogen sind. 

Wil l  man  der In~egrat ionskonstanten ~0 einen festen W e r t  c geben, so 

schreiben wir auch 

(35) ~_ = 1~, ~1~. 

1 Vgl. Bianchi, S. 181--183. 
Darboux, 1. c. S. 5 Fussnote 4, S. 4oi--4o2. 
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Mithin ist dann 

(36) {~, t}},,+,, = It ,  t)}c, -- 2c2t) -~ 

Endlich benutzen wir noch die Abkiirzungen 

(37) {r,~)}, bezw. {~, t)},+c, 

wenn 90 = ~ot)o bezw. 90 = ~ot)o + c gesetzt werden soil, un.ter ~o und ~o die Ab- 

kiirzungen aus Formel (3) verstanden. 

34. Setzt man in Formel (32) 13 = ~, so ergibt sich 

~2 ~2 
9 = 90 + - y~_o, 

2 

(3s) ~; = (~'o - ~9ok - I .  

Somit erseheint hier die Inversion als Spezialfall der Ribaueourtransformation.  

Speziell erh~lt man 

(39) 
]~ : o fiir 9o --  ~0 

2 '  

/ ~ _ _  ~ __~--1  f i i r  9o = ~ - I  
2 

Im Fall  ~ = o gehen offenbar alle Kugeln  durch den o-Punkt,  und zwar ist durch 

diese Bedingung die zugeh5rige Ribaucour t ransformat ion eindeutig bestimmt. 

In  der symbolischen Schreibweise wird aus den Formeln (39) und (38): 

(40) , 2 2 

Da ferner 

is~, so folgt  aus (34) 

d(ut)) ----- t)du 

(41) 11 = II - -  2 + t)du ~ =  

aOJ ,~0 

ill, t ) l , .  
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Andererseits ist offenbar wegen u ~--  I,  ttd~ = o 

{ ~ , u } ~ = ~ - -  2cu,  
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d . h .  aber: Der Ausdruck 

von ~ (vgl. Definition 4). 

(43) 

{LU}c liefert die Parallelfl~chen im engeren Sinne 

Eine weitere spezielle Ribaucourt ransformat ion liefert der Ausdruck 

= {~, a} ,+c  

a 

unter  a einen festen, yon a und fl unabh~ingigen u  verstanden. Eine leiehte 

?dberlegung zeigt, dass die in (43) definierte Fl~iche ~ uus ~ durch Spiegelung a~ 

der Ebene s, welche durch die Gleichung 

a t ) +  c = o  

best immt ist, hervorgeht;  und zwar schneider die Schar der Ribaucourkugeln die 

Ebene s rechtwinklig.  

35. Man bemerkt leicht, dass das Symbol {L t)} einen in ~ linearen Aus- 

druck bezeichnet, und man erh~lt die aus (32) folgenden Beziehungen 

. ( 4 4 )  

{ t ,{~l,  t)}c, 4- t~{~,2, t)}c~ = {t,~l + t~L~, t)}t,c,+t,~, 

t,{~;,, t)}.+c, + t2{~, t)}.+~., = {t,~, + t2~;~, ti}.+t,~,+,.~.;, 

wenn ~1 und ~2 Parallelfl~chen zur Fl~iche t) bezeichnen. 

Is t  wieder a ein fester, von a und fl unabh{~ngiger Vektor, so hat  man 

(45) {a + ~, ~}~ = a + {~, ~}r 

Nicht  so einfaeh ist die Abh~ngigkeit  des Symbols (35) von seinem zweiten 

Element  t). Indessen leitet man auch hier unmit te lbar  aus (32).die Beziehungen 

(46) 

ab. 

I {~., ~}c = i s ,  t , / . ,  

/ { ~ ,  ~},+o = 1~, tt;},+,o 

4 - - 3 3 6 1 7 .  Acta mathematica. 62. I m p r i m 6  le 18 o c t o b r e  1933. 
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w 2. Ribaucourt ransformat ion und Inversion einer Flitche. 

36. Bei der Ableitung der S~tze fiber Ribaueourtransformationen, die das 

Ziel der Betrachtungen dieses Kapitels sind, stiiizen wir uns auf einen Itilfs- 

satz, dessen Beweis wir an die Spitze dieses Kapitels stellen wollen. Aus ihm 

folgert man auch leicht die in den Abschnitten 31. und 32. angegebenen Bian- 

chischen Formeln. 

Hilfssatz: Es seien ~(a, ~) und ~(a, fl) zwei ParallelflSchen, deren Kriimmungs- 

linien mit den Parameterlinien a =cons t . ,  f l =  const, zusammenfallen, und es sei 

ferner qD(a, fl) eine stetig d(fferenziierbare Funktio~. Damit  (lie Flffche 

(47)  ~ = r - -  29~11 - t  

(48)  

d. h. dass 

zu der FlSche ~-~ parallel ist, ist notwendig und hi~weichend, dass 

a, 13 [ .  

= qDo + ] t ) d ~ ,  
. 2  

ao, ~o 

B e w e i s :  

= {2, ~)}+,,-' 

Aus der Voraussetzung 

folgt, 

(49) r~ = ~,11,~, r# = ut)#. 

Es sei ferner u(a, fl) das auf die Kriimmungslinien bezogene gemeinsame sphi~- 

risehe Bild von ~ und t). Ausserdem werde gesetzt 

(du)-" = Jdd~-" + h l d # ,  

(d~) ~ = Y ~ d a  2 + H~dff", 

lla II# , 
Ill = h I '  11"2 = - h 2  tl = - - I I  1 X l12~ 

(5 ~ ) tit) = ~ ,  Hit ) = ~ ,  m,~) = V .  

i Dass die  Bed ingung  h inre ichend  ist,  folgt  berei ts  aus dem Satze yon Darboux  in der  Bi- 
anchischen  Form (vgl. die Ausf i ih iungen  in Abschn.  112 w I); dies wird aber  hier  zur Bequemlich-  
kei t  des Lesers noch einmal  gezeigt.  
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Dann ist 

~ : H l t h ,  ~ : H 2 t t  2 
und wegen (49) 

U 1 H~ It,, (5 I) ~ a = ~ - l l  1, Di?= [~ " 

27 

Endlich erh~lt man (vgl. Formel  (27) und (29) in Abschn. 30. und 31.) 

(52) ~ = ~ '  ~ - h~' 

(53) = ~u~ + Vu2 + flu. 

Nunmehr  folgt  aus (47) und (49) 

(54) 

Damit  nun, wie es in der Voraussetzung unseres Hilfssatzes geforder t  wird, 

wird, ist no~wendig und hinreichend, duss 

0 i 09 il.)  2t) t)fl ) " 

Vergleicht man die Koeffizienten von 1}~ bezw. t)13 in den Formeln (54) und 

(55) miteinander,  so erkennt  man, dass 

zu setzen ist. 

Beziehungen 

(56) 

!._ = Z _ 2_9 t; 29 

l) 
Dann  ergeben sich aber fiir die Koeffizien~en von ~ in (54) die 

9~- -2  9 ~ -  ~ - - ~  Z - - 7  ' 
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d. h. aber 

Hans Hamburger. 

=o,~o -o, flo 

37. Es lgsst 

meln (47) und (48) 

Flgche ~ hervorgeht.  Zu diesem Zwecke formen 

(54) fiir ~= und ~,~ um. 

Aus (5x) und (53) folgt  

H, H,  
(5z) ~ = T. ~' '~,' = ,7, '~ 

(58) 

W. Z. b .  w .  

sich jetzt  leicht yon neuem zeigen, dass die durch die For- 

best immte Fli~che ~ durch Ribaucour t ransformat ion  aus der 

wir zungchst die Ausdriicke 

Dies in (54) eingesetzt  ergibt  in ge rb indnng  mit (5 ~) und (56) 

= T  ( ' 

Setzt  man 

e 
so ist 

g ill, }~ it,; 

ausserdem bemerkt  man leicht, dass 

isk Folglich ergibt  sich fiir den Normaleinhei tsvektor  yon 

1~ = 1~ 1 ) ~  11~.  1 

^ ^ ^ 
1 Wi ih rend  u ~  - -u~  X u2 def inier t  war,  wird  h ier  u = u ~ X  u2 gesetz t .  Diese U n s y m m e t r i e  

in der  W a h l  des  Vorze ichens  yon u u n d  u ha t ,  wie schon  in  A b s c h n i t t  82. w I erwi~hnt wurde ,  

den  Zweck,  dass  s ich die Norma lvek to r en  u u n d  it beide ins  inhere  der  ~ u n d  ~ be r i ih renden  
R ibaucourkuge l  ers t recken.  
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Eine einfache 

ergibt 

(59) 

29  

Rechnung, bei der man ffir t) den Ausdruck (53) einsetzt, 

= ~ • ~ = 1, - : ~ - ,  

in tlbereinstimmung mit der Bianchischen Formel (34). 

Differenziiert man jetzt (59) nach a und fl, so ergibt sich 

t) 

( 0) = h 1 )~t) ~ ] u ~ - - 2 ~  wegen (23), (5I), (52) und (57) 

und entsprechend 

d. h. aber es i s t  

~ = (h~ ~qgt)~ / ~ ,  

Hieraus folgt aber unmittelbar, dass die Parameterlinien a ~ const., f l =  const: 

der Fl~che ~ mit ihren Kriimmungslinien zusammenfallen. 

38. u m  jetzt zu beweisen, dass die Fl~che ~ durch Ribaucourtransforma- 

tion aus ~ hervorgeht, haben wi r  noch zu zeigen, das ~ und ~ als die beiden 

M~ntel der Hiillfl~che einer Kugelkongruenz ~ erscheinen; d. h. wir haben eine 

Funt~ion R(a, fl) zu bestimmen, derart, dass 

(6o) 

wird. R ist dann der Radius der Kugeln yon ~ und ~ ~ ~ + R u  die Fl~che der 

Kugelmittelpunk~e. Nun ist aber nach (47) und (59) 

Fiir 

R--~ 
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ist mithiu die Bedingung (60) erfiillt. Damit  ist aueh gleichzeitig die Bian- 

chisehe Formel (33) bewiesen. 

Somit ist yon neuem gezeigt, dass durch die Formeln (47) und (48) eine 

Ribaucourtransformat ion best immt wird, und wir entnehmen somit Bianchi nur  

die Tatsaehe, dass in 

v o n +  gegeben sind. 

Setzt man noeh 

der Form (47) die si~mfliehen Ribaucourtransformat ionen 

flo rio 

R I = - - { ,  R+-- + ,  . 

so beweist man leicht die Gleichungen 

(6I)  r + Ri f t  , ~ -  ~ + Rtf i+,  r + R~,tt+, = ~ + _R+~t+, 

deren anschauliche geometrische Deutung  wir dem Leser iiberlassen. 

39. Es sei wieder 

(62) ~ = {r, t}},r, '. 

Wi r  maehen eine "erste Anwendung unseres Hilfssatzes indem wir diejenige zu 

(62) inverse Transformation zu bestimmen suehen, dureh welehe + aus ~ hervor- 

geht. Aus (47) folgt  

2~ 

Nun ist aber ~ eine Parallelfliiche zu I) -1, ~ eine Parallelfliiche zu 1), es 

sind mithin die Voraussetzungen des Hilfssatzes erffillt und es ergibt sich 

a ,  

+- : :-  

( 6 3 )  = l i ,  , - i t + 0 ,  = - 

40. Zu einer gegebenen Fliiche t) seien alle Parallelfl~chen ~ bekannt.  

Dann  bestimmt der Ausdruck (62) nach dem Hilfssatz lauter  Parallelfliichen zu 

t) - I .  Wir  wollen zeigen, dass man siimtliche Parallelfiiichen zu ~-1 erhi~lt, wenn 

man in dem Ausdruck (62) ~ alle Parallelfliichen yon ~ durchlaufen liisst. 
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Beweis: Es sei ~ eine beliebige Parallelflgche zu i)-1. Bildet man 

31 

: = {~ ,  W % o ,  

so ist nach dem Hilfssatz die Fl~tche ~ eine Parallelfl~tche zu ~. Dann  ist aber 

auch umgekehr t  nach den Ausf i ihrungen des vorigen Abschnit ts  (vgl. Pormel 

(62)  u n d  (63)) 

= {~ ,  ~}+o, ~o  = - ~o~o  ~ w .  ~. b. w .  

Zusammenfassend formulieren wir 

Satz 1: Es sei der Ausdruek 

(64) ~ = {:, tile 

vorgelegt. 

Is t  ~(a, fl) eine feste Fldche, und ldsst man c alle reellen Werte. t)(a, fl) alle 

Parallelfldchen zu :(a, fl) durchlaufen, so sind dutch (54) alle Fldchen ~ bestimmt, 

welche aus ~ durch Ribaucourtransformation hervorgehen. 

Is t  abet t)(a, fl) eine feste Fldche, und ldsst man c alle reellen Werte, ~(a, fl) 

alle Parallelfldchen zu t)(a, fl) durchlaufen, so liefert tier Ausdruck (64)f i i r  ~ alle 

Parallelfldchen zu t) -1 . 

w 3- Die Inversion einer nach Ribaucour transformierten Fliiehe. 

4d. Es seien wieder ~(a, fl) und t)(a, fl) zwei zueinander parallele Fl~tchen. 

W i t  suchen jetzt  zungchs~ nach einer Beziehung zwischen den beiden Fliichen 

{~, i)} und {t), ~} und  behaupten:  

Satz 2: Die beiden Fldchen 

= = {~, : } , - c  

sind zueinander parallel (vergl. Formel  (37) w I). 

Beweis: Wir  setzen 

? 

e + / t ) d ~ ,  ~o 
d 

~o,flo 
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(65) 

D a n n  i s t  

w e i t e r  e r g i b t  s ich  

u n d  e n t s p r e c h e n d  

H i e r a u s  f o l g t  a b e r  

(66) 

Es  sei f e r n e r  

99* = ~t9 - -  q, = r t} - -  c - -  ~)d~ 

a.o, ~,, 

= .ro~o - -  c + ~dt}. 

ao, 15o 

= {r., t~}~ = ~ - 2,~t9 - ~ ,  

= {tg, ~ } . - c  --~ I) - -  2 9 " ~ - - 1 ;  

= ~.~t) 2 - -  4 9 9 *  

~z ---~ ~;~1) ~ - -  499q~* 

�9 - -  - -  49999 * '  

{t}, ~} . -e  : ~4t)z----4-99- , " _ _  ~ ' - ~  6 - 1 =  

t t d e r  N o r m a l e i n h e i t s v e k t o r  y o n  5, 

fl d e r  N o r m a l e i n h e i t s v e k t o r  v o n  ~, 

^ - - 1  ~t de r  N o r m a l e i n h e i t s v e k t o r  y o n  ~ , 

d a n n  e r g i b t  s ich  n a c h  F o r m e l  (34) 

A n d e r e r S e i t s  i s t  

fi - - - - .  - -  2 (u~ ) t~ - , ,  

= 

^ u ~  ~ u O  
u~ = u~  - -  2 9 ~  ~ - 2 t t r j ~  + 4~o ~ 

ut) , 
= u ~ ; - -  2 ~ - 9 9  

(wegen  (65)) 

( w e g e n  (65)). 
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Folglieh 

(67) = It - -  2 

u = 11 --  2 ~ t) - -  2 H ~ bq- 99" ~ - - -  (wegen (66)) 
499~* 

((u~)~ ~ -  2(u~)~o*)~ + ((ut~W - 2 (u~)~) ,  
~t) ~ - -  4 ~ *  

Bezeichnet entsprechend tt* bezw. fi* bezw. {t* den Normaleinheitsvektor  

yon t), bezw. ~ bezw. ~-~, so erhglt man ~t*, indem man in ~ormel  (67) , ~ mit  t) 

und ~ mit  ~* vertauscht.  Man bemerkt nun  aber, class der Ausdruck (67)durch 

diese Subst i tut ion in sich selbst iibergeht, d. h., es ist, wie behauptet,  

und die Fl~[ehen 5- '  und ~-1 sind zueinander parallel. W . z . b . w .  

42. Die Frage der Vertauschung yon zwei verschiedenen, h intere inander  

ausgefiihrten Inversionen fiihrt  auf eine einfache Anwendung yon Satz 2. Man 

setze ~ = a + ~, unter  a einen yon a und ~ unabhgngigen Vektor verstanden. 

Dann  ist nach Formel (45) und (4o) 

(68) {a + t), t)}e = ct + (t)o2-- 2 c ) ~  �9 

Andererseits  ist 

(69) {t), [~ ~- ~)}*--C = - -  a -~ {~ + ~), ([ "q- ~)}C' = - -  a "q- Ctt(a  "-[- ~))--1, 

wobei naeh Formel (37) una  (40) 

c' = a ~ 0 + ~ - - c ,  

c" = (a + ~o) ~ - 2 c' = a ~ - ~ + 2 c 

zu setzen ist. 

Je tz t  folgt  aber aus Satz 2, class wegen (68) und (69) die beiden dureh je 

zwei Inversionen aus ~ ents tandenen Flgehen 

(fI -~- ~ - - 1 ) - - 1  u n d  ( - -  a ~- (t~ 2 - -  ~) (t~ ~- ~ ) -1 ) - -1  

(7 = ,~ - 2 c )  

zueinander parallel sin& 
5--83617.  Acta  mathematica. 62. Impr im6 le 19 oetobre 1933. 
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43. I s t  die Fliiehe ~ durch Ribaucour~ransformat ion aus ~ hervorgegangen,  

so muss auch ~-1 durch Ribaucour t ransformat ion  aus 5 -1 hervorgehen. Denn  bei 

Inversion gehen Kugeln in Kugeln und Krfimmungslinien in Krfimmungsl inien 

fiber. Zur nis Bes t immung dieser Transformat ion dient  der 

S a t z  3.  E s  i,~t 

wobei 

gesetzt ist. 

= ~},_~ = {~-~, {~)~}_,~} ~, {~, t)}71 ~--1 _ 2 ~ {t), -x 
ro ~ 

~,t3 i t "  

= c + / t ) d ~  
, d  

Beweis" Wir  gehen vom Beweise des Satzes 2 aus und folgern aus Formel  (66) 

(~:~ t) ~ - -  4 9  9 " ) ~  ~ 

= - - 2  ~.,, g2t)--2(P*~; 
g2t)2 - -  499:!: '  

d . h .  aber mit  Riicksieht auf (66): 

(7o) 

Nun sind aber nach Satz 2 die beiden Fl~ehen 

{g ~}}71 und -1 {~,~},-~ 

zueinander parallel, mithin sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt u n d  

es ergibt  sich aus (70) (vgl. Formel  (48)) 

d. h. aber es ist 

a, j~, 

9 c + / { ~ ,  _ 
= 2 ~ } , _ c d ( ~  1), 

~z ~o J 
ao, flo 

{~, ]O}e I __  {~--1,  {~, ~}*---.c} c �9 W . z . b . w .  
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w 4. Z u s a m m e n s e t z u n g  yon Ribaucourtransformationen.  

44:. Es "seien ~(a,~),  t)(a, fl) und 3(a, fl) drei zueinander parallele Fl~chen, 

c~ und  c~ zwei beliebige Konstanten.  

Man bilde 

= {~, ~}c,, ~ = {~, ~}c~. 

Dann  sind auch die Fl~ichen ~, ~, ~-~ nach dem Hilfssatze des w 2 zueinander  

para l le l  Man knnn dnher die Fl~iche ~ durch Ribnucourtrnnsformntion in die 

neue Fl~che 

(z , )  {L ~}c~={{~, ~},1, {~,~}~}o~ 

iiberfiihren, un te r  es eine neue Kons tan te  verstanden. Das Symbol (7 I) besitzt 

nun  aber eine merkwiirdige Vertauschbarkeitseigenschaft ,  die wir jetzt ableiten 

wollen : 

Satz 4.  JEs is t  

(72) {{~, ~}c,, {~, ~}~}~o = {{~, ~}c,, {~, ~}*--~}~;, 

wobei e~, c,, c 3 beliebige Konstanten  sind, wffhrend 

(73) c4 = ca + e 
(~o~o - -  c~)c, 

g 

(74) e 5~-c  1 - 2  t)~ 

zu setzen ist. 

Fiir e~ = ~o~o wird c ~ =  e3; dann vereinfaeh~ sieh die Beziehung (7e), und 

man erh~lt 

{{~, ~}c,, {~, s}.}c~ = {{~, ~}o., {8, ~}o},,-~. 

Beweis: Wir setzen 

(75) ~ {~, ~}oi = ~- 2~,~-', 

(76) ~ = {t~, ~}~ = t~ - 2 v ~  -~ ,  

t ~  

~1 ~-- Cl + / ~ d~, 
1 /  

ao, ~o 

a,  t3 
/ ,  

~2 = e~ + / ~ d ~ .  
i /  

vo, flo 
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Dann  folgt aus Satz 3, Formel  (70) ,  

(77) ~-1 : '0 - '  - -  2 ~ {~, '0}.-).~. 

Setz~ man weiter (vgl. Formel  (65)) 
a,('J 

f ,  

(78) ~o* : ~ - -  ~o~ : ~)o~o --  c.. + / t)d~, 
, J  

ao, flo 

so wird 

{~, ~},-c., = ~ - 2 ~ * ~  - 1 ,  

und nach Satz 3, Formel  (7 o) 

- 1  ~* -~  

d 
(79) 

Folglieh is~. 

(80) 9o, __ ~o~o - -  c~ + f 6d(~-1). 
ao, ~o 

(vgl. Formel  (75)) 

Um andererseits den Ausdruck l inker Hand  yon (72) zu bereehnen, bilde man 

(8I) ~ = ~ ) ~ - - 2 ~ : ~ * - - 9 %  wegen (76 ) und (78); 

ferner  naeh (75) und (75) 

63 

(82) 

wegen (8,) und (80) 

~ ~ d ~  ~ 

~'q~*~t~ wegen dq~ 1 - -  ~d~. 

Ausserdem ist wegen (78) und (75) 

*, (~o~o - -  c. .)  c ,  
o -  o) 

#=flo 3~ 

C 4 - -  C 3 wegen (73): 
2 
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Nunmehr  ergibt sich aus (82) und (83) 

= } - ~  ~ - ~  ~ 2 

r ~ ~Jo 

a,  fl 

COo, ~ 

Indem wir in diesem Ausdruck nach Formel (79) 

992 ~--1 {{~, --1 - -  2 {}~ , = ~},___% - -  {~--1 

einsetzen, erhalten wir 

{~, ~)}c~ = ~ - -  2 (c~ 

(84) = g --  2 

Es ist ferner 

(Zo, ~o 

~o, ~o 

Setzt man  noch zur Abkiirzung 
a , ~  

~o~ ~o 
so f o l g t  aus (84) 

m l  2991 ({~, ,},-~, - ~-1) 

2991 {~, ~}~-1 , wegen (75)- 

t~-l .  

(86) = _ _  ~ } . _ ~ , .  {~,~}c~-{~,~}c, _ 2 ~ ( ~ - 1  3 - 1 ) _ 2 9 9 1 { 3 , - 1  

Nach Formel  (77) ist aber 

992 - - 1  - -  = ~ } , - - % .  
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Dies in (86) eingesetzt ergibt 

(87) {~, ~/~. --  iS, ~}~, 

(88) 

Hans Hamburger. 

- (  - 

Ausserdem ist wegen (75), (76), (85) und (74) 

~ 0 1 -  2 - -  fl=floa=a~ ~l ~ - - ~  = C5" 

Nun sind aber nach dem Hilfssatz des w 2 und nach Satz 2 die drei Fliichen 

zueinander parallel, und zweitens sind auch die Fliichen 

{~, t)}c, und {~, t)}7-c~ 

zueinander parallel. Die Beziehung (87) erfiill~ somit alle Voraussetzungen des 

Hilfssatzes, und es ergibt sieh aus Formel (87) wegen (88) 

t ~  

, /  
~o,#o 

Hieraus fo lg t  aber in Verbindung mit  (87) 

{~, ~}~ = {{~, ~}c,, {~, ~}.-c,}c~, w . z . b . w .  

45. Um den geometrisehen Inha l t  von Satz 4 recht  deutlieh zu machen, 

gehen wit  yon dem Problem aus, alle Paralleliiiichen zu einer durch mehrfaehe 

Inversion t ransformier ten Flis zu finden. 

Es seien ~,(a, #) und ~.2(a, #) zwei zueinander parallele Fliiehen. Naeh Satz I 

finder man alle zu ~-1 parallelen Fliichen, wenn man in dem Ausdruck 1 

{~, ~1l 

siimtliche zu ~ parallelen Fliichen durchlaufen liisst. Greift  man aus dieser 

Sehar die Fliiehe {~, ~1} heraus, so liefer~ der Ausdruck 

Die Integrationskonstanten c, lassen wir in diesem Abschnitt fort, um die Rechnungen 
nicht unnStig zu komplizieren und die Aufmerksamkeit nieht vom wesentlichen abzulenken. 
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sihntliche Flgchen, Welche zur Flis {~, ~}-1  parallel sin& Der  Satz 4 besagt  

aber, bei geeigneter  Bes t immung der In tegra t ionskons tanten  c~ 

d. h. i n  Wor ten :  Man gelangt  zur gleichen Flgchensehar,  wenn man, ans ta t t  

nacheinander  die Parallelflitchen zu ~]-~ und {~, ~1} -1 zu konstruieren,  die Pa- 

rallelfl~ichen zu t)71 und {th, t)~} -1 bestimmt. 

46. Unser Satz 4 steht  in enger Beziehung zu einem wichtigen yon Bianchi 

angegebenen Vertausehungssatz,  welcher in unserer Bezeiehnungsweise lautet :  

Bianchischer Vertauschungssatzl: Es  seien 5, ~1, ~ drei zueinander parallele 

Fldchen, 71 und 73 zwei Koq~stante u~d tl und t~ zwei verdnderliche Parameter. 

Man  betrachte die Fldchenschar 

(89) } = {g, tit11 +. t~t)~}t,./,+t,r,. 

Dann existiert eine F l&he  ~, die aus jeder F l & h e  ~ der &har  (89) dutch Ribau 

courtransformation hervorgeht. 

Dieser Satz n immt einen Teil des Satzes 4 vorweg, wie man leicht erkennt,  

wenn man erst t l =  I, t 2 = o  und dann t 1 = o ,  t~=  I setzt. Umgekehr t  folgt  der 

Bianchische Satz auch leicht aus Satz 4. Und  zwar setze man, un te r  7~ (ebenso 

wie unter  71 und 7~) eine willkiirliche Kons tante  verstanden, 

c~ = tl 2 + t~ (~1o~2o- 7a), 

(90) 
c~ = 71 -- '2 ~ 1 2 + t.27~ (t~ 71 + t~7~) 

(t t lo + 

und bride mit diesen In tegra t ionskons tanten  die Fliiehe 

(91) ~; = {{~:, tlt)l + t~t)o.}t,r,+t,r,, {lh, t1~1 + t~t}~}c,}c~. 

Offenbar geht  ~ dureh Ribaueour t ransformat ion  aus jeder Flgche ~ der Schar (89) 

hervor. W i t  haben nur noch zu zeigen, dass die Fl~che ~ garnicht  mehr  yon t~ 

und t~ abhgngt,  d . h .  dass der Ausdruck (91) fiir jeden W e r t  yon 7a eine feste 

Flgche liefert, welehe gleichzeitig in jede Flgche der Schar (89) durch Ribau- 

eour t ransformat ion iibergefiihrt werden kann. 

Bianchi, 8. 2o7--212. 
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(92 ) 

mit  

)Pl (~10 t ) 2 o ~  )/a) 
(93) c5 ---- 7~ - -  2 ~)~o ' 

Naeh  Satz 4 is~ nun aber 

= {{5, ~)1}71, { t i t ) '  -~" t2D2, ~l}t:0~-~ 

= { {5 ,  t 1 { , 1 ,  
2 

= { {5 ,  

wegen (9o) 

wegen (44) w I 

wegen (4o) und (46) 

und  damit  ist gezeigt, dass die Fl~iehe ~ nieht  mehr  yon t I u n d  t~ abh~ngt.  

4:7. Bianchi ha t  noch weiter bewiesen, dass sogar eine ganze, yon zwei 

neuen Paramete rn  s, und s~ abh~ingige Schar  yon Fl~chen ~ existiert,  yon denen 

jede einzelne aus jeder  Fl~iche ~ der Schar  (89) durch Ribaucour t ransformat ion  

hervorgeht ;  ausserdem enth~lt  die Schar  der Fl~chen ~ die Fl~iche ; selbst. Bi- 

anchi nenn t  diese beiden Flgchenscharen ~ und ~ zueinander  k o n ju g i e r t . '  

Auch dies lgsst sich leicht  mit  Hi l fe  von Satz 4 zeigen, und zwar gehe 

man  aus yon den Fl~chen 

(94) ~ = {{~, ~1}'/,, 81~'~ -1 -I" 82 {~),, ~l}-fa}$,c'~, 

(95) e ~ - -  _~ + 7.~--2 �9 

Diese Schar  enth~lt  

wegen (63) w 2 

fiir s~ = [, s~ = o .die Fl~che 5 selb.st, 

Fiir s 1 = o, s~ = I erh~lt man  wieder die Fl~che (92). 

Im al lgemeinen Falle ha t  man  wegen (36) w i 

denn es ist 

sl ~)i -1 + s~ { ~ ,  t h } ~  = s~ {~, ~,}~_ ~, . 

Dies in (94) eingesetzt ,  ergibt  wegen (46) 

1. c. S. 39 Fussnote  I. 



(96) 
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Nun ist aber andererseits  wegen (95) und (9~) 

(9z) 

mit 

(98) 

s1 ) 
- 7  2,-~ - n , 

e ' ~ = T t - - 2  ~1 2 + t 2  73--  (t, 
(tlt~,o + t~th0) "~ 

7, + t,7,) 

und zwar erhKlt man (97) aus (92) und (9I), wenn man in den Formeln  (90)und 

(93) fiir 73 die GrSsse 78--  Sl substRuiert  und so yon den Kons tan ten  c~, cs, c5 
2 8~ 

zu c'~, c'~, c'~ geff ih~ wird. 

D e r  Ausdruck (94) lgsst erkennen, dass die Schar der Fl~chen ~ nur  yon 

s~ und s2 aber nicht yon tl und t~ abh~ngt, w~hrend aus (97) folgt, dass jede 

Fl~che ~ der Sehar (94) aus jeder  Fl~che ~ der Schar (89)durch Ribaucourt~rans- 

format ion hervorgeht.  

4:8. Um den in Abschni t t  45. beschriebenen geometr ischen K o n s t r u k t i o n s -  

prozess bequem i te r ie ren  zu kSnnen, fiihren wir neue Symbole ein. Wir  setzen 

(99) 

und definieren rekursiv, wenn 

~, ~l, t)~, . . , ,  th 

zueinander parallele Fl~chen bedeuten,  

( too)  (~; ~ , ,  ,~ ,  �9 � 9  ~ )  = {(~; ~1, ,~ ,  . . . ,  , , , -~) ,  (,~; ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~n-1)}.  

Die hier auf t re tenden In tegra t ionskons tan ten  wollen wir nicht  besonders 

beriicksichtigen; wir erw~hnen nur, dass bei der Bi ldung des Ausdrucks (Ioo) 

verschiedene In tegra t ionskons tanten  auftreten;  den Beweis iiberlassen 
2 

wir dem Leser. Er folgt  vielleicht am einfachsten aus Formel  (IOI). 
6--33617. Aeta raathematica. 62. Imprim6 le 19 octobre 1933. 
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Wenn  man nacheinander  die Parallelfl~chen zu 

~)~-1, {~)2, ~)1} - 1 ,  (~3; ~1, ~)2)--1, ' ' '  , (~)n; ~)1, ~2, ' ' ' ,  ~)n--i) - 1  

~onstruiert,  so liefert der Ausdruck (~; t h , t ) ~ , . . . ,  t),,) wegen (too) sgmtliche 

Parallelfliiehen zu (t), ; th, t)., . . . .  , t), 1) -~, welehe man erhi~lt, wenn ~ alle Parallel- 

fl~Lchen zu t h durchl~uft.  

49. Um eine wichtige Anwendung in w IO vorzubereiten, beweisen wir 

die Formel 

( I O I )  (~; ~)11"" ", ~ ' ) =  ({~, ~11; {~)~' 1 ) 1 1 ' ' '  "' {~)n' ~)i})" 

Beweis:  Fiir n = 2  folgt  die Behauptung (IOI) unmit~elbar aus Formel (99). 

Wir  setzen welter zur A bkiirzung 

( i o 2 )  ~'  - -  {~, ~ , } ,  ~', = {~,., ~ 1 ,  ~ = 2, 3, . . . ,  ~ .  

Unter  der Annahme, dass die Formel (IoI) fiir n - - I  bereits als richgig erkannt  

sei, ergibt sich aus (IOO) 

(~; ~ 1 , ~ 2 , - . - ,  ~ n ) =  {(~; ~ 1 , ' - ' ,  ~.--1), (~.; ~1 , ' '  ", ~n--l)} 
f ! t t 

= { ( f ;  ~, , . . . ,  ~ - , ) ,  (~,~; ~ , . . . ,  ~'_,)} 
= ( f ;  ~'~, ') 

und dieser Ausdruck stimm~ wegen (io2) mit  der rechten Seite yon ( ioI) i iberein.  

D~.mit ist die Behauptung (IOl) bewiesen. 

50. Aus Satz 4 folgert  man nun leicht ein 

Korollar zu Satz 4: Es  seien ~1, ~ , . . . ,  ~ zueinander 

ferner sei 
hi, h~, . . . ,  h~ 

parallele Fldchen ; 

eine beliebige Permutation der Indices I, 2, . . . ,  n. Dann ist, wenn ~ eine beliebige 

zu den n gegebenen ~Th'ehen parallele Fldche bezeichnet, 

(io3) (~; ~h,, ~ ,  . . . ,  ~ h , , ) = ( ~ ;  ~1, ~ ,  . . . ,  ~n), 

und zwar lassen sich die bei don Ausdruck reehter Hand  auftretenden Integrations- 

konstanten geeignet bestimmen, nachdem die Integratiouskonstanten linker H a n d  be- 

liebig gewdhlt sind. 
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Beweis: Da sich jede Permutation durch eine endliche Folge nacheinander 

ausgefiihrter Transpositionen benachbarter Indices erzeugen liisst, geniigt es, wenn 

wir die Beziehung (Io3) nur fiir diesen Spezialfall beweisen, und zwar behaupten 

wir zun~chst: 

(I04) 

Und in der Tat ergibt sich nach mehrfacher Anwendung der Definitions- 

gleichung (IOO) 

(~;~)1, " ' ' ,  ~n--2, ~,,--1, ~)n) 

: {{(~; ~)1, " ' ' ,  ~)n--2), (~n--1; ~1, ' ' ' , ~ ) n - - 2 ) } ,  {(~n; ~1, ' ' ' ,  ~)n--2), (~n--1; ~)1, ' ' ' ,  ~n--2)}},  

und weiter nach Satz 4 

= {{(~; , ,  . . . .  , , ~ -2 ) ,  ( , , ;  ,~,  . . . ,  ~ , -~ ) } ,  { ( , , - , ;  , , , . . . ,  , , - ~ ) ,  ( ,~; , ~ , . . . ,  , ~ -~ ) } } ,  

bei geeigneter Bestimmung der bier auftretenden Integrationskonstanten; dies ist 

aber wieder nuch der Definiti0nsgleiehung (IOO) 

= {(~; ~1, . . . ,  ~n-2, ~n), (~-1; b l , . - . ,  ~--~, ~n)} 

= (~; ~1, . . . ,  ~n-~, ~ ,  ~n- i ) ,  

und dami~ ist die Beziehung (Io4) bewiesen. 

Es bleibt je~zt noch iibrig zu zeigen, class auch 

(IO5) (~; ~1,. . . ,  ~-~,  ~ ,  ~ + ~ , . . . ,  ~)  : (~; b, . . . .  , ~ - ; ,  ~+~, ~ , . . . ,  ~-) 

ist, dami~ ist dann der Nachweis gefiihrt, dass sich der Ausdruck (ioo) bei Trans- 

position zweier beliebiger aufeinander folgender Indices nicht ~ndert. 

Aus (IO4) folgt nun aber 

(~; ~)1," '  "' ~ )k ' l ,  ~k, ~k-t-1) = (~; ~)1' ' �9 ' '  ~)k--1, ~)k~-l, ~)k); 

dann ist , wie aus der Definitionsgleichung (Ioo) unmittelbar folgt, auch 

(~; ~)1,..., ~k--l, ~)k, ~)k+l, ~)k-F2) = (~; ~1 . . . .  , ~k--1, ~k-F1, ~k, ~k-F2) 

und weiter wird man, indem man nacheinander die iibrigen Vektoren t)k+3, 

~)~+4,..., ~ beriicksichtigt, auf die behauptete Beziehung (IO5) gefiihr~. Damit 

ist dann das Korollar zu Satz 4 voUstiindig bewiesen. 
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Kapitel II. A n w e n d u n g  der Ribaucourtransformat ion  auf  das 
P r o b l e m  d e r  sphRr i s ehen  A b b i l d u n g .  

w 5. Die Transformation des Problems der sphitrischen Abbildung. 

51. Es sei, wie im vorigem Kapitel ~(a, fl) eine Fli~ehe, deren Parameter- 

kurven a = const., fl = const, mit den Kriimmungslinien zusammenfallen, u(a, fl) 

sei das durch Definition I. bestimmte sphgrische Bild der Kriimmungslinien yon 

~(a, fl). Endlich sei ~ eine feste Ebene, die den Koordinatenanfangspunkt ent- 

halten mSge, und e der Normaleinheitsvektor yon , .  

Man bride jetzt dureh Ribaucoul4ransformation die beiden neuen Fliichen 

(106) 

(m7) 
[ u ( . ,  ~) 

i 

a:(,~, b ' ) =  h;, e - n } ~ : o  
u,~$ 

~ , ~ o  

= t; - 2 (et;) (e - u) - ~ ,  

= {u, e -  u}~.o 

. - (u e) e 
= U - -  2 ( e l l ) ( e  - -  U )  - 1  = - - - -  

I - - l l e  

Dann bemerkt man leieht, dass K(a,/~) und U(a, fl) drei Eigensehaften haben: 

I. Eine einfache Rechnung ergibt 

~ e ~ o ,  I l e = o ,  

d.h. ,  dass die Vektoren ~ und II fiir alle Werte von a und fl der Ebene e pa- 

rallel sin& 8omit definieren die Vektoren 3~(a, fl) und U(a, fl) naeh Definition 5, 

Absehn. 4. zwei in , gelegene ebene Kurvensysteme. 

II. Die beiden Kurvenw ~(a, fl) und ll(a, fl) sind orthogonal; denn 

da ~(a, fl) bezw. U(u, fl) dureh Ribaueourtransformation aus ~(afl)bezw. u(ufl) 

hervorgegangen sind, folgt 

~ a  = o, 11~11~ = o. 

Ferner folgt aus dem Hilfssatz des w 2: 

o__ (e - u) - ~ ,  ~ollUotio. 

Es ist 

11 0 ~ II ,~L ~ ( ~ -  u) -~  , 
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d. h. die beiden Kurvensysteme ~(afl) und 11(a~) sind im Siline der Definition 6 

Abschnitt 4~. zueinander parallel. 

I I I .  Das in e gelegene Kurvensystem 1I entsteht dttrch stereographische 

Projektion des durch den Veks H(a, fl) auf der Einheitskugel bestimmten ortho- 

gonalen Kurvensystems, denn eine leichte Umformung ergibt aus (IO7) 

( 1 0 8 )  11 - -  e __  (11 - -  12) - 1  , 
2 

und welter 

( I O 9 )  
n = e + 2 (11 - e) - ~  = 

~-- {11, 1.I e}tt~o--1 
2 

211 + (1I' - i ) e  

11~ + I 

wegen (4o) und (45). 

52. Damit zwei zueinander parallele Fl~chen ~ und ~* durch Ribaucour- 

transformation in das gleiche ebene Kurvensystem iibergefiihrt werden, muss sein 

{t;*, e -  u } e e o -  {t;, e -  u}e~o = o ,  

oder wegen (44) w I und (IO6). 

I I 0 )  {l;*--1;, e lI}e(~,o-~o) -= ~ * - -1 ; - -  2(e(~;* -- ~))(e-- 1I)-1= o. 

Setzt  man je tz t  w e g e n  (IIO) 

~* - -  ~ - - 7 ( e  - -  ~1), 
e(1;* - 1;) 

(e - u) ~ ' 

so folgt, dass 7 yon a und fl unabhgngig sein muss, da doeh nach Voraussetzung 

die beiden Flgchen ~ und 1;* zueinander parallel sind. Fiir 1 ; * - - ~ = 7 ( e - - u ) ,  

unter 7 eine beliebige Konstante verstanden, verifiziert man aber leicht die Glei- 

chung (I IO) .  

Somit ist 

( ~ )  ~;* = ~ ;  + r ( e -  u) 

die allgemeinste Parallelflgche zu ~, welche durch Ribaucourtransformation in 

das in Formel (IO5) definierte ebene Kurvensystem ~ iibergefiihrt wird. Naeh 

Definition 4, Absehnitt 8. ist ~* eine Parallelfliiehe im engeren Sinne zu $. 
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53. Be~rachtet man alle Fliichen ~, welche das gleiche vorgegebene sph~t- 

rische Bild u(a, fl) der Kriimmungslinien von ~(a, fl) haben, so durchliiuft nach 

Sa~z I das Kurvensystem ~(a, fl) wegen (lO6) und (1o8) alle zu ll(a, fl) parallelen 

Kurven systeme. 

Kennt  man umgekehrt alle ebenen Kurvensysteme ~(a, fl), die zum Kurven- 

system U(a, fl) parallel sind, so lassen sich alle Fliichen ~(a, fl) angeben, welche 

It(a, fl) zum sphiirischen Bild der Kriimmungslinien haben. Man setze niimlich 

~----{~,  U --e}2c : {3~, 2 ( u -  e)-1}2c wegen (IO8) 
(i I2) 

l =  {3~, ( e -  it)-1}_, wegen (46) w I, 

unter  c eine willkiirliche Konstante verstanden. Dann ist nach dem Hilfssatz 

des w 2 ~(c~, fl) parallel zu u(a, f l ) -  c, d .h .  aber It(a, fl) ist das sphi~risehe Bild 

der Kriimmungslinien yon ~(a, fl). Hiilt man ~ fest, setzt - - c z  c0-- -7 und 
2 

liisst 7 alle reellen Werte durchlaufen, so erhiflt man nach Formel (36)w I, 

Abschnitt 33. die Schar der Parallelfliichen im engeren Sinne 

5" --  ~ + 7( e -- it) (vgl. Formel (I I I)), 

welche - -  in lJbereinstimmung mit einer Bemerkung zum Schluss des vorigen Ab- 

schnRtes - -  nach der Ribaucourtransformation (Io6) auf das gleiehe ebene Kurven- 

system" ~(a, fl) fiihren. 

Indem man Formel (63) aus w 2, Absehn. 89. heranzieht, erkennt man, dass 

der Ausdruck (112) niehts anderes als die zu (lO6) inverse Ribaucourtransforma- 

tion angibt. Dabei wird 

e~o 
c = 2 ( 1  - u o e )  

Daraus folgt aber, dass in dem Ausdruck ( I I2)  die allgemeinste Fliiehe ~(a, fl) 

mit dem sphiirischen Bild u(a, fl) enthalten ist, denn durch die Ribaucourtrans- 

formation (IO6) liisst sich ja jede solche Fl~Lche ~(a, ~) in ein ebenes Kurven- 

system ~(a, fl) iiberfiihren. 

54~. Ist durch den Vektor u(a, fl) auf der Einheitskugel ein orthogonales 

Kurvensystem gegeben, so l~sst sich auf Grund der Betrachtungen des vorigen 

Abschnitts, das zu it(a, fl) gehSrige Problem der sphiirischen Abbildung (vgl. De- 

finition 2) auf ein einfaches Problem der ebenen Geometrie zurfickfiihren: 
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Problem I. Es sei 

U ( ~ ,  #) - "  - ( . e )  e 
I - - I I C  

ein orthogonales Kurvensystem der Ebene t,  welches man dureh stereographische Pro- 

jektion des orthogonalen Kurvensystems u(a, fl) der Einheitskugel au f  ~ erhdlt. Man 

suche sdmtliche ebenen orthogonalen Kurvensysteme ~ (a, fl) zu bestimmen, welche im Sinne 

der Definition 6 zu 1I(6, fl)parallel s ind:  Man erh~lt dann vermittels des Ausdrucks 

(112) s~mtliche LSsungen des gestellten Problems der sph~rischen Abbildung. 

55. Beriieksichtig~ man, dass gleichzeitig m i t e  auch e ' = -  e ein Normal- 

einheitsvektor der Ebene , ist, so bemerkt man, dass sich die Fli~che ~ aueh 

noch durch eine zweite Ribaucourtransformation in ein ebenes Kurvensystem 

~'(6, ~) iiberfiihren li~sst. Man erhifl~ diese zweite Ribaucourtransformation, indem 

man in Formel (IO6) r  fiir e substituiert. Auf diese Weise ergibt sich 

[~'(a,  f l )={~ ,  - - e - - t t }_e~o={~ , e+ t t }e~o  wegen (46) w I 
(I I 3) t = ~ - -  2 (e~) (e + 11) -1,  

(I I4)  
[ l I ' (a ' ,  ~ ) =  {l], C + l-l}eUo = l l . - -  2(ell)(C + 1[) - 1  

= u -  ( .  e) e = 1 I - ' ,  
I + l i e  

denn aus Formel (lO7) folgt durch Quadrieren 

( I I S )  1 1 2 :  I + lie 1~+, 2 
I - - l i e '  + I - -  , I - -11~ 

ferner folgt aus (x I4) 

U ' + e  (I I6) - -  (It + e) -1. 
2 

1Y(a, fl) ist mithin dasjenige ebene Kurvensystem, welches (lurch stereographische 

Projektion mit  dem Siidpol der Einheitskugel als Projektionszentrum aus dem 

Kurvensystem u(a, fl) hervorgeht. Endlich ergibt sich durch die zu (I13)inverse 
Ribaucourtran sformation 

(II7) = {3V, (u + r = {~,, U' + chc.  

Durchl~uft ~'(a, fl) alle zu 11'(6, ~) parallelen ebenen Kurvensysteme, so lie- 
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fer~ der husdruck  (II7) ebenso wie (II2) s~mtliche LSsungen ~(a,#) des zu dem 

Kurvensystem u(a, fl) der Einheitskugel gehSrigen Problems der sph&rischen Ab- 
bildung. 

Der Zusammenhang zwischen den beiden ebenen Kurvensysteme ~(a, fl)und 

~'(a, fl), welche yon derselben Fl~che ~(a, fl) erzeugt werden, wird an anderer Stelle 

gekl&rt werden. (Vgl. w 8, Absehnitt  68. und w I2, i b s c h n i t t  88.) 

w 6. Die Differentiaigleichungen des Problems I. 

56. Es seien U und V die beiden in ~ gelegenen Komponenten des Vek- 
tors 11; ferner setze man 

[ U~ -~ A cos a ,  V, = 2: sin a ,  
(iis) 

,9(a, fl) ist somit gleich dem Tangentenwinkel der Kurven f l =  eonst, des dureh 

den Vektor ll(a, fl) bestimmten ebenen orthogonalen Kurvensystems. 

Ist  ~(a, fl) eine LSsung des Problems I, d. h. beschreibt der Vektor ~(a, fl) 

ein zu lI(a, fl) paralleles orthogonales Kurvensystem, so sei 

(I I9) (d3~) ~ = A~da ~ + B~dfl ~. 

Ausserdem seien X und ]" die beiden in r gelegenen Komponengen yon ~. 
Endieh setze man 

(I20) { U + i V = z ,  U - - i V = ~ ,  
X + i Y : z ,  X - - i Y = ~ ,  

e--is= o), ei3:~o,  

dann wird (vgl. Formel (I I8)) 

und ferner wegen der geforderten ParallelitEt der Kurvensysteme ~(a, fl)und 
11(a, fl) mit  Riicksicht auf (II9) 

(I22) z = = A ~ ,  z s = i B ~ .  



(123) 

und hieraus ergib~ sich 

Ribaucourtransformationen und sphArische Abbildung. 

Aus (12I) und (I22) folgt nun aber wegen 

~\ = g ~  = ~ ,  ~ = - i ~  = ~ ,  

{ ~ = ~ o 2 ~ ,  ~ = __ co~(~,  

49 

oder aber nach Ausfiihrung der Differenziation und Division durch 2co ~ 

(I24) 
O) a 

D ( z )  = z,~g + z .  + - ~ z g  = o .  

Offenbar geniigt wegen (t23) auch ~ der gleichen Differen~ialgleichung 

D ( ~ )  = o .  

57. Umgekehrt liefert ein Integral z ~ X + i Y der Differentialgleichung 

D ( z ) - = o  wegen (122) nur dann eine LSsung unseres geometrischen Problems, 

wenn die Nebenbedingungen 

(I 25) eoz~ = reelle GrSsse = A ,  - -  iwz~  = reelle GrSsse = B 

erfiillt sind. 

Aus der Differengialgleichung (124) folgt andererseits 

Oa 
( 1 2 6 )  o ( ~ o ~ )  

d .h .  aber: ist --icoz~ reell, so ist z.w von selbst reell, wofern #~ nicht iden- 

tisch verschwindet; ist umgekehrt z . w  reell, ohne dass 3 .  identisch verschwindet, 

so is~ auch -- iwz f l  reell. Fiir eine L6snng z ~ X + i ]z unseres geometrischen 

Problems I ist somit bereits him'eichend, dass die Nebenbedingungen (I25) fiir 

eine der beiden GrSssen erfiillt sin& Ausgenommen sind die trivialen Spezial- 

fglle ~ . - - o ,  oder ~ - - o ,  in denen  die Bedingungen (125)beide zu befriedi- 

gen sin& 
7- -33617 .  A c t a  ma thema t i ca .  62. Impr im6 le 19 octobre 1933. 
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Aus (I26) ergibt sich noeh eine wiehtige Beziehung, wenn man fiir toza 

und - - i w z f l  die GrSssen aus Gleichung (I25) einsetzt. Man erhiilt dann 

(I27) ~'~ A -- A ' B / ~ '  

da die Gleichungen (i25) und (I26) auch gelten, wenn man ~ fiir z substituiert. 

Die Gleichungen (i27) kann man auch direkt aus (I22) ableiten, indem man 

setzt. 

58. Die Gleiehungen (123) treten bereits bei Darboux 1 auf, werden aber 

dort auf ganz anderem Wege hergeleitet und finden demgem~iss auch eine an- 

dere geometrische Deutung. Um das zu  u(a, fl) gehSrige Problem der sph~rischen 

Abbildung zu 15sen, geht Darboux yon der Gleichung der Tangentialebene ~ an 

die Fl~che ; aus: 

(128) ux~ + vx~ + w x s  = ~. 

Hierbei bezeichnen xl, x~., x s die laufenden Koordinaten der Ebene ~, u, v, w die 

drei reehtwinkligen Komponenten des gegebenen Vektors u. Es 'ist somit 

Nunmehr fiihrt Daxboux Bonnetsche Koordinaten auf der Kugel ein und setzt ~ 

~ + ~  ~ - ~  ~ 
�9 Z Z - -  I 

( I 2 9 )  u -  ~ ,  v = ~ - -  , w = . ~  
I + k ~  I + k ~  z z +  i 

Offenbar sind diese Formeln mit unserer Gleichung (IO9) 

2 l I  + (1] 2 -  i ) e  
i i = -  

I + U  ~ 

identiseh, denn es ist nach (I2O) 

Darboux, I, S. 295--298, IV, S. 169---17o. 
Siehe Darboux, I, S. 297 , die Formeln der 2. Zeile von oben.  

das ~ unseres Textes geschrieben. 
Bei Darboux is t  p ffir 
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Substituiert man die Ausdriicke (I29) fiir u, v, w in die Gleichung (128) der Tan- 

gentialebene , ,  so erhi~lt man 1 nach Multiplikation mit I + ~ 

(13o) (z -~ Z) X 1 "q- i ( Z -  Z)X 2 - { - ( Z Z -  I)X 3 = Z, 

wobei 

( I3I)  = (~ + ~ ) ~  = ~ ( 1  + U ~) 

gesetzt ist. Setzt man noch. 

0k 0k 

sodass 

(~32) ~=Xo + f p d ~  + p d ~  

wird, dann ergibt die Differenziation yon (I3o) naeh ~ und 

(~33) ( xl  + ix~ + zx3 ~ P .  

Den drei Gleichungen (I3O) und (I33) miissen offenbar die Koordinaten 

xl, x~, xa eines Fliichenpunktes yon ~ geniigen. Die Fl~iehe ~ ist somit bekannt, 

wenn ~ und p a l s  Funkfionen zweier Parameter a, ~ bestimmt sind. ~r dem 

�9 or~hogonalen Kurvensys~em auf der Einheitskugel ist abe r  die Funktion 

~.(,~,~) = u(,~,~) + i v ( . , ~ )  

mifgegeben; es handelt sich somit nur noch darum, eine Funktion p(a,  fl) so zu 

konstruieren, dass die durch ~ und p wegen der Gleichungen (13o), (132) und 

(133) eindeutig bestimmte Fl~che ~ eine LSsung des vorgelegten Problems der 

sphiirischen Abbildung liefert. 

Zu diesem Zwecke gehen wir yon der Differentialgleichung der Kriimmungs- 

linien aus. Diese lautet in den GrSssen p und ~: ~ 

d p d ~  - -  d ~ d ~  -~ o,  

oder ausfiihrlich geschrieben: 

(p,~,~ - -  p,~,~)da ~ + ( p , ~  + p~,~ - -  p , ~  - -  p~ ,~ )dad f l  + ( p f ~  - -  p ~ ) d f l  ~ = o; 

2 Darboux, I, S. 297, Formel (3o). 
Darboux, I, S. 295 und S. 297, Formel (32). 
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d .h .  aber, die Kurven a - - e o n s t . ,  fl ~ const, sind dann und nur  dann die Kriim- 

mungslinien der Fl~che ~, wenn gleiehzeitig ~ 

('34) I=o 
sin& Aus den Gleichungen (I34) in Verbindung mit  der Beziehung 

folg~ aber die Existenz einer GrSsse w ~ yore absoluten Betrage I w ~ ] : I derai l ,  

dass die Gr5ssen/3 und } den Differentialgleichungen (I23) geniigen miissen. 2 

Schreiben wir, wieder z fiir ~ und 2 fiir p,  so ergibt sich aus (I3I) und 

( , 32 )  ~ 
a,f l  

= u ~ ( ,  +11 ~)=~o + l 2d~ + zd~ 
. ]  

a,/3 

(135) = )-o + 2 / ~ d l l  wegen ( I 2 0 ) .  
d 

ao,~o 

Damit  sind die GrSssen i ,  p = 2 und ;L als Funkt ionen yon a und fl bekannt  

und  somit das Problem der sph~risehen Abbildung gelSst. 

59. Um zu zeigen, dass die yon Darboux fiir ~ - - l l~ ( I  + 11 ~) angegebene 

In tegra ldars te l lung (132) mit  unseren Formeln iibereinstimmt, setze man 

(I36) 99 --  e + t l l d Y ,  99* --~ l i e  - -  99. 
i t , '  

ao, flo 

Dann ist offenbar 

d99" = l l d ~  + ~ d l I - -  l l d E  = ~ d U ,  

a, 

99* = 990* + f ~dU.  

ao,~0 

t Darboux,  IV, S. I7O , Formel  (3). 
2 Darboux,  IV, S. I7O , Formel  (4) und  (5). 
8 Darboux,  IV, S. I7O, Formel  (6). 
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Ausserdem ist naeh Formel (I 12) wegen ed3~ = o 

= ~ - -  2 CjO ( 11  - -  C) - 1  

= ~e - ~0 ( u  - e) (137) 

wegen (1o8). 

Naeh (135) haben wir zu beweisen, dass fiir )-o= 29* 

(138) 

ist, oder aber, indem wir die 

I + 11~ dividieren: 

lla~ - - ~ .  
(139) u~ = 2 

I +11~ 

Nun ist andererseits 

u~ 

53 

Z ~ 2~o* 

Formeln (131) und (I36) heranziehen und mit 

2 1 I Y  (11 - e ) ~  

1 + 11'  - " ~  - 2 - ( ~ i - -  r  

= u ~  - (u  - e) 

= u ( ~  - ~e) = - ~ u ( u  - e) 

= - -  ~ 0 ( I  - -  l l e )  = - -  2 

(wegen (lO8)) 

(wegen (137)) 

q~ (wegen (II5)). 
i + 1 1  ~ 

Damit sind die Formeln (139), (I 38), (135) und damit gleiehzeitig die Darbouxsche 

Formel (132) auch mit unseren ttilfsmitteln bewiesen. 

60. Die Differentialgleichung (124) D(z)--o ,  durch deren Integration unser 

in Abschnitt 54~. formuliertes Problem I der ebenen Kurventheorie vollstgndig 

gelSst ist, hat die Besonderheit, dass ihre beiden Koeffizienten wr und ~o~ gar- 
60 ~0 

nicht yon der Funktion k(a, fl) sondern nur yon der WinkelgrSsse ,$(a, fl)ab- 

hgngen, und dass vielmehr ~ selbst ein Integral der Differentialgleichung D ( k ) ~ o  

ist. Dieser Umstand ftihrt dazu, die Problemstellung I dureh eine allgemeinere 

zu ersetzen. 

Problem II. Es  sei ein Winkel  ,9 = ,~(a, fl) als zweimal stetig differenziier- 

bare Funkt ion von zwei Verdnderlichen a und fl gegeben. Gesucht werden sdmt- 

liehe ebenen orthogonalen Kurvensysteme, welche, wenn man sie dureh eine komplexe 

Funkt ion 
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darstellt, do" Bedingung 

#) = x ( . ,  #) + it(., #) 

geniigen, oder mit andere.n Worten, sdmtliche ebenen orthogonalen Kurvensysteme, 

deren Tangenten im Punkte a, fl an die Kurven fl = const, mit der X-Achse den 

vo~yegebenen Winkel ,9(a, fl) bilden. 

Dieses Problem I I  wird offenbar auch durch alle diejenigen Integrale der 

Differentialgleichung D(z) = o, welche den Nebenbedingungen (I 25) geniigen, voll- 

stiindig gelSst. Gleichzeitig gehSren aber zu einer gegebenen Funktion ,~(a, #) 

unendlich viele Probleme sphiirischer Abbildung. Es sei ni/mlich das ebene, 

orthogonale Kurvensystem ~(a, fl) eine beliebige LSsung des Problems II;  dann 

projiziere man das in der Ebene , gelegene Kurvensystem ~(a, fl), dessen Kom- 

ponenten X und Y sind, stereographisch yore Nordpol auf die Einheitskugel. 

Sei ~(a, fl) der Vektor, welcher das durch diese Projekiion erzeugte orthogonale 

Kurvensystem auf der Einheitskugel beschreibt. Durchliiuft jetzt das ebene 

Kurvensystem ~(a, ~) alle LSsungen des zu der gegebenen Funktion ,~ gehSrigen 

Problems II, so liefert nach den Betrachtungen des Abschnitts 53. der Ausdruck 

= i - r  

si~mtliche Fliichen ~, deren auf die Kriimmungslinien bezogenes sphitrisches Bild 

gleich ~(a, #) wird. 

61. Die Differentialgleichung (124) D ( z ) = o  ist eine homogene, lineare, 

partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom hyperbolischen Typus mit 

>>gleichen Laplaceschen Invarianten,>. Diese kann man immer auf die bequemere 

Moutardsche Form bringen. Man seize 

(140) U = oJZ, h --  w~#., 
0) 

dann zeigt eine leichte Rechnung, dass u der Differentialgleichung 

(141) M (u) = u=# --  hu = o t 

geniigt. 

Aus den Gleichungen (125) wird jetzt 

t Vergl. Darboux, IV, S I78. 
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(I4 ) 
(o~ co# 

A:wz~:u,~ --u,~o i B : c o z ~ : u ~ - - ~ u ;  

d . h .  aber, man erh~l t  an Stelle yon (I25) die Nebenbedingungen 

reo  e (_I43) u~ - - - u  GrSsse, -- uq- -  u = reelle GrSsse. 
(D 

Indem man  in die Gleichungen (I26) fiir wz~ bezw. wz~ die Ausdriicke in u 

aus Formel (I42) einsetzt, zeigt man, dass yon den beiden Bedingungen ( I43)nur  

eine einzige erfiillt zu sein braucht,  damit  die andere yon selbst gilt. 

62. Fiihrt  man die L5sung des Problems I I  auf  die In tegra t ion  der Dif- 

ferent ialgleichung (I24) bezw. (I4I) zuriick, so hat  dies den Nachteil,  dass das 

In tegra l  z bezw. u noch den :Nebenbedingungen (I25) bezw. (I43) geniigen muss. 

Man wird daher  suchen, die Differentialgleichung (I24) dutch eine Differential- 

gleichung yon reellen GrSssen zu ersetzen. Zu diesem Zwecke geht  man yon 

dem System yon Differentialgleichungen erster Ordnung (I27) fiir die GrSssen 

A und B aus und erh~lt dureh Elimination,  etwa yon A zur Best immung yon B 

die Differentialgleichung 

O. o ,#  

( 45) 

so geniigt 

gleichungen (I 2 7). 

I s t  jetzt  B ein Integral  dieser Differentialgleichung und setzt man welter 

B~ 
A - -  ~#,  

dieses Funkt ionenpaar  A,  B offenbar dem Sys'tem yon Differential- 

Dann  ist aber, wie man leicht verifiziert 

A~dcc + iB~dfl 

ein" vollst~ndiges Differential, und das In tegra l  

a, fl 
/ .  

+ t A ~ d a  + iB~dfl z~----Zo 
. 2  

go, ~o 

l iefert offenbar wegen (i22) eine Darstel lung des gewiinschten Kurvensystems. 
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Fiir manche  Zwecke ist es vortei lhaft ,  die Different ia lgle ichung ( I 4 4 ) z u  

t ransformieren,  indem man in (I44) 

(146) B = a3 C 

substi tuiert .  

(I47) 

Dann  geniigt  C der Different ia lgle ichung 

Aus jedem In tegra l  C dieser Different ia lgleichung erhiilt man B nach Glei- 

chung (I46); A wird durch die aus (I45) abgelei tete Formel  

bestimmt. 

Die Differen~ialgleichungen (144) und (I47) haben beide den Nach~eil, dass 

ihre Koeffizienten die Funk t ion  ~ im Nenner  enthal ten.  Sie sind mi th in  nur  

regular ,  solange ~fl ~ o is~, d. h. offenbar nur, wenn die gesuchten Kurven  

a = const, keinen W e n d e p u n k t  haben.  

w 7. E ine  G le i chung  zwischen assoz i i e r t en  FHtchen. 

63. In  der Ebene e mi t  dem Normale inhei t svektor  e seien zwei zueinander  

parallele ox4hogonale Kurvensys teme ~(a, fl) und  ~(a,  f l )gegeben.  D an n  kann 

man nach den Ausf i ih rungen  des Abschnit ts  53. w 5 aus diesen Kurvensys temen 

Fl~chen konstruieren,  deren Parameter l in ien  a = const., fl = const, mit  ihren Kriim- 

mungsl inien zusammenfal len.  Und zwar erh~ilt man zwei ganz verschiedene FI~- 

chen, wenn man die Rolle yon ~ und ~ verfiauscht. 

Wi r  se~zen (vgl. Formel  (I12) w 5) 

(I48) g = {~, ~O--e}~o, ~* = {~), ~--e}co,.  

Dann  sind nach Formel  (IO9) 

1 Diese Differentialgleichung ist in der Abhandlung des Verfassers: ,,0ber die partielle, line- 
are, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung vom hyperbolischen Typus, deren Koeffizienten in 
einer Veri~nderlichen periodisch sind, Teil I: Das Integrationsproblem,,. Mathemat. Ann. IO 5 (I95I), 
S. 437--498 auf S. 493--498 ausfiihrlich untersucht worden. 
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(149) 

li---~ {9, 9--e}~0'--I 
2 

it* -- {~, ~ - -  e } ~ ' - - I  
2 

die Normaleinhei tsvektoren yon ~ bezw. ~*. 

Ausserdem fiihren die beiden Probleme der sphgrischen Abbildung,  welche 

zu den beiden yon den Vektoren u und u* auf  der  Einhei tskugel  beschriebenen 

or~hogonalen Kurvensys temen gehSren, zu demselben Problem I I  (vgl. Abschn. 60, 

w 6); denn die Kurven  f l~-cons t ,  der du tch  stereographische Projekt ion aus u 

und u* hervorgegangenen ebenen Kurvensys teme (vergl. Formel  (*07) w 5) 

{ . ,  e - - u } e ~ = 9 ( ~ , ~ ) ,  { .* ,  r  

haben den gleichen Tangentenwinkel  ~(a, fl). 

Wi r  fragen nach einer Beziehung zwisehen den Flgehen ~ und ~*, die wir 

nach geeigneter  Bes t immung de r  Kons tan ten  c o und Co assoziierte Fl~chen nen- 
$ 

nen wollen; und zwar g e b e n  wir den Kons tan ten  c o und co den festen W e r t  

* ~ 0 9 0 -  I 
(I 5o) Co = co = 

2 

64:. Wi r  setzen ferner  

a~o 9 o -  9o ~ , ~o ~ - ~eo 9o e; (aeo - 9o) ~ 
( I S I )  C 1 "~ e ,  e l  - -  - -  "~- C, - - C  1 ~ -  ' 

2 2 2 

unger c eine beliebige Kons tan te  verstanden, und  bilden die Flgchen 

!is2) = { ~ e -  9 ,  9 - e}o,, ~* = { ~ -  9 ,  3 e -  e}.,,. 

Dann wird wegen der distr ibutiven Eigenschaf t  (44) 

(153) 

= {3e, 9 -  e}~+c - {9 ,  9 -  e}~ . -1  
2 

= ~ - -  u - -  c (u- -  e) (vgl. Formel (36) und (IO8)) 

und entsprechend 

I0" ~- {~, ~ e } ~ , - - 1 -  {~, ~ - -  e}~o--. 
2 

(* 54) = 1/* - - 5 *  -" C(tt* - -  e), 

8-3a617. Aez,~ mathema~iea. 62. I m p r i m ~  le 19 oc tobre  19aa. 
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d . h . :  Fiir jeden Welt  von c ist ~ eine Parallelfl~che in engerem Sinne yon 

(vergl. Definition 4. Abschnitt 3.) und ebenso --~* yon 5*. 

Nun folg~ ~,ber aus (I52) n~ch Satz 3 w 3 

( I55)  ~}--1= {(~__ ~))--1, { ~ ) - - e ,  ~ - -  ~)}*-c,}ez, 

(I56) 

und entspreehend aus (152) 

c~ - (~o - 9o) ~ 

(isz) ~)*--1 __ { (~__9) - -1 ,  {~__1~, ~ - -9}* - -c , ' } e , ' ,  

, __ ~3' t I + C~ 
(~58) c~ ( ~ o - 9 o )  ~ -  2 (wegen (I5I) und (I56)). 

Andererseits ist 

(x59) 

wobei 

ist, d. h. aber 

( i 6o )  

{ ~ -  e, ~ -  9}.-~,, = { ~ - 9  + 9 -  e, ~ - 9 } . - . , '  

= { ~ - 9 ,  ~-9}~-~o~2 + { 9 -  e, ~ - 9 } c , " ,  
2 

, ( ~ o -  90) ~ 
( ~ o -  90  + 9 o -  e ) ( ~ o -  90) - ~, = 2 

+ c',' 

~,: _ (~o --: 9o) ~ 
2 + ( 9 o -  e ) ( ~ o -  90) - c', 

= ( 9 o -  r  90) - c, (wegen (I 5 I)). 

Folglich ist wegen (I59), (40) w i und (I60) 

{a~-e, ~ - 9 } , - c :  = { 9 - e ,  ~ - 9 } , - ~ , .  

Es ergibt sich somit aus (I57) wegen (I58) 

~}8--i = 1(~__ ~))--1 { ~ } - - e ,  , ~ - -  ~)},_c,}c~+ 1 

und endlich wegen (I55) und (36) w I 

(I6I) 

I~ach dem Hilfssatz des w 2 sind jetzt wegen (i55) die drei Fl~ichen 
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~*--1 ~ --1 ' --1 

zueinander parallel. 

Andererseits  is~ nach Formel (16o) und (451 w I 

59 

= ( -  e + { 9 ,  z - 9 } o , , ) - 1 .  

offenbar der Endpunk t  des Vektors - - c  + {~i ~ - - ~ } , , "  in einer 

welche  im Abstand =- i zu der durch den o-Punl~ laufenden 

Nun ist aber 

Ebene gelegen, 

Ebene e gezogen ist; der Endpunk~ des Vel~ors ~ liegt somit auf  einer Kugel  

Radius ~ ,  welche sich n a c h  der negat iven Seite der Ebene ~ erstrecl~ und v o m  

diese im o-Punkt  beriihrt. Se~zt man endlich 

(162) D = e + 28, 

so durehl~iuft der Endpunkt  yon ~ die EinheRskugel  mi~ dem o-Punk~ als Mittel- 

punkk Da nun aber mR ~ aueh die Fl~tehe ~ zu den Fl~iehen t) -1 und t) *-1 

parallel ist, so ist ~ das den Fl~ehen t) -1 und ~.-1 gemeinsame sph~risehe Bild. 

Substituieren wir in Formel (161) fiir ~) und ~)* ihre Wer te  aus (153) und 

(154) und  drfieken wir ~ naeh Formel  (162) dureh den Normaleinheitsvektor  

aus, so erhal~en wir zwisehen den in Formel (I48) und (15o) definier~en zu ein- 

ander  assoziier~en Fl~ehen ~ und ~* fiir jeden Wer t  yon e die Beziehung 

(~ - - 1 1 - -  C (11-- r - i  + ( ~ * - - l l * + e ( t l ~ : - - - e ) ) - - l =  t } - e ,  
2 

d . h .  demnach, die Fldchen 

(~- u - ~ ( .  - e)) - 1  u n d  - ( ~ *  - . *  + e ( . *  - e)) -1  

sind zueinander parallel im engeren Sinne (vergl. Definition 4. aus Abschnit t  3.). 

Insbesondere erh~lt man fiir e = o 

(I63) (~ --1I)-! + (~* --: 11*) - i  = D-- e 
2 

65. Die in der Relat ion (I63) enthal~ene Aussage l~ss~ sieh aueh um- 

kehren:  

Es sei re(a, fl) eine beliebige Pl~che mit  dem (positiv gerichteten) Normal- 

einheitsvektor •. Man bride durck Inversion die Flttehen 
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m -~ und ~ - e _ r 0  ; 
2 

ferner seien u bezw. u* die mit - - I  multiplizierten Nomaleinheitsvektoren der 

Flache r~ bezw" (V -- c -- m) -~" 2 Se,z, man endlich 

~ .~______ m_1 _.~ u, ~, ~ ( v _  c )-1 
2 IO + U*, 

so ist 

{~, e - u h ~ . - ~  {n*, e - u * h ~ o  = ~,  

{~*, e -  n*h~~ = {n, e -  u},~. = 0 .  

w 8. Ribaucourtransformationen in der Ebene. 

66. Es seien ~(a, fl) und ~(a, fl) zwei zu einander parallele orthogonale 

Kurvensysteme der Ebene ~. Da dann ~ d ~  ein vollst~ndiges Differenzial ist, 

l~sst sich auch hier das Symbol 

] ~ = / ~ ,  ~}~ = ~ -  2 ~ 0  -~ ,  

(I64) '~'fl ]q =c§ 
ao, flo 

definieren. 

Um auch in diesem Falle eine geometrische Deutung der Transformation 

(I64) anzugeben, setzen wir anstelle der Formeln (49) bis (57) des w 2: 

Dann ist 

~ = z ~ ,  ~,~ = ~ ) ~ ,  

(d~.)~= A ~ d a  ~ + B~d~  ~, 

Y.,~ = A 111, Y.~ = B 11~, 

A B u 
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B 

~ :  ~ = ~ A ,  ~ = ~ = ,~B .  

Ferner ergibt; sieh dureh Different, iation yon (I64) (vgl. Formel (58)) 

Setzt man noch 

so ist 

^ B 2q~ 

f i l  = ]~X 2 ~  - 1  , f lo = ~2  - -  2 T ] ~  - 1  , 

und ferner, wie man leieht durch Rechnung verifiziert, 

fl~ = i ,  f l~  = i ,  f i ~ f i ~  = o .  

Endlich ergibt sich fiir 

engsprechend zu Formel (61) 

"~2-- -  99 

:~ + tq f i i  = Y. + RtU~, ~ + R ,  fi,  = Y. + R,1I, ,  

d. h. aber geometrisch: Zwei entsprechende Kurven a----cons~, der beiden Sy- 

steme ~(a, fl) und ~(a, fl) erscheinen als die beiden Zweige der Hiillkurve elner 

Schar yon Kreisen mit  ~ + RlU x als ~Iit~elpunkt und Rx als Radius; und ebenso 

erscheinen zwei entsprechende Kurven f l =  const, der Systeme ~(a, fl) und ~(a, fl) 

als die beiden Zweige der Hiillkurve einer Schar yon Kreisen mit  ~ +/~11~ als 

]~it telpunkt und R~ als Radius. 

Wir  wollen den t~bergang yon E(a, ~) zu ~(a, fl) eine ebene Ribaueourtrans- 
formation nennen und definieren: 

Definition 7. Wir sagen: Das orthogonale Kurvensystem ~(a, fl) geht dureh 
ebene Ribaueourtransformation aus dem orthogonalen System ~(a, fl) hervor, wenn 
zu entsprechenden Punkten P und P in X(a, ~) und ~(a, fl) zwei Kreise k, und k~ 
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existieren, welche erstens beide dutch P und P gehen ; zwe i tens  soll k 1 die beiden 

Kurven a = cons~, durch P und P yon X(a, ~) und 3~(a, fl), k~ die beiden Km~en 

fl = coast, dutch P und P von ~(a, fl) und ~(a, fl) beriihren. 

Ubrigens folgt, wenn die Schar der Kreise kl mit dem in der Definition 7 

geforder~en Eigenschaften gegeben ist, die Existenz der Kreise k~ yon selbs~; 

denn offenbar is~ k~ der zu k~ orthogonale Kreise durch P und /~. 

67. Es l~ss~ sich ferner zeigen, indem man die Bianchische Schlussweise ~ 

auf den ebenen Fall iibertr~igt, dass in der Form (I64) alle ebenen Ribaucour- 

transformationen des Kurvensystems 3~(a, fl) enthalten sin& Wir  gehen auf den 

Beweis nicht ausfiihrlich ein, da wir im folgenden yon dieser Tatsaehe keinen 

Gebrauch machen. Wir bemerken nur, dass sich jetzt der Hilfssatz des w 2 

auch fiir ebene Kurvensysteme formulieren l~sst, und zwar finder man seinen 

Beweis ohne Schwierigkeiten durch sinngemKsse l~bertragung der (~berlegungen 

des Abschnitts 36. w 2. 

Aus dem Hilfsatz folgert man jetzt anstelle yon Sa~z I (vergl. die Be- 

trachtungen des Abschnitts 40. w 2) den 

Satz la: Bezeichnet in dem Ausdruck 

~(a, fl) ein festes orthogouales Kurvensystem der Ebene e, und durchla'uft ~ alle 

zu ~(a, fl) parallelen ebenen Kurvensysteme, so bestlmmt ~(a, fl) alle ebenen orthogo- 

nalen Ku~wensysteme, welche aus Y(a, fl) dutch Ribaucourtransformation hervorgehen. 

Ist abet" ~(a, fl) ein festes, ebenes, orthogonales Kurvensystem und durchlduft 

alle zu ~(a, fl) parallelen Kurvensysteme, so liefert der Ausdruck fiir ~ aUe zu 

~-1 parallelen Kurvensysteme. 

Entsprechend lassen sich auch die S~tze 2 und 3 des w 3 und Sa~z 4 des  

w 4 fiir unser Symbol {Y, O}e aussDrechen. Man erh~ilt so: 

Satz 2a: 1)ie beiden ebenen orthogonalen Kurvensysteme 

~ - 1 :  {X, 0}-~ ~ und 0 - x =  {0, ~}*-~c 

sind zueinander parallel. 

Bianchi, S. I7I--t74. 
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Satz 3a: E8 ist 

wobei 

gesetzt ist. 

{2, ~}~-1 __. {~--1, {~, 2}*--c}c 

ao, flo 

Satz  4~: Sind ~(a, fl), O(a,~), 3(a, ~) drei zuei~ander parallele orthogonal e 

ebene Kurvensysteme, so ist 

{O, = {{2, {3,  

wobei die Konstanten cl, c,, ca beliebig sind und die dutch die Formeln (73) und (74) 

bestimmten Konstanten c a und e 5 von cl, c~, e a abhh'~gen. 

Wiihrend die Beweise der Si~tze 3 und 4 auch fiir die Behauptungen der 

Si~tze 3 a und 4 a schliissig bleiben, verlangt der Beweis yon Satz 2 a eine leichte 

Modifizierung. 

Es gelten zwar auch hier die Formeln (65) und (66), wenn man in ihnen 

fiir die Fl~chen ~ und ~ die Kurvensysteme 2 und ~ substituiert. Anstelle der 

Normalvektoren u, 1~, ~t hat man aber jetzt die Tangenteneinheitsvektoren U l ,  

bezw. 111 bezw. 111 an die Kurven f i - -cons t ,  des Systems ~(a, fl) bezw. {2, ~}c 

bezw. {~, ~ l c  1 einzufiihren; man beweist dann, ebenso wie in Abschnitt 4:1., ~ 3 

anstelle der Formel (67) fiir u 

2 ~ 0 2 - 4 ~ c  ~ 

Aus den Symmetrieeigenschaf~en dieses Ausdrucke~ in ~ und ~ ,  q~ und ~* folgt 

wieder 

wenn U* den Tangenteneinheitsvektor an die Kurven f l ~  const, des Systems 
- 1  

~},-c bedeutet. Dare r  ist auch Satz 2 a vollsti~ndig bewiesen 
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68, Es sei wieder ~(a, fl) eine Flgche und  u(a, fl) das sphgrische Bild d e r  

Krf immungsl inien yon ~. Die Fli~chen ~ und u fiihre man vermittels der Ribau- 

court, ransformat ionen (lO6) und (IO7) des w 5 in die ebenen Kurvensys teme 

:~(a, fl) und ll(a, fl), vermittels (II3) und (114)des  w 5 in die ebenen Kurven- 

systeme ~'(a, fl) und  ll '(a, fl) fiber. 

Es soll jetzt  gezeigt werden, dass man ~(a, fl) durch ebene Ribaucourtr~.ns- 

formation in ~'(a, fl) fiberfiihren kann. Bildet man ni~mlich 

(165) Se = {3e, U}~, 

so behaupten wir: es ist 

(I66) "~=~'- 2e;U" 

mit  

(167) e t --~- e - -  - -  
ero 

I - -  e l l  o 

Beweis: Se~zt man 

ein, so ergibt sich, 

oder abet  nach Satz 4 

(I68) 

in (165) f f i r  ~ und II die Wer te  aus (lO6) und (IO7) 

= {{~, ~l}c,,, { e - u ,  u } . , } o , ,  

(I69) 

zu setzen ist. 

w o b e i  aus den Formeln (73) und (74) des w 4 sieh ffir c', der  Ausdruck (167) 

ergibk wi~hrend 

I c', = ( e -  u0)Uo - e u 0 =  - i ,  

l ~' = e~o - ~ < (euo) 

Nunme hr  folgt  aus (168 i wegen (42), (45), (40) w I u n d  wegen II  - 1  = U  

= {~ - 2 d u ,  e - (1 + 2c' ,)u}o,  

-= {~ --  2c'~U, e + u}e~o-2d(e~) wegen (I69) 

= {~, e + u}e~o - -  2 e', {u, e + u}r wegen ( 4 4 )  w I 
p 

= ~ '  - -  2 e ,  l l '  

nach Formel  ( I I 3 )  und (114) des w 5. Dami t  ist Formel  (I66) bewiesen. 
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Aus (167) folgt: 

c'~ : o  fiir e---~ e~oo 
I - -  e l l  o 

Somit ergibt sich aus (I65) und (166) 

(I7 o) , ~ ' :  {,~, 12} ~o , 
l--cl io 

d. h. aber, dass sieh das Kurvensystem ~(a, fl) dureh ebene Ribaueourtransforma- 

t ion in ~'(a, fl) fiberffihren l~sst. 

69. Wi r  gehen zu einer anderen Anwendung  des Satzes 4 fiber. Es  seien 

und ~ zwei  Parallelfldehen, und es sei 

( ' 7 ' )  ~ ----{~, ,}e. 

~u man je t z t  ~, t), und ~ durch die Ribaucourtransformationen (lO6) in die 

ebenen orthogonalen Kurvensystem ~(a, fl), .~(a, fl) m~d ~(a, fl) iiber, so behaupten 

wir, es ist  

(I72) 

mit  

('73) 

Beweis: 

(lO6) w 5) 

(174)" 

wobei 

(e~0) (U~o) c' == e + 
I - -  e u  0 

Is t  r der Normaleinhei tsvektor  yon ~, so ha t  man (vgl. Formel  

~o = ~o --  2 c~T 1 

zu setzen ist. Aus (174) ergibt sich, wenn man fiir ~ den Ausdruck (I71) und 

ffir ~t seinen W e r t  aus Formel  (4I), w I substituiert,  

_ 90 

und nach Satz 4: 

(175) ~ =/{~; r {,, r 
9 - - 3 3 6 1 7 .  A c t a  ma themat i ca .  62. I m p r i m 6  le 20 oc tob ro  1933. 
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hierbei ist wegen Formel (73) und (74) w 4 

2 e ~0(r -- 'Uo) 
+ Uo~o 

e' 1 = e~o - 2 c ~  + ~] = e~o, 
Oo 

c; = t % ( e -  Uo) + Uot~o = eUo, 

2(e~o)  (UoUo) (e~o) (Uo~o) , 
c ' ~ = c +  ( e - U o )  ~ - c +  i - e l i  o - c w e g e n  ( i 7 3 )  . 

Setzt man diese Werte  fiir e',, c'.., c'~ in (I75) ein, so ergibt sich wegen 

die behauptete Beziehung (172), w. z. b. w. 

w 9. Der Satz yon Moutard und die ebene Ribaucourtransformation.  

70. In diesem w wollen wir die ebene Ribaucourtransformation heranziehen, 

um eine yon Moutard angegebene analytische Transformation aus der Theorie 

der par~iellen Differentialgleichungen geometrisch zu deuten. Wir  fomul ie ren  

zuniichst das 

Moutardsche Theorem t: Es sei die partielle Differentialgleiehung 

M ( . )  = . ~  - -  h ( . ,  t~), ,  = o 

vorgelegt, und es sei it(a, fl) ein partikul&'es Integral, u(a, fl) das allgemeine Integral 
der D~fferentialgleichung M ( u ) =  o. Man setze 

(I) 
i ~ ( . ,  ~) = ~ o ~ 0 7  " 

Dann ist, unter qDo eine willkiirliehe Integrationskonstante verstanden, 

(I76) ~ =~-  u (9o --  / ' ( ~ u ,  -- uit ,)da --  (~u~ -- ugtfl) dfl) 

~,(30 

" das allgemeine Integral de~: Differentialgleichung 

i M. Mout~rd: 1. c. S. 13 Fussno te  I. Vgl. auch Darboux II ,  S. I58--16o.  Bianehi,  S. 42--45.  
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- -  - = o ;  

dabei is t  der Ausdruck  unter dem Integralzeichen in (I 76) ein voilstgndiges Di f -  

ferent ial .  

~r Differentialgleichungen sind in unseren Untersuchungen in 

Abschnitt 61. w 6 aufgetreten, doch nut  solche, deren Koeffizient h ( m f l ) d i e  

spezielle Eigenschaft hat, dass er sich auf die Form 

( '77) h(a, fl) = to,#_ , to = e -io(~,r a(a,  fl) reell 
tO 

bringen lgssk (Vgl. Formel (I4o) und (I41).) Die angekiindigte geometrische 

Deutung des Moutardschen Theorems wird sich auch nur auf solehe speziellen 

Differentialgleichungen beziehen. 

Bestimmt man jetzt wieder die Funktionen z und ~ aus den Gleichungen 

(I78) u = ~ z ,  ~ = o ~ ,  

so sind nach absehn. 61. w  z und ~ Integrale der Differentialgleichung (I24) 

D (z) = o. 

71. Wir  erwghnen zungchst eine schon Darboux bekannte Tatsachei:  

wenn das partikulgre Integral *~ den Nebenbedingungen (I43), oder, was das- 

selbe ist, wenn ~ den Nebenbedingungen (t25) geniigt, so lgss~ sich auch der 

Koeffizient ]~ der ~ransformierten Differentialgleichung ~3/(4)= o auf die Form 

(I79) ]~(tz,/~) = ~:fl, ~ = e--'g(~,# ), 

bringen. 

Se~zt man ngmlieh 

(,8o) = 

u u 

�9 ~(a, fl) reell 

wobei das Zeichen 4, wieder wie in w 6 die zu ~ konjugiert-komplexe GrSsse 

bezeichnet, so zeigt eine leiehte Rechnung, bei der man die Formeln (I42) her- 

anzieht, dass 

Vgl. Darboux, IV, S. 182--I84. 
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ist. Andererseits folgt aber aus  (I8O): [ 0 ) [ =  I. 

Funktion ~(a, fl) derart, dass 
^ 

(o(a, fl) --~ e--i:~(",# ) 

is~. 

Mithin existiert eine reelle 

(I76) 

zu diesem Zweeke in Gleiehung (I76) die u dureh die z auszudriieken. 

Setz~ man 

Damit ist die behauptete Darstellung (I79) fiir ]~ bewiesen. 

72. Wir  wollen jetzt die i3bereinstimmung des Moutardschen Integrals 

mit tier ebenen Ribaucourtransformation (I64) w 8 aufweisen, und suchen 

6 ~ = ~ ,  

ferner ist, wenn z ebenso wie ~ den Nebenbedingungen (I25) geniigt, sodass 

auch die Differentialgleichungen (I23) fiir z und ~ gelten, 

k~  --  z~=, 

~ u ~  - -  u ~  ----- ~2(~e~ - -  z ~ )  

(wegen ( I  7 8 ) )  

(w~gen (I:3)) 

Folglich erhiilt man mit Riicksicht auf (I8I) anstelle yon (I76): 

und endlich 

(i82) 

=,# 

i( f ) = ~ ~o - ( ; ~ -  z L ) d ~  + (~z,~ - ~Z~)d# 
Z 

ao, flo 

a, 

~o~ ~o 

+ f (d(z~) -- (~d~ + 
ao, (/o 

i( f, ) ~ = z - - ~  2 c +  d z  + ~d~  , 
Z 

ao, ~o 

so ergibt sich mit Hilfe yon (I8O) 

(18 i )  
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wobei 

= ~ ( ~ / ~ : ~ -  eo) 

e ine  neue willkiirliche Konstante bezeichnet. 

BeriicksiChtigt man, dass wegen der Nebenbedingung ( I 2 5 ) & ~  reell sein 

soll, so ergibt eine leichte Rechnung, dass dann c reell gew~ihlt werden muss. 

73. Man setze endlich 

und es bezeichnen ausserdem ~, 2, ~ die der Ebene ~ parallelen Vektoren, deren 

beide in e gelegenen Komponenten X, Y bezw. X, Y bezw. J;, I ? sind. Dann ist 

~dz + ~d~ = 2( •  + ~d r) = 22d~, 

i 
- -  o - -  ~ '  

und es ergibt sieh aus (I82) 

Z ' - - Z - -  2 

oder, vel~oriell geschrieben 

\ 

~ ,  ~o 

D. h. aber, die in Formel (I76) angegebene Moutardsehe Transformation 

iSt fiir den Fall, dass erste~s h yon der Form (i77) ist, zwei tens  u und ~ den 

Nebenbedingungen (I43) geniigen, mit der in Abschnitt 65. w 8 definierten ebenen 

Ribaucour~ransformation identisch, husserdem liefern die Ausdriicke (I76) bezw. 

(I83) naeh dem Moutardsehen Theorem bezw. nach Satz I a alle ebenen orthogo- 

nalen Kurvensysteme welehe dem Kurvensystem 2 -1 parallel sind, wenn u alle 

den Nebenbedingungen (I43) geniigenden Integrale der Differentialgleichung 

M(u)  ~ o, bezw. wenn ~ alle zu 2 parallelen ebenen Kurvensysteme durchl~uft. 

Die durch die Formeln (I8o) und (I79) definierte Funktion ~(a,~) ist gleich dem 

Winkel der Tangente im Punkte a,/~ an die Kurve fl-~ const, des Systems 2 -1 . 



70 Hans Hamburger. 

74. Aus der Tatsache, dass die ebenen Ribaucourtransformatibn (183) mit 

der Moutardsehen Formel (176) identisch ist, folgt, dass dem Vertauschungssatz 

4 a aus w 8 ein Vertauschungssatz fiber die partikul~iren Integrale Moutardscher 

Gleichungeu entspricht. Diese Eigenschaft der Integrale war bereits yon Bianchi 

bemerkt worden 1 und hat-~e ihn zu seinem in der Einleitung, Abschn. 13. er- 

wghnten Vertauschungssatz bei W-Kongruenzen geffihrt. ~ 

w io. Der Satz yon Moutard und die Flgchen vom Laplaceschen Typus. 

75. Es sei eine Fliiehe ~(a, fl) vorgelegt, deren Parameterlinien a = const., 

f l=cons t ,  nicht wie bisher mit den Kriimmungslinien zusammenfaUen sollen, 

sondern ein beliebiges konjugiertes Kurvensystem auf der Fliiche bestimmen 

mSgen. Dann folg~ bekanntlich aus den Gaussschen F o m e l n  fiir die partiellen 

Ableitungen zweiter Ordnung yon ~, dass Mle drei Komponenten yon ~(a, fl) der 

homogenen linearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung vom hyperbo- 

lischen Typus 

L ( u ) = u . a + a u . + b u ~ = o ,  a --~ - j l '  2] /1'21 
( i  ~ ' b =  - - t  2 I 

[I '21 und I~ '2 |  genfigen, wobei unter I I J I 2 j' wie fiblich die Christoffelsehen Symbole 

zu verstehen sind. 

Wir sagen, das konjugierte System ~(a, fl) und die Differentialgleichung L(u) - -o  

sind vom >)Laplaceschen Typus,>, wenn sich das allgemeine Integral yon L ( u ) = o  mit 

Hilfe der Laplaceschen Kaskadenmethode explizit angeben ldsst, d. h. wenn nach 

einer endlichen Anzahl yon Laplacesehen Transformationen die J)ifferentialgleichung 

L(u) = o in die einfache i~tegrable Form 

oder 

iibergefiihrt wird. 

Darboux 

L,~(u,) = u,~at 3 + b,~u,~ = o 

L *  = u* ma( J + a~aUm a ~ 0 

hat fiir die konjugierten Systeme vom Laplaeeschen Typus eine 

Bianehi, S. 45--48. 
Bianehi, S. 58--6I. 
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geometrische D e u t u n g  angegeben,  fiber die wir bier  kurz berichten wollen. 1 W i r  

be t rachten  die Geradenkongruenz  

(~ 84) : + t~,~ 

der Tangen ten  an die Kurven  ~ =  const, der  Flgche ~. Diese Kongruenz  hat  

e ine Brennfl~che, deren einer !Vlantel die Fl~iche ~ ist, wShrend als ihr  zweiter 

Mantel  eine neue Fl~iche ~L(a, fl) bes t immt wird. W o f e r n  ~1 nicht  in eine Kurve  

entar te t ,  bilden die Parameter l in ien  a - -  const., f l-~ const, wieder ein konjugier tes  

System; ausserdem sind die Geraden der Kongruenz  (I84) Tangenten  an die 

Kurven  fl = consk der Fl~tche ~ .  

N u n m e h r  unterwerfe  man die Flgche ~l(a, fl) derse lben  geometr ischen Kon- 

s t rukt ion  wie die Flgche $(a, fl), indem man die Geradenkongruenz  

(:85) ~l + t~l~ 

der Tangen~en an die Kurven  a ~ eonst, auf  ~t heranzieht .  Sie ffihrt  zur Be- 

s t immung einer Fl~che ~(a ,  fl), welche zusammen mit  ~l(a, fl) die beiden M~ntel  

der Brennflgehe der Kongruenz  (I85) bildet. 

Auf  diese Weise fahre  man fort ,  indem man je tz t  zur Kongruenz  

iibergeht.  

( I86)  

welche en twede r  unendl ich 

einer Kurve  entar~et. 

(I87) 

Man erhglt  so eine Folge yon Flgchen 

~, ~1, ~.,, . . . ,  r k, . . .  

ist, oder aber bei ~,~(a, ~) abbricht ,  wenn ~(a ,  fl) zu 

Nach  der gleichen Methode konstruiere  man  eine zweite Folge yon Fl~ichen, 

~, ~-1, ~-2, . . . ,  ~-~, �9 . .  

indem man entsprechend die Geradenkongruenzen  

{] [Z 

der Tangen ten  an die Kurven  fl = const, betrachtet .  Dann  werden ~ und ~-1 

1 Darboux, II, 8. I6--22. 
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die beiden M~ntel der Brennfl~iche der Kongruenz ~ + t~:, wiihrend ~-k und 

~-k-1 die M~ntel der Brennfl~iche der Kongruenz ~-k + t ~ 0 ~  sin& Auch hier 

sind zwei F~lle mSglich. Entweder die Folge der Fl~ichen (I87) ist unendlich 

oder aber die Folge (187) bricht bei ~-~ ab, weil ~__~ in eine Kurve ausartet. 

Darboux hat nun gezeigt, dass das konjugierte Kurvensystem ~(a, fl) (oder, 

was dasselbe ist, die Differentialgleichung L ( u ) : o  dann und nur dann vom La- 

plaeeschen Typus ist, wenn entweder die Folge der Fl~chen (~85) oder die Folge 

(!87) oder beide Folgen abbrechen. 

Art yon Laplace-Transformationen 

Der Beweis beruht darauf, dass der einen 

Ouk 
U 1 ~ 14,~ -~ aU~ ~ k + l  ~ ~ + auk 

der l~bergang yon ~ zu ~1 bezw. yon ~k ZU ~k-}-I der anderen Art yon Laplace- 

Transfomat ionen 

U--k 

der •bergang yon ~ zu $-1 bezw. yon ~-k zu ~-k-1 entspricht. 

76. Das konjugierte System der Kurven a : const:, fl : eonst, yon ~(a, fl) 

sei wieder, wie bisher, das ausgezeichnete System der Krii,nmungslinien. Dann 

sagen wir kurz: die Flh'che ~(a, fl) ist  yore Laplaceschen Ty~us, wenn das System 

der Kriimmungslinien a u f  ~ im S i ~ e  der Ausfiihrungen des Abschnitts 75. vom 

Laplaceschen Typus ist. t~brigens folgt dann aus einem Satz von Goursat ~, dass 

in diesem Falle die Fl~chenfolgen (185) und (I87) beide abbrechen. 

Es sei ferner H(a, fl) das sph~rische Bild der Kriimmungslinien yon ~(a, ~) 

und ll(a, fl) das orthogonale Kurvensystem der Ebene e, in welches u(a, ~) dureh 

die Ribaucourtransformation (Io7) w 5, d .h .  durch stereographische Projektion 

iibergefiihrt wird. Ist jetzt ~(a, fl) yore Laplaceschen Typus, so ist auch die 

Moutardsche Differentialgleichung 

M (u) : u,,,~ - -  to~ u : o, 
tO 

auf welche die LSsung des zu ll(a, fl) gehSrigen Problems I (vgl. AbschnRt 54, 

w 5) fiihrt, selbst vom Laplaceschen Typus. Von dieser Tatsache hat schon 

1 E. Goursa t ,  s u r  les dqua t ions  l in~aires  e t  la md thode  de Laplace.  Amer .  Jour .  of Math .  18 

(I896), S. 347- -385 ,  vgl.  insb.  S. 377--382. 
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Darboux Gebrauch gemacht.: Dureh sie wird aueh die (}bereinstimmung der 

oben angegebenen Definition fiir Fli~chen vom Laplaceschen Typus mit der Defi- 

nition des Abschnitts 21. der Einleitung hergestellt. 

77. Nach dem Satz von Moutard-Darboux, den wir in der Einleitung in 

den Abschni~ten 22. und 23. formuliert  haben, liisst sich das Kurvensystem 

lI(a, #) dureh eine endliche Anzahl ebener Ribaucourtransformationen aus einem 

orthogonalen Kurvensystem lI(a, #) gewinuen, dessen eine Kurvenschar sich nur 

aus Geraden zusammensetzt. Es ergibt sich mithin fiir ll(a,/~) in der sym- 

bolischen Bezeichnungsweise des Abschnitts 48. w 4 (vgl. insbesondere Formel 

(IOO)) die Darstellung 

( 1 8 8 )  

Hierbei bezeiehnen 

= . . . ,  

n q- I untereinander parallele, orthogonale, ebene Kurvensysteme, deren eine Schar 

immer aus Geraden besteht. 

Ist  endlieh Y(a, ~) das orthogonale ebene Kurvensystem, in das die Fli~che 

~(a, #) durch die Ribaucourtransformation (lO6) w 5 iibergefiihrt wird, so sind 3~ 

und {I zueinander parallel (vgl. Absehnitt  51,  w 5) und somit erhglt man auch 

(I 89) ~ = ( ~ ;  ~ 1 ,  " " ", ~ n ) ,  

wo wieder ~ zu LI parallel ist. 

g8. Nnnmehr wollen wir aus dem 8atz yon Moutard-Darboux mit Hilfe 

unseres VerLausehungssatzes 4 arts w 4 einen weiteren Satz ableiten, der fiir die 

Fliiehen g(~, #) yore Laplaceschen Typns im Sinne der Definition des Absehnitts 26. 

eine neue geometrisohe Oharakterisierung enthglt: 

.[st ~(~, fl) eine 2"l&he vom Laplaceschen Typus und u(a, fl) das sph&'ische B i ld  

der Kriimmungslinien von ~, so ist 

(19~ g = (~; ~1, . . . ,  ~)n), It = (1~o; th, . . . ,  l)n). 

ttierbei bezeiehnen ~, ~:, . . . ,  ~,, n + I zuei~mnder parallele Fl&hen,  it das gemein- 

same sph&'ische B i ld  ihrer Kriimmungslinien, dessen eine Schar sieh aus Kreisen 

a Darboux, IV, S. 178--179. 
10--33617. Aeto mathematiea. 62. [mp r im6  le 20 octobro 1933. 
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zusammensetzt, welche alle dutch einen festen Punkt  der Einheitskugel M~Murch- 
gehen. 

Den Beweis dieses Satzes erbringen wir im n~ehsten Absehnitt. Zuniichst 

bemerken wir, dass bei der Darbouxschen geometrischen Charakterisierung der 

Fl~chen yore Laplaceschen Typus (vgl. Abschn. 75.) die bei der Folge yon Flii- 

chen (I86) und (i87) auftretenden Parameterlinien a ~ const.,/?-~ const, yon ~k 

bezw. ~-k nur konjugierte Kurvensysteme bilden, auch wenn die Parameterlinien 

der Ausgangsfl~iche ~ Kriimmungslinien sind. Hingegen ergibt unsere Darstellung 

(19o) der Fl~che ; eine geometrische Konstruktion, bei der man yon einer Fl~che 

ausgehend, durch eine endliche Anzahl yon Ribaucourtransformationen zu 

gelangt, sodass bei jedem einzelnen Schritt das System der Kriimmungslinien 

erhalten ble ibt .  

79. Beweis: Es seien wieder .~ und l[ die beiden ebenen orthogonalen 

Kurvensysteme, in welche die Ffiiche ~(a, fl) yore Laplaceschen Typus und ihr 

sph~risches Bild u(a, fl) durch die Ribaucourtransformationen (IO6)und (IO7)iiber- 

gefiihrt werden. Dana ist nach dem Satz yon Moutard-Darboux (vgl. Abschn. 77. 

insbesondere Formel (I88) und (x89)) 

(i9i) [~  : (~ ;  ~)1 . . . .  , ~" ) ,  
I t t  = (fi; 01 . . . .  , On), 

wobei die Kurvensysteme ~, 1], ~ ,  . .. ,  0" dieselben Eigensehaften wie in Abschn. 

77. haben. 

Wit  behaupten jetzt allgemein: Gelten fi ir X und 11 die Darstellungen(I9I), 

wobei yon den n + 2 orthogonalen ebenen Kurvensystemen ~', U, 0 1 , . . . ,  O, nut 

vorausgesetzt werde, dass sie uutereinander parallel siud, so hat man 

(i92) I ~ = (~; l)l' " ' "  t)n), 
I .  = (h ;  t)~, . . . ,  ~ , )  

mit 

(I93) = {~, f i - -  ~}, 1~! = {fi, f i - -  e}, ~v = {Or, f i - -  e}, (v = I, 2 , . . . ,  n) 

unter Vernachliissigung der Integrationskonstanten. Ferner ist hierbei ~ das ge- 

meinsame sphiirische Bi ld  der Kriimmungsliuien yon ~, ~ , . . . ,  ~ .  

Wir beweisen die Formeln (I92) mit Hilfe unseres Vertausehungssatzes 4 

zun~chst fiirn---- x. Dann hat  man naeh Formel (It2) w 5 
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t 7=  {~,1I--r  = { { ~ , ~ } ,  {l~l--e,%}} wegen (I9I) 

- -{{~ ,11 - -e} ,  {O,,l~t--e}} nach  Satz 4 

= {~, ~,} wegen (193) 

und  en tsprechend nach  Formel  (lO9) w 5 

1I= {U, l I - -e}  = {{~t,~1} , {l~t--e, ~1} } 

(i95) = {{1~t, 1~t-- e}, {0, ,  l I--e}} 

wegen (I91) 

nach Satz 4 

wegen (193). 

75 

hiiR man  aus (I97) 

(19s) 

mit  

i ! 
( ,  = , ; , . . . ,  ,;) 

t o! �9 
(199) ~ ' - - { ~ ' ,  l I ' - -e} ,  lt' {11', l I ' - -e} ,  t)" - -  {~,., 11 - -e} ,  ( v = 2 , . . . , n )  

wobei f i ' =  {1I', 11'--e}fi,o~-i das gemeinsame sphiirische Bild der Kr i immungs l in ien  
2 

6t r t 
yon g ,  t h , . . . ,  ~1; ist. Setz{ man  anderersei ts  die husdr i icke  (I96} fiir ~',  lI', ~ ,. 

in (I99) ein, so ergibt  sich wegen (I94) und  (195) 

Die genaue  Berechnung  der In tegra t ionskons tan~en  mi t  Hilfe der  Fo rme ln  (73) 

u nd  (74) aus w 4 iiberlassen wir dem Leser .  Aus ihr  ergibt  sich, dass, wenn  u 

ein EinheRsvektor  ist, auch h = {~I, 1~--e}G~_I Einhei~svektor  wird, und  somi~ 
2 

das sphgrische Bild der Kr i immungs l in ien  yon ~11 best immt.  Gle ichung (194) 

liefer~ eine Ar t  U m k e h r u n g  der in Abschni t t  69. w 8 bewiesenen Formel  (172). 

N u n m e h r  machen  wir die Annahme,  die B e h a u p t u n g  (I92) sei bereits un te r  

der Vorausse~zung (191) fiir n - -  I als r icht ig  erkannt .  Sie s011 jetzt  du tch  Schluss 

yon n -  I auf  n vol ls tgndig bewiesen werden .  

Setzt m a n  zur Abki i rzung 

( i 9 6 )  ~ t =  {2,  ~1} ,  f i t =  {fi, ~1} ,  0 r = {~*', ~1} ,  (~' = 2, 3, "" ' ,  T~) 

so folgt  nach  Formel  (lOI) w 4 aus der Vorausse tzung (I91) 

(I97) = (1~I'; ~ ; ,  ., ~;) .  

Da wir aber unsere  B e h a u p t u n g  fiir n -  1 als wahr  a n g e n o m m e n  haben,  so er- 
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(2oo)  

mit 
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= 12, f l -  c~, ~ - -  {fi,  f l -  ~1, , ,  = I~, . ,  fl - e} far  ~ = ~, 2 . . . . .  . .  

t t ierbei ist wieder 

;t = { f i ,  f l - e } ~ 0 - ,  
2 

das gemeinsame sphiirische Bild der Kriimmungslinien yon ~, th, ~)2 . . . .  , t},,. Sub- 

stituiert man endlieh die Ausdriieke (2oo) in (x98), so erhglt man naeh Formel 

(IOX) w 4 die behaupteten Beziehungen (I92) und (I93). 

Nun enthalten aber, wie bereits oben bemerkt wurde, die untereinander 

parallelen ebenen Kurvensysteme ~, 1~I, ~ , . . . ,  ~ ,  alle eine Sehar gerader Linien. 

Da man ferner nach den Ausfiihrungen des Absehnitts 51. w 5 (vgl. insbesondere 

Formel (lO8)) sich fi durch stereographische Projektion des Kurvensystems (| 

auf die Einheitskugel entstanden denken kann, so bestimmt das gemeinsame 

sph~rische Bild fi(a, fl) yon ~, t h , . . . ,  t)n auf der Einheitskugel eine Schar yon 

Kreisen, welche s~mtlich durch den Nordpol der Kugel gehen. Damit sind alle 

Behauptungen unseres Satzes bewiesen. 

Kap. I i I :  A n d e r e  A n w e n d u n g e n  d e r  R i b a u c o u r t r a n s f o r m a t i o n e n .  

w I I. Zyklisehe Systeme yon Ribaucour. 

80. Es seien ~ and t~ zwei zueinander parallele Fl~chen, u der ~ und t) 

gemeinsamen Normaleinheitsvektor, e eine feste Konstante, t ein ver~inderlicher 

Parameter. Wir betrachten die einparametrige Fl~ichenschar 

(2o~)  ~(~, ~; t) = {~, ~ + tu}0; 

hierbei ist wegen ttd~ = o 
a,~ 

+ tu) -1. 

Offenbar definiert der Yektor ~(a, ~; t) auch eine zweiparametrige Schar yon 

Kreisen, deren Individuen man erh~lt, wenn man a, fl einen festen Wer~ a 1, ~1 
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zuerteilt  und t ver~nderlich l~i.sst. Dabei ents teht  der Kreis ~(at, l~; t) aus dem 

Kreise (t)(a~, l ~ ) +  ttt(a~, fit)) -~ (lurch -~hnlichkeitstransformation mad Parallelver- 

sehiebung. Die Gerade t)(al, It) + ttt(at, it) ist Normale  der Fl~che t) + tort im 

Punk~e at,  i t ;  dann m u s s  auch, da bei Inversionen die Winkel  erhalten bleiben, 

der Kreis  (~)(($1, 11) ~- tll(Ul, il)) -1 die Fl~che (~ + t0u) -1  im Punkte  o~1, l l  recht- 

winklig schneiden; nun sind aber nach (202) die Kreise 

~(a~, t~; t) u n d  (~(gl, ill) "~- tlI(gl,  ill)) -1 

im Punk te  t = t o zueinander parallel, und desgleichen nach dem Hilfssatze des w 2 

auch die Fl~chen 

l ;  to) (t) + toll) 

im Punk te  al, 11. Mithin schneider jeder  Kreis ~(a l , i t ;  t ) . jede Fl~che ~ ( a , l ;  to) 

rechtwinklig.  

Eine zweiparametrige Kreisschar,  zu welcher eine einparametrige,  zur Kreis- 

schar or~hogonale Fl~ehensehar existiert, nennt  man nach Ribaucour  1 ein,zy- 

klisches System. Offenbar liefer~ uns der Ausdruck (2o2) ein solches zyldisches 

System. Es ist auch bekannt,  dass man jedes zyklische System auf  die Form 

(2o2) bringen kann ~, da, wie man le icht  sieht, jedes zyklische System auf  eine 

Schar yon Ribaucour t ransformat ionen fiihrt. 

81. Von zwei Fliichen ~(a, fl;.t') und ~(a, fl; t") geht  die eine aus der  an- 

deren durch Ribaucour t ransformat ion  hervor, wie man unmit te lbar  geometr isch 

einsehen kann. Man finder n~mlich M i t t e l p u n k t  und Radius der Ribaucourkugel  

im Punk te  a l , i l ,  indem man die Tangenten an den Kreis ~(al, 11; t ) i n  den 

Punk ten  t =  t' und t = t "  zieht. Ih r  Schni t tpunkt  ist dann der Kugelmi t te lpunkt  

und der Abs tand  des Schni t tpunktes  vom Beri ihrungspunkt  ist gleich dem Kugel- 

radius. 

Urn aber den aualyt ischen Ausdruck ffir die Ribaueour t ransformat lon  an- 

zugeben, welche ~(a, fl; t') in ~(a, l ;  t") iiberfiihrt, bedienen wir uns der in Ab- 

schnit t  47. w 4 auseiuandergesetzten Methode  der Konst rukt ion  der zu ~(a, l ;  t) 

konjugier ten  Bianchischen Schar ~(a , ! ; s ) .  Dabei  wird sich die auch sehon 

t A. Ribaucour, Sur la d6formation des surfaces, C.R. de l'ac. d. sc. 70 (I87O), S. 33 o. Sur 
les syst~mes cycliques C.R. de l'acad. 76 (I873), S. 478. Sur les faisceaux des cerclcs, C.R. 76 
(I873), S. 830. Vergl. auch die S. 5 Fussnote 3 zitierte Abhandlung S. 22?--237. 

Vgl. etwa Bianchi, S. 228--230. 
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Bianchi bekann~e Tatsache 1 ergeben, dass fiir den Fall  der zyklischen Systeme 

die beiden zu einander konjugier ten Fl~ichenscharen ~(a, fl; tl und ~(a, fl; s) zu- 

sammenfallen.  

Wir  suchen die in den Abschnit ten 46. und 47. in homogenen Parametern  

tl, t 3 und Ss, s3 geschriebenen Ausdriicke auf unseren Fall  Dx = t~, D~ = u anzu- 

wenden und setzen 

t3 t, sl 
tl 83 

Ausserdem wghlen wir 

71 = C, 72 --~- O, Ya = ttoDo" 

Dann wird in Formel (98) und (95) w 4 

(203) c; = DX + t s 
2 

C s ~ - r  
(t) 0 + trio) ~ 

(t 3 + ts)e 
(2o4) - -  (t}o + trio)3, 

c 
C'~ = --8~0~, 

und  es ergib~ sich aus (97) bezw. (96) w 4 

(205) ~(,,, ~; .) = {{~. D + tu}~, {t~. ~ + tu}e~}e., 

(~o6) ~(,,, ~; ,) = {{~. ~}~. {,. ~}; , } , ~. - g  - ~O 

Wende t  man auf  den Ausdruck (506) den Satz 4 an, so erhglt man wegen 

(73) und (74) 

~ =  {{~, . }o ,  {~, u}.}o 

(207) ---- {~, D--su}c wegen (42) w I. 

Auf  der rechten Sei~e von (205) lfisst sieh auch der Ausdruck {D, D + tU}c,, noch 

etwas vereinfachen, und  zwar ist 

Bianchi~ S. 226. 
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(208)  

{~, ~ + tu}e'~ = 
a, ~J 

+ - 1  

( t ~ +  t~ ~) (t~ + tu)  
" t~ t} ~ + 2 t(t~u) + t ~ 

= t~ - (t~ + tu)  - ( ts  - 2 t(t~u) - t ') (t~ + aO - ~  

= --  t(Lt-- (2t)U + t--s)(t)  + tH)--l). 

w e g e n  (203) 

Nun ist aber nach Formel  ( 3 4 ) w  I, wenn fi den Normale inhei tsvektor  yon 

{~, t) + tu}e bezeichnet, 

= It - -  2 (t) 11 + t) (t) q- tlt) - 1  

folglich nach Formel  (208) 

{t}, t) + ttt}e,.. = --- t(~t + (t + s)(t) + t t t )-- l) .  

D.ies in (2o5) eingesetzt, ergibt  in Verbindung mit  (2o4) und (2o7) 

~(Cr fl; 8) = {{~, ~ + t l l}e ,  It + (t + 8)(t} + tll)  -1}  (t+s)e --- {~, t} - -81 l}e .  
(90 + t Uo) ~ 

Diese Beziehung zeigt er s t ens ,  dass die Flitehe {~, t~--sfi}e aus {~, t) + ttt}e 

dureh Ribaucour t ransformat ion  hervorgeht,  z w e i t e n s  dass die Schar {~, t )+  ttl}c 

zu sich selbst konjugier t  ist. 

w ~ 2. Laguerre-Inversionen. 

82. Unte r  einer Laguerre-Inversion (Transformation par directions r~cipro- 

ques) 1 versteht  man eine umkehrbar  eindeutige Transformat ion aller ger ichteten 

Ebenen z des Raumes  in gerichtete Ebenen ~, welche durch zwei Bedingungen 

best immt sind: 

I. Die Schnittgeraden der Ebenen ~ und ~ mSgen in einer festen Ebene 

liegen. 

Laguerre, Sur la t ransformat ion par directions rdciproques. (Euvres II ,  Paris (I9O5) , S. 
6o4--607. Transformations par semi-droites rdciproques, ebenda S. 6o8--619. Vgl. ausserdem: 
Darboux I, S. 3o3--315. W. Blaschke, Vorlesungen fiber Diiterentialgeometrie.  I IL  Dilterential- 
geometric der Kreise und  Kugeln  yon G. Thomsen,  Berlin (1929) , S. I36- - I62 ,  ins besondere S. 
I55- - I57 .  
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II.  Es seien e, u, fi die nach der positiven Seite der gerichteten JEbenen 

e, ~, ~ sich erstreckenden s Dana sei 

unter t eine feste Grb'sse verstanden. 

Dutch diese beiden Bedingungen 

----- 1! - -  2 (Ue  - -  t ) ( r  - -  t i t)  - 1  , 

ist die zu jedem �9 gehSrige gerichtete 

Ebene ~ eindeutig bestimmt, ausser wenn v zu ~ parallel isk Die Definition fiir 

diesen Spezialfall wird sp~iter an geeigneter Stelle (vergl. Abschnitt 86.) nach- 

geholt werden. 

Fiir ]t] =~I hat die Laguerre-Inversion involutorischen Charakter. Es folgt 

n~mlich unmittelbar aus (2o9) 

)( l t = ~  q- ~ - - I  1 1 - -  ---- t i - -  2 ( c l t  - -  t) (e - -  t f i )  - 1 .  

F i i r t  =-- _+ I ergibt sieh aus (co9) 

f i = •  

Dann werden alle Ebenen z in die Ebene ~ iibergefiihrt. Obgleich dieser singu- 

l~ixe Fall nicht mehr als Laguerre-Inversion anzusehen ist, werden wir ihn im 

folgenden auch beriicksichtigen. 

Fiir I t  I <  I liegen, wie aus Formel (2o9).hervorgeht, die Endpunkte der 

Vektoren n und u spiegelbildlich zueinander bezgl, einer Kugel mit einem Radius 

yon der L~nge ~ - - I ,  welche den Endpunkt des gektors ~ zum Mittelpunkt 

hat. Diese Kugel schneider die EinheRskugel um den Nullpunkt rechtwinklig. 

.FiJr I t l ~ I wird der Radius der Kugel, an der gespiegelt wird, imagin~r. 1 

In beiden F~llen geht aber die Verbindungsgerade der Endpunk~e der beiden 
r 

Vektoren u und u durch den Endpunkt des Vektors ~; denn aus (209) folg~ 2 

I + t~--2t(tte)~^ e 

1 I n  Blaschke:Thomsen,  1. c. S. 79 Fussno te  I, he iss t  die Laguerre-Invers ion fiir ] t]  < I zeit- 

ar~ig, ffir I t ]  > I raumart ig ,  s. S. 156. 
2 Vergl.  Laguerre,  1. c. S. 79 Fussno te  I, S. 511. Der dor t  in F igur  5 mi t  /~ bezeichnete  

P u n k t  en t sp r ich t  dem E n d p u n k t  unseres  Vektors  e_. 
t 
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Offenbar i s t  die Laguerre-Inversion eindeutig bestimmt, wenn die gerichtete 

Ebene e nnd die GrSsse t gegeben ist. 

Da sich jede Flgche ~ als titillfliiche ihrer Tangentialebenen �9 auff~ssen 

li~sst, so g e h t  durch eine Laguerre-lnversion ~ in eine Fliiche ~ tiber, wobei 

als Itiillflgche der]enigen Ebenen ~ erscheint, in welche die Tangentialebenen 

yon ~ durch die vorgelegte Laguerre-Inversion transformiert werden. 

83. Wir betraehten das zyklisehe System 

(2m) ~(~, ~; t) = {~, e -  tu}~0+c = ~ - ~(~ + e ~ ) ( e -  tu) -~ .  

Wir behaupten: Ftir festes t bestimmt die Transformation (2IO) eine Laguerre-  

Inversion mit der festen Ebene 8, welche durch die Gleichnng 

(2~i) e~ + c = o  

bestimmt ist. 

~ierbei  ist unter t) ein beliebiger Punkt  yon s zu verstehen. 

B e w e i s :  :Man bemerkt unmittelbar, dass die Tangentialebenen ~ und ~ yon 

und ~(a,/?; t) die Eigensehaft I I  haben. Nach Formel (34)~ I ergibt sich n~m- 

lich fiir den Normalvektor fi yon ~: 

(212) {t = n -- 2(ue--  t)(e-- tn)- ' ,  

in lJboreinstimmung mit (209). 

Um aueh noch zu zeigen, dass sieh zwei entsprechende Tangentialebenen 

�9 und ~ auf der Ebene ~ schneiden, gehen  wir davon aus, dass 

"~(a,/~; + I ) = ~ - -  2(C+ e~)(e--ll) -1 
und 

~ ( ~ , ~ ; - - i ) = ~ - - 2 ( c + e ~ ) ( e +  u) - 1  

der Gleichung (211) ftir die Ebene , gentigen; ftir die speziellen Werte t ~  + I 

und t ~ - - I  geht somit die Fliiche ~ in die Ebene , tiber, t t ieraus folgt aber, 

d a s s  siimtliche Kreise des durch (210) bestimmten zyklischen Systems die Ebene 

8 rechtwinklig schneiden. Mithin liegt jede Gerade, welche im Mittelpunkt C 

eines Kreises des Systems auf tier Ebene dieses Kreises senkreeht steht, in 8. 

Durch diese Geraden gehen aber alle Ebenen hindurch, welche die Kreise des 

zytdischen Systems reehtwinklig schneiden. Das sind aber die Tangentialebenen 
1 1 - - 3 3 6 1 7 .  Acta mathematiea. 62. Imprim6 le 20 oc tob re  1933, 
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an die Fl~chen ~ und ~, welche ja, wie im vorigen Paragraphen gezeig4 wurde, 

siimtlich zu den Kreisen des Systems normal sind. Damit ist bewiesen, dass durch 

den Ausdruck (210) eine Laguerre-Inversion bestimmt ist. Die Darstellung der 

Laguerre-Inversion durch zyklische Systeme finder sich schon bei Darboux. 1 

84. Wir behaupten weiter, dass in der Form (21o) alle Fli~chen enthalten 

sind, in welche man ~ durch Laguerre-Inversion iiberfiihren kann. Und in der 

Tat, da die Laguerre-Inversion durch t lind e eindeutig bestimmt ist, anderer- 

seits die Gleichung jeder gerichteten Ebene e auf die Form (211) gebracht wer: 

den kann, so gehSrt zu jeder Laguerre-Inversion eine und nur eine Ribaucour- 

transformation (210). iJbrigens ist das zyklische System (210) bereits durch die 

Bedingung, dass jeder Kreis des Systems gleichzeitig auf ~ und auf , senkrecht 

steht, offenbar eindeutig bestimmt. 

85. Nunmehr verifiziert man leicht die bekannte Tatsache, dass eine Kugel 

dutch Laguerre-Inversion wieder in eine Kugel iibergeht. Setzt man nitmlieh, unter 

a und r feste, yon a und fl unabh~ngige GrSssen verstanden, 

( 2 1 3 )  ~ = ~I - -  r l l  

in den Ausdruek (2IO) fiir ~ ein, so ergibt sieh naeh einfaeher Reehnung: 

I t r - -  (ae + c) 
~-~-a+ 2 t .  a e ,  

(215) ] r(I + t ~ ) -  2t(cte + e) 
r  t 2 , t I - -  

wi~hrend fi den Vektor aus Formel (212) bezeiehnet. Die in (213)definierte 

Fli~ehe ~ ist nun aber eine Kugel mit dem Radius r und dem Mittelpunkt a. 

Sie wird dureh die Laguerre-Inversion (210) wegen (214) in eine Kugel mit dem 

Radius ~" und dem Mit~elpunkt • iibergefiihrt, da naeh (215) a und ~" feste, yon 

a und fl unabhiingige GrSssen sind. 

Damit die beiden Kugeln (213) und (214) iibereinstimmen, muss 

a=Ct ,  ; = r  
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  \ 

' D a r b o u x ,  I ,  S. J X 3 

(214) i = a - ;',i 

mit 



sein. 

(216) 
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Wegen  (215) ist hierfi ir  notwendig  und hinreichend,  dass 

tr - -  (ar + e) : o 

83 

ist. Offenbar ist ac + c gleieh dem Abstande d des Kugelmi t te lpunktes  yon der 

durch Gleichung (2II)  bes~immten festen Ebene e. Mithin  l~sst sich alas in 

Formel  (216) enthal tene  Ergebnis  so formulieren:  Die Kugeln, bei de~en der 

Quotient ihres Radius  r dureh den Abstand d ihres ~Iittelpunktes von der festen 

Ebene e de~" Gleiehung 

. r  I 

(2i7) d t 

geniigt, werden dureh die Laguerre-Inversion mit  der festeu Ebene ~ und dem Para- 

meter t (vgl. Formel  (2io)) in sich iibergefiihrt. Im Falle  t - - 2 .  I sind dies die 

Kugeln,  welche e beriihren, w~hrend fiir t = o  die invar ianten  Kugeln  e recht- 

winkiig s ehne iden .  

86. I-Iieraus ergibt  sich fiir t=V I eine einfache Kons t ruk t ion  der Ebene ~, 

in die eine beliebige Ebene ~ durch die Laguerre- Invers ion t r ans fo rmie r t  wird. 

/V[an nehme auf ~ einen beliebigen P u n k t  P an und konstruiere  eine Kugel  ~, 

welche �9 in P beri ihrt  und der Gleichung (217) geniigt. Die Kugel  z ist ein- 

deutig bestimmt, ausser f i i r t  ~ u c, wo de r  Mi t te lpunkt  yon x ins Unendl iche 

rfick~, z somit mi~ ~ zusammenf~llt .  In  diesem Falle fo lgt  aber aus (209) 

= u  d . h .  aber ~ = 7 .  

Is t  t ~ u e ,  so sei g die Oerade, in der ~ die Ebene ~ schneider. D an n  lege man 

durch g an die Kugel  z die zweite yon �9 verschiedene Tangent ia lebene,  die • in 

/5 beriihr~. Dies ist dann die gesuchte, zu ~ gehSrige t ransformier te  Ebene ~. 

Diese Kons t ruk t ion  l iefert  die Ebene ~ auch fiir den Fall, dass ~ zu ~ paral lel  

ist, dass somit  g mi t  der unendl ich fe rnen  Geraden yon s zusammenf~illt. Damit  

ist auch die Liicke der in Abschni t t  82. formul ier ten  Definit ion fiir die Laguerre-  

Inversion ausgefiillt. 

I s t  E der P o l d e r  Ebene e beziiglich der Kugel  z, so geht  bekannt l ich  die 

Gerade /) /5 durch den Pun k t  E .  Damit  zeigt sich, dass diese Kons t ruk t ion  der 

Ebenen ~ mit  einer yon Laguer re  angegebenen Kons t ruk t ion  i ibereinstimmt.  1 

1 Vgl. Laguerre, 1. c. S. 79 Fussnote I, S. 6II. 
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87. Es sei jetzt ~ eine beliebige Fliiche and ~ die Fliiche, die aus ~ durch 

Laguerre-Inversion (2IO) hervorgeht. Bezeichnet R den Radius der Ribaucour- 

kugel, die gleichzeitig ~ und ~ in entsprechenden Punkten beriihrt, so ist nach 

Formel (33) w I wegen (2IO) 

(218) 

AndererseRs ist aber 

R = _ _ c ;  + c  . 
n c - - t  

der Mittelpunkt der Ribaucourkugel und seine Entfernung yon der E b e n e ,  wird 

wegen (211) und (218) 

d = e~ +/~(el l )  + c = (e~ + c) ( i  

- -  t c ~  + c _ t R ,  
ett  - -  t 

el, ~) 
e l i  - -  

d.h.  aber, die Ribaucourkugel geniigt der Bedingung (217), bleibt somit bei der 

Laguerre-Inversion invariant. 

Die Gleichung 

d 
~ t  

R 

ist fiir die bei einer Laguerre-lnversion auftretenden Ribaucourkugeln charak- 

teristisch l, denn durch (217) ist die Ribaucourkugel, welche die Flitche ~ in einem 

vorgegebenen Punkte beriihrt, eindeutig bestimmt. 

Ist  [t[ < I, so setze man 

(219) d __ t = cos 0. 
R 

Dann besagt Gleichung (219), dass die Ribaucourkugeln si~mtlich die Ebene 

unter einem festen Winkel 0 schneiden. Ist  It[ > I, so wird der Winkel 0 

imagingr. 

88. Legen wir den Nullpunkt des Koordinatensystems auf die Ebene , ,  

so wird c = o .  Dann wird nach Formel (21o) in Verbindung mit ( IO6)and 

(II3) aus w 5 

Vergl. u. a. Darboux I, S. 307--3o8. 
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I ~(~' ~; I) = {~, e - - u } ~ o  = ~, 
(220)  "t ~(tr, fl; - - I )  --~- {5, r + l/}e~o ~ ~ '"  

Andrerseits ist naeh Formel (!7 o) w 8 

(22i) ~ ' =  {~, Ll}e 

mit 

85 

%0 e = -  
I - -  Uo~ 

Naeh den Betrachtungen des Absehnitts 81 geht nun aber yon zwei Fli~chen 

eines zyklischen Systems die eine aus de r  anderen immer durch eine Ribaucour- 

transformation hervor. Formel (22 I) zeigt somit, was aus dieser Transformation 

wird, wenn beide Fl~Lehen des Systems mit der gleichen Ebene zusammenfallen. 

Ausserdem liefern die Formeln (220) eine neue geometrische Deutung des Zusammen- 

hanges der beiden in w 5 Formel (IO6) und (II3) konstruierten ebenen orthogonalen 

Kurvensysteme ~ und ~', indem hier ~ und ~' als die beiden Schnitte des zykli- 

schen Systems (2IO) mit der Ebene ~ erscheinen. 

Man bemerkt welter leicht, dass die Fl~chen 

spiegelbildlich zur Ebene t liegen. Insbesondere ist ~(a, fl; o) das Spiegelbild 

yon ~(a, fl; ~ ) ~ - ~ ,  wie man leicht aus. einer Bemerkung des Abschnitts 34:. w I 

schliesst (vergl.  insbesondere Formel (43)). t t ieraus folgt abet, dass die Fl~che 

und alle Fl~chen ~ fiir It] > I allf dersetben Seite von t gelegen sind, w~hrend 

und alle Fl~chen ~ fiir I tl < I auf verschiedenen Seiten yon e liegen. 

89. W i r  erw~hnen zum Schluss noch einen merkwiirdigen Satz yon Dar- 

boux 1, der sich auf die dureh Formel (2IO) definierten zyklischen Systeme be- 

zieht. Es sei M der ~ffittelpunkt der Ribaucourkugel u, welche die Fl~chen 

~(a, fl) und ~(a, fl; t) in den Punkten P und /5 beriihrt. Es sei ferner k der 

Kreis des zyklischen Systems, der die FliCchen ~ und ~ in P und /~ und die 

Ebenen e in P1 und /).o senkrecht schneider. Endlieh sei MQ das Lot yon M 

auf e, das im Falle It I > I den Kreis k in /)' und P"  schneiden mSge. Im 

Falle Itl  < I haben das Lot  MQ und der Kreis k keine reellen Schnittpunkt.e. 

i Durboux, I, S. 314 . 
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Dann ist der geometrische Ort der Punkte P '  bezw. P "  eine Fl~che ~(a, fl; t') 

bezw. ~(a, fl; t")  des zyklischen Systems (2Io), wobei 

t' -~- t + ] / t 2 - - I ,  

t "  = t -  - t 

gesetzt ist. Ausserdem ist das Streekenverh~ltnis 

1 /  ] /  , - 

MQ 

yon t' und t" erh~lt man leieht, wenn man berfieksiehtigt, dass der 

Die Durchfiihrung 

Die Werte 

Vektor P / ~ -  P2~ = M / ~  dem Vektor c parallel sein soll. 

der Rechnung iiberlassen wir dem Leser. 

w :3. Lie-Inversionen. 

90. Ist  ~ aus ~ durch eine Laguerre-Inversion hervorgegangen, so wird man 

nach Satz 3. aueh ~-1 durch eine Ribaucourtransformation in ~-1 iiberfiihren 

k5nnen. Nach den Betrachtungen des Abschnitts 87. werden aber alle Kugeln 

des Systems, als deren Hiillfl~che die beiden M~ntel ~ und ~ erscheinen, die 

Ebene ~ unter einem festen yon a und # unabh~ngigen Winkel 0 schneiden, 

wobei 0 reell oder imagin~ir sein kann. Durch Inversion geht aber fiir c =~ o 

die durch Gleichung (2II) bestimmte Ebene ~ in eine Kugel u fiber. Daraus 

folg4 aber, dass die Kugeln der Ribaucourkongruenz, welche ~-1 und ~-1 zu 

Hfillfl~chen haben, die Kugel x auch unter dem festen Winkel 0 schneiden. 

Wir nennen eine Ribaucourtransformation eine Lie-Inversion, wenn alle 

Kugeln des die Transformation erzeugenden Systems, eine feste, gerichtete Kugel 

unter einem festen (reellen oder imagin~ren)Winkel  0 schneiden. 1 

Durch 0 und x ist somit jede Lie-Inversion eindeutig bestimmt. Da hierbei 

1 Allgemein wird eine Lie Inversion als eine Transformation aller gerichteten Kugeln des 
Ranmes mit  gewissen Eigenschaften definiert. Diese Definition entspricht der in Abschn. 82. an- 
gegebenen Definition der Laguerre-Inversion. Man zeigt, dass durch eine Lie-Inversion jede Fl~che 

in eine Fl~che ~ iibergefiihrt wird, deren Kriimmungslinien denen yon ~ entsprechen, und dass 
ausserdem ~ und ~ als die beiden M~ntel der Hiillfl~che einer zweiparametrigen Kugelschar mit  
den im Text angegebenen Eigenschaften entsprechen. Vgl. z. B. Blaschke-Thomsen, 1. c. S. 79 Fuss- 
note I, S. I97--I98 und S. 23o---232. 
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fibrigens die Ebene als Kugel  mig unendlich grossem Radius angesehen wird, so 

ist die Laguerre-Inversion ein Spezialfall der Lie-Inversion. Offenbar wird aueh 

umgekehr t  jede Lie - Invers ion  durch diejenige gewShnliche Inversion, welche z 

in eine Ebene s fiberfiihrt; in eine Laguerre-Inversion verwandelt.  

91, Es sei ~(a, fl) eine Fli~che, x eine feste Kugel  und 0 ein fester (reeller 

oder imagingrer) Winkel ;  ~ sei eine zweite Fliiehe, welche aus ~ durch eine zu 

z und 0 geh5rige Lie-Inversion hervorgeht.  Der Koordina tenanfangspunkt  sei 

auf  der Oberflgche yon  • angenommen. Dann geht  durch eine Spiegelung an 

der Einheitskugel  die gerichtete Kugel x in eine gerichtete Ebene 8, die betrach- 

fete Lie-Inversion in eine Laguerre-Inversion fiber. Es ist somit nach Formel  

(2IO), wenn wieder 

( 2 2 2 )  e~} + C ~ - 0  

die Gleichung der Ebene ~ ist, 

( 2 2 3 )  ~--1 (cr t) = {g-- i ,  r __ t l/'te~o �9 
~~ ~ + c 

Hierbei ist nach Formel  (219) t = e o s 0 ,  ~w~ihrend u' den Normaleinheitsvektor  

yon ~-1 bedeu~et. 

Nun ist aber nach Satz 3- 

(224) {e-t . ' ,  

wobei sich 

ergibt. 

Andererseits ist 

' 

{e-- tu ' ,  t;'*},, = e -  t {u', g-1}.o,~o ~ ~. 
~o ~ t 

(225) = e - -  tu + 2c~ 

naeh Formel  ( 4 I ) u n d  (36) w I, unter u wieder den Normaleinhei tsvektor  yon 

verstanden. Setzt man noeh ffir c > o 

e i 
( 2 2 6 )  a s r ~ - - ( I ,  - - - ~ r ,  

2 0  2 0  
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so sind offenbar a und r Mit te lpunkt  und Radius der Kugel  x, welehe ja  dureh 

Inversion der durch die Gleichung (222) best immten Ebene ~ hervorgeht.  

Man erh~lt ferner,  wenn man (226) in (224)substituiert ,  wegen Formel(225) 

und (46) w I als Ausdruck fiir die durch Lie-Inversion aus ~ ents tandene Fl~ehe 

2 

92. Da ~--I((~, ~; -~- I) wegen (223) , wie in hbsehn i t t  83. gezeigt wurde, mit  

der Ebene e zusammenf~llt ,  so muss ~(a, fl; +__ I) in die Kugel  x iibergehen. Fer- 

~(a, fl;t) und  ~(a,  f l ; - ; - )spiegelbi ld l ich  zu x, da naeh den Betraeh- n e t  liegen 

in Abschn. 88. ~ - l ( a , / ~ ; t ) u n d  ~ - I ( a ,  fl; t ) s p i e g e l b i l d l i c h  z u e  gelegen ~ungen 

sind. Insbesondere ist wegen ~(a, ~?; o o ) =  ~ die Fl~che ~(a, fl; o) das Spiegelbild 

yon ~ bezgl, x. 

Fiir I tl > ~, d . h .  O imagin~r, liegen alle Flitchen ~(a, ~; t) auf  derselben 

Seite yon v. wie ~, w~hrend fiir I t  I <  I d . h .  0 reell, ~ und ~ auf  versehiedenen 

Seiten yon x liegen. 

Fasst  man in (227) t als veriinderliehen Pa ramete r  auf, so best immt der 

Ausdruck (227) wieder ein zyklisches System, und zwar sind, wie man sich leicht 

iiberlegt, die Kreise dieses Systems dadurch  eindeutig bestimmt, dass sie gleich- 

zeitig die Fl~che ~ und die Kugel  r. senkrecht  sehneiden. 

93. Verlegt  man den Koord ina tenanfangspunkt  yon der Kugelfl~iehe r. in 

den Mit te lpunkt  a yon x so muss man in (227) ~ durch ~ + a ersetzen, und er- 

hi, It so sehliesslich wegen a ~ -  r ~ (vergl. Formel  (226)) 

oder wegen (45) w i 

i ( . ,  ~; t) + a = {~ + a ,  ; - t r U h o ~ . . ,  
'2 

(228) i(u,/~; t )  = {~;, ~; - -  t r U } ~ o ~ r , .  
2 

94. Es seien ~ und ~ zwei zueinander  parallele Fl~ehen und es sei 

{ 5 = I~, ~}c, 
(229) h = { . ,  ~)}., 
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(23I) 
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unter ~ den Normaleinheitsvektor yon ~ (vgl. Formel (4I) w I) verstanden. Unter- 

wirft man ~ und ~ der gleichen Lie-Inversion (228) 

~;' = {:~, ~- -  trU}~o~-.~, 
2 

~. '= {5, 5-t,-~,}~o~-,.,, 
2 

so muss auch 5' aus ~' durch Ribaucour~ransformation hervorgehen. I)enn, da 

durch Lie-Inversion Kugeln in Kugeln, Kriimmungslinien in Kriimmungslinien 

iibergehen, so erscheinen auch ~' und 5' als die beiden Mi~ntel der Hfillfli~che 

einer Kugelschar, bei der sich die Kriimmungslinien gegenseitig entsprechen. 

Um den analy~ischen Ausdruck fiir diese Ribaucourtransformation zu berechnen, 

ziehen wir den Satz 4 heran. 

Es ist nach Formel (23I) wegen (229) 

~' = {/~, ~}~, {~, ~ } ~ -  t r l ~ ,  ~}.}~0~_. 
2 

co ~-~ e -- trllo100, 

I ~ - -  r 2 6 (~0~)o - - "  C) 
e,  = ~ ( ( 5 o -  2 ~ o ' ) ' -  r ~) = - - 2  - 2 ~ - 

Andererseits ist nach Satz 4, Formel (72), (73) und (74) 

(232) 

c4 = e3 + z e r O  t)o - -  t r  Uot)o - -  c~ _ ~o - -  r ~ 
~o 2 

* - -  c2 ~ t)6~o - -  c ,  

(~  - r ~) (c - t r  Uot)o) 
r  r P 

(~o - -  t r  u o )  2 

Folglieh ergibt sieh aus (232) in Verbindung mit (230) 

und dieser Ausdruck fiir ~' zeigt unmi~elbar, durch welche Ribaueourtransforma- 

~ion ~' in 5' iibergefiihr$ wird. 

95. Un~erwirft man die Fl~chen ~, ~) und ~ der gleichen Laguerre-Inver- 

sion, indem man se$z~: 
1 2 - - 3 3 6 1 7 .  Acta mathematica. 62.  I m p r i m 6  le 3 n o v e m b r e  1933.  
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~' = {~:, e - -  tu}e~o, 

tg' = {U, e -  tu}eoo, 

~' = { L  e - -  ta}e~o, 

so ergibt eine entsprechende Rechnung auf Grund yon Satz 4: 

(233) ~ ' =  {(, b'}o' 

mit 

c' = c + 2 t (e~o) (Uo,o) 
I + t s -  2t(euo) 

Der Ausdruck (233) gibt wieder die Ribaucourtransformation an, dureh 

welche nach der Laguerre-Inversion ~' in ~' iibergefiihrt wird. F i i r t  ~ I erhiilt 

man die Beziehung (i72) aus w 8. 

Berlin d. 20.4. 33. 


