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I. Einleitung und Programm

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der numerischen Berechnung der Losung des
Dirichletschen Problems fiir die lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung,
die in ihrer Normalform:

&’z Oz oz oz
5;;+a?+a(x, y)-5~;+b(x, y)-éy—+c(x, y)-z=d(x, y) (1)
vorgelegt, sei.

Indem wir uns zur numerischen Losung dieses Problems der Picardschen Itera-
tionsmethode bedienen, konnen wir uns darauf beschrinken, anstelle von (1) die
spezielle Gleichung:

2 2
:Ti+:7§=e(x,y) @)
zugrunde zu legen, da die Picardsche Iterationsmethode die Loésung von (1) aus
Losungen von (2) aufbaut.
Der vorgelegten geschlossenen, sich nicht iiberschneidenden Randkurve in der
{(z, y)-Ebene zeichnen wir eine Ellipse um, deren Hauptachsen den Koordinatenachsen
parallel seien. Diese Ellipse soll sich unserer Randkurve von aussen moglichst an-

schmiegen. Der numerischen Rechnung wegen wollen wir jedoch darauf achten, dass

* In einer fritheren Arbeit, Acta mathematica, Band 87, 1952, Seite 361 / 382, hat Verf. dieses
Problem fiir spezielle achsensymmetrische Rander untersucht.
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das Achsenverhiltnis dieser Ellipse eine moglichst einfache rationale Zahl wird. Weiter
setzen wir voraus, dass der von dem Mittelpunkt dieser (nicht eindeutig bestimmten)
Ellipse zur Randkurve gezogene Radiusvektor r eine eindeutige Funktion des Polar-
winkels ¢ ist. Diese Bedingung ist z. B. immer erfiillt, wenn der Rand eine konvexe
Kurve ist, ohne dass der konvexe "Charakter der Randkurve fiir die Eindeutigkeit von
r(p) notwendig wire.

Durch die Transformation:
z=ax +m
| 3)
y=ay +n |
fithren wir ein neues Koordinatensystem z’, " so ein, dass der Mittelpunkt unserer
Ellipse im Nullpunkt dieses Koordinatensystems liegt und die grosse Achse der Ellipse

die Lidnge 1 erhilt. Die Transformation (3) iberfithre (2) in:

&Pz %z, .,
PpeC ‘5?§=6 (=', ). 4

Weiter tiberfithren wir unsere Ellipse jetzt durch die Transformation:

' =my& ]

-, (5)
Y =nym J

bei der entweder m, oder n, gleich 1 ist, in den Einheitskreis der (£, )-Ebene mit
dem Nullpunkt £=0, =0 als Mittelpunkt. Diese Transformation iiberfithrt zugleich
unsere vorgelegte geschlossene Randkurve in eine ganz im Innern dieses Einheits-
kreises verlaufende geschlossene Kurve der (&, %)-Ebene.

Durch die Transformation (3) wird aus (4) eine Differentialgleichung von der Form:

ot ot
6—5—Z+A5ﬂ—§=/<e, ) (6)

wobei A eine reelle positive Konstante bedeutet, die man durch eventuelle Variablen-
vertauschung stets grosser oder gleich 1 machen kann.

Wir werden das Dirichletsche Problem im folgenden in zwei Schritten losen.
Fiir den ersten Schritt werden wir die vorgegebenen Randwerte von der vorgelegten
Randkurve auf die umbeschriebene Ellipse iibertragen und das Dirichletsche Problem
fiir die Ellipse 16sen. Dies liefert uns eine erste grobe Naherung unserer gesuchten
Niherung. Beim zweiten Schritt wird diese erste Naherung unseres Problems kor-

rigiert, indem man eine Losung der homogen gemachten Gleichung (4) berechnet, die
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den Fehler der ersten Niaherung in einem System diskreter Punkte des vorgelegten
urspriinglichen Randes nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgleicht. Die
Addition dieser Korrektur zu der ersten Niaherung ergibt unsere numerische Losung
des Dirichletschen Problems.

Fir die numerische Handhabung des Problems werden wir uns in der transformierten
Differentialgleichung (6) sowohl f(&, n) als auch die gesuchte Losung z(£, #) in nach
Legendreschen Polynomen fortschreitende Doppelreihen entwickelt denken:

1 n)= "Zk Fi x Pi(§) P ()* (7)

2(& )= 3 Zun Pi(§) Pul). ®)

Wir setzen also voraus, dass f(£, ) und z(£, #) in und auf dem dem Einheits-
kreise der (£, n)-Ebene umbeschriebenen Quadrat —1=<&<+1; —1<9< +1 hin-
reichend stetig und glatt sind, um die Konvergenz der Doppelreihen (7) und (8) zu
gewithrleisten. Ferner setzen wir die eindeutige Losung des Dirichletschen Problems
voraus.

Unsere Aufgabe besteht dann also in der Berechnung der Koeffizienten Z, ,, der
Losung (8) des Dirichletschen Problems. Die Zahl der Glieder, die wir in den Dop-
pelreihen (7) und (8) mitzunehmen haben, wird sich nach dem Aussehen sowohl der

Funktion f(&, n) als auch der vorgelegten Randwerte unseres Problems richten.

II. Erste Niherung fiir die Losung des Dirichletschen Problems

Fir das Folgende wollen wir annehmen, dass wir f(&, ) bereits hinreichend
genau approximieren konnen, wenn wir uns in (7) auf 1=0,1,2,3,4, £k=0,1,2,3,4
und ¢+ k=<4 beschrinken. In IIT werden wir zum Schluss kurz diskutieren, wie man
vorzugehen hat, wenn sich f(4, ) nicht durch so wenige Glieder genau genug an-
ndhern lasst.

Da sich durch die zweimalige Differentiation, die in (6) an der Funktion z (¢, )
durchzufithren ist, der Grad der Legendreschen Polynome um 2 erniedrigt, miissen
wir fir den in (6) beabsichtigten Koeffizientenvergleich, den wir nach Einfithrung
der Ansidtze (7) und (8) in (6) vornehmen wollen, in (8) [=0,1,...,6,m=0,1,...,6
und [+m=6 zulassen. Unter diesen Voraussetzungen fiir die Indizes ¢, k, I und m

1 Zur numerischen Berechnung der Fy, ;. vergleiche man, falls die die Fy, . definierenden Doppel-
integrale nicht geschlossen berechenbar sind, die oben zitierte Arbeit des Verfassers. Das dort auf
S. 380/ 382 beschriebene Verfahren kann durch Unterteilung des Grundquedrates verfeinert werden.
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ergibt dieser Koeffizientenvergleich der Legendreschen Polynome in (6) das folgende

lineare Gleichungssystem fiir die gesuchten Z; ,:

3AZy+10 AZgy+ 21 AZgg+ 3 Zy, +10 Z,, + 21 Zgy=Fyy
35 AZy,+ 90 AZy, + 3 Zy +10 Z,y =Fo,
99 AZy, +3 Z,, =Fo, ©2)
3A4Z,+10A4Z,,+35Z,, + 90 Zgy = Fy
35 AZy, +852Z,, =F,,
3AZ;+ 99 Zgy=F,y
15 AZg+42 AZy + 37, +10Z,,=F,,
63 AZ, + 3 Zy =Fop¢ (9b)
15 AZy + 35 Zy = Fy,
3AZ,+10AZ,,+ 15 Zy, +4227Z,=F,,
35 A4%,, + 15 Zy, =F,¢ (9¢)
3 AZy, + 63 2y, =Fy,
15 AZ,5+42 AZ,, + 15 Zy, +42Z,=F,,
63 AZ,, 415 Zgg =F,: (9d)
15 AZy, + 63 Z5, = Fy

Das System zerfillt also in vier getrennte Systeme. Dieser Umstand, der der
spezicllen Form der Differentialgleichung (6) zu verdanken ist, erleichtert die nume-
rische Berechnung der Z; ,, wesentlich.

Zu diesen 15 Gleichungen fiir die 28 Koeffizienten Z; ,, in (8) miissen nun noch
13 weitere Gleichungen hinzutreten, um die Berechnung der Z; . zu ermdglichen.
Diese noch fehlenden 13 Gleichungen hat man nun aus den bis jetzt noch nicht
benutzten Randwerten zu gewinnen.

Da wir bei der hier zunichst zu behandelnden ersten Niherung den Einheits-
kreis der (&, n)-Ebene als Randform vorliegen haben, werden wir in (8) zweckmissig
Polarkoordinaten einfiihren :

Freos Rl 12, (10)
7= 8in (7 7) I
Langs des Kreisrandes ergibt sich dann fiir die in (8) auftretenden Legendreschen

Polynome :
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Py(8)=
Py (&) =cos (nT)
1 3
P2(§)=;+1 cos (2vn‘r)
3 5
Py(&)=" cos (mT)+ - cos (37 T)
8 8
(11)
9 5 35
P4(§)—a+17); cos (2nr)+a cos (47T)
5 35 63
— —_— |9
Py (&)= cos (nr)+128 cos (?nr)+128 cos (bmT)
25 105 63 231
Py (&)= 256 510 (271'5)—l—*2'§S cos (4nt)+mcos (6n7)

Entsprechende Ausdriicke erhélt man fir P,(y), indem man in P,(£) jetat T
durch % —1 ersetzt.

Mit (11) und den entsprechenden Ausdriicken fiir P, () gehe man in (8) ein und
d.h.

Kreisrand iibertragenen urspriinglichen Randwerte, durch trigonometrische Interpola-

entwickele auch die linke Seite von (8) lings des Kreisrandes, die auf den

tion z.B. nach dem Rungeschen 12-Ordinaten-Schema:

2=Cy+ Cy-cos(t)+Cy-co8(2nt)+ Cy-cos(3mt)+ (,-cos(dmT)+ 05-005(57”')+‘
+Cg-cos (67 7) - (12)

+.8;+8in (1) + 8, 8in 2ar)+ S, sin Brr)+ S, sin (dxt)+S sin (5nt) J

Durch Koeffizientenvergleich der trigonometrischen Funktionen ergeben sich dann

die noch benétigten 13 linearen Gleichungen fiir die Z; ,:

Z00+1Zoz+694Z04+22r56Z06+iZ20_3l2z22_§25i6 24+££Z“_22?16 42+§2g56zeo=00
VNP VRRE . PAE PR || PR L P
ggz°‘+26s3ﬁz - 3%Z22+§§8Z24+%2Z‘°+256 Zag 26536 Zoo=Cs

(13 8)
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15 9 1

3 1
Zm‘*‘gzoa‘i'azos_ §Z21 52—Z23_€;Z41=Sl
5 35 3 1 15
- § Z03_1—28Z05+ § Z21_ a Zza“‘ﬁgz‘u:‘gs (13 b)
63 15 35
1_2§Z05 - ’62 Z23+I§§Z41=Ss
1 1 3 9 15
Zy— § Zyy— '@ Zy+ § Zgy— 3_2 Zyy + a Zgy =0,
3 15 5 1 35
- é Z12+1—28Z14+ é Z30+ a Z32+178Z50=03 - (13 c)
35 15 63
mzu - a Z32+ITSZ50=05
1 1 5 1 21 5
ézn_gzxa_%zls_gzsl_m 33‘§6Z51=S2
5 7 5 7
_EZ13+ 64 Zm“"mzax -y Zgy =8, ¢ (13 4d)
63 25 63
556 219 " 128 2t 556 2 =0

Da wir hier infolge der Ubertragung der Randwerte von der Randkurve auf die
umbeschriebene Ellipse nur eine grobe Niaherung der Losung erwarten konnen, wird
es oft schon geniigen, anstelle der Rungeschen trigonometrischen Interpolationsformeln
die Thompsonschen Formeln! zu benutzen, die statt von {12) von dem folgenden

trigonometrischen Interpolationspolynom:

z=OO+Cl'COS (ﬂT)+02'COS (27ET)+03'COS (37’51)} (12/)

+8,-sin {(w7)+ 8, 8in (2mT)+ S, -sin (377)

ausgehen.

Bei Zugrundelegung von (12’) anstelle von (12) hat man in (13 a) bis (13 d) sowie
den folgenden Formeln (14a) bis (14d) C,=C;=C¢=0 und S,=8;=0 zu setzen.

Die obigen 13 Gleichungen zerfallen also wieder in vier getrennte Systeme. Dieser
Umstand ist diesmal der achsensymmetrischen Form des Kreisrandes zu verdanken.

Aus (9a) und (13 a), aus (9 b) und (13 b), aus (9 ¢) und (13 ¢) sowie aus (9 d) und
(13 d) lassen sich dann samtliche Z, , sukzessiv berechnen. Die Ausrechnung ergibt:

1 Men vergleiche z. B. WHITTARER-ROBINSON, The calculus of observations, London und Glasgow
1948, S. 271/273.
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1 A?

P 71
2T 7Ad+D)(4A2+144+])

34

{ 5120y — 5= Fo, +

(st Y rTn)

1 1

Zso=.§§F4o_ﬁAZ42
. 11 1
Zz4=§BZF22—ZF42
11 1 1 11
Zow=g9 4 T~ 1155 a2 T2t 33 42 %
1 A 1
ln= 1o rodsi| " 256Cat 4 FoutaFy—207 Zyg—
—5(8A—1)Z24—5%(8—A)Z42—297Z60}
1 2 18 3
Z4o=ngo"§AZ24_'7_Z60’"3—5AZzz
11 21 18 31
Zoa—’ggZFoz—gzzaz“?‘Zos_gZzzz
1 1 1 o 5
02=§m _4C2+F00—5 Z+HA Z04—21 1—2'§+A Z06+
119 35 119 2583
T ragZu g o g5 Ze a5 2 }
1. 10 10
Zzo=§1'oo"’3‘AZm—7AZ06'“§Z40_7Zeo_AZoz
1 9 25
Zoo=00_izoz_g; 04_% Z20+32Z22
21 21 25
+%Z24 Z40+256Z2 25—6Zeo
1 A 1
2= 5 AT 10471 _12885+ZF°3+F2‘}
11 11
Z05=E§ZF03—§‘1‘ZZ23

1 3
Z41=3_5F21_§AZ23

57

(14 a)

1 (14 b)
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Zo3=é3Al+l:—883+F01—7(%+6A)Z05—‘%Z41—215Z23
Zy= % Fo—14 AZ05~1~3(2 Zy—5AZy,

By =S~ 5o s+ o Fua + s Do o Zon+ By
zaz=%z—2—ﬁ‘gA—Jr5{—12sos+ﬁ—F12+Fao}

Z14:%% 12—3%‘%2

Zso=%Fso—%AZ32
Z,2=%A—:T§{—2403+F10+5(%—2A)Z14—%Z50+2Z32
Zao=1%F10—§AZ14——%Z50—%AZ12
Z10=C’1+6—1ZZM—(13—2Z50+§2—Z32+%le—gzso

s gy 4 Fs =y 4

Zy= glg Fy — 251 AZgy

13=§A—:_—1 —166’4+éFu+7(i—2A)Z15—§4§Z51}
Z31=1_15F11_1$AZ15_1—;Z51_AZm

B =284+ (o Bus+ os Bon + g Tunt  Zuat By

- (14 ¢)

(14 d)

Durch Einsetzen dieser Werte Z; . in (8) ergibt sich dann die erste Ndherung

z=2% (£, ) unserer gesuchten Lésung:

V(& m)= 3 2% Pi(§)- P ().

(15)
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Hierbei haben wir auch den Legendreschen Koeffizienten in (15) den oberen Index
1 beigefiigt, um damit zum Ausdruck zu bringen, dass es sich hierbei um die Koef-
fizienten der ersten Naherung unserer gesuchten Losung des Dirichletschen Problems
handelt.

III. Korrektur der Niherungslosung des Dirichletschen Problems

Die in II gefundene erste Niaherung unserer gesuchten Losung wird im allge-
meinen lings der urspriinglichen Randkurve die vorgeschriebenen Randwerte noch
nicht geniigend genau erfiillen, da die Ubertragung der Randwerte von der urspriing-
lichen Randkurve auf die umbeschriebene Ellipse zu Abweichungen der Losungswerte
lings der urspriinglichen Randkurve von den dort vorgegebenen Randwerten fiihren
muss,

Wir wollen daher versuchen, zu unserer Niherungslosung Lésungen der homogen
gemachten Differentialgleichung (4) zu addieren und dadurch diese Abweichungen
unserer Néaherungslosung lings der Randkurve moglichst klein zu machen.

Da die homogen gemachte Gleichung (4) die Laplacesche Potentialgleichung ist,

erhalten wir solche Ldsungen sofort in der Form:

z=2= 3 a, ™ cos (xp')+ > by-r'*-sin (A¢’), (16)
* A

wobei " und ¢’ Polarkoordinaten in der (z’, y’)-Ebene bedeuten.
Wir bestimmen nun die Werte unserer Néaherungslosung z. B. in den durch den
Polarwinkel ¢’ =0° 15°, 30°, 45°, ..., 345° bestimmten Punkten des urspriinglichen

Randes und bezeichnen sie mit 2§, 2{", 2", 2{", ..., 2§¥. Die an den gleichen Stellen

vorgegebenen Randwerte seien z, z,, 2,, 23, .. 253. Die Differenzen z, —2{" = dz, suchen
wir nun nach der Methode der kleinsten Quadrate durch einen Ansatz (16) mit

%x=0,1,...,6 und A=1,2,..., 5 zu approximieren:

23
> {8z, —[ag+a, 7 cos @, + - +ag-r° cos (6g,) +
v=0

+by 7y 8in @y + -« + by - 1® sin (5¢;)]}* =Minimum.  (17)

Der Ansatz (17) ist offenbar analog der Minimumsforderung, die der trigonometrischen
Interpolation zugrunde liegt, und geht fiir den Spezialfall, dass simtliche r,=1 sind
(Kreisrand), in diese iiber.

Aus (17) erhilt man durch Differentiation nach den Konstanten a, und b,
ein lineares System von 12 Gieichungen fir die 12 unbekannten Koeffizienten

ay, @y, ... 0g, by, by, ...b;. Dieses Gleichungssystem ldsst sich schreiben in der Form:
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8
D Aan @+ Zﬁ(” ¥ (m=0,1,..., 6)
"y (18)
Ea@’ an+ Zﬂ(2)- =y (m=1,2,...,5)
Die Koeffizienten dieses Gleichungssystem sind die folgenden:
an = Z r,"*" . cos (mg,)- cos (n @)
v=0
Gn = > 1" cos (mg,) - sin (n ;)
" (19)
@, = > ™" sin (mg,)-cos (ngy)
v=0
23
@ = > n"*".sin (me,)-sin (ne))
v=0
P = Z dz,-1,™ - cos (m ¢,)
"~ (19)

YD = Zoéz,, r," - sin (mg,)

Wegen by =an, Bam=an, % = L%, ist die Koeffizientenmatrix von (18) sym-
metrisch.

Fir den Spezialfall des Kreisrandes (alle r,=1) folgt aus (19), dass nur die
in der Hauptdiagonalen der Koeffizientenmatrix zu (18) stehenden Koeffizienten
am (m=0,1,...,6) und B3, (m=1,2,...,5) von Null verschieden sind und die
Werte afly =24, a“’*a‘g’g— c=aby=12; ﬂ<2)—ﬁ<22>= o =p% =12 haben.

Bei nicht zu grossen Abweichungen des Randes von der Kreisform werden wir
erwarten diirfen, dass dann die Koeffizienten der Hauptdiagonale von (18) doch noch
von iiberwiegender Grosse sein werden. In solchem Falle lisst sich dann das System
(18) relativ einfach und schnell iterativ 16sen.

Setzt man in (19) die Winkelfunktionswerte ein, so erhilt man fiir die Koeffi-

zienten der linken Seiten von (18) die folgenden Werte:

by = 24
wy = (ro—mz) + (r1—rii—ris+73s) - 3 V2+ Y3+ (ry—rio—raa+ra) - 33+
+(rs—ro—ris+ra) Y2+ (ra— é—r{e-!-rz'o)-i+(rf—,—r§~r{7+r{g)-%l’2—[/§
wfd = (r@ — 1o’ +ri5—mg) + (rE—re—rt it ry— s — g+ rig) - 3 V3 +
(2 —rd—rg g i — e —rast+ro5) - 3
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alfd = (rdd —rd + 1 —rid+rig—rap) +
(it —rE =Rt b =it -3+ rd) - 32
o) = (ro* — 75t +ret — et + i —rid g — oty +
+ gttt g g S - T i~ T — T 4 7a8) -
aff = (r° — ) + (r° — S —ri3 + ra8) - %V2 y3-—
— (i) 33— (i~ —rd ) d Y2+
F (= — i) A+ (R — P — i+ )3 V243
afd =ro® =1 +rd —rd +rd —ri§+ mS —rif + g — g+ g — 12l
o = (rf + )+ (PP i F s rag) - 2+ Y3) +
+rE gt trag) i+ (re e i) 3+
+(r+rd gt rag) (St ) - 2 (2 )/3)

R At B AR R Rt R STE R E RV R AR ot B S IR SVE R
(7'4 —rg —rm+r;g)-}——(réa—rés—rg+r;§)-}V§-l/2-—|/§
aff =(ro' +rd) + (it Frit st as) - dyV2- V23—
— (st gt b ) E = () 2Y2 V2 - )3

(7‘0 —7'12)'*‘(7'1 i — 7‘13‘*"' in_‘f‘ﬁ* 2 —rp— s+ rop) i‘l/3_
(7‘3 —re — i+ 1o 1) %l/2 (7‘4 —ry —7‘16+7'20) i+(7’5 —rq —7;;*“"19) iVE——VE
a¥ =+ )+ (Pl bt e S s S S S ) 3 —
—{r gt - At il rd) -

afg =(re’ — ) — (re —mg—riatrd) - 3 Y3+ (T —rd — i+ i) - 4

af = (ro' +re' +riz+ ) + (et Hrt b s ed) - 3

+(7’;4+T;4+7'3 +7'10+7'14+7' +Tzo+7‘22) i

afd = (re’ —r3) + (r* + 7 = — = -y ) - b6+

(8=’ — g+ rag) - %
afd=(ro’ —re + 18 —r@) + (n* —rd — P+ S — S — g+ 12d) - 13—
— (== g+ i — e+ 1d) - 1
afd = (rg’ — i) + (ry’ —7;;“’{;4‘7’;;)'1’1/5'1/;:‘—1/—5“(9‘2 —rig—ritrg)-2y3—
e R P R e A e N I P S SRR

O 8 78 8 ’ ’ 7 ’8 ’ ’ ;
Olog —(7'0 +7"6 +7‘12+7’1§)—(728+7'48+7‘3 +7‘13+7’12+7’ 8 ) i’

61

(20 a)
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ol = (r® +rd + e’ + i3+ g+ red) +
A o A N e ot B ot B S Aot S L R B
af) = (rg) — 1)+ (Y —ry + 7 — i~ g+ ren) - 32+
+ (rg —ry —rii+131) '%VQWL(’; —rg —rig+r0) -}
AR =B (e 1ye-Ve— Y3+
+rd—rd e hre e — )y — (R e erd) -1 Y2 Ve + )3

9 9 9
afe =ro® —rd + 18’ — rid +rif — a0

V=t re s g ) +

N A e A RS VA N S o o1 R ot Rt St S A SR P SRt S S
0!315)2(769_ 7'13)‘*’ (ri® — —ri—ri3+rs ) il/-? V3 +

+ (e — =+ rd) YB3 (s —rd — i ral) R Y2 —

—(r —re® —rig+re0) - 3 ( rd —r — i+ i) ) iV2+ys

o) = (rgl0 — gl 4 £10 — #110) 4 (P10 — 10 10 4 (110 4 (10 0 t0 110) 3
afd = (rg' + ) + (O i i) - 2 2 — Y3+ (O ) - 4

+ g+ rg %) b4 O ) R

+ (g rY) - 1 (24 Y/3)

=(ret =)+ (i — i = ) V3 = ) - 3

’ ’ ’ ’ ’
a( = 7'012 + 7212 + 7412 + T(;]? + Tglz + 7'1 + T] + T] + 7'1 + 7'1 + Tzo + rz

B =(r1 +ri1— rm—r),s) §V2 V3+(r2+rm —ry) %+
+(rstro—ris—ra1) 3 Y2+ (ratre—rie—Ta0) - §V3+
+(ré+r§—ri7~r§o)-£Vm+(ré—r{e)

W =(rl+r—rf—ri+nstra—rs—rg) - b+
+ R it —r28) - 3V + (P i — il

BR=@l +rd—rd —rP i+l il —rd) - 3 )2+
+(r—re + s — 3+ g —ros

P AR A A AR (ol Y Al st B B T AT B ER S+ B 4 B B R S 16

W= (S-S 7S -re8) 3 V2 B+ (rf -y - D) B - (S + S - s —rid) - B2 -

R B R S E B G A R I S C R E RN GRS
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D = (r? +r5 —rE =it gt —ri—rd) -1+
+(rs +7'42—7‘8 —rg it ris—ro— 1) FY3+ (- i —rd) - 3
Q= (r + i —r3—ra 'il2+l/§+(ré3+7'1(3)*7’14 753) - 3+
+(r8 1 —ris— rcﬁ')~%V§+(ris+ré3—r{%—rég)-}[/§+
+ER - 1V2 -3
B =(rt—rtrrd—r) - 3Y2 V2 Y3+ (st ki) Y3+
Ht =t il - (st -t =) 1Yz V23

W=+ —rd—rd) - 2V3-Ve+ )3+ (P +my—r—rd) - §—

R St Bt R S e R CAR B PP S TE R SRV
ﬂ(l)_ (s} ‘7'11‘*‘7';3 7'23) 2+V3)+(7'2 _7'4 +7';6_7'10-7'14—7'16+7'20 7’22) il/3—
— (rsd —r®+rif—r3) P+t S —rf) —V3)
B =( r+ri—ri-nd)-1y3- Vo —y [/3"‘(7‘; +rg—rii—rd) -
— (= =) Y — R R =) 23 V2t Y3 (r —rid)
ﬂ“’—(r"‘+r£4—r;4—r;‘+rf,4+r§"—r{é—r{f+r;§+rii—r{3—ri‘§+
+ 718+ ro6 — rok — r23) - 1vys
‘z‘£~(r{"’+r'5+r§5+ri"{-rig—r{5~r{3—ré§)'il/6+
+ (g —rii— ) 4 (rs’ —rd)
b=t rrd — =}ttt —rg— 7').3) i+
+(r;°+r3° r— gttt —r—rd)-1y3
S =(ry +rii—ris—re) - 1)3" V2+|/3+(r +r =) 3+
+(rd + 6’57_716'—720) V3= (s + o7 -1 1y3-V2—y3
ﬁ§11)=(7'{4—7’ﬁ+7‘;g"7‘;§)'i‘Vé'V2_V3—(Ts "7'9 +7‘15“7‘21) 1}—
—(rd =t g —rad) VB~ (st — i —10) il/2 V2+[/3
13(1)_(’1 —re— Pty rs o+ — ra3) - 1ye- 3 Sy —7'15—’51’)'“/5"
—(rd+rd—rig— 0)"&1/§
PR = —r+ =P+ — i~ — i —ra)) - }
=+ Al =) Y6+ (r e —rig— 1) 3 /3
B =lt—ri+rd—rd)-1y2: V2+1/—+ (ré~rd+rg—ra)- 3+

+(ré—rd+rig— g)"kl/g—(’a —r i —rg)- y2-Ve
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BR =+t —rS ) dVe— Y3~ (P i —ri—rd) 1
R St st B S o R UAR S AR S R SRR
F i) 3V B+ — 1))
D= (et St s i —rad) -} -
S A ot N SR S S ) B ST B VAR A M S 4]
BR = v =1+l — i+ A~ res) 32— (re Frig—ri—ram) 3 —
— (g A —rl— 1)} Y2~ (rd —1id)
BR = —rP+rd—rd =i+ -l -3 +
+r Tt —r8)-})3
BY =P+t —n3—r) - V243~ (P +rd—rii—rd) 1+
(R Hrd =) 3V (e —ria— )} Y3+
F (P4t V2 -3+ (rd —1id)
T B S TR L R W Ve ) B P OAR AR o B S St B SRR 3 TR
— =S )+ (P ) R (24 Y/3)
=T +rl—ri—rd) WVe—y3— (W +rif—ri-rd) -~
S R R ST RN (AR A S EP S TE RS
+ (A1 = -1 -U/2+V2
D (P —ri i) dye-Ve—ys— (P —rif+ri—nd)-3y3-
A R et R S CARSAR S SRR SO S R TH]
Y= (2= =) dY3-Ve—y3— (P S —rii—rid) 3 -
R I XE S R AR AR Bt B ST B PRV
BY =0+ 7 = — 0 0 e -’ - d -

’ " ’ ’ ’ no_ 1 '10 = "no_ 11 o 110
—(7'210‘“'40”"810—7'1504"71;0‘*’716 —ra0 — ) V3= (73 ~rg %+t - )

BR ==+ —ri—rd) 3+ 07+ T — i 1) - 33— (6 —7iR)
W= — (- rP o+ —r§ i st — i) - 4 /3

W= — (2 — 7’ + i — il rig —raa)

A e N L YR I E

AR = — (s — il =) (D Y = =) - 33— (e — )
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B=(rP+ri+r3+rs) 1 @—)3)+ (2 +rig+rit+r3) -1+
F i) b+ (i rg) -+
) @) (e
/——'—_ —_—
B=0P—ri—rid+rd) - 1V2—y3+ (e —rid—ri+rd)- 3Y3+
e A - S e R S T AR AR M B R S
+ (s —rP—ri+rd)- V2 +y3
BR=(rit+rttritrd)-2y2-V2—y3+
F(rt sttt b s et ras) - 3 —
—(ret ) 2 Y2 Ve Y3 — (rf 4 1id)
3R =(rP —rii—ri+rd) - 3 Y3 Ve Y3+ (R i — i+l Y3 —
— - ) =P =B+ rd) - 13- V243
BR =+ +rl + i+t Sl g S ad) 1 -
—(r i+ rag) -+ (red + i)
D = (rt gt et g bl - 3+
ot rt bt bt st et ros) 3+ (rat H et g et
BR = —rd+r —r—r 3+l —rid ) TV (S - —ria+rad) - 33+
+(rs® = —ria+red) - 3 /2
BE = —rt—r i+ S - — g+ ra8) - 1y3+
F(r—rd =g g g+ rad) - 3
BE=(ri —ri-ri+rd) -} V2+Y3+ 0 —ril—ri+mb) - Y3 -
—(rg' =y —ridHra) d Y2 (rd — g —rigtra) -3+
+ (s —r —rii ) Ve—)3
D=+l +rd o+l Sttt S rad) 3+
+(rd +rd g+ S+ 4+ ol
BR=(r +rs —r —rl—rd— i+ rad) 1 Y8+ () —rig— it rad) - 33
=00+t rrd) Y2 Ve )3+
+(rE—rd—rd gt —rd—ritrd) -4 —
— (i trg)-ty2-Ve—y3—(rd+rid
e A A e A A o R T st et b et Bt at B ot S M S B
. 1 ¥4
+rag+r3) - §
5~ 533807. Acta Mathematica. 91. Tmprimé le 15 mai 1964
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B — =) 1Y3 V2 B+ (R - il il ) R Y3
F P =) 3 =i+ rd) - Y3 V2 -3

@ = () F 23+ (0 ) R
+ (3 0+ 00+ ) A (O e )
+ (0 ) - (2 Y3) - (e g

Vergleich von (19) und (19’) zeigt, dass man 3 aus %, =af’, und 92 aus

a?,=p", gewinnen kann, indem man in den letzteren Ausdriicken r,” durch dz,-7,”
ersetzt.

Die Bestimmung der Korrektur unserer Naherungslosung fithrt also auf ein System
von 12 Gleichungen mit 12 Unbekannten, das sich umso leichter durch Iteration auf-
lésen liasst, je weniger die Randkurve in der (z, y)- bzw. (z’, ¥')-Ebene von einem
Kreise abweicht.

Das Gleichungssystem (18) vereinfacht sich erheblich, wenn der Rand in der
(', y')-Ebene in bezug auf eine oder auf beide Koordinatenachsen symmetrisch ist.
Im Falle der Symmetrie des Randes in bezug auf nur eine Koordinatenachse zer-
fallt das System (18) in zwei getrennte Systeme von 7 bzw. 5 Gleichungen fiir die
a, bzw. b, einzeln, da dann die 8%, und mithin auch die «, simtlich verschwinden.
Die Koeffizienten dieser beiden Systeme gewinnt man aus (20 a) und (20 ¢) unmittel-
bar, wenn man ry ,=7, (z’-Achse als Symmetrieachse) bzw. 7g,, =7 , und 71s,, =7,
(y'-Achse als Symmetrieachse) setzt.

Ist der Rand in bezug auf beide Achsen symmetrisch, so zerfallt (18) sogar in
vier getrennte Systeme: ein System fir a,, a,, a4, aq, eins fir a,, a;, a5, eins fir
by, by, by, und eins fir b,, b, allein. Und zwar erhilt man in diesem Falle anstelle

von (18) die folgenden Gleichungen:

24a,+ay- (27 + 23 ri+2rt—2r—2)3 -1 —2rd) +
tag-@reétert—2rt—dard —2rtr2rt+ 20+

23
tag (2rd—ard+4ard—-2rd) =302
v=0

ao- (21 +2)3-ri+ 2 =200 —2)3 -1~ 20) +
ta,- (2rt 3t bt bt 3t 2t +
tag (2rd Y3t —rt+rd—y3-rt—2rd) +

23
’ ) ’ li " v
+ag- (2re— 21 —2r43+2r68)=2062,-r, -cos (2¢,) } 212)
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ay- (2rgt+2rt—2rt —drdt —2rf 20t 20gh) +
+ay 2rd+ )3 =t rd—y3-rd —2rd)+
tag (2rd+ Pl rard el rend)+

23
tag (2700 + 27— 270~ 270 =3 82,-7* - cos (4 ¢))
v=0

ag- (2rd —art+ard—2rd)tay (2rd—2rf— 278+ 278+
+ay- (2780 + 2750 — 2710 — 27g'0) +

23
+ag (270 + 4%+ 4r? 4 2rg%) =2 82,-1,% cos (6 )
=0

ay (21 2+ YB)ri+ 3t 2 i+ (2—Y3) Y +
tag 2rt Y2 Ve ysont—2nt—2rt—y2-Ve—y3-rt) +

23

7 ! ! I I ’
+a5-(2r06+r16—3726—2r36+r46+r5°)=206z,,-r,',-cos o,
&

ay-(2re' +Y2-V2Hy3-rt —2nt -2t =Yz V2 — 3 rh) 4
tag- (20’ + 2+ 20+ 4r +2n) +
+as'(2r(f’+‘/§-l/mg-r{8+2r{,”—2r;8-VQ.V'2+—V3-,.;8):
=§574u'r;3'cos (3¢

y=0

ay - @r’ At =3rf —2rt )+
+ag- (2rg + Y2 V28 2t —2r® Y2 Ve s ) +
+age (2700 + (2— YB) 110+ 30 + 110+ (24 /3) g0 =

23
=>d82,n% cos (5¢,)

v=0
by ((2—V3) rP+ 1+ 27+ 37+ (2+)/3) - rsi+ 27g%) +
by (V2 Vo3t ert b 2rt — Y2 V23t —2rt) +
+bg (nt+rt—2r 378470+ 27 =v22306 z,-7,-sin @,
bl([/i-l/‘2—_v§-r{‘+2ré‘+2r§‘—V§-V2_-—+7§-ré‘—2-ré‘)+

+bg (2r+art2r’+ 20+ 2r) +
+b5.(W.V2+V§-r{3+2ré8—2r§8—V§-|/2—l/§‘fs’,s—2rés)=

2
=2:0¢$ z,-1,%-sin (3 ¢,)
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by (rn®+rt—2r® —3rl+rl+2rd)+
by (V2 V2 Y3 rtrerd—2rd —y3-Ve— )3t —2r) +
by (24Y3) 0+ 0+ 2704 3104 (2 — 3) 750+ 2760 =

23
=> 82,1} sin (5¢,)
y=0

by (rit+3rt +ardt + 37t )+ by (3-8 + 378 — 38— 3. 18) =
23 , ,
=>0dz,r2 sin (2¢,)
v

bz-(V§-r{“+3r;“—3r;"—V§-r§°)+b4-(3r{8+3r;8+3r18+3r;8)=

23
=>6z-r' sin (4¢,)
v=0

(214d)

Diese Gleichungen lassen sich selbst in dem Falle, dass der Rand erheblich von

der Kreisform abweicht und eine iterative Auflosung nicht mehr méglich ist, unschwer

und schnell auflosen. Dass eine starke Abweichung von der Kreisform die iterative

Auflssung der obigen Systeme unméglich machen kann, erkennt man aus (21a) bis

(21d) sofort, wenn man als Rand z. B. eine Ellipse mit der grossen Achse a’=1 und

der kleinen Achse b'<<1 wihlt.

Hat man durch Auflésung des Systems (18) bzw. daraus im Symmetriefalle ab-

geleiteter Systeme die Koeffizienten a, und b, berechnet, so kann man die dann be-

stimmte Korrektur (16) leicht wieder in die Form einer nach Legendreschen Poly-

nomen fortschreitenden Doppelreihe:

0.8 _
z= ‘Z Zy, Py (§) Pr(n)
I+r'nmso
bringen.

Es ist némlich:

1 1 2
Zoo=ao+§(m§_”§)'az+(gmé—gmgn%‘F

(22)
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~ 16
08 = _'23_1”’2'0'6
Bag =5 - ay + 4} (Em%—?;"%) gt (ﬁm3“7’"§"§+2"é)'a°
- 8 4 2
Zyy= — 3 mi nf-a, > mEnd (mf—nf) - aq
~ 16

2,4
Z24=—,7—mgn2-0t6

= 8 8 3
Zyy=-my-ay+ - ms (—m%—n%) ‘@

35 7 11
~ 16
Z42 —Tménz-ae
=~ 16
Zeo"2—31 m3 - ag

=~ 3
Zyy=ny-b,+ nz(mﬁ—gng) -by +n, (m§—2m§n§+,37n§)-bs

= 2 4 1
Z03= —Bng-bs—gng (m%—gng)b5
8

; _8
05 63

n3 - by

7 2 2 5 , 2
Zo=2mzny-by+4msn, o mz—ng - by
Z~23=—§m§ng-b5

~ 8
Zu:.?m;"z'bs

~ 3 3
Zng=my" ay+my (Bmﬁ—ng)-aawL my (§m§—2m§n§+n§)-a5

s 5
Zyy= — 2m2n§-a3—4m2n§(m§—§n§ -ag

=~ 8
=2 4,
Z14—7m2n2 ag

~ 2 4 1
Z30=5m§-a3+§m§(§m§—n§)-a5
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~ 8
3.2
Zgy= T3Mmpna s

7 5
Zyy=—-ms-ag

63

~ 12
Zn=2mznz~b2—1—gmgn2(m%—:u%)-b4

Zl3= ~—§m2n2 b,

Zys=0 (234d)
Zy — 5 ming - by

Zyy =0

Zgy =0

Die Konstanten m, und n, sind hierbei durch (5) definiert. Die Koffizienten 215,
Z~33 und 251 verschwinden, da in (16) A nur bis 5 lauft.

Durch Addition von (15) und (22) erhilt man dann die numerische Losung des
Dirichletschen Problems.

Das in II und III beschriebene Verfahren zur numerischen Berechnung des
Dirichletschen Problems lisst sich auch dann noch in entsprechender Weise anwenden,
wenn wir in (7) mehr Glieder, als in II vorgesehen ist, mitzunehmen gezwungen sind,
um die Funktion f (&, n) genigend genau anzunéhern.

Muss man z. B. in (7) 7 und k& von O bis 6 ({-+ k<6) laufen lassen, so hat man
[
I wund m in (8) von 0 bis 8 (I+m <8) zu erstrecken. Man hat dann statt > (»-+1)=28
y=0
8
jetzt > (v+1)=45 unbekannte Koeffizienten Z; ,,. Die aus der Differentialgleichung
v=0

(6) dann resulticrenden 28 Bedingungsgleichungen zerfallen jetzt analog zu (9 a) bis
(9d) in vier Systeme von 10, 6, 6 und 6 Gleichungen.

Die noch zusétzlich benétigten 17 Gleichungen fur die Z;,, gewinnt man dann
im TFalle der ersten Naherung wieder durch eine analoge trigonometrische Interpola-
tion. Diese 17 Gleichungen zerfallen analog zu (13 a) bis (13 d) wieder in vier Systeme
von diesmal 5, 4, 4 und 4 Gleichungen. Auch hier ist wieder eine sukzessive Auf-
lésung der resultierenden 15, 10, 10 und 10 Gleichungen méglich.

Die Korrektur der ersten Niherung erfordert jetzt, falls der Rand nicht achsen-
symmetrich ist, die Auflésung eines Systems von 16 linearen Gleichungen.
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Auch die Fille, dass man in (7) ¢ und k£ von O bis 8 (¢ + % < 8) oder von 0 bis 10

({+%<10) zu erstrecken hat, lassen sich mit entsprechendem rechnerischem Mehr-

aufwand ganz analog behandeln.

IV. Ein Beispiel

Gesucht sei diejenige Losung der Differentialgleichung:

pe os
o&* ot 7

die lings des aus zwei Parabeln zusammengesetzten Randes:

n==1(1-8)
die Werte:
z=%&%+cosh &-cos (1 —&7)
annimmt.

Da dieses Problem offenbar die Losung

z=%&*+cosh&-cos 7

(24)

(25)

(26)

(27)

hat, werden wir in der Lage sein, unsere numerische Naherungslosung mit der exakten

Losung (27) zu vergleichen.

In diesem Beispiel sind sowohl der Rand (25) als auch die Randwerte (26) sym-

metrisch in bezug auf beide Koordinatenachsen.

Zur Berechnung der ersten Niherung unserer Losung haben wir die Randwerte (26),

die durch folgende Tabelle:

TABELLE 1
@: 0° 15° 30° 45° 60°
z:  2,04308 1,75209 1,45899 1,16667 0,88192

als Funktion des Polarwinkels gegeben sind, lings der Radiusvektoren auf den Ein-

heitskreis zu verschieben. Die Fourier-Analyse nach Thompson ergibt als einzige von

Null verschiedene Fourierkoeffizienten fiir die auf den Kreisrand verschobenen Rand-

werte :

Co=1,21087; C,=0,75139.

Einsetzen dieser Werte in (14 a) ergibt:

Zoy=1,12754, Zg,= —0,33426, Z,,=0,66760.

(28)
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Alle iibrigen Z,;  verschwinden. Die erste Naherung unserer Losung lautet dann:

2V (&, ) = 1,12754 Py (£) - Py (1) — 0,33426 Py (§) - Py (1) |

(29)
+ 0,66760 P, (&) - P, () J

Lings des Randes (25) nimmt z¥ (&, %) die folgenden Werte an:

TABELLE 2

o ] =l o 0 (e} o

P 0 15 30 45 60 75 90
AV 1,06227 1,69995 1,43285 1,15185 0,85594 0,58382 0,45948

Durch Subtraktion der Werte der Tabelle 2 von denen der Tabelle 1 ergeben
sich die noch lings des Randes (25) erforderlichen Korrekturen &z der ersten Néherung:

TABELLE 3

] o o o o o

@ : 0 15 30 45 60 5 90°
dz:  0,08081 0,05214 0,02614 0,01482 0,02598 0,05870  0,08082

Da nicht nur der Rand (25), sondern auch die Randwerte (26) selbst achsen-
symmetrisch sind, so sind in (16) nur die Koeffizienten a4, @5, @, und a4 von Null
verschieden, so dass wir nur das System (21 a) zu betrachten haben. Dieses lautet

in unserem Beispiel:

24 ay— 0,57882 a, + 2,25097 a, + 0,61062 0, =  1,03438
—0,57822 aq + 9,94186 a, — 0,33349 a, + 2,38090 a4 = — 0,04709
2,25097 aq — 0,33349 a, + 7,40895 a, — 0,32265 4, =  0,39686
0,61062 a, + 2,38090 a, — 0,32265 a, + 6,09122 ag=  0,01557

(30)

Da die Glieder in der Hauptdiagonale iiberwiegen, lisst es sich iterativ auflosen.
Als Losung ergibt sich:

a,=0,03912, a,= —0,00140, a,=0,04168, as=10,00139. (31)

Einsetzen dieser Werte in (23 a) ergibt:

Zoo= 002801, Zy,= —0,03030, Z,,—0,01069, Zo= —0,00010
Zyo= —0,03322, Z,— —0,11115, Z,,=0,00318
Zyp= 0,00837, Z,= —0,00318

Zeg= 0,00010

(32)
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Durch Addition von (28) und (32) ergeben sich dann die Legendreschen Koeffi-

zienten der Losung unseres Beispiels. Die Losung selbst lautet dann:

z (&, ) =1,15555 Py (&) P, (n) — 0,36456 Py (£) P, () +0,01069 Py (&) Ps(n) —

—0,00010 Py (&) Pg(n) +

+0,63438 P, (&) Py (n) — 0,11115 P, (&) P, (n) +0,00318 P, (&) Py(n) + - (33)

+0,00837 P, (£) Py (3) — 0,00318 P, (£) P, () +
+0,00010 Pg (&) Py(n)

Die folgenden Tabellen 4 und 5 bringen fir das Innere und den Rand unseres

Bereiches einen Vergleich dieser Naherungslosung (33) mit der exakten Losung (27).

TABELLE 4
§=0,2 §=0,4 £§=10,6 £=10,8 =1
_ [ (33) 0,54029
K | 27) 0,54030
_og ] (33 o.s0671 0,73069 0,83320
T=%% 1 @1 0,69671 0,73069 0,83319
_og | (33 082533 0,86189 0,97224 1,15839
158 (21 082534 0,86190 0,97225 1,15842
o4 [ (33) 0,92106 0,95954 1,07573 1,27188
T=55 21 092106 0,95955 1,07573 1,27189
o2 [ (33) 0,98006 1,01973 1,13952 1,34183 1,63077
=52 (21)  0,98007 1,01974 1,13952 1,34184 1,63078
—o | (33) 1,00000 1,04007 1,16107 1,36547 1,85744 2,04308
K L @7 1,04007 1,16107 1,36547 1,65743 2,04308
TABELLE 5
p=0" p=15 ¢=30° =45 @=60° p="15 =90"
Rang. | (33) 204308 1,75211 1,45899 1,16665 0,88193 0,64254 0,54029
“len 204308 1,75209 1,45899 1,16667 0,88192 0,64252 0,54030
Zusammenfassung

Durch Doppelreihenentwicklung nach Legendreschen Polynomen wird die Losung

des Dirichletschen Problems mittels Picard-Iteration fiir einen beliebigen symmetrischen

oder unsymmetrischen Rand numerisch durchgefiihrt. Fiir die erste Niherung der
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Losung werden die Randwerte auf eine die Randkurve moéglichst eng umschliessende
Ellipse ubertragen. Diese erste Nidherung wird korrigiert durch Addition von Ldsungen
der homogen gemachten Differentialgleichung (Laplacesche Differentialgleichung), die
den Fehler lings der Randkurve nach der Methode der kleinsten Quadrate zu einem
Minimum machen. Die Berechnung dieser Korrektur wird besonders einfach im Falle

eines achsensymmetrischen Randes. Ein Beispiel erldutert das Vorgehen.



