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VObl 

I n  der vor l iegenden Arbei t  bezeichne: 

1 eine ungerade  nat i i r l iche Pr imzahl .  

/ t  sei der nati ir l iche ZahlkSrper.  

sei eine pr imit ive l-re Einhei tswurzel ,  k = R(~), /t = I - -~ .  

m sei eine ganze ra t ionale  Zahl  u. zw. sei m ~ I 
(?) 

1 l 

Es sei ~ = • (V~)~ ~i = ~ (~'V-~) mit o _-< i < l, so dass ~o = ~ wira. 
r '  sei eine pr imit ive Kongruenzwurze l  rood. l in R. 

?--2 

8 sei die erzeugende Subs t i tu t ion  ~1~ r' der  Gruppe  k / B ,  N x = ~_~s i. 
i = 0  

K sei tier KSrper  t~ k, es ist K > ~l fiir jedes i. 
l l 

a sei die erzeugende Subs t i tu t ion  Vm]~Vmm der  Gruppe  K / k ,  
H=l--a, N=I +a+as+.-.+~ ?-I. 

Automorphismen und Homomorphismen mSgen in fiblicher Art durch symbo- 

lische Exponenten bezeichnet werden. 

Sind G, H zwei Gruppen, so bezeichne [G, HI den Durchschnitt, H< G 

heisst: H ist Untergruppe yon G, ist in diesem Falle der Index endlich, so heisse 

er (G:H). 
Gruppen yon Zahlen und Idealen mSgen im allgemeinen wie iiblich durch 

dieselben Buchstaben wie die Repr~isentanten der Gruppenelemente bezeichnet 

werden. 

Zahlen in /~ sotlen mi t  kleinen la te inischen Buchstaben,  Zahlen in k mi t  

kleinen griechischen,  Zahlen in K mit  grossen griechischen Buchstaben bezeich- 
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net werden. Analog sollen kleine und grosse deutsche Buchstaben Ideale in k, 

bzw. K i. a. darstellen. 

Insbesondere sei a, 2 die Gruppe aller Ideale # o in k, K, ebenso (a), (~/) 

die Gruppe aller Hauptideale # o in bzw. diesen KSrpern. Gruppen yon Zahlen 

und Idealen sollen nach einem - -  stets aus dem Zusammenhang e r s i c h t l i c h e n -  

Erkl~rungsmodul erkliirt sein. 

(c) sei die Gruppe der Hauptideale # o in R. 

H sei die Idealgruppe K / k ,  f ihr Fiihrer, Sf der Idealstrahl nach dem 

Fiihrer, ~Tf----- I rood. f eine erzeugende Zahl yon Sf, also H ~- ~ Sf. Weiter sei 

Hs = Ss. 

k' sei der umfassendste reelle TeilkSrper yon k, also der Durchschnitt yon 
l--1 

k mit dem KSrper aller reellen Zahlen. Es ist dann s ' ~ - ~ -  die erzeugende 

Substitution k/k ' ,  zugleich die einzige yon der identischen verschiedene. 

Mit p a l s  natiirlicher Primzahl, A als natfirlicher Zahl, d als ganzer Zahl 

aus R soll pa] ld  heissen: d ~ o rood. p", ~ o rood. pA+l. 

ho sei die Klassenzahl in k, h die in /~, h' die in ~2. 

Wesentliche Primteiler einer ganzen Zahl d aus R sollen die natiirlichen 

Primzahlen p heissen mit pA II d, A ~ o rood. l. 

Ausdriicklich bemerken wir. dass im Gegensatz zu dem meist angewendeten 

Gebrauch m zuniichst in w 2 nicht notwendig yon /-ten Potenzen frei sein. In 

w167 3, 4, 5 hingegen gelte fiir jedes pa lira: A ~ o mod. l. 

S(a)  bezeichne die Absolutspur einer Zahl a in k. 

bedeutet Einheiten in k, e' solche in k'. 

Zitieren werden wir vor aJlem die Berichte des Herrn H. HAssv, in den 

Jahresber. d. Deutschen Math. Vereinigung und zwar Teil I (Bd. 35) und Tell I a 

(Bd. 36) als Hasse I und Hasse I a nach dem vereinigt gebundenen Sonderabdruck, 

Tell I I  (Reziprozit~tsgesetze) als Hasse II.  

w I gibt die notwendigen Grundlagen. 

w 2 gibt den Beweis folgenden Satzes: Kann der Zahl m m i t  m ~-~ ~ I rood. l 2 

eine Zahl m' zugeordnet werden mit folgenden Eigenschaften: 

(I) Es sei m ' =  a l +  l~b l, wo a und b ganze Zahlen aus R sind, weiter a ~ o  

rood. 1 ist. 
m p 

(2) Mit den Abkiirzu.lgen m 1 ~ -a  + l b, n ~ - - ,  
m l  

n ~ g i .  
(o 

also n und ml ganz gelte 
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(3) Alle wesent l iehen Pr imte i le r  yon m' sind wesent l iche Pr imte i l e r  yon m 

und umgekehr t ;  daun  ist  die Klassenzahl  in ~ durch  l te i lbar  (Anm. I). 

Der  Satz kann  in gewissem Sinne als Vera l lgemeinerung eines Satzes yon 

FUET~R (in der Abhandlung :  Uber  die Gle ichung a S +  ~s + 7 s =  o, Heide lberger  

Si tzungsber ichte  I913) be t r ach t e t  werden:  in B ( V ~  + 27b ~) mi t  a ~ o mod. 3, 

b ~ o ist  die Klassenzahl  dureh  3 te i lbar  (Anm. 2). 

Be ton t  werde:  Satz 3 ist fiir 1 =-3  spezialisiert, insofern  al lgemeiner  als er 

bei diesem W e r t e  yon 1 behaupte t :  Sei m 2 ~  x rood. 9. I 
Gibt  es eine Zahl  a s +  27b s mit  a ~ o m o d .  3, b ~ o ,  so dass die wesent- 

l ichen P r imfak to ren  yon a 8 + 27 b s die wesentl ichen Pr imte i le r  yon m sind, und 
8 

a~--3 a b + 9  be kein Kubus  ist, so ist die Klassenzahl  in R ( V m ) d u t c h  l teilbar.  

Andrersei ts  setzt  Fueters  Satz n icht  voraus, dass a2- -3  a b + 9b ~ kein Kubus  ist. 

Von je tz t  ab sei m yon /-ten Po tenzen  frei  angenommen.  

Die Siitze yon w167 3, 4 k6nnen  wie folgt  zusammengefass t  werden:  

Die Klassengruppe in ~ ha t  mindestens  z durch  1 tei lbare Invar ian ten ,  wenn 

l - - I  
(I) en tweder  sich un te r  den P r imfak to ren  yon m -  + z solche pi  mi t  

2 
p ~ I  rood. l finden (Satz 4) 

(II) oder  sich un t e r  den Pr imte i le rn  yon m -  ausser eventuel l  1 - -  n u t  solche 

vorfinden, die pr imit ive  Wurze ln  rood. 1 sind, and  zwar  fiir m I-1 ~ J rood. 1 ~ in 

der Anzahl  -.1--I + z ,  h ingegen  fiir  m ~-l-~ I rood. l ~ in der A n z a h l - l +  I + z  
2 2 

(S..tz 6). 

Fi i r  l-----3 gi l t  noch:  

Satz 5: H a t  m insgesamt u nati ir l iche P r imte i l e r  Pt ~ I rood. 9, v natiir- 

l i c h e  Pr imte i l e r  q i = I  rood. 3, ~ I  rood. 9, so sind mi t  v ' ~  max. (v - -  I, o) 

mindestens  u + v' Inva r i an ten  der Klassengruppe  yon ~ du tch  1 tei lbar.  

Es gel ten noch folgende Si~tze: 

Satz, 6 a, 6 b: I s t  h 0 ~ o rood. 1 und  ist m en tweder  nat i i r l iche Pr imzahl ,  

Pr imi t ivwurzel  rood. 1 oder  aber  P r o d u k t  zweier solcher  nat i i r l lcher  Pr imzahlen  

pi und  ist  in le tz terem Falle mZ-1 ~ I rood. 1 s, dagegen p~-i ~ x rood. 1 ~, so ist  

h ' ~ o  rood. /. 

I n  w 5 wird gezeigt:  

I s t  l = - -  I rood. 4, k~ = k (1/-~-l), hat  m insgesamt  u nati ir l iche P r imte i l e r  
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2 io i mit  p,. --= I rood. 1 *, v nattirliche Pr imtei ler  ~j mit  q~. ~ I rood. l, aber  qj ~ I 

rood. 1 ~ und ist wieder v ' -~  max. ( v - - I ,  o), so ha t  die Klassenffruppe yon 

k~ ( ] / ~ )  = s (1 /~/ / )  mindestens u + v' dureh 1 tei lbare Invar ianten.  

@ I .  

Fas t  alle unsere Ergebnisse beruhen auf dem folgenden Satz oder verwandten 

S~tzen. 

Satz 1: Gibt  es eine Haup t idea lg ruppe  (fl) in k zwischen (u) und H:-, die (c) 

nicht  als Untergruppe  hat,  so ist die Klassenzahl in s durch 1 teilbar. 

Beweis: Sei f '  die kleinste natfirliche Zahl, die ~ o rood. f i s t ;  die Gruppe 

(d) = [(fl), (c)] ist nach pc, erkliirbar (in /~), welter  ist (d) < (c), es gibt  mithin  nach 

dem Primzahlensatze unz~ihlig viele zu f u n d  1 prime natiirliche Primzahlen p 

in R mit  folgenden Eigenschaf ten:  

(i) (p) ist  nicht  Element  yon (d), 

(I) p ~ r '  mod. l. 

D'~ss beide Bedingungen vereinbar  sind, folgt  ausser aus dem Primzahlsatz  ein- 

faeh daraus, dass die zu 1 pr imen Restklassen rood. 1 eine Gruppe der 0 r d n u n g  

l - - I  bilden, w~hrend ((e/:(d)) eine Potenz  yon l i s t .  

W e g e n  (2) bleibt  (p) in k Primideal.  

Da  K/R normal  ist, ist fl* = H, da K/R niehtabelseh ist, so liisst s k e i n  

Element  einer Nebenklasse  yon 9A/tt invariant,  der Durehsehni t t  jeder  Neben- 

klasse mit  (e) f i i l l t , leer aus, es folgt  ( e ) < / / ,  d .h .  (p) s teht  in / t .  

Naeh dem Zerlegungssatz zerf~llt also (p) in .K/k: 

l 

Da aber (~0) nieht  in (/3), somit  nieht  in H :  steht, so ist (p) nieh~ Norm eines 

H~uptideals ,  also ~3i (I ~ i ~ l) kein Haupt ideal .  

Nun brauehen wir: 

Hilfssatz 1: Is t  J ein Ideal  in K, j x  ~ (7) ein Haupt idea l ,  alas nieht  Ele- 

ment  yon H : i s t ,  Jq~ I, j u +  I fiir o < u < q ,  so ist l Iq. 

Beweis: Offenbar ist ((a):Hf)~l" mit v ganz rat ional  > o .  Denn aus v ~ o  

folgte  H ~ (a) im Widerspruch dazu, dass K/k nicht  unverzweigt  ist. 
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Sei Jq = (M). 

W~re q ~ o rood. l, so g~tbe es zwei ganze Zahlen aus R mit 

q x  + l y -=  I. 

Man h~tte dann 

(y) = = r:,) 

im Widerspruch dazu, dass (7) nicht in / If  steht. 

Wir  folgern sofort: 

Hilfssatz 2: Jedes ~,  steht in K in einer Klasse mit durch 1 teilbarer Ord- 

nung. 

Die Zerlegung (3) zeigt, dass die Zerlegungsgruppe jedes ~ in Bezug auf R 

die Ordnung 1 hat, also zyklisch yon dieser Ordnung ist. Der ZerlegungskSrper 

ist einer der K5rper Y]j. Da zu konjugierten Primidealen konjugierte Zerlegungs- 

kSrper geh5ren, hat  jedes ~i  einen der KSrper Qi als Zerlegungsk5rper k~, etwa 

den KSrper t~. Der Tr~gheitskSrper kt yon ~ beziiglich R ist natiirlich K, 

da ~ in K / R  nicht kritisch ist. Da beim ~bergang ]ct/]Cz keine Zerlegung, son- 

dern nur eine GraderhShung des Ideals 0' in ~ mit ~ I0 '  eintritt, so ist ~----~' 

schon Primideal in ~. Nach ttilfssatz 2 ist mithin die Klassenzahl in t2 durch 

l teilbar, w . z . b . w .  

Bemerkung: fast genau so beweist sich der allgemeinere 

Satz l a :  Mit R ~ kl ~ k, welter (al) als Gruppe aller Hauptideale in k 1 

gebe es in k eine Zwischengruppe (fl) zwischen (a) und Hj,  die (a l )nicht  als 

Untergruppe hat. Dann ist die Klassenzahl in ~(1)_ ~ k l  durch l teibar. 

Bei Satz 2 wol[en wir die Bezeichnungen aus Satz I verwenden. Wir  haben: 

Satz 2: 
Ordnung 1 t, 

varianten. 

Beweis: 

Dann gilt: 

(2) 

Ist  die Faktorgruppe (c)/(d), die vom Typus (/, 1 , . . . ,  l) ist, yon der 

so hat  die Klassengruppe yon t~ mindestens t durch 1 teilbare In- 

Es seien cl, c 2 , . . . ,  ct ein System yon Basisklassen yon (c)/(d). 

t 

Itch'i---- I hat x ~ o  rood. l fiir jedes i zur Folge. 
i = l  
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Es seien wei ter  p(i)_~ r '  rood. 1 n~ti ir l iche n ich t  kr i t i sche  ~Primzahlen m i t  

P r imte i l e rn  in bezw. ci. I h r e  Exis tenz - -  und zwar  fiir jedes i in unz~hl iger  

Menge  ~ fo lg t  aus dem Pr imzahlensu tze  genau  wie bei Satz I. ~(~')lp (~) sei 

der  P r imte i l e r  ers ten Grades ,  als I dea l  in s be t rachte t ,  in K is~ ~(~) yore 

Grade  l - -  I. 

Eine Beziehung 
t 

H ~/')~i ~ i in 
i=~ (t) 

h~t te  zun~i.chst eine Beziehung gen~u gle icher  Ar t  in K,  und dahe r  auch eine 

solche 

i = l  

zur Folge, wo t ' ~  o rood. 1 ist. 

Iqormenbi ldung  in K/k erg~ibe, dass 

t 

] I  (p/i))~,~,- 
5-=1 

Element  yon Hf ist .  Es wfire auch 

t 

E l e m e n t  yon H$, also von (d). Es folgte  

t 

also jedes ui ~ o ,nod. I. 

I s t  also C~ die l-Klasse yon ~(~) in ~,  so ist  eine Gle ichung 

t 

| I  qx~= I 
i : l  

nur  so mSglich,  dass alle xi ~ o rood. 1 sind, d .h .  die K las sengruppe  in ~ h a t  

mindes tens  t dureh  l te i lbare  Inva r i an t en .  

Auch  b ie r  ergib t  sich ganz ana log  mi t  den Beze ichnungen yon Satz  I a, 

ausserdem 
[(~), (~ , ) ] -  (~) 

fo lgender  Satz:  
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Satz  2 a: H a t  die Fak to rg ruppe  (a~)/(d) die Ordnung  1 t, so ha t  die Klassen- 

gruppe yon Y2 (~) mindestens t durch l te i lbare  Invar ian ten .  

und  

2 .  

W i r  kommen zu Satz 3. Sei m ~ - 1 -  I rood. / ~. 

Der  Zahl m lasse sich eine ganze Zahl m' aus R zuordnen,  so dass 

( I ) m' = al + lt b t mit  a, b ganz aus B,  a ~ o mod. 1. 

m' 
(2) Mit  m l = a + l b ,  n = - - ,  also m , n  ganz, gelte n r  I. 

m l  if) 

(3) Alle wesentl ichen Pr imte i le r  yon m' sind wesentl iche Pr imte i le r  yon m 

umgekehr t .  

Dann  ist die Klassenzahl  in ~ dm-ch 1 teilbar.  

Beweis:  Ohne Einschr~nkung der Al lgemeinhei t  kann  (a, b ) =  I angenommen 

werden. Mit  g = a  + lb~, wo offenbar # I n  gilt, ist ()~,/~)=(I).  

Wi r  verwenden Hilfssatz  4: 

Die Zahlengruppe (~) der Zahlen mit  

enth~it  alle Erzeugenden  von Elementen  aus H/ ,  insbesondere alle Einhei ten,  es 

ist also (fl) ~ Hr.  

Beweis yon t t i l fssa tz  4: 

In  k gelte die Idealzer legung mit  den l~ und qj als Pr imidea len  

wo alle as und bj ~ o rood. 1 seien, j und j '  sind niehg no twend ig  Primideale.  

Dann  ist mindesgens eln qy vorhanden  oder s ' ~  I. Denn  (/~)= (I) hi~tte wegen 

n = ~ ,  zur Foige:  

(l) 

im Widerspruch  zur Voraussetzung.  

Kr i t i sch  in K / k  sind genau 

H ie r  t r i t t  die Voraussetzung ein, dass alle wesent l ichen Pr imte i le r  yon m' wesent- 

l iche Pr imte i le r  yon m sind und umgekehr t .  
23 -- 642136 Acta mathematlca. 83 
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Sei r irgend ein Oi oder qj. 

Fiir r i s t  dann Normenrest  und l-ter Potenzres~ gleichbedeutend, da r ~ (~) 

i s t  Es ist welter, fiir alle ~:: ~ / ~  I rood. r wegen r l f .  Es folgt fiir jedes zu 

f prime A : ( - ~ ) =  I, also 

(4) 

Fiir Einheiten e yon k ist 

Da aber nh/~ -1 -- I rood. l~, also m l / z  - 1  /-prim~r ist, so folgt (nach Hasse II) 

( ~ )  ode, ( ~ )  ( ~ )  = �9 ( 5 )  

Aus (4) und (5) folgt: 

Hilfssatz 5: Die Zahlengruppe /~ mit ( f l ) =  (fl)  erftillt f l >  ~, (fl)> Hj, 

wei~er ((a): (~)) = l. 

Wir  brauehen noeh 

Hilfssatz 6: Uater  den q~ gibt 'es  keine absolutkonjugierten Primideale. 

Beweis: W~re mit ganzem rationalem u q ~ =  qj, so folgte 

q ~ l ~  .'~ . 

Da auch qj]~ gilt, so bliebe q~[iz,--~8~= b / (~- -  ~), wo t ~ r  '~ mod. 1 i s t  

Ist. r '~ ~ I rood. l, so w~re l (~ --  ~t) ~ o rood. qj., also folgte qj ] b und damit 

auch qjla im Widersprueh zu (a, b ) =  t. 

Es bleibt r'"~-- I rood. l, d .h .  u ~ o rood. ( 1 -  I), also s u =  I, d.h.  q~=qj. 

Nun folgt Hilfssatz 6 a: (fl) umfasst nicht alle rationalen Ideale. 

Beweis: Aus m ' ~  o rood. ~,  ml ~ o rood. qj folg~ fiir die natiirliehe Prim- 

zahl q j ~ o  rood. qj sofort a z ~ - ( l b )  ~, a ~ - - l b  rood. q~, d.h.  q~-~I rood. 1. qj 

ist also Primideal ersten Grades, die Restklassenk5rper rood. qj in R und rood. 

qj in k sind I-isomorph. 

Is t  c Nichtrest  rood. ql, Rest rood. q: fiir j > I, was nach Hilfssatz 6 wegen 

q~ r ~ r erfiillbar ist, so bleibt 
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C ~A I ,  . . . .  ~--- ~ I ,  

mithin 

hingegen trivialerweise 

Es ist 

(e ist kein Element  yon fl). 

Ans Hilfssatz 5 und 7 folgt  im Verein mit  Satz I der Satz 3. 

w  

Von jetz~ ab sei rn als yon /-ten Potenzen frei angenommem 

Mit  Hilfe der Kummer-Takagischen  Formel  (t tasse II ,  w 2I, 3, S. I59) be- 

weisen wir den 

l - - I  
Satz  4: Erfiillen - -  + z (z > o) natiirliehe Primzahlen pi I m die Kongruenz  

2 

p i - -  I rood. l, so sind mindeatens z Invar ian ten  der Klassengruppe yon ~ durch 

l teilbar. 

l - - I  
Beweis :  W i r  setzen - -  + z ~ u .  

2 

Sei Oi(o < i _--< u) ein (nicht n~her best immter)  Pr imtei ler  yon pi  in k. Dann  

ist Oi vom ersten Grad. Mit  r_~ als kleinstem posit ivem ganzem Res t  yon 

r ' - i  rood. 1 ist  dann mit  d e r  Abkiirzung 

1--2 

f ( s )  = ~_j r _ j  # ,  also f ( r ' )  ~ - -  I rood. 1 (6) 
j=0  

das Ideal  p[(*) ----- (&i) ein Haup t idea l  in k. (&i)kann durch eine Lagrangesche  

Wurzelzahl  erzeugt  werden. (vgl. Hilbert ,  Zahlbericht  w io8, Satz I35 ). 

Es werde & ~ - l ~  ~r, gesetzt.  

Es seien weiter  

XI~ Z 2 ~ . . . ~  ~l--1 
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die Takagischen Einseinhei ten.  Fi ir  ein beliebiges a ~ I rood. ~ aus 1r sind dann  

du tch  
I--1 

a --  ]-[ x~.~(~) rood. Zl a_JL j 
j = l  

die ganzen ra t ionalen  Exponen ten  tj (a) rood. l e indeut ig  best immt.  

Nach  erw~hnter  Formel  gil~ fiir jede Einhe i t  ~ ~ I rood. 2 

l--1 
j tj (~i) t l - - j  (~) 

ai Das gibt  fiir ein beliebiges c? = zi  

l--1 

.~_ ~ i , j = l  
aij tj (~) t t_j  (~) 

N u n  k5nnen wir in k jede ( l - - i ) - t e  Po tenz  einer Einhei t  aus E inhe i ten  

1--  I I - 1  ~1--~,  *~ ~?i , wo die ~ fiir I < i ~  Grunde inhe i ten  in k sind, multi- 
2 

plikativ aufbauen.  

, . - ,  

Es hat~ dann das System der - -  Kongruenzen  in a ~ , . . . ,  a~ 
2 

'a l -  1 

~_~ ai ~ . ~ j t i ( z , ) t l - j ( ~ k )  -~ o rood. l, (7) 
i = 1  j = l  

Z - - I  
W O  k~-- -  I ,  2~ . .  , ,  - -  

2 

l - - I  
Matr ix  aus 

2 

sei, u -  Q(~)  l inear  unabh~ngige LSsungen,  wenn ~J~ die 

Zeilen und u Spal ten  

and  Q ( ~ )  ihr  Rang rood. 1 ist. Nun  ist  offenbar  

q (~Cj~) ~ rain. , u = - ,  
2 

d . h  
u - r (~) _- z .  
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Das System (7) hat  also sieher z (vielleieht mehr) linear unabhiingige LS- 

sungen rood. l: 
(a,~, . . . ,  a , ,~) , . . . ,  (a~ . . . .  , a, ,) .  (8) 

Das System (8) ergeben mit 
u 

~,~ = I I " : ' 5  
i ~ l  

insgesamt z /-unabh~ngige Zahlen ~ 1 , . - . ,  d~, so dass 

6 j l  = I  

fiir jede Einhei t  in k gilt. W e g e n  ~ ~ - j !  gilt daher  fiir jedes ~: 

= I. 

Wir  haben nun:  

Hilfssatz  7: Es ergeben sieh mithin z Zahlengruppen fl~- definiert dureh 

(1) = 

so dass ((a): (flj))= l u n d  flj > e ist. 

Wi r  haben nun:  

Hilfssatz  8: (flj) ~ Hr. 

als 

rest  

(9) 

I AN V,r~ Beweis :  Fiir jedes ~/NVf gilt \~-d~.-] I, da fiir die Pr imfaktoren  yon ~j 

in K / k  kritische, zu ~ tei lerfremde Primideale  Normenres t  und /-ter Potenz- 

zusammenfallen. Also bleibt  _4~yf M flj, d. h. Hj ~ flj. 

Hilfssatz  9: [(~), . . . ,  (flz)] -->_ Hf. 

Der Beweis folgt  unmit te lbar  aus t t i l fssatz  8. 

Hilfssatz  10: Fiir jedes ganze rat ionale c, das zu 1 prim ist, gil t  

( : )  

Beweis :  Es ist ~ \~ , ]  . I s t  nun  = ~a, SO folgt  
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letzteres wegen (6). 

t t i f ssa tz  11: Mit [(c), (s . . . .  , (~)] = (d) is~ (c)/(d) yore Typus  (l, l . . . .  , l) und 

der Ordnung  l ~. 

Beweis: Es sei in R die Zahl  c~ Rest  mod. p2 fiir j ~ i, dagegen Nich t res t  

mod. p~.. Dann  werde p,- speziell so gew~ihlt, dass 

= I ffir i ~ j .  

Die z(I  < i < z) Systeme yon z Kongruenzen  mod. 1 

2 a,jz~-~ o ffir j ~ i, 2 aniXn~-- I (I0) 
n = l  n = l  

haben jedes mindestens eine LSsung;  denn die L inea r fo rmen  der l inken Seiten 

sind rood. 1 l inear  unabh~ngig.  

Eine LSsung des /-ten Systems yon (Io) sei 

(Xi l~  . . , ~  X in ) ,  

Es ist daher  

2anjXin~O mod. l fiir i ~ j ,  2 a n i X i n ~  I mod. 1. (ii) 

also 

W i r  setzen 

Dann  wird : 

On xJ n at3 ~ Cn xJ n anj ' 

~~ =~ ~ ~ ,,=, ~ 1  ' 

,pj= [ [  ~:J,,(~ < j < ~ ) .  
~'/,= 1 

Also ist nach Hilfssatz Io: 
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~ anj' a'j~7, 

und nach  der Formel  (II):  

339 

ergibt  ffir jedes j :  

oder  

]1[ ~]J ~ I (d) (Anm. 3) 
j ~ l  

H 

Mithin  sind die Aj un.tbhiingige Basisklassen yon (e)/(d), also (c)/(d)von 
Typus ( l , . . . ,  l) und von der Ordnung  l ~. 

t I i e raus  und aus Satz 2 folgt  Satz 4. 

Insbesondere  geniigt  es z. B. fiir l ~ 3, dass es zwei P r imte i l e r  pi -~ I mod. 

3 yon m gibt, dann  ist die Klassenzahl  in ~2 durch 3 teilbar.  Ebenso ergibt  
5 

sich Tei lbarkei t  der Klassenzahl  in R ( V ~ )  durch 5, wenn m drei Pr imte i le r  

I (5) hat .  

F a r  1 = 3 kSnnen wir noeh etwas mehr  schliessen: 

Satz  5: Sei 1 = 3, m habe u nat i i r l iche P r imte i l e r  p~ = I rood. 9, v natiir- 

l iehe Pr imte i le r  q ~  I rood. 3, ~ I  mod. 9. Es sei v'--= max. ( v ~  l, O). D an n  

sind mindestens u + v' Invar ian ten  der  Klassengruppe yon s dureh l teilbar. 

Beweis: In  k = B(V~--3)  gibt es nur  die sechs Einhe i ten  + I, +_ ~, + ~ .  

Sind v, lp,, qJlqJ Primideale  in k, so i s t -  -_(~)= I, ( ~ . ) r  jedes i , j .  I s t  

v > I, so gilt  fiir jedes ganze ra t ionale  x mi t  o < x < v 

far j / j ' ,  
(12) 

also (~vj) kein Element  yon  (~j), w. z. b. w. 

Die Komplexe Aj=q~j(d) sind dann Nebenklassen yon (c)/(d), es ist A } ~  I. 

Eine Gleiehung 
z 

I I  AYJm I 
j = l  
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mi t  ~.~= I oder " n x = - -  I .  

Die Bedingungen 

L. Holzer. 

\qll 

( f l ~ ) = I  (fiir z ~ j - - < ~ )  

q,+,,.I 

geben dann u + v' Zahlengruppen fli mit den Eigenscbaften 

(,) < Z,., 

(2) (a:]~)  = l = 3. 
Es folgt 

C~): @)) = 3. 

Die weifere Sehlussweise is~ genau wie frSher. 

w  

Wesentlich andere Beweismittel  braucht  der Satz: 

S a t z  6: H a t  die Z~hl m, eventueli  yon 1 abgesehen, nur  natiirliche Prim- 

/ + I  
f~ktoren p i e r  '~ rood. I mi t  ( x , / - -  I ) ~  I und zwar letztere in d e r Z u h l - -  + 

2 

+ z ( z > o ) ,  wenn m 1-1~. I rood. 12, dagegen in der Zahl --1--I + z  fiir m z - l ~  I 
2 

mod. t e, so ha~ die Klassengruppe yon ~ mindestens z durch 1 teilbare In- 

varianten. 

B e m e r k u n g :  In den  Tell der Voraussetzung ~1-1 ~ I rood. l" ist der Fall  

m ~ o mod. I yon selbst inbegriffen. 

B e w e i s :  I s t  die natiirl iche Pr imzahl  p ~ l, p/m, so ist auf Grund der Vor- 

aussetzung p Primit ivwurzel  rood. l, es ist (p) in k Primideal,  in K wird (p)=-~'.  

Fiir ~ is~ also bezkig.lich R der KSrper 1~ Zerlegungs-, der KSrper  k hingegen 

TrSgheitsk5rper. Beziiglich des KSrpers P. hat  also ~ den KSrper .q als Zer- 

legungs-, K Ms TriigheitskSrper, also ist ~ schon Primideal  ( e r s t en  Grades) 

in 12. 

geh5rt  einer Klasse # ( , / )  in K an, die durch stark ambige Ideale mit  

# z =  (1) erzeug~ wird. Es ist 
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(~,_4~ ..... ~t,,,) = ho 1 -'~ (i  3) 

M =  d + q - - ( r  + z). 

(Hasse I~ ,  w I3, S. 99, Formel  ,7~)- Hiebei  ist r - -  
1 - - 3  

Beziiglich der iibrigen 

In  unserem Falle ist Bezeiehnungen sei auf  die ~ngegebene Quelie verwiesen. 

1 + I  
d - -  + z ~ - r  + 2 + z ,  q ~ o ,  also M ~ z .  

2 

(A) Im Falle n?,l-i~ I rood. 12 sind alle Tel ler  der Rela t ivdiskr iminante  yon 

K / k  schon Ideule in .Q. Also ha t  .q eine du tch  I tei lbare Klassenzahl .  Genauer  

gesugt: es gibt in der Klassengruppe yon ~ mindestens z durch  l te i lbare In- 

varianten.  Denn die /-ten Potenzen aller Teller der Reh, t ivdiskr iminante  sind 

bier  Haupt ideale .  

Fiihren wit  dies genauer  aus! Aus (@(A):(A)  ~ hol M mit M > o folgt,  dass 

die Tel ler  der Rela t ivdiskr iminante  m i n d e s t e n s  l -~r Klassen aufbauen.  Denn  

wir haben : 
(a (A) : (A)) = (a (A) : a (A;) (a (.4; : (_4/). 

Hier  ist der zweite Index 

h o 1-~/, 

wenn l:~ Klassen yon k in K in die Hauptklasse  iibergehen. Es bleibt  

(~ (A) : a (A!) = l -~+~ 

und die Fak to rgruppe  des Index  links wird dureh Ideale ~ you der Form 

i 

aufgeb~ut ;  es heisst dies: es gibt  

mul mehr  Klassen in K, die durch sturk umbige Ide~le, als solche, die durch 

Ideale  in k erzeugt  werden. Als Repr~sentan ten  diesel" Idea lk lassenfaktorgruppe  

@(A) /a (A)  kSnnen ,nlso 1M+~.I Primidealprodukte  

I ]  ~?~  (o _-<j < l -'~§ 

angesehen werden. Die 1M+y Klassen 
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sind dann durchwegs Klassen,  die schon Ideale  aus ~g enthal ten.  Die l-re Po- 

tenz aller dieser Klassen ist  die Hauptklasse .  

Es folg$ Satz 6 wegen M + y_--> M >  z (Anm. 5)- 

(B) Ganz /~hnlich sind die Schliisse fiir  m t - l ~  ~ rood. l ~, wo also entweder  

1[[ m 1-' --  I oder l[ m i s t .  

Der  letz~ere Fall  werde kurz erSrt~er~. Sei hier  der (einzige) P r imte i l e r  yon 

1 in K mit  L bezeichnet.  D an n  ist 

L t - -  (),), L ~<t-~' -= (1). (14) 

L t-1 ist Pr imideal  in ~. Die Klasse C yon L in K ist  en tweder  die Haupt-  

klasse oder  gehSrt  zum Exponen ten  l. Dasselbe gil t  yon tier Klasse des Prim- 

ideals L ~-1 in $2. 

I s t  L t-~ in ~2 kein t Iaupt idea l ,  dann auch in K nieht.  Denn wegen (I4) 

liegfl L l-~ in K in der Klasse C -~. D a n n  gilt :  

Da If~S2 zyklisch vom Grade l - - I  is~, der  Rela t ivgrad aber  zur Ordnung  1 

yon L z-~ in ~2 prim ist, kann C -~ n icht  die Hauptklasse  sein, es folgt  C ~  I, 

d . h .  L ist kein Haupt ideal .  

Das Gegens~Sck ist  

$a tz  6 a: I s t  k regul~ir, wei ter  m Pr imzabl  und Pr imit ivwurzel  rood. l, so 

ist in ~2 and  K die Klassenzahl  n ieht  durch  l teilbar.  

Beweis: Sei m = p .  Ffir  pl--1 ~ I mod. 1 ~ ist dann  f =  (p), fiir jo ~'-1 ~ I 

rood. l ~ ist dann  f - ~  (p;~). Die Anzahl  a der ambigen Klassen entscheidet  dann  

dariiber, ob die Klassenzahl  in K durch 1 te i lbar  ist, aus a ~ o rood. l fo lgt  

h ~ o  rood. 1 (~r Proceedings  Tokyo I933). Die Umkehrung :  aus h ~ o  

mod. 1 folgt  a ~ o rood. 1 ist trivial. 

I s t  h ' ~  o rood. 1 und ~9~ ein Ideal  in $2, das kein Haupt idea l  ist, wo aber  

93~z=(F) in ~2 t Iaup t idea l  ist, so kann ~ auch nicht  in K t t aup t idea l  sein. 

Denn  wir h~ttten bei Annahme 9~ = (_d) durch Rela t ivnormbi ldung K/~2:gW-l= (B) 
mit  B = .~u Es folg~e 9)~ = ( F B  -1) also 99~ schon in .Q I taupt ideal .  

Es folgt :  aus l[h" folgt  lib oder 

aus h ~ o rood. l fo lg t  h ' ~  o rood. 1. 
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Es ist (Hasse I a, w I3, S. 98, Formel  (I3)) mi t  den dort igen Bezeichnungen 

a = h o  l* mit  x : d  + q * - - ( r  + 2). (I5) 

(A) I s t p l - l ~  i rood. 1 -~, so ist d =  I. Wel te r  ist q * = r  + I. 

Um letzteres zu zeigen, gehen wir so vor: jede Einhei t  e in k erfiillt 

(I6) folgt  fiir e = ~ aus 
I~ 1 - 1  - - 1  

fiir jedes rationale zu 1 prime n, fa r  e als Einheit  in k' durch Anwendung yon s'. 

De jede Einheit  in sich bekannt l ieh als 

darstellen |~sst, folgt  (16). (Man kann  aueh die Tatsaehe, dass p l-prim~r ist, 

Es bleibt somit x ~- 0 oder a = h 0 ~ 0 rood. l, letzteres ist die gorausse tzung,  

dass k reguli~r ist. Also bleibt unter  Anwendung  des Satzes yon Moryja:  

Aus h o ~ 0 rood. 1 folgt  hier h ~ o rood. 1 und aueh h' ~ o rood. 1 (Anm. 4) 

(B) Piir p l - i ~  I rood. l 2 wird d ~ 2 .  Wel te r  ist q * = r .  

Letzteres beweist man so: Esist  (~} r 1, somit ~nicht Relativnorm, dagegen 

ist fiir jedes ~ aus ]c' ('~) ' ~ I, was wie vorhin gezeigt wird. Also ist e' Rest  

naeh (p), well (p) Pr imideal  ist, somit Normenrest .  Wei ter  ist e ' -~ I rood. 2 3, 
(1) 

somit Normenrest  rood. ~ .  (rood. Z~llf sind Normenres t  und l-ter Potenzrest  

dasselbe, was im Falle Z blf,  b > 2 fiir diese b nieht  mehr r ieht ig ist.) Also ist 

e' Normenres t  naeh (p)Z '~= (f),  somit als Einheit ,  die Normenrest  ist, aueh 

Relativnorml Es bleibt g * =  r, x = o, somit a ~ o rood. 1. Der weitere Schluss 

ist  wie vorhin. 

Es gilt  aueh noch 

= q b p ~ - l ~ i  mod. / ~ , p ~ r ' ~ m o d .  / m i t  Satz  6 b :  I s t  ml- i~-  I rood. 1 ~, m p~p, ,  

( x ~ , l - - I ) = I  fiir i ~ - I , 2 ,  ist welter k reguliir, so ist h ~ o  rood. l, Mso auch 

h ' ~ o  rood. l. 
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Beweis" Fiir  jedes 1),: gi l t  ~ I, = I, also ist wieder  q* = r. W e i t e r  

is t  d = 2 wegen f ~  (PIP-2). Der  weitere Sehluss ist genau  wie bei Satz 6 a, (B). 

w  
N u n  beweisen wir 

Sa tz  7. I s t  l ~ - -  1 mod. 4, und ha t  m in sgesamt  u natfir l iche P r imte i l e r  

pi mi~ p~ ~ I mod. l ~, v nat i i r l iche Pr i ln te i ler  qj m i t  q~ ~ I rood. l, q~ ~ I rood. 1 ~, 

so ha t  die Klassengruppe  in .(2. ( l f f - l )  = Y2~ mindes tens  u + ~/ durch  1 tei lbare 

Inva r i an ten .  Hiebe i  ist  v ' = m a x . ( v - -  I , o )  und  u + v > o .  

Beweis: Es seidn p~ und qj (nicht nKher bes t immte)  P r imte i l e r  yon p, und 

qj in k. W i r  nehm en  ~ als Repr~isentanten eines ~., q als ReprKsentan ten  eines qj. 

Fiir  ~ ist 

Mit  der Abki i rzung p ' ~  I~ ~' ist  offenbar  aueh 

(~p) = I .  (19) 

Alls (I8) lll~ld (I9) folgt 

Wei te r  gil t  ffir jedes e' 

Aus 07), (20) und (2~)folgt 

fiir jede Einhei t  e in k. 

Sei v > o. 

h ingegen 

( 5 ) :  i 

Es is t  dann  genau  wie frf iher  mit  q ~ ' =  q': 
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Die Gleichung 

ist genau dann erfiillt, wenn 

(24) 

2 Aia i  ~ o mod. 1 (25) 
i~l 

ist. Da diese 

ergeben sieh v -  I l-unabh~ingige Ideale 

bl, . - . ,  b s , . . . ,  b~-l, 

mit  folgenden Eigenschaften:  

Is t  ( a l j , . . . ,  a,,j) eine der linear unabh~ngigen LSsungen yon (25) so soll 

~1  
sein. Es gibt naeh (25): 

nach (26) 

Kongruenz v ' =  v - -  I linear unabhiingige LSsungen mod. 1 hat,  

sind im Falle v = o  insgesamt u, fiir v > o  hingegen u + r - -  I, also in jedem 

Falle u + v' Zahlengruppen gegeben, wo jede Einheit  enthal ten ist. 

Sei k 1 der K5rper R ( ~ ( - - I ) ~ l ) ,  also k 1 < k. Nach Voraussetzung ist 

l -~ -- I rood. 4, also kl = R (}/ - - / )  imaginiirquadratisch, also kein TeilkSrper 

yon k' und fiir ]edes primitive, also nicht  zu R gehSrende Element  7 yon k 1 

gib~ F '  ~ Y. 

(i~j) = I (29) 

(26) 

(27) 

(2s) 

fiir ]edes ~ in k. 

Durch 

somit nach (17) 

= ,  
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In  k I best immen wir zu jedem Ideal  1~ und qj das Primideal  ~1) und q~'> 

mit  O~]p~'), bzw. qj] q~'. Sei r fiir den Augenblick Repri isentant  der 13~ und qj, 

r ' =  r 8'. Dann gilt  fiir r ] r  mi t  r als nati ir l icher Pr imzahl  und r It (1), ~'[r  (-0), wo 

r (1) und r ('2) Pr imideale  in k~ sind: 

(A) Im F a l l e r  ~ t mod. I is~ r (~) und r ~) verschieden, beide sind gore ersten 

Grad (wie r u n d  r' in k). 

Hier  kommt  zur Geltung,  dass kl gegeniiber s' nicht  elementeweis in- 

var iant  ist. 

(B) Im Falle r -~  --  I rood. l gilt  r = r', r (1)-- r (-~)-~(r) (als Ideal  in ]cl be- 

trachtet).  (r) in k I u n d  t in k sind vom zweiten Grad. 

I t ie r  kommt wieder l ~  --  I rood. 4 zur Geltung. Es ist 

(-/) 
2 2 2 

also bleibt (r)i in k 1 Primideal.  

Es kommt nun folgender Schluss: 

Zu jedem 1: der Sorte (A) gibt es unz~hlig viele zu f prime 7 in kl, so dass 

y Rest  yon r (~) und jedem yon r verschiedenen ~0; und qj, auch yon 0~ und q~., 

aber ( 7 ) ~  ist. Es ist  dann 

also 

hingegen 

ffir jedes 

~i ~ r, qj r r. (3o b) 

Einem Primideal  r der Sorte (B) ordnen wir ein 7 zu, Zahl yon k~, die prim 

zu f ,  Niehtrest  yon (r) in k~, u. zw. so dass ~ ~-2- ist. h ingegen Rest  aller 

yon ~: versehiedenen I~ und  qj, aueh yon den beziigliehen I~ und q~ sein soll. 

Dann  ist  

( 7 )  = ~  (31) 
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r wegen r = r ,  dagegen 

fiir jedes von r verschiedene Oi und •j. 

Mit  der for t laufenden Numerierung 

sei die Zahl yi in dieser Art  dem Primideal  ri zugeordnet.  

W i t  best immen nun u + v' (v' ~ o) Zahlen /~j, wie folgt:  

I. Es ist tti = 7J fiir j ~ u. 

I I .  Is t  bj dureh (26) bestimmt,  so hat  das Kongruenzsystem rood. l, das vSllig 

dem System (Io) gleicht, mindestens eine LSsung. 

Man ha t  hier zum Unterschied yon (Io) v' solche Gleichungssysteme. Eine 

LSsung des j- ten sei analog wie damals durch 

gegeben. 

Wir  setzen dann 

gilt: 

Mit 

(xjl, . . . ,  xj~,) 

7~Jt [Mu+J ~ ~ I  u+t ~ 
t= l  

(I) O j = r j r j  fiir j ~ u ,  

(II) Oj = bj - ,  fiir j > u 

t 

Der Beweis ist fiir min. (j, j') <= u fast  trivial, fiir j > u und j '  > u vSllig 

analog dem der Formel  (I2). 

Der weitere Nachweis ist unter  Anwendung des Satzes 2 b vSllig analog dem 

Sehluss des w 3. 
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Anmerkungen. 

I. Es w~ire eigentl ich nicht  notwendig,  m ' #  I, sondern nur  b # o voraus- 
(z) 

zusetzen, da sich bekannt l ich  e lementarzahlen theore t i sch  sonst aus m ' :  i sich 
(l) 

n ' :  I ergibt.  Wegen  der Ungekl~irtheit des Fermatprob lems  w~ire allerdings 
(0 

vielleicht m ' :  I m5glich, ohne dass b ~ o ist. 
(l) 

2. Fiir l = 3 ist sicher a 3 + 27 b 3 kein Kubus  ffir b # o, was st i l lschweigend 

vorausgesetz t  wird. 
2 

3. Heiss t  bekannt l ich  in der normalen Gruppenkongruenzschre ibweise :  1~ C) qj 
j : l  

ist  E lement  yon (d), vgl. z . B . H .  Zassenhaus,  Gruppen theor ie  (1937), S. 9 f. 

4. ~ b e r  die n~here Schlussweise vgl. den folgenden Beweis beim Satz 6a,  

Teil (B). 

5. Man kann  auch durch Be t r ach tu n g  des l-KIassenk5rpers L yon ~ zum 

Ziel kommen, indem nach dem Satze Hasse II ,  w 25, VII ,  S. 145 sich ffir h ' ~ o  
rood. 1 der KSrper  L K / K  als abelsch unverzweigt ,  (LK:K) als Po tenz  yon 1 und 

auch leicht  L K >  K erweist. In  Hasse, au tographier te  Voriesungen (1933) er- 

scheint  zi t ier ter  Satz auf  S. 121 als Verschiebungssatz.  

Y 


