ZUR KLASSENZAHL IN REINEN ZAHLKORPERN VON
UNGERADEN PRIMZAHLGRADE.

Vox

L. HOLZER

in GRAZ.

In der vorliegenden Arbeit bezeichne:

l eine ungerade natirliche Primzahl.

R sei der natiirliche Zahlkorper.

{ sei eine primitive I-te Einheitswurzel, k= R({), A=1—C.
m sei eine ganze rationale Zahl u. zw. sei m # 1

{0
!

4
Es sei Q=R(Vm), ;= R({Vm) mit 0o <i <1, so dass £,=  wird.

r’ sei eine primitive Kongruenzwurzel mod. ! in R.
-2

s sei die erzeugende Substitution {|{” der Gruppe /R, N, = D'
K sei der Korper QF, es ist K > £ fur jedes <. =
1 1

o sel die erzeugende Substitution Vm|;Vm der Gruppe K/k,

Ad=1—6¢, N=14+0+c2+ -+ oL,

Automorphismen und Homomorphismen mogen in tblicher Art durch symbo-
lische Exponenten bezeichnet werden.

Sind G, H zwei Gruppen, so bezeichne [, H] den Durchschnitt, H < &
heisst: H ist Untergruppe von G, ist in diesem Falle der Index endlich, so heisse
er (G: H).

Gruppen von Zahlen und Idealen mogen im allgemeinen wie iiblich durch
dieselben Buchstaben wie die Repridsentanten der Gruppenelemente bezeichnet
werden.

Zahlen in R sollen mit kleinen lateinischen Buchstaben, Zahlen in % mit

kleinen griechischen, Zahlen in K mit grossen griechischen Buchstaben bezeich-
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net werden. Analog sollen kleine und grosse deutsche Buchstaben Ideale in £,
bzw. K i. a. darstellen.

Insbesondere sei a, % die Gruppe aller ldeale £ 0 in %, K, ebenso (a), (A)
die Gruppe aller Hauptideale 5 o0 in bzw. diesen Korpern. Gruppen von Zahlen
und Idealen sollen nach einem — stets aus dem Zusammenhang ersichtlichen —
Brkldrungsmodul erkliirt sein.

(c) sei die Gruppe der Hauptideale £ o0 in R.

H sei die Idealgruppe K/k, f ihr Fiihrer, S; der Idealstrahl nach dem
Fiihrer, 7y==1 mod. f eine erzeugende Zahl von §;, also H =AY §;. Weiter sei
Hy= (A" S;.

k¥ sei der umfassendste reelle Teilkorper von %, also der Durchschnitt von

-1
k mit dem Kéorper aller reellen Zahlen. Bs ist dann s’ =s ? die erzeugende
Substitution /%, zugleich die einzige von der identischen verschiedene.

Mit p als natiirlicher Primzahl, A4 als natiirlicher Zahl, d als ganzer Zahl
aus R soll p4||d heissen: d = o mod. p4, = 0 mod. p4+!,

hy sei die Klassenzahl in %, h die in K, ' die in £.

Wesentliche Primteiler einer ganzen Zahl d aus R sollen die natiirlichen
Primzahlen p heissen mit p4||d, 4 = 0 mod. .

Avusdriicklich bemerken wir, dass im Gegensatz zu dem meist angewendeten
Gebrauch m zunichst in § 2 nicht notwendig von I-ten Potenzen frei sein. In
8§ 3, 4, 5 hingegen gelte fiir jedes p4 ||m: 4 = 0 mod. I.

8(@) bezeichne die Absolutspur einer Zahl e in %.

¢ bedeutet Binheiten in %, &’ solche in %'

Zitieren werden wir vor allem die Berichte des Herrn H. Hassk in den
Jahresber. d. Deutschen Math. Vereinigung und zwar Teil I (Bd. 35) und Teil I a
(Bd. 36) als Hasse I und Hasse I a nach dem vereinigt gebundenen Sonderabdruck,
Teil 1T (Reziprozititsgesetze) als Hasse II.

§ 1 gibt die notwendigen Grundlagen.

§ 2 gibt den Beweis folgenden Satzes: Kann der Zahl m mit m'~! = 1 mod. I?
eine Zahl m' zugeordnet werden mit folgenden Eigenschaften:

(1) Es sei m =d' + 'V, wo a und b ganze Zahlen aus R sind, weiter a =0
mod. [ ist. ,

(2) Mit den Abkiirzuagen m, =a + 1b, n==%, also # und m; ganz gelte

1
nF# 1.
(1)
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(3) Alle wesentlichen Primteiler von m’ sind wesentliche Primteiler von m
und umgekehrt; dann ist die Klassenzahl in Q durch ! teilbar (Anm. 1).

Der Satz kann in gewissem Sinne als Verallgemeinerung eines Satzes von
Foerer (in der Abhandlung: Uber die Gleichung «® + 8% + y* = o, Heidelberger

Sitzungsberichte 1913) betrachtet werden: in R(ls/mﬁ)—”) mit ¢ % 0 mod. 3,
b 5 0 ist die Klassenzahl durch 3 teilbar (Anm. 2).

Betont werde: Satz 3 ist fiir [ = 3 spezialisiert, insofern allgemeiner als er
bei diesem Werte von ! behauptet: Sei m® =1 mod. 9.

Gibt es eine Zahl a® + 270® mit a0 mod. 3, b ## 0, so dass die wesent-
lichen Primfaktoren von a® + 27 b® die wesentlichen Primteiler von m sind, und

a®—3ab+ gb® kein Kubus ist, so ist die Klassenzahl in R(IS/E) durch [ teilbar.
Andrerseits setzt Fueters Satz nicht voraus, dass a® — 3ab + 9b® kein Kubus ist.
Von jetzt ab sei m von l-ten Potenzen frei angenommen.
Die Siitze von §3§ 3, 4 konnen wie folgt zusammengefasst werden:

Die Klassengruppe in £ hat mindestens 2 durch [ teilbare Invarianten, wenn

(I) entweder sich unter den Primfaktoren von m 1,__—2 ' + 2 solche p; mit
pi=1 mod. ! finden (Satz 4)

(IT) oder sich unter den Primteilern von m — ausser eventuell | — nur solche
vorfinden, die primitive Wurzeln mod. ! sind, und zwar fiir m'~'= 1 mod. {* in

l—1 l+1

der Anzahl + 2, hingegen fiir m'~"!=1 mod. I*® in der Anzahl

+z

(Satz 6).

Fir I = 3 gilt noch:

Satz §5: Hat m insgesamt « natiirliche Primteiler p;= 1 mod. 9, v natiir-
liche Primteiler ¢;=1 mod. 3, =1 mod. g, so sind mit v = max. (v — 1, 0)
mindestens « + ¢' Invarianten der Klassengruppe von Q durch [ teilbar.

Es gelten noch folgende Sitze:

Satz, 6a, 6b: Ist hy=0 mod. ! und ist m entweder natiirliche Primzahl,
Primitivwurzel mod. [ oder aber Produkt zweier solcher natiirlicher Primzahlen
p: und ist in letzterem Falle m!~! =1 mod. I*, dagegen pl~'= 1 mod. I*, so ist
h' £ 0 mod. .

In § 5 wird gezeigt:

Ist {=—1 mod. 4, k, = k(¥ —1), hat m insgesamt u natiirliche Primteiler
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p; mit p;=1 mod. !, v natiirliche Primteiler ¢, mit q;.E I mod. [, aber ¢;= 1
mod. /* und ist wieder v = max. (v — 1, 0), so hat die Klassengruppe von

(V) = (VY —1) mindestens u« + ¢" durch [ teilbare Invarianten.

g 1.

Fast alle unsere Ergebnisse beruhen auf dem folgenden Satz oder verwandten

Sitzen.

Satz 1: Gibt es eine Hauptidealgruppe (8) in % zwischen («) und Hy, die (¢)
nicht als Untergruppe hat, so ist die Klassenzahl in Q durch [ teilbar.

Beweis: Sei /' die kleinste natiirliche Zahl, die = 0 mod. f ist; die Gruppe
(d) =[(8), (¢)] ist nach f’ erklirbar (in R), weiter ist (d) < (c), es gibt mithin nach
dem Primzahlensatze unzdhlig viele zu f und ! prime natiirliche Primzahlen p
in R mit folgenden Eigenschaften:

(1) (p) ist nicht Element von (d),

(1) p=+" mod. L

Dass beide Bedingungen vereinbar sind, folgt ausser aus dem Primzahlsatz ein-
fach daraus, dass die zu ! primen Restklassen mod. ! eine Gruppe der Ordnung
{— 1 bilden, wihrend ((¢):(d)) eine Potenz von [ ist.

Wegen (2) bleibt (p) in & Primideal.

Da K/R normal ist, ist H*= H, da K/R nichtabelsch ist, so lisst s kein
Element einer Nebenklasse von /H invariant, der Durchschnitt jeder Neben-
klasse mit (¢) fillt.leer aus, es folgt (¢) < H, d.h. (p) steht in H.

Nach dem Zerlegungssatz zerfillt also (p) in K/k:

() =11 B — B (5

Da aber (p) nicht in (), somit nicht in H steht, so ist (p) nicht Norm eines
Hauptideals, also P; (1 =7 =) kein Hauptideal.

Nun brauchen wir:

Hilfssatz 1: Ist J ein Ideal in K, J¥ =(y) ein Hauptideal, das nicht Ele-
ment von Hj ist, J7~ 1, J* + 1 fiir o <wu < ¢, so ist I|q.

Beweis: Offenbar ist ((@): Hy) =" mit v ganz rational >o0. Denn aus v=0
folgte H = (o) im Widerspruch dazu, dass K/% nicht unverzweigt ist.
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Sei J7 = (M).
Wiire ¢ = 0 mod. [, so. gibe es zwei ganze Zahlen aus E mit

gr +ly=1.
Man hitte dann
() = r=+ss) = (e,

im Widerspruch dazu, dass (y) nicht in Hj steht.
Wir folgern sofort:

Hilfssatz 2: Jedes P; steht in K in einer Klasse mit durch [ teilbarer Ord-

nung.

Die Zerlegung (3) zeigt, dass die Zerlegungsgruppe jedes P; in Bezug auf R
die Ordnung ! hat, also zyklisch von dieser Ordnung ist. Der Zerlegungskorper
ist einer der Korper 2;. Da zu konjugierten Primidealen konjugierte Zerlegungs-
korper gehoren, hat jedes PB; einen der Korper ; als Zerlegungskorper k., etwa
B den Korper Q. Der Trigheitskorper %k von P beziiglich R ist natiirlich K,
da PB in K/R nicht kritisch ist. Da beim Ubergang k/k. keine Zerlegung, son-
dern nur eine Graderhohung des Ideals ¥’ in 2 mit B|p’ eintritt, so ist =1y’
schon Primideal in £. Nach Hilfssatz 2 ist mithin die Klassenzahl in 2 durch
! teilbar, w.z. b. w.

Bemerkung: fast genau so beweist sich der allgemeinere

Satz 1a: Mit R<F% =<k weiter (¢;) als Gruppe aller Hauptideale in &,
gebe es in % eine Zwischengruppe (§) zwischen (¢) und Hy, die (e,) nicht als
Untergruppe hat. Dann ist die Klassenzahl in Q% = Q#%, durch [ teibar.

Bei Satz 2 wollen wir die Bezeichnungen aus Satz 1 verwenden. Wir haben:

Satz 2: Ist die Faktorgruppe (¢)/(d), die vom Typus (I, [, ..., ) ist, von der
Ordnung !, so hat die Klassengruppe von £ mindestens ¢ durch ! teilbare In-
varianten.

Beweis: Ks seien ¢, ¢, ..., ein System von Basisklassen von (c)/(d).
Dann gilt:
(1) dd=1 (1=i=).

1
(2) JIezi=1 hat ;=0 mod. { fiir jedes ¢ zur Folge.

i=1
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Es seien weiter p'? =7’ mod. ! natiirliche nicht kritische Primzahlen mit
Primteilern in bezw. ¢;. Ihre Existenz — und zwar fiir jedes ¢ in unzihliger
Menge — folgt aus dem Primzahlensatze genau wie bei Satz 1. P|p! sei

der Primteiler ersten Grades, als Ideal in £ betrachtet, in K ist P vom
Grade [ — 1.
Eine Berziehung

t
8" ~1in 2
i=1

o

hitte zunichst eine Beziehung genau gleicher Art in K, und daher auch eine

solche

t
NeY X
HiB“) “s1in K

i=1

zur Folge, wo ' =0 mod. [ ist.
Normenbildung in K/k ergiibe, dass

(pOY s

—-

1

|

[2

Element von H; ist. Es wire auch

(P

=

1

i

1

Element von Hy, also von (d). Es folgte

i
=1,

i==1

also jedes ;= 0 mod. [
Ist also C; die I-Klasse von P in £, so ist eine Gleichung

f
H Cri=1
=1

nur so moglich, dass alle ;=0 mod. [ sind, d. h. die Klassengruppe in £ hat
mwindestens ¢ durch / teilbare Invarianten.
Auch hier ergibt sich ganz analog mit den Bezeichnungen von Satz 1a,

ausserdem

[(8), ()] = (d)
folgender Satz:
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Satz 2a: Hat die Faktorgruppe (e,)/(d) die Ordnung ¥, so hat die Klassen-

gruppe von 2 mindestens ¢ durch I teilbare Invarianten.

§ 2.
Wir kommen zu Satz 3. Sei m'~!=1 mod. I%
Der Zahl m lasse sich eine ganze Zahl m' aus R zuordnen, so dass
(1) m =a' + I'b* mit a, b ganz aus R, a = 0 mod. .

’

(2) Mit my=a +1b, n= :LT , also m,, n ganz, gelte n # 1.
1 U]

(3) Alle wesentlichen Primteiler von m' sind wesentliche Primteiler von m

und umgekehrt.

Dann ist die Klassenzahl in Q durch [ teilbar.

Beweis: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann (@, b) = 1 angenommen
werden. Mit w=a + 1b, wo offenbar u|n gilt, ist (4, u) = (1).

Wir verwenden Hilfssatz 4:

Die Zahlengruppe (8) der Zahlen mit

()= (2)

enthilt alle Erzeugenden von Elementen aus Hj, insbesondere alle Einheiten, es
ist also (8) = Hy.

Beweis von Hilfssatz 4:

In % gelte die Idealzerlegung mit den p; und g; als Primidealen

(ma) =pf ... plegt, (w) =l ... 3",
wo alle a; und bj==0 mod. ! seien, j und j' sind nicht notwendig Primideale.
Dann ist mindestens ein q; vorhanden oder s’ = 1. Denn (,u)?(l) hiitte wegen
I,
n = uM zur Folge:
n=1
o
im Widerspruch zur Voraussetzung.
Kritisch in K/% sind genau
PPN T PRI 11

Hier tritt die Voraussetzung ein, dass alle wesentlichen Primteiler von m’ wesent-

liche Primteiler von m sind und umgekehrt.
23 — 642136 Acta mathematica. 83
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Sei t irgend ein p; oder g;.
Fiir t ist dann Normenrest und J-ter Potenzrest gleichbedeutend, da t # (i)
ist. Bs ist weiter, fiir alle 5 7y=1 mod. r wegen t|f. Bs folgt fiir jedes zu

N
S prime A:(Arnf)-—— 1, also

()= (5

m:‘_)=,
‘ .

Da aber m, p~' =1 mod. IA, also m, u~* l-primir ist, so folgt (nach Hasse II)
N
my L u

Hilfssatz 6: Die Zablengruppe § mit (r‘nﬂ”) = (%) erfiillt 8> ¢, (§) > Hj,
weiter (@):(8) = 1. ’

‘Wir brauchen noch

Fir Binheiten ¢ von % ist

Aus (4) und (5) folgt:

Hilfssatz 6: Unter den g; gibt-es keine absolutkonjugierten Primideale.

Beweis: Wiire mit ganzem rationalem u ¢* = ¢, so folgte
aj| e
Da auch g;]p gilt, so bliebe a;]p — p* =b1( — &), wo t=1+"* mod. ! ist.

Ist #'* = 1 mod. I, so wire I({—{!) =0 mod. g;, also folgte g;|b und damit
auch gj|{e im Widerspruch zu (a, ) = 1.

Es bleibt #*=1 mod. 7, d. h. =0 mod. ({— 1), also s*=1, d.h. g:=q;.

Nun folgt Hilfssatz 6 a: (§) umfasst nicht alle rationalen Ideale.

Beweis: Aus m' =0 mod. q;, m, 2 0 mod. ¢g; folgt fiir die natiirliche Prim-
zahl ¢;= 0 mod. g; sofort a’= — (Ibf, a== —1b mod. ¢;, d.h. ¢gj=1 mod. L. ¢;
ist also Primideal ersten Grades, die Restklassenkérper mod. ¢; in B und mod.
g; in %k sind 1-isomorph.

Ist ¢ Nichtrest mod. ¢,, Rest mod. ¢; fiir j > 1, was nach Hilfssatz 6 wegen
g; # ¢, erfiillbar ist, so bleibt
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) )= (2)-

mithin
hingegen trivialerweise

Es ist

(¢ ist kein Element von §).
Aus Hilfssatz 5 und 7 folgt im Verein mit Satz 1 der Satz 3.

§ 3.
Von jetzt ab sei m als von [-ten Potenzen frei angenommen.
Mit Hilfe der Kummer-Takagischen Formel (Hasse 1I, § 21, 3, S. 169) be-

weisen wir den

Satz 4: Erfillen Z~—_2—{ + z(z > o) natiirliche Primzahlen p;|m die Kongruenz

pi=1 mod. {, so sind mindestens z Invarianten der Klassengruppe von £ durch
l teilbar.

. . l—1
Beweis: Wir setzen 5 +z=u.

Sei pi(0 < ¢ < u) ein (nicht niher bestimmter) Primteiler von p; in £. Dann
ist p; vom ersten Grad. Mit r—; als kleinstem positivem ganzem Rest von
#~¢ mod. [ ist dann mit der Abkiirzung

Sls)= Er_jsf, also f(r')= —1 mod. ! (6)
p=r '

das Ideal p/® =(3;) ein Hauptideal in k. (%) kann durch eine Lagrangesche
Waurzelzahl erzeugt werden. (vgl. Hilbert, Zahlbericht § 108, Satz 135).
Es werde 97! = m; gesetzt.

Es seien weiter

Ky Xgy o ooy K=
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die Takagischen Einseinheiten. Fiir ein beliebiges @ = 1 mod. 1 aus % sind dann
durch

-1
= £ ()
o= ]lej mod. 4]
j’::

die ganzen rationalen Exponenten ¢(¢) mod. ! eindeutig bestimmt.
Nach erwihnter Formel gilt fir jede Einheit e=1 mod. 4

I—1
¢ X it @
)

7T

Das gibt fiir ein beliebiges d = [] =

i=1
-1

‘ X @it(r)t—;@
()

= Ci,jzl

Nun kénnen wir in k£ jede (I — 1)te Potenz einer Einheit aus Einheiten

& =¢ =g wo die g fir 1 <= %—I Grundeinheiten in % sind, multi-
plikativ aufbauen.
Dabei ist jedes & =1 mod. A (I = kézal)-

2
Es hat dann das System der i1 Kongruenzen iun a,, ..., au
U -1
Z a; thj (m) tl_j (ek) == 0 mod. l, (7)
i=1  j=1
wo k=1,2,..., It sei, v — ¢ (M) linear unabhiingige Lisungen, wenn M die
Matrix aus It Zeilen und « Spalten

M = (5 & () tr—j ()
und ¢ (M) ihr Rang mod. 7 ist. Nun ist offenbar

. fl—1 l—1
< =
o(M) = mln.( 2 ,u) .

d.h
u—eo(M=e.
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Das System (7) hat also sicher z (vielleicht mehr) linear unabhiingige Lo-

sungen mod. [
(allv '~'7au1)7 --~,(alz,-.-, a'u,g). (8)

Das System (8) ergeben mit
u
85 = II 765 1]
i==1

insgesamt 2z l-unabhidngige Zahlen d,, ..., d., so dass
8[—1
(Tj) =

-1\ -1
fiir jede Einheit in %k gilt. Wegen (g) = (8—5—) gilt daher fiir jedes e:
J J

‘Wir haben nun .

Hilfssatz 7: Bs ergeben sich mithin 2z Zahlengruppen g§; definiert durch

Kﬁ) _
(5;‘ b
so dass ((@):(@)) =1 und §; > ¢ ist.

Wir haben nun:

Hilfssatz 8: (8;) = H;.

N
Beweis: Fir jedes A%y gilt (ﬁgif) =1, da fiir die Primfaktoren von d;

als in K/k kritische, zu A teilerfremde Primideale Normenrest und l-ter Potenz-
rest zusammenfallen. Also bleibt 4¥#n, = g;, d. h. H; = 6.

Hilfssatz 9: [(8,), ..., (8.)] = H;.
Der Beweis folgt unmittelbar aus Hilfssatz 8.

Hilfssatz 10: Fiir jedes ganze rationale ¢, das zu ! prim ist, gilt

(-G

I f1{8) C.
(—) . Ist nun (~—) =4, so folgt
pi p

fl

7T [

Beweis: Hs ist (i)
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4 ’
L = r4fr) — -4
(”i) > C »

letzteres wegen (6).

Hifssatz 11: Mit [(c), (8), ..., (8] = (d) ist {¢)/(d) vom Typus (7,7, ..., !) und
der Ordnung [~

Beweis: Es sei in 1@ die Zahl ¢; Rest mod. p; fiir j £ 4, dagegen Nichtrest
mod. p;. Dann werde p; speziell so gewihlt, dass

(S—) = (%) =1 fiir 4 # j.

Also ist nach Hilfssatz 10:

(—c—) =, (f-) =1 fiir 7 # .

7

Die z(1 = ¢ = 2) Systeme von z Kongruenzen mod. [
w

Z,anjxnzofiirj?éi, ZamoanI (10)
n=1 .

n=1

haben jedes mindestens eine Losung; denn die Linearformen der linken Seiten

sind mod. [ linear unabhingig.
Eine Losung des -ten Systems von (10) sei

(.’I‘n, ceey a',‘m).
Es ist daher
uw u
Zanjx,-nso mod. { fiir ¢ # j, Zamxmz 1 mod. 1. (11)
n=1

n=1

‘Wir setzen
pi=[[en(1=j=2).

n=1

Dann wird:

also
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und nach der Formel (11):

(3’2) = 1 fiir j # 7,
&

§)-

also (¢;) kein Element von (8;), w.z. b. w.
Die Komplexe A;=g;(d) sind dann Nebenklassen von (¢)/{d), es ist 4}=1.
Eine Gleichung

oder

ergibt fiir jedes j:

2 2\ Y5’ A\ Yi
1=H (@—)j = ZZ)], d. h. yy=o0 mod. [.
J'=1 d d;

Mithin sind die A4; unibhiingige Basisklassen von (c)/(d), also (c)/(d) von
Typus (I, ..., 1) und von der Ordnung I*.

Hieraus und aus Satz 2 folgt Satz 4.

Insbesondere geniigt es z. B. fir [ = 3, dass es zwei Primteiler p; = 1 mod.
3 von m gibt, dann ist die Klassenzahl in £ durch 3 teilbar. Ebenso ergibt

5——
sich Teilbarkeit der Klassenzahl in R(Vm) durch 5, wenn m drei Primteiler
= 1(5) hat.

Fiir [ = 3 konnen wir noch etwas mehr schliessen:

Satz 5: Sei /=3, m habe u natiirliche Primteiler p, = 1 mod. 9, v natiir-
liche Primteiler ¢;=1 mod. 3, 1 mod. 9. Es sei v" = max. (v—1,0). Dann

sind mindestens u + ¢’ Invarianten der Klassengruppe von £ durch ! teilbar.

Beweis: In k= R(V:E) gibt es nur die sechs Einheiten * 1, +, + %.

Sind pi|p:, qjl¢; Primideale in k, so ist (Q)r— I, (qg) # 1 fur jedes ¢,7. Ist
: J
v > 1, so gilt fiir jedes ganze rationale x mit o<z < v
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mit ny =1 oder ny= — 1.
Die Bedingungen

(%):I (fir 1 £/ =)

(@ﬁ) — (&i’ﬁ) * (fiir 0 <z < v)
Q14w a1

geben dann « + " Zahlengruppen §; mit den Eigenschaften

(I) &< 181'7
(2) (e:8)=1=3.
Es folgt
(‘@) :8)) = 3.

Die weitere Schlussweise ist genau wie frither.

8§ 4
Wesentlich andere Beweismittel braucht der Satz:

Satz 6: Hat die Zahl m, eventuell von [ abgesehen, nur natiirliche Prim-
faktoren p;=1"* mod. [ mit {x, [ — 1) =1 und zwar letztere in der Zah! Z—%E +
+ 2(z>0), wenn m!~!= 1 mod. /%, dagegen in der Zahl l—;—l + z fiir m~l=1

mod. 7*, so hat die Klassengruppe von £ mindestens 2z durch [ teilbare In-

varianten.

Bemerkung: In den Teil der Voraussetzung m'~!s= 1 mod. I* ist der Fall

m = 0 mod. ! von selbst inbegriffen.

Beweis: Ist die natiirliche Primzahl p 541, p/m, so ist auf Grund der Vor-
aussetzung p Primitivwurzel mod. I, es ist (p) in % Primideal, in K wird (p)=P".
Fiir B ist also beziiglich B der Korper R Zerlegungs-, der Korper £ hingegen
Trigheitskorper. Beziiglich des Kérpers £ hat also P den Korper £ als Zer-
legungs-, K als Trigheitskorper, also ist 8 schon Primideal (ersten Grades)
in 2.

B gehort einer Klasse 9(4) in K an, die durch stark ambige Ideale mit

94 = (1) erzeugt wird. Es ist
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(9 (A): (A) = hy 1" (13)
mit
M=d-+q— @+ 2).
(Hasse Ta, § 13, S. 99, Formel (7)). Hiebei ist s = Z—?j Beziiglich der iibrigen

2

<

Bezeichnungen sei auf die angegebene Quelle verwiesen. In unserem Falle ist

I+
d:—-2——+z:7'+2+z, qg=o, also M = 2.

(A) Im Falle w'~!=1 mod. {* sind alle Teiler der Relativdiskriminante von
K|k schon Tdeale in 2. Also hat Q eine durch ! teilbare Klassenzahl. Genauer
gesagt: es gibt in der Klassengruppe von £ mindestens z durch ! teilbare In-
varianten. Denn die [-ten Potenzen aller Teiler der Relativdiskriminante sind
hier Hauptideale.

Fithren wir dies genauer auns! Aus (9 (A4):(A) = hy1¥ mit M > o folgt, dass
die Teiler der Relativdiskriminante mindestens ¥ Klassen aufbauen. Denn

wir haben:
(H ) : () = (I (A :alL)(a( A : (A).

Hier ist der zweite Index
hol™Y,
wenn [¥ Klassen von £ in K in die Hauptklasse iibergehen. Es bleibt
(P ald) =Pty

und die Faktorgruppe des Index links wird durch Ideale % von der Form
a [ By

aufoebant; es heisst dies: es gibt

ZM+1/ = ZJI

mal mehr Klassen in K, die durch stark ambige Ideale, als solche, die durch
ldeale in % erzeugt werden. Als Repriisentanten dieser Idealklassenfaktorgruppe
3 (A)/a(A4) konnen also "% Primidealprodukte

13

H S:Bgfj (o =< [+ y)

=1

angesehen werden. Die {¥*+¥ Klassen



342 L. Holzer.

sind dann durchwegs Klassen, die schon Ideale aus 2 enthalten. Die I-te Po-
tenz aller dieser Klassen ist die Hauptklasse.

Es folgt Satz 6 wegen M + y = M = z (Anm. 3).

(B) Ganz iihnlich sind die Schliisse fiir m!~1s= 1 mod. %, wo alsc entweder
I[[m~t— 1 oder I|m ist.

Der letztere Fall werde kurz erortert. Sei hier der (einzige) Primteiler von
[ in K mit L bezeichnet. Dann ist

L= (4), L0 =(1). (14)

L'7! igt Primideal in . Die Klasse C von L in K ist entweder die Haupt-
klasse oder gehort zum Exponenten . Dasselbe gilt von der Klasse des Prim-
ideals 7' in Q.

Ist L'"! in Q kein Hauptideal, dann auch in K nicht. Denn wegen (14)
liegt L'=' in K in der Klasse C~!. Dann gilt:

Da K/Q zyklisch vom Grade [— 1 ist, der Relativgrad aber zur Ordnung !
von L'"! in @ prim ist, kann C~! nicht die Hauptklasse sein, es folgt C# 1,
d. h. L ist kein Hauptideal.

Das Gegenstiick ist

Satz 6a: Ist % regulir, weiter m Primzahl und Primitivwurzel mod. /, so
ist in 2 und K die Klassenzahl nicht durch [ teilbar.

Beweis: Sei m=p. Fiir p"!=1 mod. [® ist dann f=(p), fiir p'~1s=1
mod. I* ist dann f=(pA?). Die Anzahl a der ambigen Klassen entscheidet dann
dariiber, ob die Klassenzahl in K durch [ teilbar ist, aus a = 0 mod. I folgt
h=0 mod. ! (Moryja, Proceedings Tokyo 1933). Die Umkehrung: aus ko0
mod. [ folgt @ = 0 mod. [ ist trivial.

" Ist A" =0 mod. ! und M ein Ideal in 2, das kein Hauptideal ist, wo aber
MW =(I') in 2 Hauptideal ist, so kann IM auch nicht in K Hauptideal sein.
Denn wir hiitten bei Annahme I = (4) durch Relativnormbildung K/Q: ! =(B)
mit B = Ng..4. Es folgte M = (I" B~1) also M schon in 2 Hauptideal.

Es folgt: aus I|h" folgt I|h oder
aus h =0 mod. ! folgt A’ = 0 mod. L
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Es ist (Hasse Ia, § 13, S. 98, Formel (13)) mit den dortigen Bezeichnungen
a="h* mit x=d + ¢* —(r + 2). (15)
(A) Ist p'=1 mod. 1% so ist d = 1. Weiter ist ¢* =1 + 1.

Um letzteres zu zeigen, gehen wir so vor: jede Hinheit ¢ in £ erfillt

(;)=1. (16)

G-

fiir jedes rationale zu I prime %, fiir & als Einheit in ' durch Anwendung von s’.
Da jede Einheit in sich bekanntlich als

e=1{4¢ (17)

darstellen lisst, folgt (16). (Man kann auch die Tatsache, dass p l-primir ist,

(16) folgt fiir ¢ ={ aus

in Anwendung bringen, aus ihr folgt (i) = (‘2) = 1)'

Bs bleibt somit x =0 oder a = hy; = 0 mod. [, letzteres ist die Voraussetzung,
dass £ regulir ist. Also bleibt unter Anwendung des Satzes von Moryja:
Aus hy= 0 mod. ! folgt hier = 0 mod. ! und auch &’ = 0 mod. [ (Anm. 4)

(B) Fir p 1= 1 mod. I* wird d =2. Weiter ist ¢* =r.

Letzteres beweist man so: Es ist (;) # 1, somit { nicht Relativnorm, dagegen

ist fiir jedes & aus &’ (%) =1, was wie vorhin gezeigt wird. Also ist & Rest

nach (p), weil (p) Primideal ist, somit Normenrest. Weiter ist ¢ = 1 mod. A%,
]

somit Normenrest mod. 4% (mod. A*||/ sind Normenrest und [ter Potenzrest
dasselbe, was im Falle 2°|f, b> 2 fiir diese b nicht mehr richtig ist.) Also ist
¢ Normenrest nach (p)2®=/(f), somit als Einheit, die Normenrest ist, auch
Relativnorm. Es bleibt ¢* =7, =0, somit & = 0 mod. I. Der weitere Schluss
ist wie vorhin.

Bs gilt auch noch

Satz 6b: Ist m/~'=1 mod. I}, m=pIp}, pl~'==1 mod. I*, p;=+"% mod. [ mit
(i, I —1)=1 fur <=1, 2, ist weiter £ regulir, so ist k= 0 mod. [, also auch
h =0 mod. I.
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Beweis: Fir jedes p; gilt (C) # 1, (8—) = 1, also 18t wieder ¢* = r. Weiter

i i

ist d =2 wegen f=1{(p,p,). Der weitere Schluss ist genau wie bei Satz 6 a, (B).

Nun beweisen wir

Satz 7. Ist /= —1 mod. 4, und hat m insgesamt u natiirliche Primteiler
pi mit p? =1 mod. I’ v natirliche Primteiler ¢; mit ¢j = 1 mod. [, ¢% = 1 mod. I,
so hat die Klassengruppe in Q(V-—1) = Q, mindestens u + v" durch [ teilbare

Invarianten. Hiebei ist ¢" = max. (v — 1, 0) und « + v > o.

Beweis: Es seiéen p; und g; (nicht niher bestimmte) Primteiler von p; und
q; in k. Wir nehmen p als Repriisentanten eines p;, g als Repriisentanten eines g;.

Fir p ist
(g) =1. (18)

© Mit der Abkiirzung p’ = p* ist offenbar auch

Aus {18) und (19) folgt

Weiter gilt fir jedes &

Aus (17), (20) und (21) folgt

&
;=1 22
(o) &
fiir jede Einheit ¢ in %.

Sei v>> 0. Es ist dann genau wie frither mit ¢* = q":

(qeq) - (23)

(§)-()-e1

hingegen
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Die Gleichung

ist genau dann erfillt, wenn
Z Aia; = 0 mod. ! (23)
i=1

ist. Da diese Kongruenz v ==v ~— 1 linear unabhiingige Losungen mod. ! hat,

ergeben sich v — 1 [-unabhiingige Ideale
b17 o ey bj, “eey bv—l,

mit folgenden Eigenschaften:

Ist (a1, . . ., @) eine der linear unabhiingigen Loésungen von (25) so soll

| T (9
sein. Es gibt nach (23):

) =1, (27)

|
(-
|

nach (26)
somit nach (17)

fiir jedes ¢ in %.
Durch

=) =)

sind im Falle v =0 insgesamt u, {iir ¢ > o hingegen » + » — 1, also in jedem
Falle w + ¢" Zahlengruppen gegeben, wo jede Einheit enthalten ist.
-1
Sei k, der Korper R (V(—- e Z), also k, < k. Nach Voraussetzung ist
l=—1 mod. 4, also /=R (V=) imaginirquadratisch, also kein Teilkdrper
von % und fiir jedes primitive, also nicht zn R gehbrende Element y von k,
gibt % £ .
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In %, bestimmen wir zu jedem Ideal p; und g; das Primideal p;” und gj”
(1)

mit p;|pi”, bzw. q;]q;”. Sei r fiir den Augenblick Repriisentant der p; und g,
j 1 4; g

t"=1*. Dann gilt fiir t|r mit » als natiirlicher Primzahl und t[t", t'[t®, wo

$V] (2)

r'? und ¥ Primideale in %; sind:

(A) Im Falle » =1 mod. ! ist t'" und t*® verschieden, beide sind vom ersten
Grad (wie r und t’ in k).

Hier kommt zur Geltung, dass %, gegeniiber s nicht elementeweis in-
variant ist.

(B) Im Falle r= —1 mod. ! gilt t =1/, 1V =1t® = () (als Ideal in %, be-
trachtet). () in %, und t in % sind vom zweiten Grad.

Hier kommt wieder = — 1 mod. 4 zur Geltung. Es ist

(5,5, =5,

also bleibt () in &, Primideal.
Es kommt nun folgender Schluss:
Zu jedem t der Sorte (A4) gibt es unzihlig viele zu f prime y in k,, so dass

7 Rest von t'” und jedem von r verschiedenen p; und q;, auch von p; und gj,

aber (i—/) ={ ist. BEs ist dann

also
A
(Z)=¢ (50
hingegen
( C,)ZI, bzw.( g,)—r
pi pi q: q:
fir jedes
iYL, g FAT. (30 D)
Einem Primideal r der Sorte (B) ordnen wir ein y zu, Zahl von %,, die prim

141
zu f, Nichtrest von () in k,, u.zw. so dass (?—:) ={? ist. hingegen Rest aller

von t verschiedenen p; und q;, auch von den beziiglichen p; und g sein soll.

(l) ={ (31)

’
T

Dann ist
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()= ()
pi i ;g5

fiir jedes von t verschiedene p; und g;.

wegen r =1, dagegen

Mit der fortlaufenden Numerierung
rl =p1, ey 'Cu=bu, ru-}-]_:ql, « vy ru-{-v:q')

sei die Zahl y; in dieser Art dem Primideal r; zugeordnet.

Wir bestimmen nun % + ¢’ (v = o) Zahlen u;, wie folgt:

I Es ist u;=y; fiir j = u.

II. Ist §; durch (26) bestimmt, so hat das Kongruenzsystem mod. , das vollig
dem System (10) gleicht, mindestens eine L&sung.

Man hat hier zum Unterschied von (10) v" solche Gleichungssysteme. Eine

Lisung des j-ten sei analog wie damals durch

(le, ey le,)
gegeben,
Wir setzen dann

2
Hutj = H?'zjit'
t=1
Mit
(I) 6 =11 fir j < u,

(Im) 0j = bj—y filr j > u

((9;') & (0:") pHr g A

Der Beweis ist fiir min. (4, ) < u fast trivial, fiir j > » und j/ > u vollig

gilt:

analog dem der Formel (12).
Der weitere Nachweis ist unter Anwendung des Satzes 2 b vollig analog dem
Schluss des § 3.
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Anmerkungen,
1. Es wire eigentlich nicht notwendig, m' 1, sondern nur b > 0 voraus-
@

zusetzen, da sich bekanntlich elementarzahlentheoretisch sonst aus m’ =1 sich
3

n =1 ergibt. Wegen der Ungeklirtheit des Fermatproblems wire allerdings
)

vielleicht m' = 1 moglich, ohne dass b = o ist.
@)

2. Fiir | = 3 ist sicher a® + 271® kein Kubus fiir b # o, was stillschweigend

vorausgesetzt wird.

2
3. Heisst bekanntlich in der normalen Gruppenkongruenzschreibweise: H Cli
j=1

ist Element von (d), vgl. z. B. H. Zassenhaus, Gruppentheorie (1937), S. 9 f.

4. Uber die niihere Schlussweise vgl. den folgenden Beweis beim Satz 6a,
Teil (B).

5. Man kann auch durch Betrachtung des [-Klassenkorpers L von £ zum
Ziel kommen, indem nach dem Satze Hasse II, § 25, VII, 8. 145 sich fiir A’ =o0
mod. [ der Kérper LK/K als abelsch unverzweigt, (LK:K) als Potenz von [ und
auch leicht LK > K erweist. In Hasse, autographierte Vorlesungen (1933) er-
scheint zitierter Satz auf 8. 121 als Verschiebungssatz.



