DIE BEIDEN HAUPTSATZE DER WERTVERTEILUNGSTHEORIE
BEI FUNKTIONEN MEHRERER KOMPLEXER VERANDER-
LICHEN (I).
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WILHELM STOLL

TUBINGEN.

Einleitung.

In der Wertverteilungstheorie wird der Werteverlauf meromorpher Funktionen
untersucht. Zuniichst moge an den Fall einer Verinderlichen erinnert werden. Hier
macht bereits der Hauptsatz der Algebra drei wichtige Aussagen iiber den Wertever-
lauf eines Polynomes vom Grad =, namlich:

1. Eine Invarianzeussage. Jeder Wert a# oo wird genau n-mal angenommen, das
heisst, die a-Stellenanzahl » hingt nicht von as oo ab.

2. Eine Wachstumsaussage. Der Grad misst das Wachstum des Polynomes beim
Grenziibergang z —co.

3. Die a-Stellenanzahl, oder wie man auch sagen kann, das a-Stellenmass ist
gleich dem Wachstumsmass.

Diese drei Aussagen bilden bereits die beiden Hauptsitze in ihrer einfachsten
Gestalt. In der Wertverteilungstheorie wird nun gezeigt, wie sich diese drei Aussagen
auf meromorphe Funktionen verallgemeinern lassen. Ist die Funktion f(z) fir
|2| <J < oo meromorph, so zihlt man ihre a-Stellen im Kreis |z|<¢ mit ihrer Viel-
fachheit »(z, a), was

(0.1) n(t, a)= Ztv (¢, a)

l2|=
ergibt. Als a-Stellenmass wihlt man die Anzahlfunktion

{0.2) N(r,a)= Jn(t,a)d—;zo O<ry<r<d).

1-533806. 90. Acta mathematica. ITmprimé le 28 octobre 1953.
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Um eine Invarianzaussage zu erhalten, muss man noch ein Restglied, die sogenannte
. . i e o w .
Schmiegungsfunktion, einfithren. Dazu setzt man a= — 2 und f = a}—l, wobei w,; und w,
oy 2
in |z|<J analytisch sind und ¢=o0 durch («;, a,) =(0,1) gegeben wird. Die Schmie-

gungsfunktion ist

1 VTP + [wgl VIl + Joal
(0.3) m (r,a) = 2n| j log [,y T 10, 0

de=0.

Unter dem Logarithmus steht das Reziproke des im Raum gemessenen Abstandes,
den der Wert ¢ vom Funktionswert f auf der Riemannschen Zahlenkugel hat.

Der erste Hauptsatzl besagt nun, dass die Charakteristik
(0.4) T(ry=N(r,a)+m(r,a)—m (rq, a)

unabhingig vom Wert o ist. Das ist die Invarianzaussage. Die Charakteristik ist auch
ein Wachstumsmass. Bei ganzen Funktionen f wichst sie nimlich wie Max log |f(2)].
lzj<r

Bei meromorphen Funktionen, also allgemein, ist

(0.5) T(r)= J A (t) ('lt—t >0,
wobei §
W1 Wzie —
3 wi ws o [ _didf
) “A“)jzi tmd”’z‘.zix“lﬂﬂz

der Flicheninhalt des (vielleich mehrfach zu zéhlenden) Teiles der Zahlenkugel ist,
der bei der Abbildung des Kreises |z| <t durch f (vielleicht mehrmals) iiberdeckt wird.
Dieser Flicheninhalt und damit die Charakteristik misst das Wachstum der mero-
morphen Funktion f. Da neben einem unbedeutenden Glied m (ry, @) im 1. Haupt-
satz noch die positive Schmiegungsfunktion m (r, a) auftritt, lasst sich die 3. Aussage

nur unvollkommen verallgemeinern:
(0.7) N (r,a)<T (r) + const.

Das a-Stellenmass ist nicht grosser als das Wachstumsmass.

1 Zu den beiden Hauptsitzen siche NEVANLINNA [36]. Dabei bezieht sich ,,NEVANLINNA [36]
auf die Literaturangabe am Schluss der Arbeit. Die Zahl ,,36" ist das Erscheinungsjahr der Arbeit.
Die Arbeit ,,HERMANN WEYL und JoacaiM WEvrn [43]° werde kurz mit W [43] und die Arbeit
SroLL [52] mit [I] zitiert.
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Der 1. Hauptsatz gibt keinerlei Aufschluss dariiber, wie gut sich die Anzahl-
funktion N (r, @) der Charakteristik 7 (r) anschmiegt, das heisst, wie klein die
Schmiegungsfunktion  (r, @) ist. Dass nur in wenigen Ausnahmeféllen die Schmie-
gungsfunktion gross wird, das besagt der zweite Hauptsatz:*

Sind ¢ paarweise .verschiedene Zahlen a, gegeben, ist die nichtkonstante Funktion

f(z) in |z]<J < oo meromorph und ist im Falle J < oo ausserdem log ! =0o(T(r)

J—r
fiir r—J, so besteht fiir jedes >0 die Abschitzung
q
(0.8) Zlm (r,a,)<(2+¢&) T (r)

vielleicht mit Ausnahme einer Menge A= A. von Radien r, fiir die im Falle J = co das

Integral f%z bzw.- im Falle J < co das Integralf d—rr existiert. Die Schmiegungs-
i i

J
funktion ist nun prozentual gross gegeniiber der Charakteristik, wenn der Defekt

m (1, @)

(0.9) 0 (@)= lim T

>0

positiv ist. Nach dem 2. Hauptsatz gibt es unter seinen Voraussetzungen hochstens
abzihlbar viele Werte @ mit positivem Defekt. Hs gilt

(0.10) , > 8(a)<2.

a
Lisst beispielsweise die Funktion f den Wert @ aus, so ist 6 (e¢)=1; also ldsst eine in
| 2| < o0 meromorphe, nichtkonstante Funktion hochstens zwei Werte aus. Das ist der
Satz von Picarp, wovon der 2. Hauptsatz eine weitgehende Verallgemeinerung ist.

- Der 2. Hauptsatz kann noch verschirft werden. Ist die Funktion f an der Stelle
z regulir, so sei v (2)>0 die Vielfachheit der Nullstelle z ihrer Ableitung f’, hat aber

{ an der Stelle z einen Pol, so sei v(z)>0 die Vielfachheit der Nullstelle z von (1]‘) .

Setzt man
dt
(0.11) Vir)=|{> v} —>
|2 )<t [4
so gilt unter den erwihnten Voraussetzungen
q
(0.12) Zlm (ra,) +V(r)<@2+e) T ()

mit Ausnahme einer Menge A der obigen Art. Mittels ¥ (r) kann man Verzweigt-
heitsaussagen machen. '
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Gelten nun diese beiden Hauptsitze auch fiir Funktionen mehrerer Verdnderlichen?
Nach verschiedenen anderen Ansitzen, wurde der 1. Hauptsatz von H. K~esER? auf
eine in |3|<J < oo meromorphe Funktion f (3)=f(z, .. ., 2,) iibertragen, indem er ihn
fiir die Funktion f(zb) der einen Verinderlichen z aufschreibt und iiber die Ein-
heitskugel [b|=1 integriert und durch deren Inhalt teilt. Er erhiilt

(0.13) T(r)=N (r,a)+m(r, a)—m (rq, a).

Interessant ist dabel besonders die Gestalt, die H. KNESER den Funktionen 7', N und
m durch einige Integralumformungen gibt. Ist % (f,a) der Flicheninhalt der a-
Stellenfliche von f, soweit diese in der Kugel |3| <t liegt, geteilt durch den Inhalt

einer (2 —2) dimensionalen Kugel vom Radius ¢, so ist

T

(0.14) Nuﬁy=ﬁua@?zo.

Ist Von_1(r) der Oberflicheninhalt der Sphére mit dem Radius 7, ist 8241 (3) ihr

euklidisches Oberflichenelement, ist a= — % und ist = % Quotient zweler analyti-
1 2

scher Funktionen w,, w,, so ist

- V|w1|2+}w2|2 V|a1|2+|0t2|2
Vzn-l(f)| ; [0y oy + sty |
i|=r

(0.15) m (r, a)

9 v2n-1 (3)-

In der Schreibweise der alternierenden Differentiale sei

\n-1n
(0.16) 6va2Q)=(E) > 0207 ... 021051 02%110% 41 ... 02 d%n.
v=1

2
Dann ist
T
(0.17) T(M=[40F =0,
1 v ofof 1 J"z I!aw 3w
0.18 Ap=L1 | R B ) y owy|'
O A0 AT T w ) 2 Jf T, |2)2a”2" &

wobei 8f, 0 f, ow,, 0w, alternierende Differentiale sind.

% Siehe H. KNEsER [38] und H. KNESER [36].
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Wenn so auch der 1. Hauptsatz eine sehr schéne und vollkommen analoge
Verallgemeinerung gefunden hat, so diirfte er gerade bei mehreren Verinderlichen doch
noch zu speziell sein. Zwei Griinde seien genannt:

a) Bei einer Verinderlichen kann man die Wertverteilungstheorie auf einer ein-
fachzusammenhiingenden komplexen Mannigfaltigkeit mittels des Riemannschen Ab-
bildungssatzes auf die oben erwihnte Theorie von R. NEVANLINNA zuriickfiihren. Das
ist bel mehreren Verinderlichen unmdéglich, da es keinen Riemannschen Abbildungs-
satz gibt.

Daraus folgt, dass bei mehreren Verinderlichen die beiden Hauptsitze sofort fiir
beliebige komplexe Mannigfaltickeiten der Dimension 2# aufgestellt werden miissen.

b) Eine analytische Funktion einer Verinderlichen ist zugleich eine eineindeutige
analytische Abbildung auf eine Riemannsche Fliche. Bei mehreren Verinderlichen ist
das nie der Fall. Eine eineindeutige analytische Abbildung wird (zumindestens lokal)
durch n Funktionen f,, ..., f» gegeben.

Verlangt man nun von emer Wertverteilungstheorie, dass sie sowohl den Fall
einer Funktion als auch den Fall einer Abbildung als Spezialfille umfasst, so darf
man die beiden Hauptsitze nicht nur fiir eine einzelne Funktion aufstellen, sondern
muss sie fiir einen ganzen Satz von Funktionen f,, ..., fr mit £=2,3, ..., also fiir
Vektorfunktionen, beweisen. Bei solchen Vektorfunktionen versagt nun die Beweis-
methode von H. KNEsgr, da diese nur fiir eine Funktion gilt und sehr von der
speziellen geometrischen Gestalt des Vektorraumes abhingt. Hier kann jedoch die
Theorie der meromorphen Kurven3, die von H. WeyL, J. WEYL und L. AHLFORS ent-
wickelt wurde, als Vorbild dienen. In dieser Theorie werden die beiden Hauptsitze
auf meromorphe Vektorfunktionen iv(P) iibertragen, die eine 2 dimensionale Rie-
mannsche Fliche 90 in den komplex-projektiven Raum P2* % der Dimension 2k —2
abbilden. Da sich diese Theorie aus der folgenden Darstellung als der Spezialfall n=1
ergibt, soll sie nicht mehr besonders geschildert werden.

In dieser Arbeit soll nun die Theorie der meromorphen Kurven zur Theorie der
meromorphen Flichen erweitert werden. Die beiden Hauptsitze werden fiir meromorphe
Abbildungen einer 27 dimensionalen, komplexen Mannigfaltigkeit 2" in den projek-
tiven Raum %P?*~* der Dimension 2%k —2 bewiesen werden. Die Ergebnisse der fol-
genden Untersuchungen seien hier kurz geschildert.

Eine Abbildung von M*" in den projektiven Raum P2*2 wird durch Koor-
dinatenverhiltnisse

% Die Theorie der meromorphen Kurven ist zusammenhéngend in W [43] dargestellt, Man
vergleiche ausserdem H. WevL und J. WryL [38), Aurrors [41] und J. WevL [41].
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(0.19) w, (P): wy (P): -+ : wy (P)

gegeben., Bei einer Veridnderlichen, also in der WEvLschen Theorie, kann man dabei
wy (P), ..., wx(P) als auf IR* analytische, iiberall teilerfremde Funktionen ohne ge-
meinsame Nullstellen wihlen, falls 2 nicht kompakt ist. Das ist bei mehreren Ver-
dnderlichen nicht immer moglich., Daher werde unter einer meromorphen Fliiche fol-
gendes verstanden:

Es sei U eine Uberdeckung von M2" durch offene Mengen U; zu jedem Uell
gibt es eine in U meromorphe Vektorfunktion

(0.20) 0 (P) = (wy (P), . . ., wi (P)).

Sind U,, U, zwei offene Mengen aus 1 mit U, n U,#0, und sind 1, (P), v, (P) die
zugehorigen Vektorfunktionen, so gilt

(0.21) w, (P)=A(P)w,(P)  fir PEU,NT,,
wobei A(P)=20 und meromorph in jedem Teilgebiet von U, n U, ist. Nachtriglich

werde U1 zu einer maximalen Uberdeckung erweitert. Jede dabei erhaltene Vektor-
funktion 1 (P) heisse eine Darstellung der meromorphen Fliche auf U, und zwar
eine analytische, falls v (P) analytisch ist, eine im Punkt P, reduzierte, falls v (P)
in P, analytisch ist und die Koordinaten w, (P) in P, den grissten gemeinsamen
Teiler 1 haben. Die Nullstellen einer reduzierten Darstellung heissen Unbestimmt-
heitsstellen. Kine meromorphe Fliche definiert, abgesehen von ihren Unbestimmt-
heitsstellen, eine Abbildung der Mannigfaltigkeit I8>" in den projektiven Raum P>*-2,
Da einer meromorphen Funktion f eineindeutig die meromorphe Fliche (f, 1) zugeordnet
ist, ist der Fall einer Funktion miterfasst.

Dem projektiven Raum PB?#-2 ist ein dualer Raum *P?*-2 g0 zugeordnet, dass
das innere Produkt

k
(0.22) (v, a)=#§_lw,‘ a, fiir e P2F-2 e *PE-2

unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems ist. Das Analogon einer a-Stelle
P, und ihrer Vielfachheit wird nun so definiert. Man setzt in (0.22) eine in P,
reduzierte Darstellung 10 (P) ein und erhilt eine in P, analytische Funktion (v (P), ).
Die Vielfachheit ihrer Nullstelle P, sei » (P,, =) und*

(0.23) N (@) ={Py| v (Py, x)>0}

die zugehorige ,,Schnittstellenfliche’*. Durch die Abbildung v (P) wird sie auf den
Schnitt der Ebene (v, a)=0 mit der meromorphen Fliche abgebildet.

4 Mit {P I A} werde die Menge aller Gegenstinde P bezeichnet, die die Eigenschaft U haben.
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Um die «-Stellen zu messen, muss man, wie die Ergebnisse von H. KNESER
zeigen, den Flicheninhalt von RN (x) berechnen. Dies geschieht hier mittels eines
alternierenden Differentialess

1 ’l n-1 n " v
Ofan-z = 4 (Q) {”Z=1a,,,62,,62,321821 el e s 22n 02+

(0.24) ety
n u
+ D @uu02, 0% ... ... 8zn82,,}
pu=1

mit verinderlichen Koeffizienten a,,, das jeder Nullstellenfliche eine positive Massen-
belegung erteilt, oder, was dasselbe ist, fiir das

(0.25) 2 Guy T &,

Hov=

eine positiv definite HERMITEsche Form ist, und dessen dussere Ableitung 00 yon—2=0
1st, das heisst

(0.26) Dy, =0 fir v=1, ..., n.
u=1 #
Ist speziell I%" eine KimLERsche Mannigfaltigkeit mit der KinrLershen Metrik
gur und wird

(0.27) 08,

sM=

Guy 02,02, mit 89s,=0
1

)
"2,
gesetzt, so kann man 8 yen_o=(9,)"" wihlen. Ausdriicklich sei darauf aufmerksam
gemacht, dass auf jeder KinrLerschen Mannigfaltigkeit die folgende Theorie gilt.
Insbesondere gelten die beiden Hauptsitze.

Analog zur WEvLschen Theorie bei einer Verinderlichen werde nun auf der
komplexen Mannigfaltigkeit IM>" eine offene Menge g als ,,Kern festgehalten, die mit
ihrem Rand p vereinigt, eine kompakte Menge g=g¢g Uy gibt. Ausserdem werde eine
offene Menge G>g, die mit ihrem Rand I" vereinigt, eine kompakte Menge G=G U I
gibt, gewahlt. Die Menge @ heisse zuldssig und moge die Mannigfaltigkeit IM*" nach
und nach ausschopfen. Setzt man

(0.28) try= ivzl(zpz” 02,— vz, 07,),

so lose die ,,Potentialfunktion p=1v(P,d) die Randwertaufgabe der elliptischen,
selbstadjungierten Differentialgleichung

“
8 Durch || werde das Fehlen des Faktors @ z, 0 Z, angezeigt.
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3611p3x2,,_2= 0 in H=G—§,
(0.29)
_[O fir P¢G,

PG
v(P,6) \R fiir Peg=gUy,

wobei die Spannung R= R (G) durch die Forderung

1
(0.30) 5o falzpaxz,._ﬁl
Y

eindeutig bestimmt ist. Ist Gi={P|yp(P,&)>R—t}, so seien die Anzahlfunktionen
durch

(0.31) n (Gr,a)= [v(P,%) 0 yzn-2 (P) = 0,
REAING,
R(G)
(0.32) N@,0)= [ n(G,0)dt = [p(P,@)v(P,%)d yan-2 (P) = 0
0 NE)

definiert. Die Schmiegungsfunktionen seien

L1 W (P)|{al,,
(0.33) m (], a)= 2”}[.10{; i (P), 3) HtYoysn_s >0,
-1 w(P)||a
(0.34) m(y, a)—2nflog w (P), ) Ot pdyen-2>0.
y

Mittels einer Verallgemeinerung der JEnsenschen Formel, erhilt man den 1. Haupt-
satz.® Er besagt, dass die Charakteristik

(0.35) T(G)=N(G,a)+m ([, &)—m(y,x)

nicht vom Vektor & abhingt. Das ist die Invarianzaussage. Die Charakteristik ist
wiederum ein Wachstumsmass. Einmal gilt: ,,Ist R(G) nicht beschrinkt, aber 7' (G)
beschrankt, so ist die meromorphe Fliche 1 (P)=c¢ konstant.” Dies ist eine Verall-
gemeinerung eines Satzes von LiouviLLE: ,,Eine ganze (J = co), beschrinkte (T < M)

Funktion ist konstant.”” Im allgemeinen Fall ist ausserdem?

8 Fir n=1 siche W [43] Kap. IV § 3 S. 173. 'Fir n> 1 siche in dieser Arbeit Kap. II § 8
Satz 8.2.

" Fir n=1 siche W [43] Kap. IV § 3 S. 174. Fiir n>> 1 siche in dieser Arbeit Kap. II § 9
Satz 9.4.
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B(G)

(0.36) 7@~ [ 4@ de = [p(P,6)owy (0 P)oxans>0,

wobei 2w, () und A4 (G:) noch zu erkliren sind. Es ist 0 w, die KAHLERsche Metrik
des projektiven Raumes P22 Fiithrt man dort das schiefsymmetrische Tensorpro-
dukt (dusseres Produkt, CarTaN-Produkt)

Pa a1i, (luz,
(0.37) LS T S RS ... e
v g e,
k
der Vektoren a,= > a,, e, ein, so ist
r=1
i|[w,ew]2 4 w 0
0.38 wy = LA oWIE i, o o
O 2o =3 Tl 2% ] *[n]

Im Produktraum P2*-2xIM” wird durch das Differential 0 w, ()0 y2n_o lings des
Funktionshildes W = {(iv, P) | =1 (P), PeM?"} der meromorphen Fliche 1o (P) eine

nichtnegative Massenbelegung gegeben. Misst man den Teil von W der iiber G; liegt

mit dieser Massenbelegung, so ist sein Flicheninhalt gerade

(0.39) A (G)= [0y (0(P))0 yzn-z.
G

Dieser Flicheninhalt und damit auch die Charakteristik ist ein Mass fiir das Wachs-
tum der meromorphen Fliche.

Will man nun den 2. Hauptsatz auf mehrere Verinderliche iibertragen, so ergibt
sich eine neue grundsitzliche Schwierigkeit. Beim Beweis des 2. Hauptsatzes wird
sowohl in der Theorie von R. NEVANLINNA, als auch in der Theorie von WEYL-AHL-
rors wesentlich die Ableitung gebraucht. Bei mehreren Verinderlichen gibt es eine
ganze Reihe von Ableitungsoperatoren, und es handelt sich darum den ,richtigen* zu
finden. Allerdings fillt es aber schwer, iiberhaupt einen brauchbaren zu finden! Bel
einer Verinderlichen hat wegen

(0.40) oWw=1"02, Bysnz=1

die Charakteristik die Gestalt?

(0.41) T(G)=ifw%]—lgaz o7,

was die Einfithrung der sogenannten assoziterten Flichen
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(0.42) WP =[1, o', 0", ... P ] (W =1)
veranlasst. Da sie sich bei einem Koordinatenwechsel von z zu z nach

’ _ » d:E p(p-1)
(0:43) wr-mz (12)°

transformieren, sind sie wieder meromorphe Flichen. Ihre Charakteristik ist®

p-1]2 [gRp+1(2 ;

(0.44) T, (@) = %f % oz
G

Diese assoziierten Flachen und ihre Charakteristik spielen eine -entscheidende Rolle

beim Beweis des 2. Hauptsatzes. Um eine analoge Definition der assoziierten Flichen

bei mehreren Verinderlichen zu erhalten, braucht man einen Ableitungsoperator ’ fiir

meromorphe Funktionen, der sich bei einem Koordinatenwechsel von 3 zu ¢ mit der

Funktionaldeterminante % # 0 multipliziert:

(0.45) 0, - g

und linear in den partiellen Ableitungen ist:

(0.46) ['=2bt

wobei die Koeffizienten b, analytisch sind und sich so transformieren, dass
(0.47) aBn_1=él(—1)"“b,6zl 02,1021 ... 02

" ein analytisches, alternierendes Differential ist. Die Ableitung ' bedeutet die Ab-
leitung in Richtung eines analytischen Richtungsfeldes, das durch o B,_; gegeben wird.
Mit dieser Ableitung kommt man ein gutes Stiick Weges weiter, bis sich die Hinder-
nisse immer mehr hiufen. Schliesslich lassen sie sich anscheinend nur noch iiberwinden,
wenn man gewaltsam verlangt, dass die Formen

n n
(0.48) 3 Zlay,, Ty =2 by b, 2, &, d.h.: a,,=b,5,
Hov= .

Hoy=1

n
identisch sind. Da aber 3 a., z. %, eine positiv definite HErRMITEsche Form ist, ist
#ov=1

diese Gewaltmassnahme unmoéglich. Zwar wiirden einige Sdtze auch noch fiir eine

solche halbdefinite Form Zlb,, b, x, %, gelten; aber dann wiirde die Randwertaufgabe
Hoyv=
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(0.29) sehr verwickelt werden, es gibe vielleicht nichtleere Nullstellenflichen mit dem
Inhalt Null, und eine KinLErsche Metrik & s, konnte nicht mehr zur Definition der
Massenbelegung @ y2,-2 dienen. Daher darf man die Gleichung (0.48) nicht fordern.
Der eingeschlagene Weg fithrt also in eine Sackgasse, aus der sich jedoch erfreulicher-
weise ein Ausweg finden lasst. Es reicht ndmlich, nur

(0.49) 1 Zla,”xy T, > Zlbﬂ b, v, &,
mov=

Hyy=

zu verlangen. Damit sind die genannten Schwierigkeiten umgangen, und man kommt
zum Ziel, wenn man sich von der WEvLschen Theorie leiten lisst.

Es sei Y#0 eine meromorphe Dichte, das heisst, beim Koordinatenwechsel von
3 zu ¢ multipliziert sich Y mit der Funktionaldeterminante: Y, = Ygz—g. Die Vielfach-
heit der Nullstelle P weniger der Polstelle P sei » (P) und R sei die Vereinigung der

Null- und Polstellenfliche von Y. Wird 4= 3 a,, Y., ¥z, gesetzt, so ist
#v=1

_ 1 A 1 A o
n(G)= fwaxﬂ—ﬁ P flog IYIza YO xan-2 4ﬂj‘log|ylza YO xan-z
€n r ¥

unabhéngig von der Wahl der Dichte Y. In einer sehr groben Sprechweise ist # (&)
ein Mass fiir die Nullstellen des totalen Differentiales 0y der Potentialfunktion .

Der 2. Hauptsatz gilt nun unter den folgenden Voraussetzungen:

1°. Fiir jedes £>0 und die ,meisten* zuliissigen Mengen @, das heisst, fur alle
@ bis auf eine unbedeutende Ausnahmemenge, die durch || angezeigt werde und hier
in der Einleitung nicht genauer definiert werden soll, gelte

(0.50) 7@ < T (@G).
2°, Ist J=fin R(G) < oo, so sei

(0.51) <eT ().

1
|| log T-E©)

3°. Es existiere ein- analytisches, alternierendes Differential

M

(0.52) OBy =2 (—1)"1b,82, ...02, 19241 ...02x

1

i 4

mit

(0.53) 3> Oy T By =
’,v=



12 Wilhelm Stoll.

4°, Gewisse Ausdriicke, die mit dem Differential @ B,_; und der meromorphen
Fliche gebildet werden, selen nicht identisch Null. Dies ist ,,im allgemeinen‘’ richtig.

5°. Von den Vektoren o, ..., ax seien je k linear unabhiingig. Sonst seien sie
beliebig gewihlt.

Dann besagt der 2. Hauptsatz®, dass fiir jedes & > 0 und die ,,meisten’ zuléissigen
offenen Mengen G die Abschitzung

q
(0.54) L2 m (T, a,) < (k+e) T(G)
v=1
gilt. Die Zahl % lidsst sich nicht verbessern. Sofort folgt die Defektrelation

(0.55) o () < k.

Ive

v

Schneidet die meromorphe Fliche die Ebene (iv,«)=0 nicht, so ist d (x)=1. Von
k+1 Ebenen in aligemeiner Lage wird unter den gemachten Voraussetzungen wenig-
stens eine geschnitten.8

Bemerkenswert ist, dass die Behauptung nicht und die Voraussetzung in 3° und
4° nur schwach vom Richtungsfeld @B,_, abhingt. Allerdings kann man den 2.
Hauptsatz noch durch ein Glied V (&) >0, das von & B,_; abhingt, verbessern:

(0.56) |3 (15)+ V(@) < (46 T (©).

Dieses Glied ¥V (G) soll hier in der Einleitung nur fiir den Fall einer meromorphen
Funktion f erklirt werden. Es sei v (P,) die Vielfachheit der Nullstelle P, von f', das

heisst, von of ¢ B,_,, falls die Funktion f in P, regulir ist; hat sie aber in P, einen

Pol, so sei v(P,) >0 die Vielfachheit der Nullstelle P, von (;) , das heisst von
8%63,1_1, ist P, eine Unbestimmtheitsstelle, so sei v (P,) irgendwie erkliart. Wird

nun v={P,|v(P,) > 0} gesetzt, so ist

(0.57) V(&)= [v(P)p(P, )20z > 0.

NG

Ubrigens lautet die Voraussetzung 4° im Falle einer Funktion einfach so: f' =0,
das heisst 0f0 B,_; = 0.

Fir n=1 sind alle diese Sitze schon bewiesen; jedoch treten hier gewisse we-

8 Piur n=1 siche W [43] Kap. V § 12 8. 268. Fiir n> 1 siehe in dieser Arbeit Kap. IIT § 23.
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sentliche Vereinfachungen ein; so ist & yen-2=1, 6 B,_1=1; die Funktion y ist har-

monisch, was ein grosser Vorteil ist, Einem Integral f iiber eine Nullstellenfliche N
entspricht eine Summe g tiber die Nullstellen. !

Fiir mehrere Verinderliche werden alle diese Sitze jn der folgenden Arbeit, die
in zwet Teilen erscheint, bewiesen werden. Im ersten Teil werden in Kapitel I Vor-
bereitungen getroffen. In Kapitel II wird die JENsSENsche Formel fiir Funktionen von
mehreren Verinderlichen bewiesen. Dabei geben die nichtuniformisierbaren Verzwei-
gungspunkte der Nullstellenflichen zu einem etwas verwickelten Beweis Anlass. Aus
der JENnsEnschen Formel folgt der erste Hauptsatz. Anschliessend werden verschiedene
Darstellungen und Eigenschaften der Charakteristik untersucht. In Kapitel ITI, also
im zweiten Teil der Arbeit, wird der 2. Hauptsatz bewiesen werden. Dazu werden
die assozilerten Flichen und. das Differential ¢ B,_, als Hilfsmittel eingefithrt. Am
Schluss der Arbeit wird noch gezeigt, wie sich die bewiesenen Sitze im euklidischen
Raum bei euklidischer Massbestimmung aussprechen. Dabei ergeben sich unter an-
derem die oben erwihnten Sitze von H. KNrsEr2.

Der Leser moge die etwas lange Einleitung entschuldigen, aber vielleicht wird er
sich im Gestriipp der kommenden Beweise ihrer manchmal ganz gerne erinnern, oder
falls er sich nicht dort hineinwagen will, doch einen gewissen Eindruck von der
Theorie und ihren Ergebnissen erhalten haben. Im iibrigen sei noch einmal aus-
driicklich auf die WeyLsche Theorie der meromorphen Kurven verwiesen, wie sie im
Buch von H. WEYL und J. WeyL [43] darg-stellt ist.

I. KariTeL.

Vorhbereitungen.

§ 1. Vektoroperationen.

Da sie oft gebraucht werden, werden einige bekannte Begriffe und Sitze hier
kurz und ohne Beweise zusammengestellt. Die Bezeichnungsweise wird von W [43] iiber-

nommen. Dort finden sich auch die zugehorigen Beweise.?

a) Vektoren und Polyaden.

Tm % dimensionalen Vektorraum R** iiber dem Korper der komplexen Zahlen

werden % linear unabhingige Vektoren e, ..., e gewahlt. Ihnen werden im Vek-

9 Siche W [43] Kap. I A 8. 10—35.
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torraum RZ*” fiir p=2,3, ... dann kp linear unabhingige Vektoren zugeordnet, die

mit e, e, ..., fiir 1 <» <k, ...,1<v, <k bezeichnet werden. Diese Zuordnung

moge fiir jeden Satz e, ..., e linear unabhingiger Vektoren geschehen, und zwar
so, dass dem Ubergang

k k
(1.1) 6= DCulu, €= Deu, 0
p=1 v=1

«

vom ,,Koordinatensystem e,, ..., e, zum Xoordinatensystem ej, ..., ¢; ein Ko-

ordinatenwechsel
, k
7
G e 8= 2 Gy € Bl €,
12T /11_.,:1
1.2
( ) k 14 ’ r
7
R R D L R T A -4
vy vp=1

entspricht. Eine solche Zuordnung existiert und werde weiterhin festgehalten. Jedes
Element von R?*? hat die Gestalt

k

x
’ 14 ’
(1.3) W= 3 GpppCuy v Cuy= 2 Gy, € ...,
Hyeeoo pp=1 Yirrenwvp=1

wobei die komplexen Koordinaten Qs iyy (bzw. a,',l,,,,, ) beziiglich des Koordinaten-

systemes €,, ..., ex (bzw. €1, ..., e;) eindeutig bestimmt sind und dem Transforma-
tionsgesetz

’ _ % ’ ’
avl...vp’“ _ eylvl e e,upvpayl...[tp;
u,.....up—l
(1.4)
k
’
a'/ll...up_vl zv _le"l/’l '--evl,ypavl...rp
reen Vp=

gehorchen. AP heisst ein k dimensionaler Tensor der Stufe p. Zur Abkiirzung setzt man

5= {Oﬁir,u;év

. v e ¥V
1fir p=v, 77777 ni=l.o.p

(1.5) Sr = det (8,

¥7
k

(1) DD D 2

Pireenmvp=l y|Pp lxw<..<r;=<k
Ist AP schiefsymmetrisch, das heisst, gilt

1.7) a,

6”1---.‘41)
1eecp = Uviiivgy avl...vya

so heisse A” eine k dimensionale Polyade der Stufe p oder auch eine p-ade. Diese De-
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finition ist von der Wahl des Koordinatensystemes e, ..., éx unabhingig, das heisst,
(1.7) gilt auch fir a,..,,. Der Raum R3* der p-aden ist ein Teilmodul von R**”

o
und isomorph R().
Das dussere Produkt zweier Polyaden

k k
ﬂp=zaﬂ1...yp e,,l cee e%und%q=zbvl...vq€yl ...evq
. ulp viq
sel
glp %q S: 1 i i [y fp¥1e-Vg b
1.8 = T (S ._” p“"' aﬂ...y Vyeoo? eg --oeg .
( ) [ > ] g|p+ap! q!vlaulp Qpervoes ep+a 1 P71 Q 1 p+Q

Es ist gegeniiber einem Koordinatenwechsel (1.1) bis (1.4) invariant, gehort zu R,
ist distributiv, assoziativ und alfernterend; letzteres besagt

(1.9) [A7, B9 = (—1)7°[B?, A7)

k
Es ist At=a ein Vektor. Das #ussere Produkt der p Vektoren a,= 2 a,,e, ist die
: v=1

,,spezielle®* p-ade

PSR alvp
(1.10) (A, ooy Q)= | oeeree e € ... 6,  (p>1).
vlip apz/l Qpy

Sie ist dann und nur dann Null, wenn die Vektoren q,, ..., a, linear abhingig sind.
Ist AP =[a,, ..., 5] #0, so bezeichne {U’} den von den Vektoren gy, ..., a, auf-

D
gespannten Unterraum {t|t= Dz, 0,}. Die speziellen Polyaden erzeugen den Modul
v=1

s denn die Polyaden [e,, ..., e,] mit 1<, <k, ..., 1<9,<k bilden eine Mini-
malbasis :
k k
(1.11) Q[pi%%.-% [y, -ns 8, ]= ”Z“’az,l,__,,,e,1 cea 6.

Die Abbildung o von R}* in R;** heisse linear, wenn

(1.12) c(@W+bB)=acW+boP”

bzw. antilinear, wenn

(1.13) o @A +bB")=aocWA +boB°

ist. Wird der Raum RI* mit dem Koordinatensystem e,, ..., ¢ in den Raum R'?¥
mit dem Koordinatensystem ey, ... e; durch 0, linear (bzw. antilinear) abgebildet, so

wird durch
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k k ! ’ ’ ’
(1.14) ﬂ'p=g'p§l[p=z Zelll"l "‘ellg"’galll-"ﬂge"l P evp, (1)=1, 2, .. )
eine lineare (bzw. durch

k k
(1.15) AP =g, A= Ze,"l,,i...e,',wpd,,l,,,,‘pe,'.l...eﬁp, (»=1,2,...)

vip plp
eine antilineare) AbLildung unabhingig von der Wahl der Koordinatensystemee,, . . ., €
und eq, ..., ¢ definiert. Sie ist eineindeutig, wenn es o, ist. Es folgt
(L.16) Goeq (97, B°]=[0, 2, 00 B°]

b) Das innere Produkt.

Jedem Raum R2* wird ein zweiter Raum *R2%* und jedem Koordinatensystem ey, . . ., €x
der Riume R%* ein duales Koordinatensystem &, ..., & der Raume *R2* zugeordnet.
Diese Zuordnung geschehe so, dass einem Koordinatenwechsel in R%* gemiiss (1.1) bis
(1.4) ein Koordinatenwechsel in *R%* gemiiss

N - I -
Ev Euy + e 8%_2]:8"1#1 e By Euy Epy v e Epp
ulp
(1.17)
k
- - 3 =S¢ by .y
8.“1 8#2 P 8”9 #Iysﬂlvl e E”pvp 8"1 81'2 PP Erp
entspricht, wobei
k ko
14 3
(1.18) ey €1,=01 und D e,, &,.=0}
s=1 p=1

ist. Solche Zuordnungen existieren. Eine davon wird fest gewihlt. Dann heisse der
Raum *R%** der zu R%* duale Raum. Die Elemente von R2* werden mit deutschen
Buchstaben bezeichnet und heissen kovariant; die Elemente von *R3* werden mit
griechischen Buchstaben bezeichnet und heissen kontravariant. Den dualen Raum von
*R2* kann man so definieren, dass **RZ* = RZ* ist, und dass das duale Koordinaten-
system des dualen Koordinatensystems von e,, ..., e; wieder e, ..., e; ist.
k k

Ist AP zp%a"“"”” e, ...6, €ER}* und 4° =v%oc,,l.__,p &, .+ . &, €'RY und sind
€5 .vusChy &1, ..., & duale Koordinatensysteme, so ist das innere Produkt von U”
und A” durch

k
(1.19) (Ap, mp)=|zp,avl...vp a’vl...vp
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unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems definiert. Es ist distributiv und
kommutativ. Ausserdem gilt

(120) det (;I" Z")= ([;l: LEERLE _);D]a [213 s ey EP])'

Ist ¢ eine lineare Abbildung von R%* auf R'2* so gibt es zu jeder Polyade

A” €*R2* genau eine Polyade *o A” € *R'}¥, sodass fiir alle X” € Ri¥ gilt
(1.21) (4%, %7) = ("o 47, 0 ¥).

Durch *o wird *R3* linear auf *R;** abgebildet. Es ist

(1.22) oW =g W

Ist o, nach (1.14) erklirt, so ist (*o,)p="(0,). Mit (L.18) gilt

k
z ’ ’ ey -
‘ulpalulvl “ e 8/‘9"@ a:“l“'/‘p 8,11 N Eyp.

Ma

(1.23) *g, A7 =

»

®

Ist o eine antilineare Abbildung von Rp* auf R2* 3o definiert man entsprechend die

antilineare Abbildung *o von *R}* auf *R;** durch

(1.24) (47, %)= ("¢ 47, o ¥").

Es gilt (1.22). Ist o, nach (1.15) erklirt, so ist (*o;), ="(g,). Mit (1.18) gilt

k k
* P _ ’ ’ - -y -7
(1.25) o, A —“Zp 2 Enn e By Ty €y By
Sind e,, ..., ¢ und &, ..., & duale Koordinatensysteme, so wird durch
” k k
*(k-p _ X7 [N} S k e e
(1'26) 91 —v%“l;_pavl...vpyl...,uk_p a/‘x‘--l‘k-p [81'17 LRI ] svp]

eine lineare, eineindeutige Abbildung von R:*, auf *RZ* gegeben, die die duale Ab-
beldung beziiglich e,, ..., ¢, heisge. Es ist

**glk—p — ( — 1)k (k-p) glk—p,
(1.27)
(*4, %) = (4, ¥*).
Dann und nur dann ist 47 =>*¥*"? wenn fiir alle speziellen p aden die Beziehung

(1.28) (X7, Ae=P]= (X7, A7) [e, . . ., €]

besteht. Ist *o, die Sternabbildung zu ¢, so ist

2~ 533806. 90. Acta mathematica. Imprimé le 28 octobre 1953.
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(1.29) Yoy "W =*{g;_p (det (e,,) A7)},

wobel sich e,, aus (1.14) (bzw. (1.15)) und (1.2) bestimmt. Geht man also mittels (1.1)
bis (1.4) und (1.17), (1.18) zu einem anderen Paar dualer Koordinatensysteme
e1,..., ¢ und &, ..., & iber, und bildet fiir dieses die duale Abbildung ®, so ist

(1.30) AP = det (e,,) AP

Die duale Abbildung hingt daher nur unwesentlich vom Koordinatensystem ab. Das
duale Bild einer speziellen Polyade ist speziell Es kann so erhalten werden:
A~?=[a, ..., ax_p] sei nicht Null. Dem Raum {¥*~*} wird durch das Gleichungs-
system

(1.31) (0, 0)=0fiir u=1,..., k—p; v=1,...,p

eineindeutig ein Raum {4”} mit

(1.32) AD:[&I, e s ey &.p]=6*[ﬂ1, “.ay ak_p]

zugeordnet, wobei die komplexe Zaht e 7~ 0 durch geeignete Wahl von w,, ..., &, zu

1 normiert werden kann.

c¢) Das skalare Produkt.
Erfillt die Funktion (r|y) der Vektoren r€ R:* yeR:* die Bedingungen

o

1°. (z|y) ist eine komplexe Zahl,
2°. l9)=0Ty),

3% (|Ay+pup)=A(|n)+axls),
4°. (x|z)>0, wenn £ £ 0 ist,

Q

so heisse (r|Y) ein skalares Produkt in R3*. Es gibt zu jedem Vektor 1€ R}* genau
einen Vektor s, 1) € *R1", sodass

(1.33) xly)=(@ my)

fir alle r€R}* gilt. Diese antilineare Abbildung #y induziert nach (1.15) eine an-
tilineare Abbildung u, von R}* auf *R}*. Durch

(1.34) *97) =@, 1 ), |X°| =V (@ [%7)

wird in R3* die durch (t|Y) induzierte Metrik eingefiihrt. Sie erfiillt die Forderungen
1° bis 4°. Im dualen Raum *R%* wird durch

(1.35) (&2 | H?)= (&, 155" ), | &7 | =V(E&"| &)
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die duale Metrik eingefiihrt. Sie erfiillt die Forderungen 1° bis 4°. Die duale Metrik
der dualen Metrik ist die urspriingliche Metrik. Es gilt

(1.36) (o ¥ | o D)= (D" |X7), |27 =|pn 27|,
(1.37) det (x,|9)=([t1, - - -, L] 1, - - -5 V5.

Die Metrik ist unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems.

Fiir ein Paar dualer Koordinatensysteme e, ..., ¢ und &, ..., & gilt

-

k k
ED ):)p:z’ Z’ Fuyvy » -« g,,,,vp?]v,...v, [8,,1, ey 8”1)]’

wip vip
k

k
(138) l_,l;l HP=>' Zl Yuayvy o« - yﬂpv') ﬁvl...vp [euu ey e,u,,],

ulpvip

k
’Z Juv Yov= 08, Vvo=Fevs Gur=0Grus

k k

(139) < ? ?)p)zﬂzlj v;;gﬂlvl R g/‘p"p x"l‘.“/‘p gvl...vﬂ,
k k

(1.40) (5 |H)=”$p gp)’ o Yupry EH ‘dp Ty, Vp*

Bildet man zum Koordinatensystem €., ..., ¢, die duale Abbildung, so ist

(1.41) g picty "X ="(pup X*) it g= det (g,5)>0,
(1.42) g ¥ |*Y") =@ | D),
(1.43) |27 | =Vg |*%7 .

Ein Koordinatensystem heisse normal, wenn in ithm g,, =6/ ist. Es gibt normale
Koordinatensysteme. Das duale Koordinatensystem eines normalen ist normal. Sind
die Vektoren t,, ..., L, mit p<k gegeben, so-gibt es wenigstens ein normales Koordi-
natensystem €y, ..., ex, wn dem gilt:

(1.44) L= Sz e firu=1,...,p.
v=1
Nun' definlert man als Abstand

@,
(1.45) 1%, &7l = }—SETI“T

~
—

S | -

und als Distanz

1.46) x| = X9
( I I B2k
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Beide sind unabhingig von der Wahl des Koordinatensystemes, kommutativ und in-

variant gegeniiber unitiren Abbildungen. Dabei heisst eine Abbildung Ty unitdir, wenn

(o1t 9)=(x[y) ist. BEs gilt

(L47) &2 || =2, 22| =" .2 ||
und, falls 9 speziell ist,

(1.48) o<l|®®, 57 |l<1, 0 <||X°: 9 <1,

wobei fiir X*=(x,, ..., L] # 0, SQ”k=[t)1, ..+, Y] dann und nur dann [|X”:9?]|=1,
wenn (t,|Y,)=0 fiir alle u, v gilt, das heisst, wenn {¥"} und {§)?} aufeinander senkrecht
stehen. Sind X7, 9% 3" nicht Null und speziell, so ist

(1.49) 1%7:9°( < [[%: 3" || fir {3"} < {9°}.

d) Ubergang zu einer anderen Metrik.

Ist (£]y), eine Metrik, (r|Yy) eine andere, so gibt es ein Koordinatensystem,

in dem
k k
(1.50) €100= 2 @ E19)= 2 eutudh

mit 0<e,<e, gilt. Die Zahlen ¢, sind eindeutig bestimmt. Hs ist

(1.51) my= Min |5, ..., 5] =€ ...6,
... tplle=1
(1.52) Mp= Ma-x l[gl! «sey Zp][z = €Ck_p+1 + ¢ €k,
"!lw}wl‘p]lﬂzl
(1.53) my | X7 5 < | X P < M, [ %75,
(1.54) e mp< L mop
Mp 0 = = mp 0>
l P 7P D =0 D P 3 E
W) I Bl 5 2 2, 2 o mit 1, ) L.
D

Sind die Polyaden X®, )? speziell und ist & =Min (p, g), so ist

(156) LAt S e  EP N g
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e) Konjugiert-komplexe Polyaden.

Bisher wurden keine konjugiert-komplexen p-aden definiert. Es seien e, ... e,
und £, ..., & ein Paar dualer Koordinatensysteme. Dann werde
_ ok — ko - .
(1.57) %pﬂ-vlzpipl...vp e"l .« v e,,p, A'_"ap : y}l;pgvl..‘yp 871...8,,1,

gesetzt. Es ist X” eine antilineare Abbildung mit X¥? =%7. Dasselbe gilt im dualen
Raum. Es gilt

(1.58) (X7, &)= (¥, B7)
(1.59] (X7, 91=[3%, 97, [5&°, H]=[5", H].

Ist ¥* =%, so heisse X° reell. Es ist X?=2%5,+¢X%, wobei die reellen Polyaden
XRe, Xhn eindeutig bestimmt sind. Ein Koordinatensystem e, ..., e; heisse reell,
wenn e,=e, fir u=1,... k ist. Ist e, ... e ein reelles Koordinatensystem, so
auch e, e, ...é€,. Das duale Koordinatensystem ist dann ebenfalls reell. Die For-
meln (1.1) fithren ein reelles Koordinatensystem dann und nur dann in ein reelles
iiber, falls die Koeffizienten e,, reell sind. Bildet man das Konjugiert-Komplexe
gemiss (1.57) fiir ein anderes Koordinatensystem, so erhilt man dann und nur dann
dasselbe, wenn der Koordinatenwechsel (1.1) mit reellen Koeffizienten e,, erfolgt.

§ 2. Mannigfaltigkeiten.

In [I] wurden bereits verschiedene bekannte Tatsachen so dargestellt, wie sie
in dieser Arbeit gebraucht werden. Um es dem Leser einfacher zu machen, sollen

diese Tatsachen hier noch einmal kurz und ohne Beweise erwihnt werden.

(1). Differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Ein Hausdorffscher Raum IN™ heisse eine m dimensionale, I-mal stetig differen-
zierbare, bzw. reellanalytische, bzw. komplex(analytische) Mannigfaltigkeit, wenn es
eine Menge P von Abbildungen « gibt, fiir die gilt:

1. Jedem «€% ist eindeutig eine offene Menge U, des Raumes der reellen Vek-
toren” t=(f;, . .., tm) zugeordnet, die durch «=a(t) topologisch auf U.<IM™ abge-
bildet wird.

2. Die Mengen U, bilden eine Uberdeckung von IM™= lEJ U..
a€P
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3. a) Sind «(t) und B(zr) zwei Abbildungen aus B, so ist die vermittelnde Ab-
bildung t(f)=g"«(t) in a ' (U, N Up) l-mal stetigdifferenzierbar. bzw. reellanalytisch.

b) Die Mannigfaltigkeit heisse komplex, falls m=2n gerade ist und fiir
Wy, =Tay-1+ %2y, 2=13,-1+ %12, die vermittelnde Abbildung 0 (3)=pA"'a in a™' (U, N Up)
komplexanalytisch ist.

Im Fall >0 heisse die Mannigfaltigkeit It™ orientiert, wenn gilt:

4. In 3. ist die Funktionaldeterminate a—g>0.

ot

Die Forderung 4 ist fiir komplexe Mannigfaltigkeiten von selbst erfiillt.

Es werden nur orientierte Mannigfaltigkeiten mit [>0 betrachtet. Die Menge
B kann nachtriglich zu einer maximalen erweitert werden, die wieder die Forde-
rungen 1. bis 4. erfilllt. Die Menge R werde weiterhin maximal angenommen, und
als Struktur bezeichnet., Mit « gehort auch jede Abbildung « zu %3, die durch Ein-
schrinkung von o auf eine offene Teilmenge U, < U, entsteht. Pr sei die Menge
aller « mit PeU, und «(0)=P. Ist aePp, so wird jede offene Umgebung von P in
U, mit U (P |a) bezeichnet.?® Die Mengen U,, U(P|a) werden durch « ,,uniformisiert.

.Die Abbildungen a(—1t;, 1, . . ., tx) mit «(t)eP=P" bilden wieder eine Struktur
B~ und orientieren W7 zu M™ um. War IN7 reellanalytisch, oder I-mal stetigdiffe-

renzierbar, so ist es auch M?; war IMNT komplexanalytisch und m>2, so ist es
IM™ nicht. ‘

(2). Eigenschaften auf einer Mannigfaltigkeit.

a) Eine Menge M aus IM™ heisse kompaki, wenn der Satz von Heine-BorkL
fiir M gilt, sie heisse kompakt diberdeckbar, falls M in einer Vereinigung von héchstens

abzihlbar vielen kompakten Mengen liegt, M < G K,, wobei 0.B.d.A. K,=0 und
v=0

K,<K,., sei. Die Menge M heisse beschriinkt, wenn sie in einer kompakten Menge
liegt. Beziiglich einer gewissen Massdefinition heisse M messbar, eine Nullmenge baw.
von endlichem Mass, wenn dies fiir jede Abbildung a € R fiir die Menge a™* (M n U,)
gilt. Diese messbaren Mengen bzw. Nullmengen haben die iiblichen Eigenschaften.
b) Tine komplexwertige Funktion f(P,o,») sei fiir jedes » einer Indexmenge
N, jedes € und jeden Punkt Pe€Mn U, erklirt; sie heisse auf M messbar,
bzw. stetig, bzw. I-mal-(stetig)-differenzierbar, bzw. reellanalytisch, bzw. analy-
tisch, falls dies fir die Funktion f(a(t), «,») auf a (M nU,) fir jedes 2€P

10 1, [I} wurden nur die Mengen S:B p betrachtet. Es ist jedoch vorteilhaft beide Bezeichnungs-
Weisen S.B, Uy und SB p, UP | a) zu verwenden.
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und v€N gilt. Sie heisse iiber M drtlich integrierbar, falls es zu jedem v €N, jedem
Punkt Pet™ und jeder Abbildung « € Pp eine Umgebung U, (P|a) gibt, so dass
f(a(t), o, ») liber «*(U, (P|a) N M) integrierbar ist.

¢) Die Abbildung ¢(Q) der Mannigfaltigkeit ¢ in die Mannigfaltigkeit ™ heisse
I-mal stetigdifferenzierbar, bzw. reellanalytisch, bzw. komplexanalytisch, falls bei jeder
Wahl von «(t)eP(M™) und B()ePNY) mit o(Us) N Us+0 die vermittelnde Ab-
bildung t(x)=a o B(x) auf B *(UsNo*(U.) lmal stetigdifferenzierbar, bzw. reell-
analytisch, bzw. komplexanalytisch ist; letzteres heisst: Setzt man z,=5,_ 1 +12s,,
W, =lay-1+1lz,, S0 ist W(E)=a'oB auf 7' (UsN 67 (Ua)) komplexanalytisch. Die Ab-

-1
bildung habe den Rang r, falls dies von jeder Funktionalmatrix (8_0(__0/9@)) in

ox
jedem Punkt gilt. Ist g=m, so habe die Abbildung ¢(Q) eine positive Funktional-
-1
determinante, wenn %(T(;‘Bm>0 ist.

d) Die Mannigféltigkeit N? heisse eine l-mal stetigdifferenzierbare, hzw. reell-
analytische, bzw. komplex(analytische), orientierte Teilmannigfaltigheit von 972"',‘ wenn
NI<IR™ ist, wenn N? und die identische Abbildung o;(P)=P von N? in I™ die
genannte Differenzierbarkeitseigenschaft hat, und wenn o;(P) den Rang ¢ hat. In
jedem Parameterraum U, von IM™ hat dann Ne?= a1 (U, N N?) einen stetigen Tangen-
tialraum. Ist t, €' (U NN und ist g=m—1, so hat N in t, eine Normale 1 (t,),
die so definiert werde: In § 1 a)—c) kann statt dem Kérper der komplexen Zahlen
auch der reelle Zahlkorper als Koordinatenkorper gewihlt werden. Wird B (x) € B (R%)
mit P,=a(t;) € Us gewihlt, so ist t(t)=a'B(E)=a o B(r) in B (U, N Up) stetig-
differenzierbar. Es sei g;=g7'(P,). Dann ist in einem normalen Koordinatensystem

ey« o o tap, )
(2.1) n(tl)=m_t__1]_| -
T3 o v oy Tm_1 1) 1

ein Einheitsvektor senkrecht zur Tangentialebene in r,. Er ist unabhingig von B
und bildet mit n, t.,..., ¢t

Tm-1
Io={t|t=t,+7n(t,), 0<r<t} und I_={t|t=t,+7n(t), —r,<7<0} die Mannig-
faltigkeit M,"! nicht treffen. Liegt nun N™ ! im Rand I' der offenen Menge G, so
kann man RN™"! so umorientiern, dass es zu jedem o € P und P, e U, ein 7,>0 gibt,
fir das I, N (UaN @) =0 und I_coa (U, NG) ist. Dann sei N™* bzgl. G pach
aussen orientiert, bzw. habe N™ ! beziiglich G eine dGussere Normale.

e) Die kompakte Menge K <IR™ sei durch endlich viele offene Mengen V,,. .., V,
iiberdeckt. Dann gibt es zu jedem Index v eine auf ™ stetige Funktion 4, (P) mit

ein Rechtssystem. Es gibt eine Zahl 7,>0, sodass
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0<A(Py<1 fir PeIR™ und A, (P)=0 fiir P¢V,, sodass ill,,(P)=1 fir PeK gilt.

Ist M™ l-mal stetigdifferenzierbar, so kann man diese ,, DIEUDONNE-Zerlegung® (Zer-
legung der Euns) A,(P) auch l-mal stetigdifferenzierbar wihlen.

(3). Dichte.

Es sei M eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit IR™ und p eine natiirliche Zahl.
Jeder Abbildung o€ und jedem p-tupel ganzer Zahlen 1< pu; <---<u,<m sei eine

komplexwertige Funktion a,, ... up (P 0) auf M n U, zugeordnet, sodass fiir jede andere

Abbildung B(r) € P mit M N U, N Up#9 und r(t)=p"a(t) auf M nU,n Uy gilt:

(T . . oy a:,,p)

BC] (PN tup) lt=a1(P)

(22) a/[tl...[lp (P’ (l)= %; Ay, ..

Als Funktion von w,, ..., up, € P, P€ U, heisse a,, ... up (Ps @) ewne Dichte der Stufe
p auf M. Thre Eigenschaften sind nach (2) b) erklirt. Eine Dichte m-ter Stufe heisse
kurz Duchte; fir solche Dichten sind auch Ungleichungen sinnvoll; denn aus
2p a

a(P,a)<b(P,a) folgt a(P,B)<b(P,f) wegen T

{a (P, a)| eine Dichte.

>0. Mit a(P,a) ist auch

(4). Alternierende Differentiale.

Zu jedem der in § 1 definierten Réume R%* wird ein neues Exemplar E2* fest
gewihlt, und in ihm neue Bezeichnungen eingefiihrt. Ein Element von 1%?,'” werde
fir p>1 mit 94, bezeichnet. Das dussere Produkt werde mit @ 4,0 B,, die Multi-
plikation mit einer komplexen Zahl @ durch adA, bezeichnet. Es sei E2™ der kom-
plexe Zahlkorper. Fiir p>1 wird in den Réumen i%?,”‘ das Konjugiert-Komplexe ge-
miss § 1 e) eingefithrt. Ein inneres Produkt, ein skalares Produkt und ein dualer
Raum werden fiir R2™ nicht gebildet.

Jeder Abbildung a=a«(r) der Struktur P der Mannigfaltigkeit IN™ wird ein

reelles Koordinatensystem der Riume Iif,"' zugeordnet, das mit 9z, . . ., dxm bezeichnet
werde. Diese Zuordnung wird irgendwie getroffen und festgehalten. Einer Dichte
Qy, ..., der Stufe p auf M SIR™ ist eineindeutig eine Abbildung!® 12

T

11 Hior wird von der ublichen Schreibweise abgewichen. Die Bezeichnungsweise 0 4, statt’
Ap, Oz, statt dz,, Ox, 0z, statt dx, dx, zeigt eindeutig und unmissverstiindlich an, dass es sich um
ein Differential, und zwar um ein alternierendes Differential handelt. Es wird dadurch eindeutig
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(2.3) "04,=04, (P, a)= ; Gy (P, 0) 8y, . O,
ulp

zugeordnet. die jeder Abbildung a=oa(r)eP mit U.NM#G und jedem Punkt
PeMnU. ein Eiement 04, (P, «) aus R:™ zuweist, und die ein alternierendes Diffe-
renttal der Stufe p auf M heisse.’? Es habe dieselbe Eigenschaften wie seine Dichte

Qu,...np, Man beachte, dass @, ...8x,, dussere Produkte sind.!* Die Rechenregeln

folgen aus § 1. Sind die Funktionen f,, f auf M differenzierbar und ist IM™ zweimal
stetigdifferenzierbar, so bilden

(2.4) of= ifxvaw,, 6f,...0 ﬁl_a___’i)_ a%,, ... 0@, ,.

vlpa(xyl,.. l‘y)

Beispiele alternierender Differentiale. Der Raum der Vektoren ¥ ist auch eine Mannig-
faltigkeit. Dort ist f,(x)=x, eine Funktion. Wegen déz, ...dz, , =0T, ... 0%, kann

man §=2 schreiben. Ist U, N Up# 9 und r(t)=p'a(t), so ist dort

(2.5) 04, (P, a) =M% Oy .oy (P, B) O (1) . .. Oy ().
Die Ableitung eines stetigdifferenzierbaren, alternierenden Differentiales ¢ 4, sei
(2.6) 00A4,=0(0A4,)= IZ’aal,‘1 P,a)om, ...0%,,
rlp

Sie ist ein alternierendes Differential der Stufe p+ 1, falls IR™ zweimal stetigdifferen-
zierbar ist. Es gilt
8(6A,2B,) —024,0B,+(—1)° 24,0228,

2.7) 2(@A, +2B,)=00 A4, +00B,,
l 8994,=0,

letzteres, falls &4, zweimal stetigdifferenzierbar ist.

klargestellt, wann ein alternierendes oder ein kommutatives Produkt vorliegt. In der sonst iiblichen
Bezeichnungsweise, muss man beispielsweise erst dem Zusammenhang entnehmen, ob mit Z Iuv 82,472,
die erste Fundamentalform Z Juvd2,dZ, oder die ihr zugeordnete alternierende Differentialform
2. 9u»0zu 0% gemeint ist. Auch scheint es zweckmassig zu sein, O A, statt Ap zu schreiben. Man
weiss dann sofort, was ein alternierendes Differential ist und was nicht. Beispielsweise wird statt
f ¥p x2n-2 hier deutlicher f v Oy2n_2 geschrieben werden. Dass dann 00 A4, statt 04p und
RN RN
000 Ap =0 statt 90 4, = 0 geschrieben wird, ist kein ins Gewicht fallender Nachteil.

12 Wahrend also eine Dichte Gy ... up, DUT Koeffizienten mit 1 << t; < -+ < tp <M hat, sind

gemiss (2.3), (1.11) und (1.7) die Koeffizienten eines alternierenden Differentials durch

Qu, . = 61’1 e avl vp

fur alle Indizes 1 <pt; <m, ..., 1 < pup <m erklart.
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Wird die Mannigfaltigkeit N? durch o (Q) stetigdifferenzierbar in die Mannigfaltig-
keit' IR™ abgebildet, ist M <N, ist auf o (M) ein alternierendes Differential & 4, (P, «)
gegeben, sind «(t) € BIR™) und B(x) € BN mit o (Usn M) n U,# D beliebig gewiihlt
und ist t(r)=a'oB(r), so wird durch

(2.8) 00A4,=04,(c(Q)= ”IZmﬂ’ Wty .. 1y (0 (@), 0) 01, (X) . .. O, (1)

auf MSN? ein alternierendes Differential unabhingig von « gegeben. Sind N? und
IN™ zweimal stetigdifferenzierbar, so ist

(2.9) 6004,=0004,.

(5). Integrale anf Mannigfaltigkeiten.
Auf einer orientierten, stetigdifferenzierbaren Mannigfaltigkeit I8™ ist das Integral

[ p als Funktion der (im LEBEscUEschen Sinne) messbaren, beschrinkten Menge M
M

und der ortlich iiber M integrierbaren Dichte p der Stufe m eindeutig durch folgende
Forderungen erklirt:

a) Sind @ und b auf M konstant, und sind die Dichten v, y iiber M ortlich
integrierbar, so gilt

(2.10) f(a1p+bx)=a,ftp+bjx.

b) Ist «a€®P beliebig gewihlt, y ilber M &rtlich integrierbar und ausserhalb
M~ U, Null, so gilt mit M'=a (U, N M) die Gleichung

M

(2.11) [v=[vd,a)dt...dt
M’

Ist die messbare Menge M kompakt iiberdeckbar, das heisst, ist M < l_JOK, mit

K,=0 und mit kompaktem K,<K,,:, ist y iiber jeden Durschnitt M n K, ortlich
integrierbar und existiert der Grenzwert

(2.12) fy;= lim f P,
o v—)&MnKv

so heisse er das uneigentliche Integral von w iiber M beziiglich der Folge {K,}. Ist
|w| auch uneigentlich iiber M integrierbar, so ist f v unabhingig von der Wahl der
M
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Folge {K,} und heisst das (eigentliche) Integral von y iiber M. Die Dichte y heisst
dann iiber M integrierbar. Die normalen Rechenregeln gelten:

1°. f p=0 falls entweder M messbar und y=0, oder v messbar und M eine
M

Nullmenge ist.

2°. Sind @ und b auf M konstant, ¢ und y iiber M integrierbar, so ist es auch
ay+by. Es gilt

(2.13) [lap+bp)=afp+bf

3°. Ist || iiber M integrierbar, so ist die messbare Dichte v iiber jede mess-
bare Teilmenge N von M integrierbar. Es gilt

(2.14) |[v]<[lvl.
N M
4°, Ist g iiber M, und M, integrierbar, so auch iiber M, U M,=M. Es gilt

(2.15) ill.zp=fzp+f1p— ] p.

M,y M, MinM,
5°. Sind  und y iiber M integrierbar, ist p <y, so gilt f p=< f X
73 74

6°. Mit y ist auch jede messbhare Dichte v mit |y|<y iiber M integrierbar.

7°. Ist v iiber die Vereinigung M = U M, der messbaren, paarweise punktfremden
v=1

Mengen M, integrierbar, so gilt
(2.16) [e=3 v
v:lM

8°. Streben auf M die messbaren Dichten y,—>y fiir ¥—co, ist |y, | <y und ist
x iber M integrierbar, so sind y,, y itber M integrierbar. Es ist

(2.17) fzp= lim | o,
M

y—>00

9°. Sind y, mit y iber M integrierbar, ist p= limy, < oo, ist p, >y und ist

lim | 9, < oo, so konvergieren die Dichten y, fast iiberall auf M gegen v, das iiber

y-—>00

M integrierbar ist:
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(2.18) f y<lim | v,

y—> 00

10°. Streben die iiber M integrierbaren Dichten v, monoton gegen ¥, y,—p filr

v->oco und existiert lim | 9, < co, so ist

v ->00

(2.19) [w»——lim V.
ﬂ.l y—>00
11°. Ist ¢ iiber M <IR™ integrierbar, und geht bei der Umorientierung von
M =MT in IM” (siche (1)) die Menge M=M, in M_, die Dichte w(P,«) in

-1
v (P, B)=vy (P, a)aaagﬁ mit « € Rr und B eB5 iiber, so istf1p= — fw,u*.

My M

12°. N sei eine Teilmannigfaltigkeit von IMM™ mit p<m und o;(P)=P die
identische Abbildung von MN? in IMM™. Sie ordnet dem Differential 84, auf N <SIN"
das Differential 0,04, auf M NN zu, dessen Dichte v sei. Es heisse y die Dichte
von 04, ldngs NP. Ist p ilber M integrierbar, so heisse auch & 4, iiber M inte-
grierbar. Es sei dann

(2.20) [od,= [v.

13°. Die Mannigfaltigkeit R™ werde durch o¢(Q) stetigdifferenzierbar und mit
positiver Funktionaldeterminante in die Mannigfaltigkeit IR™ abgebildet. Jeder Punkt
ReN™ liegt in einer offenen Umgebung V(R), die durch o(Q) topologisch auf eine
Umgebung von V*(S) des Bildpunktes S=o(R) abgebildet wird. Die Umkehrung
von o(Q) auf V(R) sei mit o%'(P) bezeichnet. Auf der messbaren Menge N <R™
sei das Differential ¢ 4,, gegeben. Ist o(R)=o0(T), so werde

(2.21) 07 0dn=07'0A4, auf o(V(R)NN)No(V(T)N N)

vorausgesetzt. Dann wird durch 9B, =0%'8d4, ein alternierendes Differential auf
M=0c(N) erklirt. Weiter sei die Funktion ¢(Q) auf N erklirt und 924, auf N
messbar, Setzt man

0 fir o(Q)# P,
(2.22) v(P, Q)= ©

1 fir o(Q)=P,

so gilt
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(2.23) [{Z 7P, Q9(@)}2Bn(P)= [¢(Q)04n(Q),
M NEQ N

falls wenigstens eines der Integrale fiir || statt ¢ existiert.

14°. Integralsatz wvon STOKES.® Die orientierte, zweimal stetigdifferenzierbare
Mannigfaltigkeit IR™ enthalte die offene, beschrinkte Menge G. Der Rand F von G
enthalte die orientierte Teilmannigfaltigkeit ™' von IMM™, die beziiglich @ eine #us-
sere Normale habe. Es sei F;=F—R""! eine Nullmenge des m—1 dimensionalen
CARATHEODORY-Masses (u-Masses). Der Rand F habe ein endliches u-Mass. Das auf

G stetige Differential 84, 1= > a, (P,x)0x,...02,_102,41...0%y, erfiille in @ eine
v=1

Lrepscurrz-Bedingung, das heisst, zu jeder Abbildung « (x) € P, gibt es ein U (Py|a) =G,
sodass

2.24) | @ (o (1), @) — @ (a(x), @) [ < L] g —1'|

fiir alle Vektoren r und ' aus o« *(U(P,|w)) gilt. Die Konstante L darf von P,
und o abhingen. Die dann fast iiberall auf @ existierende Ableitung 9 4,_; sei
iber @ integrierbar. Dann gilt
(2.25) [ 0dn 1= [00 40

1 @

R

15°. Satz von FUBINI

a) Die Mannigfaltigkeiten 98™ und ' seien orientiert, stetigdifferenzierbar und
kompakt iiberdeckbar. Durch o (P) werde IR™- stetigdifferenzierbar und vom Range !
in M abgebildet. Es sei s=m—1>0. Dann ist das Urbild Mg=0"'(Q) des Punktes
Q€N entweder leer oder eine s dimensionale, stetigdifferenzierbare Teilmannigfaltig-
keit von IR™. Es seien die Abbildungen o€ B ('), y € B(N™) und g P(M,) beliebig
gewihlt, aber so, dass @ € U, und Usn U, ## sind. Wird nun t ()= (¢, (0), .. ., 4 ()=
=oloy(v) und W(x)=y'B(x) gesetzt, so kann die ,,Schicht** Mq so orientiert wer-
den, dass
(2.26) det (gradw t, (W), . . ., gradw & (I0), Y0, ..., ;) >0

auf g7 (Usn U,) ist. Die Gradienten sind bei w=1(z) zu bilden.

b) Ist M messbar auf IR™, so folgt, dass fiir fast alle Q€W der Durchschnitt
Mo=TMon M auf M, messhar ist.

13 Ungliicklicherweise ist hier in [I] ein Vorzeichenfehler unterlaufen ; es muss in (2.38) Seite
135 der Faktor ( — l)k_1 gestrichen werden.
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c¢) Das Differential 04, sei auf M <IN"™ und das Differential 9 B; auf R' erklrt.
Ihre Produkt & A4; 08 B; sei iiber M integrierbar. Es sei N, eine geeignete Nullmenge.
Es werde N,={Q[2B,;(Q)=0} und N=N, UN, gesetzt. Dann ist

(2.27). fed,00B=(—1%" [ | [ 24.(P)2B,(Q)
M

gesnl-N PEMy

wobei das innere Integral sicher fiir alle Qe —N existiert. Es werde f auch
w-N
mit f abgekiirzt.
ol
d) Hat 8B, die Dichte & auf W und 24, die Dichte @ lings Mo, ist 0 4:00 B
messbar auf M und existiert das Integral '[ l J‘ loe |} £, so ist 04,008, iiber

. . Q€ 9{1_ N PE MQ
M integrierbar.

(6). Komplexe Mannigfaltigkeiten.

Eine Teilmenge M der komplexen Mannigfaltigkeit 2" heisse eine Nullstellen-
fliche, wenn es zu jedem Punkt Py €N eine Gebietsumgebung U (P,) und eine in U (Py)
analytische Funktion gp,(P)==0 gibt, sodass RN U(P,)={P|gs,(P)=0}n U (P,) ist.
0.B.d. A. zerfalle gp, in jedem Punkt von U (P,)N N nur in einfache Primfaktoren.
Der Punkt P,eN heisse gewohnlich, wenn 8gp,+# 0 in P, ist. Diese Definition ist unab-
hingig von der Wahl von gp, und U(P,). Die gewdhnlichen Punkte von R bilden

eine 2n—2 dimensionale, komplexe Teilmannigfaltigkeit RN von W2, Ist die analy-
tische Funktion g¢,(P) im Punkt P, ein Primfaktor, so sei (P,; g,) ein Flichenelement.
Es gehore dann und nur dann zur Nullstellenfliche R, wenn P, €N und gz, in P,
durch g, geteilt wird. Sind RN, N, £ G, N, #0 Nullstellenflichen, enthalt R, n N, kein
Fliachenelement und ist N =N, UN,, so ist N reduzibel. Die Nullstellenfliche N ldsst
sich in grosste irreduzible Teile M, bis auf die Reihenfolge eindeutig zerlegen:

N= %J%,. Die Nullstellenflichen 9, haben paarweise kein Flichenelement gemeinsam.
»EN

Hat 2" eine abzihlbare Basis der offenen Mengen, so ist die Indexmenge N héch-
stens abzihlbar.

Es sei © die Menge der offenen Menge von IM?" und § die Menge der auf
einer offenen Menge O, analytischen Funktionen f. Eine Teilmenge FcFxO heisse
eine Cousinsche Verieilung (II. Art). wenn gilt:

1. Ist (f,0)€F, so ist f auf O analytisch.

2. Zu jedem Punkt P gibt es ein (f,0)e F mit P€O,

3. Gehoren (fy, 0;) und (f,, O,) zu F, so’ist f,/3'#0 und regulir in O, N O,.
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Ist (f,0)€F und PyeU;NO0, so sei f= § f. die Entwicklung nach homogenen

i
Polynomen f, vom Grade p um 3o=a '(P,). Es sei f,=0. Dann ist die Zahl
v=v(P,) unabhingig von der Wahl von (f,0)eF und der Abbildung « €. Sie
heisse die Vielfackheit der ,,Nullstelle“ P, von F. Die Menge {P|v(P)>0} ist eine
abgeschlossene Nullstellenfliche.

Ist die Funktion f=£0 analytisch in jedem Gebiet aus %", so ist (f, ") eine
Cousinsche Verteilung, also die Vielfachheit der Nullstelle von f erklirt. Ist die Funktion
f==0 und meromorph in jedem Teilgebiet aus M2", so gibt es zu jedem Punkt P,

eine offene Umgebung Op, und in jedem Punkt von Op, analytische und teilerfremde
1

Funktionen wb, wd, sodass f=“;—2’i° in Op, ist. Es bildet Fy(f)={(wh, Os)} die
PO

Cousinsche Verteilung der Zshler, Fy(f)={(w%, Op,)} die der Nenner von f. Dadurch
ist die Vielfachheit der Nullstelle bzw. die der Polstelle von | erklirt. Die Vielfachheit
der a-Stelle von [ ist die der Nullstelle von f—a fiir a# oo.

Ist a(t) € P, so erhilt man die komplexen Koordinaten durch
(2.28) Zu=lou 1t il =Tyt 1Yy Zu=lou 1~ 00, =Tu— 1Y,
Fiir eine differenzierbare Funktion g werde
(2.29) Yo, = F (We,—0vy,), vz, =% (ye,+iyy,)

gesetzt. Ist ¢ zweimal stetigdifferenzierbar, so gilt

1 )

(2.30) Yz,2, = 1 ('ll)z” 2, " Yy, y,,) T4 (1/)1,, v, T Y, z,,) =Yz, 2,
1 )

(2-31) Yo, 2,= Z (1/11” z, + Vv, y,) + Z ('/11” v, 7/"11,‘ z,) =Yz, 2,
1 )

(2.32) Y=y ('/)z’u 2, Yy,u,)+ i Yz, 9, T ¥u,2,)= V5,3,

Ist t(v) eine differenzierbare Substitution mit w, =vs,_1 +122a,, s0 gilt
n
(2.33) Aw, = ‘Zl(tpzﬂ Zuw, v Pz, %uw,),

n
(2.34) Lo, =#§1(’(/le‘ 2uw, + Yz, %u%,)
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Ist also 3(iw) analytisch, so gilt
n n .
(2.35) Iw, = zleﬂ 2uw, und Xw, = Z‘WE,‘ 2y wye
u= n=

Die Ableitungen von z, und Z, sind
(236) az,‘=812,,_1 +1:362'u, 87?,‘=6t2,,_1 - iatgl"': 8_2,,.
Sie bilden ein (nichtreelles) Koordinatensystem von R:™. Daher hat ein alternierendes

Differential ¢ A, die Gestalt

r n n
237) 04 (Po)=2 2] D @upp gnre..ng0%u - 0%, (0%, ... 0%,

e=0 pulp—e ple

wobei die Koeffizienten a,,, . v eindeutig bestimmt sind und

ceMp_g?1

(238) 045 (P, )= > 3'ay.

-~ (P, )0z, .. .3%‘98%1 ...0%,,
ulp—e nle

ceBp_g¥1-

wieder alternierende Differentiale sind. Die Zahl o heisst ihr Typ. Da die Ableitung
einer Funktion ¢ sich nach (2.29) und (2.36) zu

(2.39) oy= 2 (y.,02,+yz,0%)
»=1

berechnet, besteht nach (2.5) das Transformationsgesetz

04, (P, a)=

(2.40) » n  n
=Q§0 ”|§:Q %; a/‘l"‘:“p—g"l""’g (P, ﬂ)azlll (m) st az.“p—g(m)azvl(m) Tt azy@ (m).
Ahyovidy_ 01000 (P,d.)=

(2.41) e

B Zn, Zn, P.p) D(pys o v s Zuy_y) OBy - 2)) .
- alﬁ- et 'vQ( ’ a(wlu L w’lp—q) a(wﬂl’ R w"e)

ulp—e v]e

Wegen (2.35) sind auch

n
(2.42) Hy=1 ;(tpzw@z, —3z,0%,),
n n n
(242)  8'04,= 3 3 3 0Gu...uy yneror0% - 02y, OFsy . O,

0=0 ulp—e vle

alternierende Differentiale auf M2”. Es ist
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Hood,=0, 904,-00d,, 04,=0'04,,
(2.43) »
o0t p=—21 > wzﬂgyaz,,@iy.
pyv=1
Eine zweimal stetigdifferenzierbare, reelle Funktion y auf IM?" ist dann und nur dann
Realteil einer analytischen (vielleicht mehrdeutigen) Funktion, wenn 88tp=0 ist.

Es seien N, und N, zwei Nullstellenflichen aus IM*™ und N=N, UN, ihre Ver-
einfgung. Sind 5)%, 9}1, 9}2 die zugehorigen Teilmannigfaltigkeiten der gewdhnlichen
Punkte, so ist 9, UR,2N. Dabei ist N, n (R, R, — N} eine Nullmenge auf N,. Also
ist die Infegraldefinition

(2.44) [ 0420 2= [ 0420 s
NNM {)}nM

sinnvoll, falls das rechte Integral existiert. Da RN eine komplexe Teilmannigfaltigkeit
der Dimension 2n—2 ist, ist jedes alternierende Differential 9 A4%,_. vom Typ

e#n—1 als Differential auf N betrachtet identisch Null. Fiir die Integration (2.44)
reicht es also alternierende Differentiale der Gestalt4

2 n-'-ll n n v
axg,,_2=‘(§) 1{ Zla,,,ai,‘az,azlail...||...”...6z,.82n+
wv=
(2.45) py

n n
+ S apinon.. ... .aznaz,,}
p=1

zu betrachten. Die kompakte Menge K <N .enthalte die auf R messbare Menge

M<H. Das Differential o y2n-2 sei auf M messbar, Zu jedem .Punkt; PyeK und
jeder Abbildung « ES_BP,, gebe es eine uniformisierbare Umgebung U (Poloc) und eine
Konstante L, sodass |a,,(P,a)|<L auf Mn U(Pylx) gilt. Dann existiert nach [I]
Satz 11 das Integral (2.44), also ist @ yan_2, das heisst, 6;0)2.-2 tibér M integrierbar.

(7). Vektordifferentiale..

In § 1 wurde der Raum RZ* der Polyaden mit dem Korper der komplexen
Zahlen als Koordinatenbereich eingefiihrt. Nun kann man aber auch als Koordinaten-
bereich die alternierenden Differentiale, die auf einer gemeinsamen Menge M der
orientierten Mannigfaltigkeit IR™ definiert sind, verwenden. Ist e,, ..., ¢x ein Koor-

dinatensystem von R2¥ so sei

" Durch ﬁ werde das Fehlen des Faktors 0z, 0z, angezeigt.
3 —533806. 90. Acta mathematica. Imprimé le 28 octobre 1953.
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k
(2.46) ag{p-si%a/;;l_,,,,” R
mit
(2.47) BAy =0 NP0,

ein Véktordifferential aus V3 (M), falls die alternierenden Differentiale ¢4, ..

Stufe s auf der Menge M definiert sind. Mit der Summendefinition
k
(248) 69 P +a%p.s = Z’ (aAIstx .. 'Ilm+an41 .. ~Mp) [elﬁ’ M eﬂp]
niv
bildet V3% (M) einen Modul. Die Produkte
k k
(2.49) AP, 0BT = > > 3A,sz.---pman’l“"'a [Bups + + o> By €5y ooy B3],

uip via

k

k J—
(2.50)  (@UAP*|aBP Y= > 205y OBy (Bugs - v s Byl [[€05 o o €0])

ulp vip
sind im allgemeinen nicht kommutativ und nicht alternierend. Es gilt
(2.51) [0UAP-5, 9B: )= (—1)P ¢ [aBYE, 9 U™,
(2.52) @A™ |aB* )= (—1)°t @B” F|oA).

.up der

Ist &I ° besiiglich des dualen Koordinatensystems in *V2¥ (M) gebildet, so gilt

entsprechend
k

(2.53) @I*, 8B™ )= > oI, ... 4,08, . .,=(—1) @B aI™").

uip

Die Ableitung wird fiir differenzierbare Vektordifferentiale durch

k
(2.54) GO = ST 00 . (€ - - » €]

ulp

erklirt. Auf weitere Rechenregeln soll nicht eingegangen werden. Man kann alle

folgenden Umrechnungen leicht an Hand dieser Definitionen nachrechnen. Wie in

[I] § 3a werde im 2% dimensionalen Raum der Vektoren iv € Ri* die folgenden Be-

zeichnungen eingefiihrt:

(2.55) v, (10) =%(a | 210); dvgn = 73—, @v,)",

(2.56) 0w, (1) = % [to|™*|[w, 8w}, 2wen= }% (8 wy)".
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Es ist ‘
(2.57) sz(m)=%| | {(10] v) (810 | 2 10) — (@10 | ) (10 | 2 1)}.

Diese Formel moge als Beispiel bewiesen werden:

By (W)= 3 || (10, 210] | [, &10]) =
(2.58)

7 _ k L
=§|ml Y2 w,0wm, 0w, (e, €]] [€ €5)).

# v, 0,0=1
‘Wihlt man nun ein normales Koordinatensystem, so folgt
) Uil S D, O, — z
wz(m)=§|m| 2 (w, 0w, W, 0, — B, dw, w, 0,) =

u,v=1

(2.59) '
=310 [ {(0] ) @w|2w)— @] w) (| 210)}.

Im iibrigen sind (2.56) und (2.57) unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems,
womit der Beweis gefithrt ist. Es ist 8v,(0) das euklidische Oberflichenelement und

0w, () das projektive. Es gilt nimlich:
(2.60) B, (AD)=dw, (W)  (A%0).
Als Inhalte der Kugel ergibt sich bekanntlich

k
(2.61) Var (r) = f@vgk(m)=%72k, Var=Var (1),
Jw|=r
2 K
(2.62) Varon (r) = f Ovaia (0) = = P Vasa = Vaiea (1),
lw|=r . '
k-1
(2.63) Waioo= fawz,c_l(m)=_k"_1)!.

Dabei ist @ der projektive Raum, der durch die Aqulvalenzrelation w~Zi, wobei
w#0 und 140 beide komplex sind, erzeugt wird.

§ 3. Meromorphe Flichen.

Die beiden Hauptsitze sollen fiir analytische Abbildungen, die eine komplexe
Mannigfaltigkeit 9*" in den komplex-projektiven Raum abbilden, aufgestellt werden.
Aus spiter zu nennenden Griinden werde jedoch der Begriff der analytischen Ab-

bildung zum Begriff der meromorphen Fliche erweitert.
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Definition 3.1. Meromorphe Flichen.

Die zusammenhingende, komplexe Mannigfaltigkeit 2" und die natiirlichen Zahlen
k=2, p=>1, seien fest gewihlt. Eine meromorphe Fliche W* der Stufe p sei eine Menge

von Polyadenfunktionen der Stufe p und der Dimension k, fir die gilt:
1. Jeder Polyadenfunktion

k
(3.1) B =B* (P)= g; Wy ..y (P) [€5 - - o5 €]
aus W? ist eindeutig eine offene Menge U= U (B”) zugeordnet, auf der sie, das heisst,
alle ihre Koordinaten w,, ..., (P) meromorph sind.

2. Sind B} und BWE zwei Elemente von W?, so gibt es eine auf U,y =U (B) n U (B})
meromorphe ~Funktion A(P), die tn keinem Tetlgebiet von U, tdentisch verschwindet,
sodass LY = A(P)BE auf Uy, gilt, falls U, # G ist.

3. Es st W= U U D).

BP € WP

Ist die Polyadenfunktion 28} auf der offenen Menge G meromorph und gibt es
zu jedem T8 € W? eine Funktion A(P), die in jedem Teilgebiet von G N U (W) nicht
identisch Null und meromorph ist, und fiir die dort 85 =2(P)%? gilt, so heisse 5
eine Darstellung von W? in G. Zwel meromorphe Flichen seien gleich, wenn sie eine,
also jede, Darstellung gemeinsam haben. Ist A% eine duale Polyade, so sei (A7, W?)==0
(bew. =0), wenn (A?, W) =0 (bzw.=0) fir eine, also jede; Darstellung ist.

Definition 3.2. Degeneration.

Die meromorphe Fliche W? heisse degeneriert, wenn es eine duale (konstante) Po-
lyade A” mit (A®, WP)=0 gibi; sie heisse speziell degenerieri, wenn es eine spezielle
duale (konstante) Polyade AP mit (A?, WP)=0 gibt; sie heisse totaldegeneriert,
W?=0, falls eine, also jede, Darstellung B*(P)=0 +st. Ist W* nicht totaldegeneriert,
so set WP?=0. Die meromorphe Fliche heisse konstant, wenn sie eine konstante Dar-
stellung hat.

Die Darstellung B” auf G ist in jedem Punkt P, €G meromorph. Sie heisse in
P, analytisch, wenn es ihre Koordinaten sind. Sie heisse in P, reduziert, wenn ihre
Koordinaten in P, analytisch sind und den grossten gemeinsamen Teiler 1 haben.
Die Darstellung 2” heisse in der offenen Menge O meromorph, bzw. analytisch, bzw.
reduziert, falls sie es in jedem Punkt von O ist. Eine Darstellung auf G =%{*" heisse
evnheitlich. Die meromorphe Funktion A(P), um die sich zwei Darstellungen unter-

scheiden, heisse ein Proportionalititsfaktor, kurz auch Faktor; ist er analytisch und
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nicht Null, so heisse er ein Einheitsfaktor. Zwei reduzierte Darstellungen unterscheiden
sich nur um Einheitsfaktoren. Ist das Koordinatensystem e,,..., e, fest gewihlt,

k
so bilden die Ausdriicke (w,, ..., (P), G), wobei B = >’ w,, . .. [C4, ..., €] eine auf
uip

G reduzierte Darstellung ist, eine Cousinsche Verteilung (II. Art) W, . falls

w;;x...yp(P)¥O ist.

e lipd

Ist W? 0, so erhilt man aus einer beliebigen Darstellung in P, durch Multi-
plikation mit einem geeigneten Faktor eine in P, reduzierte Darstellung. Es gibt
also eine in P, reduzierte Darstellung. Dagegen braucht es nicht immer eine ein-
heitliche analytische oder eine einheitliche reduzierte Darstellung zu geben. Auf Mmn
gelte der Satz von PoiNcarg, wenn jede meromorphe Funktion Quotient zweier auf
IM2* analytischer Funktionen ist. Auf 90*" gelte der Satz von CousiN (II), wenn es
zu jeder Cousinschen Verteilung (II. Art) F eine auf IM*" analytische Funktion
f gii)t, sodass F'=F U(f, I?") wieder eine Cousinsche Verteilung (II. Art) ist.
Dann gilt .

Satz 3.1. Einheitliche Darstellungen.

1. Eine meromorphe Fliche hat eine einheitliche (meromorphe) Darstellung.

2. Gilt auf M*™ der Satz von POINCARE, so hat jede meromorphe Fliche auf M*"
eine einheitliche analytische Darstellung.

3. Gilt auf M®" der Satz von CousiN (II), so hat jede meromorphe Fliche W? = 0
auf ME" eine einheitliche reduzierte Darstellung.

Beweis. Der Satz ist fir W?=0 richtig. Es sel nun W? =0 angenommen.
Dann gibt es ein Koordinatensystem e,, .. ., e, sodass fiir jede Darstellung B° die

Koordinate w; ... ,520 ist. Also ist %% = ,ﬁ; 7%1;'—';9 [€u - - - €u,] eine einheitliche Dar-
stellung. Gilt der Satz von PoiNcarg, so ist jede Koordinate einer einheitlichen
Darstellung Quotient zweier auf Y*" analytischen Funktionen. Multipliziert man mit
dem Produkt der Nennerfunktionen, so entsteht .eine einheitliche analytische Dar-
stellung. Gilt der Satz von CousIN, so auch der Satz von PoiNcark. Also gibt es
eine einheitliche analytische Darstellung %8?. Die grossten gemeinsamen Teiler ihrer
Koordinaten bilden eine Cousinsche Verteilung. Also gibt es einen einheitlichen,
grossten gemeinsamen Teiler A, sodass A 1P eine einheitliche, reduzierte Dar-
stellung ist, w. z.b. w.

Durch (1, f) ist jeder auf IM*" meromorphen Funktion f eine meromorphe Fliche
(mit k=2, p=1) eineindeutig zugeordnet, die dann und nur dann degeneriert, wenn
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f konstant ist. Fiir =2 und p=1 haben alle meromorphen Flichen eine einheit-
liche Darstellung (1, /) ausser der Fliache (0, 1), die einer Funktion f= oo entsprechen
wiirde. Dies fithrt zur Definition:

Definition 3.3. Analytische Flichen.

Die meromorphe Fliche W® heisse eine analytische Fldche, wenn es eine einheitliche
analytische Darstellung T° und ein Koordinatensystem ey, . . ., ex gibt, sodass in thm
die Koordinate wy.. p=1 ist.

Die analytischen Flichen fiir k=2 und p=1 sind den analytischen Funktionen
auf P®" eineindeutig zugeordnet.

Ebenso iibertrigt man den Begriff der Unbestimmtheitsstelle. Der Punkt P, € J>"
heisse eine Unbestimmtheiisstelle der meromorphen Fliche W?, falls T (P,) =0 fiir eine,
also jede, in P, reduzierte Darstellung ¥8” (P) gilt.

Der projektive Raum P%*~2 entsteht aus dem Raum R}* der Vektoren v, indem
man die neue Gleichheitsdefinition: v,~1,, wenn v, =2A, mit A#0 gilt, einfiihrt.
Dabei werde der Punkt v =0 weggelassen. Ist W (P) eine in P, reduzierte Darstellung
der meromorphen Fliche W', die keine Unbestimmtheitsstellen habe, so wird durch

(3.2) 0 (Po)~W (Po)

k
eine analytische Abbildung von 2" in P2*~2 definiert. Da RZ* isomorph rG) ist,

wird analog jeder meromorphen Fliche W? ohne Unbestimmtheitsstellen eineindeutig

eine solche analytische Abbildung von $*” in %2(;)_2 zugeordnet. Man erhilt dabei
auch alle solche Abbildungen. Die meromorphen Flichen sind also eine Verallge-

Ey_
meinerung der analytischen Abbildungen von 2" in S.Bz(") 2

Nun sollen noch einige Griinde genannt werden, die fiir eine solche Verallge-
meinerung sprechen.

1°. Auch fiir Stufen p>1 wurden meromorphe Flichen eingefiihrt, da sie spiter

gebraucht werden. Zwar ist R2* isomorph B0 und *R2* isomorph *R? (',ﬁ)’ und zwar
entsprechen sich bei diesem Isomorphismus das innere Produkt, das skalare Produkt,
duale Koordinatensysteme, die duale Abbildung, die duale Metrik und der Begriff
der meromorphen Fliche sowie ihre bisher definierten Eigenschaften, jedoch gilt das
nicht mehr fiir das dussere Produkt.

2°. Meromorphe Darstellungen wurden zugelassen, da eine meromorphe Fliche
nicht immer eine einheitliche analytische Darstellung hat. Zum Beispiel ist eine
solche auf kompakten Mannigfaltigkeiten nicht vorhanden.
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3°. Eine meromorphe Fliche kann Unbestimmtheitsstellen haben. Wiirde man
solche verbieten, so wiirden auch gewisse meromorphe Funktionen ausgeschlossen
sein. Die beiden Hauptsitze sollen aber insbesondere auch fiir alle meromorphen
Funktionen gelten.

4°. Die Verallgemeinerung auf meromorphe Flichen macht beweistechnisch keine
Schwierigkeiten. Die enge Verkniipfung mit den Riumen R2* bietet viele Vorteile.

5°. WP=0 ist auch eine meromorphe Fliche.

Aus den in 1° genannten Griinden reicht es jedoch vorliufig den Fall p=1 zu
betrachten, da sich die nichstfolgenden Begriffe und Sitze unmittelbar auf p>1
iibertragen. Daher werde jetzt in Kapitel I und II nur noch der Fall »p =1 betrachtet.
Sollten bei p>1 Besonderheiten auftreten, so wird dies erwihnt werden.

Bei allen .einzufiihrenden Begriffen ist darauf zu achten, inwieweit sie die fol-
genden Invarianzforderungen erfiillen:

1. Invarianz gegeniiber den , Parameterdarstellungen o € M2,
2. Invarianz gegewiiber esneindeutigen analytischen Abbildungen von IME™ auf eine

andere komplexe Mannigfaltigheut.

3. Invarianz gegeniiber Proporiionalititsfaktoren A.

4. Invarianz gegeniiber Einheutsfakioren A.

5. Imvarianz gegeniiber der Wahl des Koordinatensystemes e, . . ., e, in R3 .
6. Invarianz gegeniiber linearen, evneindeutigen Transformationen in R5*.
Aus 3. folgt 4.

Satz 3.2. Der grosste gemeinsame Teiler.

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W20 habe auf der offenen Menge G
die Darstellung Y (P)=(wy(P), ..., we(P)). Es set (4z(P),0)€Fz genau dann, wenn

fu

es in der offenen Menge O+#0 analytische Funktionen f., g, gibt, sodass w,,=g— m O
i

gilt und f., g, tn jedem Punkt von O teilerfremd sind, und wenn dann Az (P) grosster
gemeinsamer Teiler der Funktionen f,, . . ., fx in jedem Punkt von O ist. Es sei (An(P), O)€Fy
genau dann, wenn Ay(P) grosster gemeinsamer Teiler der Fanktionen gy, . . ., g n jedem
Punkt von O ist.

Behauptung. F; und Fy sind Cousinsche Verteilungen II. Art auf G.

Beweis. Die Forderungen 1 ,und 2 von § 2 (6) sind sicher erfiillt. Ist
(A9(P),0,)€Fz mit O;N0,#9 und ist QeO0;N 0y, so gilt f=AP kY mit in Q
analytischen Funktionen A}’. Wegen
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AP B o2 = [0 62 = 2 6> = A2 B i

und weil g@, f# in Q teilerfremd sind, ist 4% gemeinsamer Teiler aller {2, also Teiler

) . . . AP .
von 49 in Q. Ebenso ist AP Teiler von AY. Also ist A—(ZZ;;éO und regulir in O, N 0,.
zZ

Entsprechend schliesst man fiir Fy. Beide, F; und Fy, sind Cousinsche Verteilungen,
w.z. b.w. A

Die Vielfachheit der Nullstelle P von F; sei d(P,0) und heisse die Vielfachheit
der Nullstelle P der Darstellung v (P). Die Vielfachheit der Nullstelle P von Fy sei
d (P, o) und heisse die Vielfachheit der Polstelle P der Darstellung w(P). Die in @
abgeschlossene Nullstellenfliche b(0)={P|d (P, 0)>0} heisse die Nullstellenfliche der
Darstellung 1o (P) und D (co)={P|d(P, oo)>0} ihre Polstellenfliche. Die Invarianz-
forderungen 1, 2, 5 und 6 sind erfiilit.

Nun wird der Begriff der a-Stelle und ihrer Vielfachheit verallgemeinert.

Satz 3.3. Invarianz der Schnittzahl.

Voraussetzung. Ist W eine meromorphe Fliche und « ein kontravarianter Vektor,
fiir den (a, W)= 0 gilt, so bestehe dic Menge (x, W)'> aus den Elementen (f, O) mat
f=(a, 10 (P)), wober W (P) eine reduzierte Darstellung auf der offenen Menge O ist. Aus-
serdem ser eine Darstellung 1, (P) auf der offenen Menge G gegeben. Die Vieljachheit
threr Nullstelle sei d (P, 0), die threr Polstelle d (P, o). Die Vielfachheit der Nullstelle
P weniger der Vielfachheit der Polstelle P der Fumktion (1v,(P), ) szi » (P, &).

Behauptung. 1. Es ist («, W) eine Cousinsche Verteilung (II. Art).

2. Die Vielfachheit v(P,%) der Nullstelle P von (&, W) und die Nullstellenfliche
N(x)={P|v(P,a)>0} von («, W) erfiillen die Invarianzforderungen 1 bis 6.

3. In der offenen Menge G st

(3.3) v (P, %)= (P, %) —d (P, 0)+d (P, o).

Beweis. Da sich zwei reduzierte Darstellungen im Durchschnitt ihrer Giiltigkeits-
bereiche nur um einen Einheitsfaktor unterscheiden, gelten die Behauptungen 1 und 2.
Werden Ay (P) und A,(P) fir w,(P) nach Satz 3.2 definiert, so ist v, (P) =

= j—z A(P) 1o (P), wobei 10 (P) eine in P,€ G reduzierte Darstellung ist. Da Az und Ay
N

grosste gemeinsame Teiler sind, ist A (P)# 0 und analytisch. Es folgt die Behauptung 3,
w.z. b.w.

15 Eine Verwechslung der Bezeichnungsweise (&, W)= 0 oder (&, W) 2= 0 mit der CousiNschen
Verteilung (¢, W) ist nicht zu befiirchten.
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Definition 3.4. Die Schnittzahl.
In Satz 3.3 sei v(P,a) die Schnitizahl in P zu & von W und RN () die Schnitt-

stellenfliche zu & von W.
§ 4. Masshestimmung.

Fiir die ganze Arbeit werden einige allgemeinverbindliche Voraussetzungen ge-

macht, die mit romischen Ziffern I, II, ... gekennzeichnet werden.

I Die Mannigfaltigkeit. Die komplexe Mannigfaltigkeit I" der Dimension 2n

set zusammenhingend und habe eine abzihlbare Basis der offenen Mengen.

Um die Schnittstellen zu o zu messen, berechnet man den Flicheninhalt der
Schnittstellenfliche M (a). Dies geschieht mit einem alternierenden Differential 0 y2n_s.
Damit der Flicheninhalt einer beliebigen Nullstellenfliche 9t positiv wird, werde vor-
ausgesetzt, dass die Dichte y von Oy, lings N positiv ist. An das Diffferential
0 yzn-2 miissen noch zwei weitere Forderungen gestellt werden, wie sich spiter ergeben

wird. Insgesamt werde vorausgesetzt:

II. Die Massbestimmung. Auf IM2" existicre ein wenigstens sechsmal stetig-
differenzierbares, alternierendes Differential 8 yon_o, fiir das gilt

a) Sind der Punkt PyeIN*" und die in P, differenzierbaren Funktionen g und h
beliebig gewiihlt, so gelte dort

(4.1) 090 hdyano=0ho gdyans.
b) Das Differential 0 ysy_o ist exakt:
(4.2) 30 yan-z—=0.

c) Ist N vrgendeine 2n—2 dimensionale, komplexe Teilmannigfaltighkeit von men
und ist oi(P)=P die identische Abbildung von M in IM2", so habe 0:0 yon_2 auf N eine
positive Dichte.

Nun werde untersucht, was diese Aussagen beziiglich eines 6rtlichen Koordinaten-
systems bedeuten.

Satz 4.1. Der Typ.

Ewn alternierendes Differential ¢ Agn_o hat dann und nur dann den Typ n—1, also

die Gestalt14
T
aAZn—Z‘_‘ (_

n-1 n i) v
2) {Mz:lb,,,w, 8)95:02,02,0% .. || .. 1|... 020 0%, +
HFEY

(4.3) . .
+ > bﬂﬂ(P,a)azlaél...ll...8znain},
p=1
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wenn fir jeden Punkt P, seines Definitionsbereiches M und jedes Paar in P, stetig-
differenzierbarer Funktionen g und h gilt:

(4.4) 3g6’-k8A2n_2=6h6*g3A2,,_2.

2n-2
Beweis. Die Zerlegung 0Adz,_o= > 048, 2, wobei 04,2 den Typ o hat, ist
0=0

eindeutig. Sind Py€ M und a€P mit P,€ U, beliebig gewidhlt, so werde zunichst
g=2 und h=2z,, dann g=%, und k=3, gesetzt. Aus (4.4) folgt

(4.5) 02,02,0A48, 2=0=0%,8%,048,_2 fir u,v=1,..., 0

Fiir p#n—1 ist daher 4%, 2=0. Also hat 24z, » den Typ n—1 und die Gestalt
(4.3). Aus (4.3) folgt aber umgekehrt wegen
1

(4.6) 0gcthoAzn 2= —~2 2 b,,,,(gz" hz, +gs, kz”) (2

ny=1

n
) 02,0%, ...02,0%y

die Gleichung (4.4), w.z. b. w.

Satz 4.2. Die Ableitung.

Ist das alternierende Differential ¢ Azn_o vom Typ n—1, also von der Gestalt (4.3),
auf der offenen Menge G <IRP" stetigdifferenzierbar, so ist dann und nur dann seine
diussere Ableitung 00 Azn_2=0, wenn fiir jede Abbildung « (3) € P auf Gn U, gilt:

4.7) 2. burz,=0 und 3 b,z=0 fir »=1,...,n
pu=1 pn=1

Beweis. Aus!

“\n-1{n n v
00 Asn_g= (%) {21 ( Zlb“”") 92,02,0% ...]|...82, 0%, +
v= M=

n n u
+ > (}j b,,y;,)az,,azlazl R | P T

p=1 \r=1

folgt die Behauptung, w.z.b. w.

Satz 4.3. Positive Massbestimmung.

Ist das alternierende Differential 0 Aoy o vom Typ n—1, also von der Gestalt (4.3)
wm Punkt P, erklirt, so hat es dann und nur dann lings jeder durch P, gehenden
2n—2 dimensionalen, komplexen Teilmannigfaltigkeit N in P, eine positive Dichte, wenn
fir eine, also jede, Abbildung o (3) € B mit Py€ U, durch

n

(4.8.) 2, buy (Py, 0) 2, &,

poy=1

eine positiv definite HErRMITEsche Form gegeben wird.
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Beweis. Man wihlt 8 (v) € P(N) mit P,€Us und setzt 3(v) = o 'f(v). Ist
6:(P)=DP die identische Abbildung von R in M?", so gilt: 16

0;0 420 5 =
(49) n a( i‘ ) a( ,I. )
= _ £ z], ------ s Zn _ » Z], ...... N Zn
H.vzsl b[w (Po, “)( 1) d ('01: ceny @'n—l) ( 1) 0 (’Ul g ooy 'Un-—l) Ovn-2 (b)’

wobei

(410) 6@‘21;_2 (D) = (3

n-1
2) 00,08, ...00,_10%,_1=0Rev;0Imuv, ... 0 Revn_18Imv,_,

das euklidische Flichenelement des b-Raumes ist. Also ist 6,0 Azn_g="0+0vsn_2, wobel
b die Dichte von 9 A4z,_» lings N in P, ist. Nach (4.9) ist b dann und nur dann fiir
jede komplexe Mannigfaltigkeit N positiv, wenn (4.8) eine positiv definite HERMITESChe
Form ist, w.z. b. w.

Die Voraussetzungen II sind also gleichbedeutend mit:

II Die Massbestimmung. Auf IN°" existiere ein wenigstens sechsmal stetig-
differenzierbares, alternierendes Differential 8 yon_2, das fiir jede feste Abbildung o € P
und jeden festen Punkt P € U, die Forderungen erfillt:

a) Es vst1t
1 Z n-1 n n »
(4.11) Oxzn-2= 1 (é) { S auy (P, &) 82,02,02,0% ... ]| ...]|...02, 0% +
e
n u
. 2a,,,,(P,oc)@zlail...H...aznaén}-
p=1
b) Es st
n n
(4.12) D Oupz, =0 und Y a,.z =0 fir v=1,...,n
s T P M
c) Es ist
n
(4.13) > O (P, &)z, %,>0 (@uy =@dyp)
Hoy=

eine positiv definite HErmiTEsche Form,
Fiir die Existenz einer solchen Massbestimmung ist nun der Satz von Bedeutung:
Satz 4.4. Die KinrLERsche Massbestimmung.

Voraussetzung. Auf IM>" existiere eine stetigdifferenzierbare KAiHLERsche Meltrik
0s,, das heisst: Fir jede Abbildung o € P und jeden Punkt Pe€ U, gilt

"
16 Durch l werde das Fehlen von z, angezeigt.
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a) FEs ist
(4.14) a%=% S Ry (P, 0) 02, 23,

Hoy=1

b) Die Metrik s, tst exakt, das heisst: 08s,=0.,

n
c) Es ist D hu (P, a) 2, %, eine positiv definite HermitEsche Form.
CH,p=1

. . 1 .
Behauptung. Das Differential 0 yyn_o=-—~(35,)" ! erfillt die Forderungen I1.

(n—1)!
Es ist }au,=H,,=(—1)""" det (h,) die Adjunkte von h,,.
o+p
CEv

Umgekehrt braucht &yzn.» fiir #>2 nicht (n—1)te Potenz einer KinLErschen
Metrik zu sein.

Beweis. Da ds, den Typ 1 hat, hat @42, den Typ n—1, ist also von der
Gestalt (4.11). Die Koeffizienten a,, sind Polynome in den Unbestimmten #%,,, und
zwar ist a,, der Koeffizient des Gliedes, in dem &z, und @7, fehlen. Also hingt das
Polynom a,, nicht von den Unbestimmten %, und %,, fir p=1,...,nab. Bei der
Substitution k,,=h,,=0 fir p=1,... » #ndert sich a,, nicht. Wegen

n-1 n-1 n-1 n-1
(4.15) ( 2 Gus 8x,‘3.i,,) = 2 2 Gun e uy gy 0T 0F, .. 0wy, | OF, | =

t,r=1 pln—-1»[n-1

=(n—1)! det (g,,) 02, 0%, ...0Zn_10&n_
folgt fiir u<v also

" v
104,02, 02,02,9%, ... ||...||... 82, 0%, + andere Glieder =
1 n-1
— o)1 (guhgaazgazo) -
LT

(4.16) = dgt (hoo) 22,02y ... 024 1 %1 02441 0%, 0242 0Fpsn -

[

Gy

N 8z,,4_8z",,_2 62,82,_1 azv+1 . e 6zn 82n:
I v
= (= 1)"** det (hoo) 87402, 02, 8% ... || ... || ... 0% 8%, .

o+n
LR

Daher ist 1a,,=(—1)**" det (hes) die Adjunkte H,, von h,,. Entsprechend schliesst
p+p
oFv

man fir u>» Also gelten die Forderungen ITa) und ITc). Wegen @(2s,)" '=
=(n—1)(0s,)" ?00s,=0 gilt auch b), w.z b.w.

Daraus folgt, dass die ganze Theorie der meromorphen Flichen, insbesondere die
beiden Hauptsiitze, fiir jede KiHLERsche Mannigfaltigheit gelten. Einige Beispiele seien
genannt:
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1. %" ist eine Teilmannigfaltigkeit eines (schlichten oder nichtschlichten) Gebietes
1 s n-1
iber dem Zahlenraum der Vektoren (z,...,2) und @ yon-2 = =1 {% > E)z,,aéu}
-N2.4
die euklidische Masshestimmung.

2. M2" lisst sich mit von Null verschiedener Funktionaldeterminante durch eine
analytische Abbildung o in eine komplexe Mannigfaltigkeit abbilden, auf der II mit
8,7(“_2 g]lt Es ist 6;(2,1-2:0‘8;22”_2.

3. M®" ist ein schlichtes, beschrinktes Gebiet des 3-Raumes und @yz.-» die
(n—1)te Potenz der BEreMANNschen Metrik.

Nun mégen noch einige Formeln fiir das Differential @ ysn_2 berechnet werden.
Die Abbildung « (3) € B werde beliebig gewdhlt und

(417) Ay (P> 0() = Ky + iﬂ,uu =%Y2u-1,2v-1 —+ 7:')/211. 2v—1= Y2u, 2y — 7:')/2,:1—1. 2,
(418) z,,=x,t+iy,,=t2,t_1+it2”,
(419) Vp=Topu_1+ 7:72”, Up = Ogp-1+ ) O2p

gesetzt, wobel Zu, Yu, tap-1, L2y, Tapu-1, Tau, O2u-1, Oz, Und
(4-20) Ky = &yps ﬁﬂv: _ﬂv#a Vir = VYou

reell sind. Dann rechnet man leicht nach, dass

n 2n
(4.21) #Zﬂ“uv(f’u%ﬂrﬁu”ﬂ):% AZJ“ 1,03,
n 2n . 2n
(4'22) Zugxa””/‘: glw.w—ul—@l;w.zvtl

n 2n
gilt. Also sind 80y, 2=0 und > Gy, =0 und > y.1.,=0 gleichbedeutend. Ist die
pn=1 x=1

reelle Funktion ¢ zweimal stetigdifferenzierbar, so folgt aus (2.43) und (4.11) un-
mittelbar

00 pOyan2= - Hz lam Pz,%, (%) 02, 0%, ...02,02n=
(4.23) =
2n
= _i 2 Yuv(Pt tyatlatz---aIZn
. #yv=1 B
mit

AN (3
(4.24) (%) 02,07 ...02, 0%y =01, 01, ... 0lzn.
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Wegen (4.6) und (4.13) hat

n 1: n _
0@otedyano= — Zla,,,,tp,;”(pzy (é) 02)0%, ...02, 02, =
(4.25) "
2n
=—1 zlqu)t”q)t”atl Oty ...0tn
#ov=

eine nichtpositive Dichte, die dann und nur dann Null ist, wenn @@ =0 ist.

Die stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit S=S8%""! von IM2" lLiege
im Rand der offenen Menge H und habe beziiglich H eine dussere Normale. Wenn
«(3) € PAE") und B(r) € B(S) mit U, n Us#0 gewshlt sind, so werde neben (4.17)
bis (4.22) noch definiert

w1 B@=30)= 3 50 e

n

=gl{x,, () +iy, (¥)} e, =2 (bawor (t) +2t2, (V) &,

r=1

3(t1, R tg_l, tg+1, .o ey tzn)
3(7‘1, ............. B Tgn_l)

my(r) =(— 1)1
(4.26)

20-Y It
o) =274 () me )
n (r) = é:l (’nz,,__l +12 ’nz,,) €,.

Im Parameterraum der Vektoren 3 werde durch (3|v)= > 2., eine Metrik eingefiihrt.
n=1

Dann ist der Vektor n(r) nach (2.1) die Normale in 3(r) auf «™!(S). Das euklidische
Oberflichenelement von a™'(S) ist

(427) 8w=l(r)8rl ...37'21;_1.

Die reelle Funktion ¢ sei in H stetigdifferenzierbar ufd zusammen mit 8¢ in H
stetig. Auf H sei p>c und auf S sei p=c mit ¢ 0. Dann steht

(4.28) grad =3 (@, +igy,) &, =2 thpzy e, 70
v=1 y=

auf «”*(S) im Punkt 3 senkrecht und zeigt in Richtung wachsender p-Werte. Also ist

d
4.29 Brat® _ ().
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Die reelle Funktion u sei auf H stetigdifferenzierbar und zusammen mit 8y in H
stetig. Ks sei o; (P)=P die identische Abbildung von S in $". Dann gilt

1/z\* * v ;
oib‘lzpaxzn_2=§(§) Zla,wwzyaz,azlazl...||...6z,,8z,,—
H,y=
1(i\" 2 o
—Q(é Zla,‘,ngvazﬂazlazl...u...6z,.6’2,,=
or= ~

i 2 . v
=4 Zlayv'Pz”(axw‘*'?'ayp)32313?/1...”...3.’1!,;32/7,*
(4.30) o
7 2 . “
~1 > (G Vs, (0%, —10y,) 02,0y, ...||... 00 Byn=
o v=
1 2 . .
= _1 Z anv[‘l’z#(1%2«;‘5‘”-2;:_1)‘*’1/)5”(—@nz,,+n2,,_1)]8w=
H,v=1
1 _ n
=5 lerad ™ 2 4w (ye, 05,4 92, 95) 2 0.
#,v=1
Also gilt
1 n
68 yOsanrs =5 eradg|™ 2 au (s, 9zt 9s,p5) 00 =
1 _ n
(4.31) = lgrad g™ 2. Yur Peu e, 00 =
Hoy=

I
!

Vur P, Ny 0.

Wt
M=

Hyp=1

Dabei sind fiir 8* v, Ve Vi, Pro P30 Yo P, die Randwerte beli Anniherung aus H

zu nehmen.
Satz 4.5. Richtungsableitung.

Voraussetzung. Die stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit S von
M2" liege im Rand der offenen Menge H und habe beziiglich H eine dussere Normale.
Die reelle Funktion y set auf H stetigdifferenzierbar und zusammen mit 8y in H stetig.
In P,e8 sei y(Py)=c und in H sei p(P)=c.

Behauptung. Bildet man &'y mit den Randwerten der Ableitungen bei Annéiherung
aus H, so hat 0" wdyan_s lings S in P, eine nichtnegative Dichte, dic in Py dann und
nur dann Null ist, wenn 0*w=0 ist.

Beweis. In einer Umgebung von P, gibt es eine Funktion ¢ sodass die Glei-
chungen (4.26) bis (4.31) gelten. Dabei kann man noch « € P so wihlen, dass
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0 fiir p#v

(4.32) Auy (P(), (X):6,4= { 1 fiir p=v

n
ist. Ist a= 2 (@s,-1+1az,)e, irgendein Richtungsvektor, der mit der Normalen n

r=1

einen Winkel kleiner als ;—t einschliesst, ist 3o=a"(P,), so ist

2n _ _
(4.33) > i, = lim M@Jﬂ) <0,
) &>+

v=1

Also ist in P, der Vektor grad y= —|grad | n antiparallel zur Normalen n. Aus
(4.31) und (4.32) folgt

(4.34) 018 pdyan_s=1|grad y| 0w >0.
Es ist ¢,¢*9dy2a-2=0 dann und nur dann, wenn grad =0 ist, das heisst, wenn
otyp=0 ist, w.z. b.w.
§ 5. Integralumformungen.
In diesern Paragraphen werden einige vorbereitende Sitze bewiesen.
Satz 5.1. Analytische Schichtzerlegung.

Voraussetzung. Die Funktion f(P) ser auf der offenen Menge G der Mannig-
faltigheit 2™ meromorph und in keinem Teilgebiet konstant. Die Vielfachheit ihrer
w-Stelle P set v (P, w). Ste habe die w-Stellenfliiche N (w). Das Differential @ Agn_s (P)
sei auf der messbaren Menge M <I*™ und das Differential & B, auf der w-Ebene er-
klart. Das Differential 0 Asn 20 By (f(P)) sei iber die Menge M integrierbar.

Behauptung. Es gilt

(5.1) [0deno(P)oBy(fP)= [ | [ »(P,w)0Adzn_o(P)0By(w),
M

lwl<oo R(w)NM
wobet das Integral diber N (w) fir fast alle w mit & By (w)#0 existiert.
Zusatz. Ist 0Asn o(P)0B,(f(P)) messbar, hat 0 Azn 2 lings N(w) die Dichte

a(P; w) und existiert das Integral

{ [ la@w)|]oB,(w),

lw|<ee Rw)nM

50 5t 0 Agn_2(P) 0By (f(P)) diber die messbare Menge M iniegrierbar.



Die beiden Hauptsétze der Wertverteilungstheorie (I). 49

Beweis. Es sei N die Menge der w # oo fiir die J(w) ein Flichenelement mit
der Menge D={P|2f=0} gemeinsam hat. Als hochstens abzihlbare Menge ist N
eine Nullmenge der w-Ebene. Der Durchschnitt D n 3 (w) ist fiir alle w ¢ N mit w# oo
eine Nullmenge auf 3 (w). Ebenso ist F=DURN(co) eine Nullmenge auf G. Daher
sind der Satz und der Zusatz bewiesen, wenn die Behauptung fiir M — F statt M gilt.
Da G~ F wieder offen ist, kann man o. B.d. A. die Funktion f(P) analytisch auf G
und 0f+#0 auf G voraussetzen. Dann ist » (P,w) < 1. Die Abbildungen « (2) € B{(jw| < o),
B (0) € B RN (w)) und y(y) € P (DM>") werden beliebig gewihlt, aber so, dass w € U, und
Usn U,#0 sind. Dann ist «™! eine analytische Funktion g und z(y)=a 1 (f (y () =
=g(f(y (1)) ebenfalls analytisch. Auch y(v)=9""8(v) ist analytisch. Es sei

Yu=Wepu_1+ 2w, mit reellen w, (w=1,..., n),
Yy =Tgu_1 T122, mit reellen z, (u=1,...,n—-1),
W(z) =Y () =y B (), z(w)="t;(1W)+ ity ().
Wird gradl,z=él§;v e, gesetzt, so ist

det (grads t, (), grady 1, (D), Wq,, .. ., s, )=|det (gradyz, Yoy, ..., Yo, _,) [*>0.

Da nadmlich 2f#0 ist, ist N(w) eine komplexe Teilmannigfaltigkeit, also die Determi-
nante nicht Null. Die Voraussetzungen des Satzes von Fusini § 2 (5) 15° sind erfiillt.
Es entsprechen sich ndmlich:

§2,(6),15°| M | W |o(P)| Mo | @ L,y |wE)| M| 24, | 2B

Hier G |lw]<oo|f (@) |Rw)| w t,(w) [ ()| M | 24502 | 9B, (w)

R TR IR ™K

Daher sind Satz 15.1 und der Zusatz richtig, w.z.b. w.

Satz 5.2. Analytische Schichtzerlegung einer Hyperfliche.

Voraussetzung. Die Funktion f(P) sei auf der offenen Menge G der Mannig-
faltigkeit ME™ meromorph und in keinem Teilgebiet konstant. Die V’ielfachheit threr
w-Stelle sei v (P, w). Sie habe die w-Stellenfliche N (w). Die stetigdifferenzierbare, orien-
tierte Tetlmannigfaltighest S*" <@ von ME™ werde durch f(P) in eine glatte Kurve €,
das heisst, in eine eindimensionale, stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit

der w-Ebene abgebildet. Die Mannigfaltighest ©*"~' liege auf dem Rand der offenen
4 —533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 28 octobre 1953.



50 ‘Wilhelm Stoll.

Menge H<G und habe eine dussere Normale beziglich H. Die Kurve € liege auf dem
Rand einer offenen Menge H* 2 {w|w={f(P), P€ H} und habe eine dussere Normale be-
ziglich H*. Das Differential @ Asn_o(P) sei auf der messbaren Menge M < &*" ' und
das Differential @ By (w) auf € erklirt. Uber dic Menge M sei das Differential
0Asn_o(P) 2B, (f(P) integrierbar.
Behauptuxig. Es gibt eine Nullmenge N, von €, sodass J' 0As,_o fiir alle
Rw)yNn M
weC—N,—{w|dB, (w)=0} existiert. Trigt N(w) seine natiirliche Orientierung, so gilt
(5.2) [odsns0B (fP)= [| [ »(P,w)ddsn2(P)|dB,(w).
M wEE Rw)ynM
Zusatz. Ist 8 Ayn_o(P) 3B, (f (P)) messbar, hat 0 Asn_o(P) lings N(w) die Dichte

a (P; w) und existiert das Integral f f | (P, w)| 8By (w), so ist @ Azn_2(P) @ By (f (P))
wEE NE)N M

iber die messbare Menge M integrierbar.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 5.1 kann man o. B.d. A. die Funktion {(P)
in G analytisch mit @f#0 annehmen. Dann ist »(P,w)<1. Der Satz von FuBINI
§2 (5) 15° wird angewandt. Man wihlt den Punkt Po€&*"! und die Abbildungen
a(t) € B(C), y(w0) e B(E** ) mit Pye U, und wy=f(Poy) € U, beliebig. Dann ist zu-
néchst zu beweisen, dass die Abbildung

(6.3) t(w)=o""f(y (0))

eine Funktionalmatrix vom Rang 1 hat, das heisst, dass grad ¢()+0 ist. Es reicht

dies fiir ein « und ein y zu zeigen. O.B.d. A. kann man daher
(5.4) a(t)=t+iyp(t)

annehmen. Wegen 9f#0 gibt es eine Abbildung & (v, w) € B (I>") mit Py € Us und
f(Oéw, w)=w. Es werde

(5.5) V,=xp,.1+ 1%, fir v=1,...,7—1 und w=u-+1v

gesetzt. Im (I, %, v)-Raum wird das Koordinatensystem e,, ..., 2, gewéhlt. Dann ist
071y (W) =7 (W) +u () ezn_1+v (W) ezn. Es ist

(5.6) £(0)+ 3y (£ () =f(y (W) = f (807" y (0)) = u (1) + v (10).

Die Normale im Punkt §7'y(iw) auf 67(S*"7?) ist daher, wenn 1>0 geeignet ge-
wihlt ist:
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€ «..C2n-g €2n-1  €2n

BI) MEO)=A | o e e -

....................

=1 det (grad Tys oo oy grad Tan—_2, ’grad t) (’(]J, eZn_1—ezn).

Also ist grad £(10)#£0. Daher gilt (5.2), wenn die Orientierung von N (w) richtig ge-
miss § 2 (5) 15°a gewidhlt ist. Wenn die Orientierung wie in § 2 gewdhlt ist, so ist
B(E)=0(exy, oy . . ., T2n_z2, 4, V) €PN (w)), wobei e¢= +1 ist. Es wird e=+1 be-
hauptet. Es sei = (ex;, %5, ..., Tan-2). Setzt man H(X)=»"'#(x) und W(x)=
=718 (x, w), so ist nach der Orientierungsvorschrift

(5.8) 0<det (gradn ¢, 10z, () . . ., Wa,, , () =cdet (gradp ¢, W (@), . . ., ., , (D)),

wobei der Gradient bei ™ (r)=1v(X) zu bilden ist. Fiir jedes hinreichend kleine posi-
tive >0 wird der Punkt 6~'y(w)—Ann(w)€H in den Punkt

(5.9) —2An det (grad z,, .. ., grad T2,_2, grad t)- (v’ —1) € H*

abgebildet. Da m=V(1+|y' )" (' 1) die &ussere Normale auf § ist, erhilt man
(5.10) det (grad ¢, grad z,, .. ., grad za»_s) > 0.

Gemiéss der Definition von w(x) und g (W) erhilt man unter Beriicksichtigung von (5.4)
und (5.6) durch , Rindern” der in (5.11) auftretenden Determinanten die Beziehung:

0<1+|grad¢f®> =
(5.11) lgrad |

=det (grad f, W, (%), . . ., W, ,_, (1)) det (grad ¢, grad z,, . . ., grad T3 ,_2),

wobei die Gradienten bei W =1 (E) zu bilden sind. Aus (5.11), (5.10) und (5.8) folgt
£>0, also ¢=1. Daher hat N (w) seine natiirliche Orientierung, w.z.b. w.

Der nichste Satz zeigt die Stetigkeit eines Integrales iiber eine w-Stellenfliche.

Satz 5.3. Stetigkeit eines Integrales.

Voraussetzung. Die Funktion [(P) sei auf der offenen Menge G der Mannig-
faltigheit 2" regulir und in keinem Teilgebiet konstant. Die Vielfachheit threr w-Stelle
P sei v(P, w) und N(w) thre w-Stellenfliche. Das Differential & Asy_o(P) ses auf der kom-
pakten Menge K <@ stetig. Der Rand von K sei R. Es set A={P|9dAzn_o(P)=0}n K.
Der Durchschnitt N(0) N (R— A) sei eine Nullmenge auf R (0).
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Behauptung. Das Integral

(5.12) Iw)= [ »(P,0)0dzqs
RN K
ist mm w=0 stetrg.
Beweis. Zunichst wird angenommen, dass *" der 3Raum ist. Das Koordi-
natensystem werde so gewihlt, dass die Nullstellenfliche 9 (0) jede achsenparallele,
zweidimensionale, analytische Ebene in hochstens abzihlbar vielen Punkten trifft.

0.B.d. A, ist™

1; n-1 n v
aAz,,_2=(—) { > b,,,az,,az,azlazl...ﬁ...][...aznaszr

2 wev=1

(5.13) : wty n
I
+ 3 002, 0% ... ...aznazn}-

H=1

Das euklidische Oberflichenelement einer Nullstellenfliche R ist

,,: n-1n u
(5.14) Vg o= (é) > 02,0% ... ...02, 0Zn.

#=1

Die Menge der gewohnlichen Punkte von J sei N Lings 9% habe &A4sn_p die Dichte

a und 8v5,-o die Dichte v. Ferner ist
(5-15) M (5) ='n'” ;=1| bw(&)i

stetig auf K und Null auf 4. Ist 3(u)€ EB(Efk) eine beliebige Parameterdarstellung
von N, so gilt 1416

1] »
O (Zuy 2oy 205 Zas e || ool o os 205 Zn)
al < bv "ws 3 %19 “1 [ ) 4
l | M§v| g | a(ul, Uyy ooy Un-1, "Zn—l)
u
n 021y Zas ool o vs Zns Zn)
+ b <
,ugl| ,‘”] a(uljal"", un—l,"zn—l)
1 2 |o(z,...]... 2ol l0(zg, oo ... , 2
< M(%)_ Z ( 1 I ) ( 1 | n)
Ny, v=1 0 (ul, 5 un_l) 0 (ul, ) un_l)
<M(5)§ (215 vv|enns 20) 2=M(5)v
a p=1 a(ul: ey un-l)

Fiir jede messbare Menge M S??(w) gilt daher

(5.16) | | vGwodeas|< [ MG vGw) ovns.

M0 N(w) MAnR(w)

Der Beweis wird nun in verschiedenen Schritten erbracht.
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a) Die Funktion o (3, w) sei fir alle 3€ K und |w|<d stetig. Auf ANR sei
¥ (3,0)=0. Die Vielfachheit der w-Stelle z der Funktion f(z,2) sel v, (X, 2z, w). Bel
der Projektion
(5.17) T 3=, . 0 2a) > L=3=(21, . . ., Zn-1)
geht die Menge K in die kompakte Menge K’ und die Nullmenge 3 (0)n (R—A4) in
die Nullmenge N’ iiber. Dann ist

(5.18) pLw)= 2 valL,z,w) (L, 2,w)
(t,2)EK
auf K,=K'x{w||w|<dé} beschrinkt und in jedem Punkt re K’'—N’, w=0 stetig.

Denn zu jedem Punkt (r,,w,)€K, gibt es ein >0 und eine offene Menge G, mit
K< G, <@, sodass

(5'19) z Yn (gﬂ Z, w) < z VYn (gl, 2, wl) < oo
L2)EK (2 €EG
fir alle [z—x|<#, |w—w,|<n gilt. Daher sind ZE v, (¥, 2, w) und ¢ (¢, w) auf K,
@)€K
beschrinkt. Der Punkt r,€ K'— N’ sei beliebig gewihlt. Die verschiedenen Nullstellen
von f(ty,2) mit (t,,2)€K seienz, ..., 2. Eine positive Zahl 8, werde so gewihlt,

dass f(3) auf dem Kreis {3]|3=(Zy,2) und |z—2,| <8, noch analytisch ist und ausser
dem Mittelpunkt keine Nullstelle hat. Dann ist > . (L, 2, w) =, (X, 2, 0), wenn

|z—zQ|<6,,
nur |z —xo| <7, und |w|<#,<4 ist. Setzt man y (3, w)=0 fiir 3¢ K, |w|<4é, so ist v
in allen Punkten (&, 2,, 0) stetig. Daher strebt

T

<P(§, w)*‘P(l‘o,0)= Z Z Vn (L 2, w) {'P(E: 2, w)_W(g(h zQ’O)}—)O

e=1 ]a—z9|<¢$o
fiar £—x,, w—>w,. Die Funktion ¢ (¢, w) ist fiir t€ XK'~ N’ in w=0 stetig.
b) Unter denselben Voraussetzungen wie in a) ist das Integral

J (w) = f (3, w)p (3, w)02,0% ... 0%1_10%n_1
RInK

in w=0 stetig. Denn nach {I] Hilfssatz 7 ist

J (w)= f 2 vz w) (X, 2, w) 0%, 0F, ... 8%n_q OFn_1=
Ey W€K
(5.20)

= [@(t, ) 02,08, ... 0801 0% 1.
s

Da ¢ (r,w) in K, beschrinkt und in allen Punkten €K'~ N’ in w=0 stetig ist, ist
J(w) in w=0 stetig,
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¢) In w=0, ist das Integral
(5.21) | G, w)y G w) 0v2n_2(3)

Rw)n K
nach b) stetig.

d) Lésst sich in einer Umgebung von K die Gleichung f(3) —w=0 eindeutig
nach einer Verdnderlichen z,, zum Beispiel z,, auflosen, so ist J(w) in w=0 stetig.

Denn fiir eine stetige Funktion v (3, w) ist dann

(5.22) I(w)= [ vGw)odenz= [ G w3 w028, ...02: 107 1.
Rw)n K Rw)n K

e) Hat die Nullstellenfliche ¢ (0) auf K nur gewdhnliche Punkte, so ist I (w) in
w=0 stetig. Um jeden Punkt 3,€N (0) N K gibt es nimlich eine offene Kugel U (3,)
und eine in U (3,) analytische Funktion @ (3) mit f(3) =@ (3)", wobei sich die Gleichung
@(3)—W=0 in U(3,) gemiss d) auflosen lisst. Es sei U*(3,) eine konzentrische Kugel
vom' halben Radius. Die Vielfachheit der W-Stelle 3 der Funktion ¢(3) sei » (3, W)
und N (W) ihre W-Stellenfliiche. Die im 3-Raum stetige Funktion 4(3) sei ausserhalb

2nip h

U* (30) Null. Setzt man W,=e * Vw und N,=R(W,)n U*(3,) N K, so ist

(5.23) | 2@)»G, w)odgne=

N(w)n K

[5G, W) A(3) 8 Azn_s

o

L3
M
-

nach d) in w=0 stetig. Nun wihlt man eine Uberdeckung U*(3,) der kompakten
m

Menge K und stetige Funktionen ,(3) mit A,(3)=0 fiir 3¢ U*(3,), wobei leg (3)=1
Pen

fiir 3€ K ist. Dann ist

(5.24) Tw)= [ vGw)odens=> | 2,()7(w)0dsns

Nw)n K e=lywynk
in w=0 stetig.

f) Die Menge der nichtgewdhnlichen Punkte von R (0) sei M. Die kompakte
Menge M n K werde durch endlich viele offene Kugeln vom Radius ¢ iiberdeckt, deren
Mittelpunkte auf M n K liegen, und deren Vereinigung M,>M n K 'ist. Nach (1]
Hilfssatz 4 ist Rd M.nN(0) eine Nullmenge auf N (0). Bestimmt man M (3) nach

(6.15), so ist gemiss ¢) das Integral f M(3)v(3, w)@v2a_s In w=0 stetig. Der
RwInM.nkK

Parallelkorper M°={3||3—x|<e fir ein 1€ M n K} enthilt M,. Wegen M*< M" fiir

e<n und wegen N M*=MnK ist

>0
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(5.25) lim [ M@ vG,0)0vene= [ M(3)7(3,0)2v2n_2=0.
MENN(0) MnK

Daher erhilt man aus (5.16) nach ¢) die Beziehung

lim Him | vGwedsas|<bmim [ M@) v w) o0, e
&0 w0 "Ny M, nK &0 w0 Ry M, K

=lim [ M3)r(,0)00e<
=0 RN M,nK

<lim [ M@E) vG3,0)00m-2=0.
=0 ponnme

Der Rand R, der kompakten Menge K.=K -~ M, liegt in RU (M,—M,). Also ist
N(0)n (R, —A) eine Nullmenge auf RN (0). Da N(0) n K, nur aus gewohnlichen Punkten
besteht, ist [ - v (3, w) 02,2 in w=0 stetig. Also gilt

RN K,

]—IEII f 1’(3, w)aAzn_g— f ’V(s, 0)8A2,,_2|_<_

w0 ‘R awnkK RO K
<lmim| { - [ |[+fmlm| [ |+GmIm [| |=0+0+o0.

e—>0 w—0 R@INE, RONE, >0 w0 Rw)n M n K >0 w0 o ©) 0 M

Damit ist der Satz bewiesen, wenn IM*" der 3-Raum ist.

g) Der Satz gilt auch fiir eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit. Denn wihlt
man eine DIEUDONNE-Zerlegung von K durch offene Mengen U° und stetige Funk-
tionen 4,(P), wobei U< U,, fiir eine Abbildung «, € %P ist, dann ist

<

(5.26) [ »(P,w)odgns=7 [ 2P v(P,w)ddsns

KR =1 Ranaon Te

stetig in w=0, w.z. b, w,

Unter dem u-Mass wird in der ganzen Arbeit das Oberflichenmass der Dimen-
sion 27 —1 von CARATHEODORY verstanden. Das s-dimensionale Mass von CARATHEO-
DORY ist so erklirt: Es sei p>0 beliebig gewshlt und {K,} eine Uberdeckung der zu
messenden Menge M durch abgeschlossene, konvexe Mengen K,, deren Durchmesser
kleiner als ¢ ist. Mit d(K,) werde die obere Grenze der LEBEscUEschen Masse
der Projektionen von K, in alle s dimensionalen Ebenen des 3-Raumes bezeichnet.
Dann ist
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(5.27) (M) =lim fin 3 @ (K,)< oo

o—0 {&,> y=1

das s dimensionale CaratafODORY-Mass, Aus us(M)< oo folgt p,(M)=0 fir s<p.
Liegt die Menge M in einer stetigdifferenzierbaren Teilmannigfaltigkeit MM des 3-Raumes,

so ist us(M)= f@w, wobel dw das euklidische Oberflichenelement von IR° ist. Eine
M

Menge M der Mannigfaltigkeit M2 heisse y-messhar, u-Nullmenge oder von endlichem
p#-Mass, wenn es zu jedem Punkt P €¥0*" und jeder Abbildung « € R, eine uniformi-
sierbare Umgebung U (P|a) gibt, sodass dies fiir «a™" (U (P | &) N M) gilt. Es reicht dies

fiir ein o € Pp zu fordern.
Satz 5.4. Das u-Mass einer Niveaufliche.

Voraussetzung. Die reelle Funktion y(P) sei in der offenen Menge G der Man-
nigfaltigheit ME™ stetigdifferenzierbar. Die kompakte Menge F liege in G. Es ser

(5.28) A={P|ay(P)=0}, M,={P|yp(P)=r}nF.

Behauptung. Fir fast alle r hat die Menge M, ein endliches u-Mass der Dimen-
ston 2n—1 und ist die Menge M, A eine u-Nullmenge.

Beweis. Ks reicht den Satz fiir ein beschrinktes Gebiet G des Raumes der
Vektoren §= (2, ..., 2,) mit 2,=a5,_1 + ¢ %2, und 25 =Fk zu beweisen. Das LEBESGUEsche
"Mass m (D,) der Menge D;={r|y(t)>r} NG ist eine momotone Funktion

(5.29) f(r)=m(D,).
Sie ist also fiir fast alle », das heisst fiir alle r, die nicht der Nullmenge N ange-

horen, differenzierbar. Es werden r ¢ N und die abgeschlossene Menge M < M, beliebig
gewahlt. Ist >0, so ist ihr Parallelkérper

(5.30) M(o)= U {r||x—y|<el
yEF
Der Raum wird mit einem Netz der Maschenweite 2% iiberzogen. Die endlich vielen

abgeschlossenen Wiirfel K, ..., K; des Netzes mit K,N M #0 iiberdecken M und
liegen in M(g). Ist V der Inhalt der k—1 dimensionalen Einheitskugel, so ist der
Inhalt der Projektion von K, in eine beliebige Ebene der Dimension k—1 Kkleiner

als Vo*'. Mit der Bezeichnungsweise von (5.27) gilt
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t

p(My < Iim S d*Y(K,) <lim¢Vg** =
0—>0

e—>+0 v=1 ;
_ )¢ x __ m(UK,)
(5.31) = lim V(2 Vi) z(-e—) <V 2k lim ——1— <
e0 e 2Vk 0 @
< V2k)* lim m (M (0))
o—>0 Q

Der Abstand des Randes von G von F sei kleiner als 2L. Auf M (L) sind die par-
tiellen Ableitungen w:,(r) durch eine Konstante C' beschrinkt. Fir 0<g<UL ist
M (o)< G und es gilt:
(5.32) F(9)= Max Max |y, (1)].

v=1,..,k tEM (o)
Zu jedem Punkt ¥ € M (o) mit 0<p<IL gibt es einen Punkt r' € M, sodass [t —1'|<p
ist. Die Verbindungsstrecke der beiden Punkte z, ¢’ liegt in M (p)<=@. Auf ihr gibt
es einen Punkt r”, sodass gilt:

(5.33) lv@=7l=lv@ -y @) =12 v, ") @ -2) <k F () [t ~1].
Daher gilt:
(5.34) M) S{z|y@)=r—kF(o)o} —{t|y@) =r+kF (o) o+’ NG

Also ldsst sich das LeBescursche Mass von M (g) durch

e e e

(5.35) m(M @) __forrkF@et+e)—fr) _{r—kF@e) ~fw)

abschitzen. Da f(r) an der betrachteten Stelle r differenzierbar ist, gilt:

(536)  ad)<¥ @k Tm QD) __yopprp lim F ()< —V @K' (1) C.

o—>+0 4

Also ist u(M)<oo fiir alle ¢ N. Insbesondere gilt das firx M=M,. Ist aber
M=M,nA4, so strebt F(o)—>0 fir o—>+0. Also ist u(M,n A)=0 fiir alle r¢ N,
w. z.b. w.

" Werden 0vs,_p und 9wz, nach (2.55) fiir » statt & bestimmt, und ist dw das
euklidische Oberflichenelement von M;=M,— 4, so gilt:

(5.37) O poven o= —|grad | 0 vz,
wie (4.6) zeigt. Nach (4.31) hat das Differential &'y dvs,.o lings M; den Wert
(5.38) Oy v, _o=|grad p| 2.
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Ist M, geeignet orientiert, so ergibt der Satz von FusinI
+o0
(5.39) o> [ |gradp|oven= [ | [00]dr.
Fl4 -0 My

Fiir fast alle » hat also M,=M,— A ein endliches u-Mass. Aus (5.39) folgt also ein
Teil der Behauptung von Satz 5.4.

Nun muss noch ein Integral iiber eine Hyperfliche abgeschitzt werden. Der
Beweis wird analog zu WEYL [43] Kap. II §4 Lemma 4 A Seite 87 und Lemma 4 D
Seite 91 gefiihrt.

Satz 5.5. Abschitzung eines Randintegrales.

Voraussetzung. Die offene Menge G der Mannigfaltigkeit Y™ enthalte den kom-
pakten Teil K einer 2n—1 dimensionalen, orientierten Teilmannigfaltigheit T~ von
M2", Das Differential & Asn_, sei auf K stetig. Die Funktion F,(P) sei auf K er-
klirt, messbar, nichtnegativ und beschriinkt. Die Funktion f,(P) set auf G regulir und
in keinem Teilgebiet identisch Null. Fiir alle P€ K gelte |fo(P)| < Fo(P). Die Menge
der auf K messbaren Funktionen g(P) mit |g(P)|<C set @c. Ausserdem sei Ty die Menge
der auf G reguliren Funktionen f=0, fir die auf G die Abschitzung |f(P)—fo(P)|<b
und auf K die Abschitzung |f(P)|< Fo(P) besteht. Fiir f€F, und g€ Sc werde gesetzt:

Fo(P) :
5.40 = ’
(5.40) Q {P[loglf(P)|<wmthEK}
Fy (P)

(5.41) 1,(f)= | 9(P)log 0Azn1.

Joros iy

Behauptung. Es gibt eine Konstante b> 0, sodass das Integral

(5.42) I(f)= fg(P) log Iﬁfvo(g;)l 0Azn_1

existiert und auf FoxGc gleichmissig beschrinkt ist: |I(f)| <N und sodass auf FoxG¢
gleschmiissig

(5.43) L,(f)y=1(f) fiir o> co.
Beweis. Der Punkt P,€ K werde beliebig gewihlt. Dann gibt es eine Abbildung
a(3) € Pp, mit Py=a(0) € U, und eine offene Umgebung U< U, von P,, sodass gilt:
1. Es gibt zwei positive Zahlen >0 und 6>0, sodass
(5.44) U ={3]l2|<d fir v=1,...,0n—1; |z.|<be}
im Urbild U’ =a"(U) liegt.
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2. Es gibt eine auf U’ analytische Funktion R(3)#0, eine ganze Zahl ¢=>0
und ¢ Funktionen af (1), ..., a3 (x) auf
(5.45) V={tlt=(2y, - .., Tn_1) mit |z,|<d},

sodass fiir alle 3=(x, z,) € U die Gleichung gilt:
q
(5.46) fo(@®)= LT {zn —az (@)} R (3)-
3. Auf V gilt |a3(x)|<e fiir p=1,...,4q.
4. Die Menge W=Vx{t| —5e<t< +5¢} wird durch
(5.47) zo=w, fir v=1, .., n—1; z.=t+i@(z,..., 2n-1,0)
topologisch auf T”=a '(T2"1)n U” abgebildet. Die Funktion ¢ (z,t) ist reell und

stetigdifferenzierbar auf einer W umfassenden offenen Menge.

5. Auf T'-hat das Differential & 4y, die Gestalt
'y n-1
(5.48) aAzn_1= [43 (E, t) (%) 32?1 ail e e 0%y 10%a_1 ot.

Die Funktion a(x,¢) ist auf W stetig.
Eine solche Wahl der Umgebung U ist immer méglich. Nun gibt es zwei Kon-
stanten b>0 und M >0, fiir die gilt:

6. Im Zylinder Z=Vx{z|2e<|2:|<be} ist |fo(x3)|=26>0.

7. Auf W gilt |a(z, t)| <M.

Ist nun fe€Fs, so folgt |f(x3)—fol(x@)|<b<|fo(x()| fiir € Z. Daher hat
f(x(3) ebenfalls genau ¢ Nullstellen @, (zq, ..., zZac1), . .., g (25, « « - 2Zn-1) In |24 < 2e.

In V gilt wieder |a,(r)]<2e fir o=1,...,q. Aus [f—f,|<b und |fo|>2b folgt
[f|>b auf Z. Daher gilt

b q

(5.49) FACTNIE Goy Elzn—ag(zl, vv s 2noy)| fir 3€ U7

Die Teilmenge 2<K wird zu jedem o< oo nach (5.40) erklirt. Ihr Urbild in
T ist 2"=a"1(2)n U". Dieses Q" besitzt eine Projektion £” in dem Parameter-
raum der Verénderlichen (x,f). Bei festem Vektor r € V schneidet diese Projektion Q"
auf der Geraden r=const. eine Menge L, aus. Es ist also

(5.50) L,= tllog%;(;‘?—;} <@ mit s=(x,t+i¢)eK}
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fiir jeden festen Vektor t€ V. Auf K sei Fy(P)< A und
1 [ q
(5.51) n=5sq(f§)5 e 2ad.h: w=2log {% (5—;—5’) }

Fiir w—>co strebt n—0. Ist |f(P)|<Fo(P) auf K und |2, —a,|> g, so gilt:

Fo(a(3) {4 (Lw)} _
(5.52) O=loe o =2y ) "2~

fir jeden festen Vektor r€V wmit 3=(t, zx). Daher umfasst L, die Vereinigung

q
(5.53) L,= U {tllz,,—ote|>27 mit zn=1+3¢ (L, 1) und|t|£5e},

wobel €V beliebig aber fest gewihlt ist. Dann gilt

fag log&dh— faglogﬁdt <
1% Jeotoey

® ]

= f la] 9] log Toar <

et 1]
q
(5.54) SZnCMlogé—l- S CM f log—i-dtﬁ
b & ‘zﬂ_ael_
|t+i¢p—ag|<g
A d e
2 et di<
SZnCMlogb+CMg§:l loglt_Reag]dt_
[t‘R.eaQ[<g
< 277(}'M10g%1 +279CM log E%q
Daher strebt
{5.55) fagloglﬁ%idh> Jagloglﬁﬁdt fir w—= oo
gleichmiissig fiir t€V, f€F, und g€ . Setzt man
(5.56) U(Py)=a({3]]2| <6 fir v=1,...,0-1;|z.|<bBe})
und integriert iiber V, so ergibt sich, dass
F Fy (P)
5.57 f P)log 394201 = f P)log ;%570 Aan -
(5.57) 9( )ogm 2n-1 9(P) ST 2

2nU(Py KEnU(Py
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fiir w— oo gleichmassig fiir f€F, und g€ ®c konvergiert. Nun wird die Menge K mit
endlich vielen Umgebungen U,(Py), ..., U,(P;) iiberdeckt. Man setzt b= Iﬁlin b(P,)
o=1,....,T

und wihlt eine DieupoNNE-Zerlegung Ay, ..., A, zu dieser Uberdeckung. Die Funk-
tionen 4,¢g gehéren zu &c. Also strebt

F,

0Asn_ 1=
172 42n1= 2

1
2n U2y

f lgglog&aAzn—l =

Iw(f)=gfylog 7]

(5.58)

7

F F
> 2 f Ao 9 log I‘ﬁaAzn-1= fglog ﬁaAZn—lsl(f)
o

K

1
Kn Ux(PQ)

gleichmissig auf FoxGc. Daher gibt es ein w,, sodass [[(f)— L, (f){<1 fir alle
€3 und g€@c gilt. Also besteht auf F,x@®c die gleichmissige Abschitzung

(5.59) IO () ~ Loy (D] + Loy ()| =1 +w00é“aAzn—1l=N-

Daher gelten die Behauptungen, w. z. b. w.
Da man Fy=Max |f,(P)| konstant wihlen kann, folgt die Existenz des Integrales

(5.60) [o(P)log |}(P)|0 421

fiir jede auf K regulire Funktion f520. Da aber eine meromorphe Funktion ortlich
der Quotient zweier analytischer Funktionen ist, existiert das Integral (5.60) auch
fiir jede auf K meromorphe Funktion f=0. Ist H eine kompakte Menge aus IN*",
so folgt wie in [I] Hilfssatz 6 die Existenz der Integrale

(5.61) forlog fodsn s, [log|f|e4sn,
H H

wobei &Ay,_y und 94,, messbare Differentiale auf H sind, deren Koeffizienten bei
beliebiger Wahl der Abbildung « € P in U, N H beschrinkt seien.l?

17 Dje Existenz des Integrales f log i i‘ 0 A, wurde in [I] nicht bewiesen, kann aber wie dort
H

oder auch mittels zahlreicher anderer Methoden gezeigt werden. Beispielsweise folgt sie sofort aus
Satz 5.5, indem man dort INZ" durch 3" x {z I |z | < oo}, K durch HX |z I 0<ax<1}, 3271
durch IM2" % {wl —oo <z< + oo} ersetzt. Dann ist log ]fl 0 Asy langs jeder Ebene {(P, z) ’ P=
=konst.} konstant. Nach Satz 5.5 existiert das Integral

1
[ f1og|1l84,n01=[10g|f]0 420
0 H H

w.z. b.w.
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II. KariTEL.
Der erste Hauptsatz.

§6. Die Jensensche Formel.

Bei einer Veridnderlichen ist der 1. Hauptsatz eine einfache Folgerung der JEN-
seNschen Formel. Auch bei mehreren Verinderlichen gelingt es eine ,,JENSENsche
Formel“ zu beweisen, aus der sofort der 1. Hauptsatz folgt. Wie bei einer Verinder-
lichen wird diese JENsENsche Formel mit dem GreENschen Integralsatz bewiesen.

Die Funktion y erfillle in der offenen Menge G < IM*" eine LipscHirz-Bedinguny,
wenn es zu jedem Punkt P,€G und jeder Abbildung « € B mit Py€ U, eine Um-
gebung U (P,) < U, NG gibt, sodass

(6.1) lp(@@)—v@@)| < L|z-3|

fiir alle 3, 3* aus o' (U (P,)) gilt. Dabei darf L von P, und o abhingen. Es reicht,
(6.1) fiir ein x€P mit Py€e U, zu verlangen. Das totale Differential von v (x(3))
existiert fast iiberall auf a ' (U (P,)) und geht bei der stetigdifferenzierbaren Sub-
stitution 3(y) an jeder Stelle, an der es existiert, in das totale Differential von
v (x (3(y))) tiber. Daher ist y fast iiberall auf G' (total) differenzierbar.

Hilfssatz 1. LipscHITz-Bedingung.

Voraussetzung. Die offene Menge G enthalte die offene Menge H, deren ab-
geschlossene Hiille H sei. Die Funktion y set in G stetig und in H stetigdifferenzierbar
mit in HNG stetigen Ableitungen. Auf der Menge G—H nimmt die Funktion v nur
endlich viele Werte an.

Behauptung. Die Funktion y erfillt in G eine LipscHITz-Bedingung.

Beweis. Der Punkt P,€(@ werde beliebig gewdhlt. Ist P,eG—H oder PyeH,
so gibt es trivialerweise eine Abbildung « € mit Py€ U, und eine Umgebung
U (P,)<S U,, fir die (6.1) gilt. Ist Py€e H—H, so ‘wihlt man « € P mit Py€ U, und
die offene Menge U, (P,)S U.N @G beliebig. Da v stetig ist, kann man U, (P,) so
verkleinern, dass y=C auf U, (P,) N (G —H) mit einer einheitlichen Konstanten C gilt.
Die offene Kugel K mit dem Mittelpunkt 3,=a"' (P,) liege mit ihrem Rand in
a N (U, (Py). Es sei z,=as,1+12s,. Da die Ableitungen y., in H' =a’ (H)nK
stetig sind, sind sie dort beschrinkt: |y, | < M. Dann gilt (6.1) mit L=5nM und
U(Py)=c(K)<U.NG. Es seien nimlich 3 3 in K beliebig gewahlt. Drei Fille

sind nun zu unterscheiden.
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1. Es liegen 3 und 3’ sn H'=K N« ' (H). Dann bestimmt man ein 7,<1 und
ein 7o>0, sodass alle Punkte )=3+1¢(3 —3) fiir 0<t<7, und 1p<¢<1 in H’' liegen,
aber die Punkte ay=3+ 17, (3’ —3) und ap=3+ 10 (3 —3) nicht mehr. Existiert a,, also
auch ag, nicht, so sei 7y=79=3% und a,=0a9=1} (3 +3') gesetzt. In beiden Fillen ist
P (x (0) =v (x (ag)). Nun werde & in 0<e< Min (ro', 1—1) so klein gewihlt, dass
fiir a,=3+(79—¢) (3’ —3) und a;=3+ (ro+¢) (3 —3) die Abschitzung

(6.2) [ v (@ (00) — (o (ag)) | + | v (@ (a0) —w (x () | < M | 3—3' |

gilt. Auf der Verbindungsstrecke von 3 nach 3’ gibt es dann zwischen 3 und g, einen
Punkt 1) € H' und zwischen a; und 3’ einen Punkt Y’ € H', sodass gilt

v (@@)—v@@)|=]v @)~ v+ @) —pE))]<

63) <|p@@)—px@)|+|y@)—p@e)|+M|;-3|=

2n 2n
=1 Z¥s, (2 ) @=ad)| + | 2 ps, (2 ) (@ —a) | + M35 |<
<5aM|3-3|=L|3-%1|.

2. Es ist y € K—H' und 3€H’. Dann gelten dieselben Uberlegungen wie in 1
mit gp=a,=1 =}

3. Es gehoren § und 3’ zu K—H’. Dann ist (6.1) trivial.

Also erfiillt y eine Lipscairz-Bedingung in G, w.z.b.w.

Satz 6.1. Die GrEENschen Formeln.

Voraussetzung. a) Die offenec Menge H der Mannigfaltigheit 2" habe den
Rand S. Es sei H=HUS kompakt. Der Rand S habe ein endliches 2n—1 dimen-
stonales CARATHEODORY-Mass (u-Mass). In S liege die orientierte, stetigdifferenzierbare
Teilmannigfaltigheit Sy der Dimension 2n—1, die bezdglich H ewne dussere Normale
habe. Es ser S;=8—8, eine pu-Nullmenge.

b) Das alternierende Differential @ Agn_o sei in H stetig, in H stetigdifferenzierbar
mit in H stetigen Ableitungen und habe den Typ n—1, also die Gestalt (5.13). In H
gelte 00 Azq_2=0.

¢) Die Funkiionen u und v seien in H stetig, in H 2weimal stetigdifferenzierbar
mit in H stetigen Ableitungen bis zur 2. Ordnung.

d) Die in H stetige Funktion vy erfille in H eine Lipscurrz-Bedingung.

e) Das Differential 09 &* w0 Azn_o sei diber H integrierbar.

Behauptung. Die GREENschen Formeln gelten
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(6.4) [potuodon o= [0potud dan o+ [p88-udsn s,
Sy H H

(6.5) [wotv—vo u)o don o= [ (4080 — 000 u)d Azn_s.
$, H

Beweis. Wegen 084z, 2=0 folgt (6.4) unmittelbar aus dem Integralsatz von
Stokes8, Nach Satz 4.1 gilt (Quctv—0vo*u)d dan 2=0. Aus (6.4) folgt also (6.5).
w.z.b.w.

Ist f eine meromorphe Funktion, so darf man die Funktion y auch durch log |f|

ersetzen :

Satz 6.2. Die 1. GrReeNsche Formel fiir den Logarithmus.

Voraussetzung: Aus Satz 6.1 werde a) bis ¢) vorausgesetzt, sowie:

f) Die Funktion f (P) sei in H meromorph und verschwinde in keinem Teilgebiet
von H identisch.

g) Es sei log |f| &t ud Asn_s diber S, integrierbar.

Behauptung. Es gilt

(6.6)  [log|f|etuddsn o= [0log |f|o*ud Azn o+ [ log |f|00*ud Az .
S, H H

Die Voraussetzung g) st von selbst erfiillt, wenn &* w3 Asn 5 lings S, eine nichtnegative
Dichte hat.

Beweis. Wie am Schluss von § 5 bemerkt wurde, existieren die beiden Integrale
iitber H in (6.6). Der Satz 5.5 gibt nur die Existenz des Randintegrales in (6.6) fir
jede kompakte Teilmenge von S,.

Die ganzen Zahlen m <0 und M >0 werden beliebig gewidhlt. Man setzt

HmM:{le < IOg lfl < M}anHm—l.MgHm—l.M+l)

(6.7) log |f| fiir m <log|f| < M,
Y. = m fir log | f] < m,
M fiir log | /| = M.
Die Funktion m s ist auf H stetig und erfiillt nach Hilfssatz 1 auf H eine Lie-
scHITZ-Bedingung. Wegen
(6.8) [olog |f| &t udAen 2= [0ym ud* ud dzn s
Hm_ M H

18t 0Ym. 40t w8 Asn_o liber H integrierbar. Also gilt

18 Siche {I] Satz 8 Seite 137 oder in dieser Arbeit § 2 (5) 14°,
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(6.9) ftp,,, mtud Ag,_ 2_falog|f| et udAzn o +f1pmM38Lu3A2n o

mM

Da die beiden Integrale iiber H in (6.6) existieren, folgt

mhm Llllm ftpmyaluaAzn 2=
(6.10) e e

= [olog|f| 0 udAzn o+ [log |f]00* wd Asn 1.
H H

Hat nun &' 49 As,_» eine nichtnegative Dichte, so folgt aus (6.10) gemiss §2 (5) 10°
die Integrierbarkeit von log |f|2*ud Ay, o iiber S,. Ist aber dieses Differential iiber
S, integrierbar, so folgt aus (6.10) gemiss §2 (5) 8° die Behauptung (6.6), w.z.b.w.
Hier zeigt sich der Vorteil, dass die GreeNsche Formel (6.4) auch fiir eine
Funktion ¢ gilt, die nur eine LrpscHiTz-Bedingung erfiillt. Ohne diese Tatsache ldsst
sich der Beweis von Satz 6.2 auch fiihren, jedoch wird er dann komplizierter. Bei
den wesentlichen Anwendungen hat o' %@ A4:,_s eine nichtnegative Dichte auf S,

Satz 6.3. Ein Residuensatz.

Voraussetzung. Von Satz 6.1 werden a), b) und d) von Salz 6.2 werde f) vor-
ausgesetzt. Ausserdem gelte:

h) Die Vielfachheit der Nullstelle P won f sei v(P, 0), die der Polstelle P ses
v (P, 00). Die Nullstellenfliche von | set N (0), die Polstellenfliche von f sei N (o).
Es werde v(P)=v(P,0)~v(P, o) und NR=N(0) UN (co) gesetzt.

1) Zu jedem Punkt Py€H gebe es eine offene Umgebung V (Py) und in V (P,)
analytische Funktionen g (P) und h (P), die in jedem Punkt von V (P,) teilerfremd sind,

sodass f= > in V (Py) gilt und die Differentiale y 0 log | g| & Asn_o und yo* log |h|d Agn o

7;
diber V (Py) N Sy, sowie die Differentiale 8 &* log |g| @ Azr_s und 2y 3* log [h| & Azn o
iber V (Py) N H integrierbar sind.

i) Es gebe eine Nullmenge M auf R, sodass yp (P)=0 fir PERNS— M ist.

Behauptung. Es gilt die Residuenformel

(6.11) fz/)@l log [f|& Agn- 2~fa¢al log |f|0dsn2—25 [ v(P)podsn .
ANH
Bemerkung. Die Differentiale oy &* log |g|0 Asn o und 6y o* log |k & Aan_z sind
sicher tber V (P))NH integrierbar, falls v in einer H wumfassenden offenen Menge
eine LipscHITz-Bedingung -erfillt, oder in H stetige Ableitungen hat. Dagegen brauchen

& log(g| 2 Azn-o und & log |h| 0 Azn 5 nicht immer iiber Sy 0 V (P,) integrierbar zu sein.
5—533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 29 octobre 1953.
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Beweis. Da (6.11) fiir eine konstante Funktion offensichtlich richtig ist, kann
man o.B.d. A. annehmen, dass die Funktion f in keinem Teilgebiet von H kon-
stant ist.

Der Punkt Py€H sei beliebig gewihlt. Dann gibt es eine Abbildung « (3) € P
mit P0'=oc(0)€ U.. Es werde 2,=x3,.1+ 122, gesetzt. Dann gibt es Zahlen r, und
r mit 7y>7, sodass der Wiirfel U’ (Py) = {3| |#| < 7o} in a2 (Ua N V (Py)) liegt, und
dass die Seiten des Wiirfels Uy (Py) = {3| |#,| < 7} aus der Nullmenge 8’ =a™* (S N Us)

eine u-Nullmenge ausschneiden. Es sei
U (Py) = {3]|m] <r }, U(Py)=a(U (Py),

(6.12) Ui(Po):{ﬁlle|<7' }’ Ul(Po)““(U{(Po)),
Uz (Po) = {3]|m| < $7}, Uy (Py) = a(Usz (Py)).

Es ist
(6.13) ﬁz(Po) < Uy (Py) < U] (Po) = U (Py) = ﬁ(Po) cUaNV (Py)
(6.14) u(RA UL (PN S')=0.

Die Funktionen g und %4 werden gemiss der Voraussetzung bestimmt. Die Vielfach-
heit der Nullstelle P von g (bzw. von %) ist dieselbe wie die von f (bzw. die der
Polstelle von f), namlich » (P, 0) (bzw. v (P, c0)). Es ist R(O)nNV (Py)={P|g(P)=
=0} NV (Py) und N()nV (P)={P|h(P)=0}nV (P,). Die Funktion A(P) mit
0<A(P)<1 sei in M®" stetigdifferenzierbar und ausserhalb U, (P,) identisch Null.
Dann wird

[ 2(P)w (P)o* log |g| 0 Azn_s=

ST (P
(6.15) U (Py)

= [o{aP)yP)}otlog|g|@ Asns—2n [ (P, 0)Apd Azn s
HNU (Po) RONH

behauptet. Ist die Funktion g konstant, so ist die Gleichung (6.15) offensichtlich
richtig. Ist g nicht konstant, so wird (6.15) in drei Schritten bewiesen.
1. Schritt. Die Integration.

Die Nullstellenfliche 2 (0) werde mit einem Mantel 7, umgeben. Dazu werde
die Zahl p>0 beliebig gewishlt. Man setzt nun

(6.16) B,={P||g (P)|>e}nU(Py), B,=o(B,)
(6.17) T,={P|lg P)|=e}nU(Py), To=0a(T,)
(6.18) A ={Plag(P) =0}nUP,), A =a(4,)

(619) Qg = TQ—A ’ QL; =a”! (QQ)
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Nach (5.39) gilt fir jede messbare Menge Q< U’ (P,) die Umformung

+oo
(6.20) co > f]grad]g]lavgn=f {f@w}dg,
Q=4 - @;ne

wobei 0w das euklidische Oberflidchenelement von ), ist. Also hat, bis auf eine Null-
menge N, der Zahlen p, die reellanalytische, orientierbare Teilmannigfaltigkeit ¢, von
U (P,) ein endliches u-Mass, wie auch Satz 5.4 besagt. Wahlt man fiir ¢ die Null-
menge ' (S)U Rd Uy (P,), so zeigt (6.20), dass bis auf eine Nullmenge N, der Zahlen
¢ der Durchschnitt @, N (SU Rd U, (Py)) eine u-Nullmenge ist. Da 4 aus endlich
vielen komplexen Teilmannigfaltigkeiten mit Dimensionen 2k <2n —2 besteht, ist 4
eine u-Nullmenge. Fiir 0§ N=NyUN; und ¢>0 ist daher T, n {SU Rd U, (P,)} eine
u-Nullmenge und hat T, ein endliches u-Mass. Es werden nur noch solche Zahlen
0>0 betrachtet, die nicht zur Nullmenge N gehoren. Die Vereinigung der Wiirfel-
kanten von Uj(P,), also

2n
(6.21) K = Ul{él%va:T}: K=a(K')
e

ist wieder eine y-Nullmenge.

Als Vereinigung endlich vieler g-Nullmengen ist
6.22) F,=[SNBRIU (PYJUISNTIU[T,nRAI U, (P)JU{T,n4JU S, UK

eine u-Nullmenge. Die Teilmannigfaltigkeiten Rd U, (P,) — K und @, mogen so orientiert

werden, dass sie eine dussere Normale beziiglich U, (P,) bzw. B, haben. Dann sind

(6.23) F,=(RAU, (Py—K)nHnB,,
(6.24) F3;=@Q,nU,(Py)NH,
(6.25) F,=S8,nB,n U, (P,)

als offene Teilmengen von Rd U, (P,)— K, bzw. Q,, bzw. S, selbst orientierte, stetig-
differenzierbare, 2n—1 dimensionale Teilmannigfaltigkeiten von U (P,), die beziiglich

U, (P,), bzw. B,, bzw. H eine dussere Normale haben. Wegen

(6.26) F,NF,€B,nQ,=9, F,nF,SRIU, (P)nU, (Py)=0,
(6.27) F,nF,csHnSy=9, F,nF,<RIU,(P,)nU, (Py)=0,
(6.28) F;nF,cHnNSy=0, F,nF,cQ,nB,=0

ist auch die Vereinigung
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(6.29) Sy=F,U F U F,

eine orientierte, stetigdifferenzierbare, 2n—1 dimensionale Teilmannigfaltigkeit von
U(Py). Es ist

(6.30) F,nS;=0;

denn es gilt

(6.31) FinF,s(SnH)U(T,nBYU (S, nHYU(Kn{RAU, (P))—K})=0

(6.32) FynF,S(SnH)U (RIU, (Py) N Uy (P))U(ANQYU (S, nH)U (KU, (Py)=9
(6.33) FynF32(Rd U, (Py) N Uy (P)) U (T, N By) U (S, NSy) U(K n U, (Py)=0.

Setzt man

(6.34) H*=B,n U, (Py)nH, S*=RIdH*, Si=F,ng*,
so wird

(6.35) S*=85 uST mit SgNnSi=9

behauptet ; letzteres folgt unmittelbar aus (6.30). Die andere Behauptung von (6.35)

ergibt sich aus den Abschitzungen

8*=B,0 U, (P)N H—B,n U, (P)N H

S B,n U (PY)NH—-B,nU,(P)" H

S {RdB,NU,(P)NH}U{B,NRAU,(P,)n H}

U{B,NU,(P)yNRIH}U{RIB,N RAU,(P,)N H}

U{RIB,NU,(P)NRIH}U{B,n RAU,(P,)N RAH}

U{RIB,NRAU,(P,)N RAH}

S (FLUF)U(FL,UF,)U(F,UF)UF, UF,UF,UF,=F,US;3,
{6.36) S*<s(F,nS*)uSs=8%USs.
Andererseits ist
8" 2B,0 U, (P)NH~B,nU (P)NH=T,NHN U, (Py)2F,,
8*2B,n T, (Py)N H—B,0 U, (Py) N H=B,N RAU, (PN H2F,,
S*2B,0 U, (Py)n H~B,n Uy (Py)n H=B,0 U, (P)0 S2F,,
S*2F,UF,UF,=85;.

(6.37)

Damit ist (6.35) beweisen. Da auf §* die Menge Sg offen ist, ist ST abgeschlossen
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also kompakt. Der Rand S*<SSTURIU,(P)UT,uUS, hat ein endliches u-Mass.
Wegen (6.26) bis (6.28), (6.30), (6.34) und (6.35) gibt es zu jedem Punkt P,€F,,
bzw. € Fy, bzw. € F, eine Umgebung U (P,) < U (P,), sodass U (P,) n H* =0 (P,) n U,(P,).
bzw. = U(P))n B,, bzw. U (P,)n H ist. Daher ist die dussere Normale von F, be-
ziiglich U, (Py), bzw. von Fy beziiglich B,, bzw. von F, beziiglich H eine #dussere
Normale von 87 beziiglich H*. Es ist Sg eine stetigdifferenzierbare, orientierte Teil-
mannigfaltigkeit von M3*" im Rande S* der offenen Menge H*, die beziiglich H* eine

dussere Normale hat. Wie die ,, Ubersetzungstabelle

Satz 6.1 | 2" H'! S | S | 8 | 843, u v )

Hier | M | H* | 8* | St | St | 0dsn_s log |g| loglg| | A9

zeigt, sind die Voraussetzungen von Satz 6.1 erfiillt. Es gilt:
[A(Pyyelog|g| o Asn_s=
(6.38) So*
=[o(Ay)otlog|g|odzns+ [Apeotlog|g|d dsn ».
H* H*

Weil log [g| der Realteil einer analytischen Funktion ist, ist gemiss (2.43) das
Differential ¢é* log [¢|@ Asn-»=0. Da die Funktion A (P) ausserhalb U, (P,) ver-
schwindet, gilt also

[ o(hy)etlog|g|o don o=
(6.39) Bon®
=] dypetloglg|o dsn o+ [ Aydtlog|g| & den s.
QnH SonB,
Bevor man den Grenziibergang ¢o— +0 ausfilhren kann, muss noch das Integral iiber
@, N H umgeformt werden.

2. Schritt. Eine Integralumformunyg.
Mit M (w) werde die w-Stellenfliche von g (P) in U (P,) bezeichnet. Die Viel-
fachheit der w-Stelle P von g (P) sei #(P,w). Fiir w=0 gilt

(6.40) M0)=N(©)n U (P,), »(P,0)=»(P,0).
Dann wird
27
(6.41) [ Aypo log |g] & Azn-a =] | | »(Poé®)Ayodsn s dd
QN H =0 m(oet®) nH

behauptet. Zum Beweis dient Satz 5.2. Es entsprechen sich
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Satz 5.2 | f G man v (P, w) N (w) &2n-t €
Hier g U (P,) men v (P, w) M (w) Q. |w|=0
Satz 52 | H H* 0 Azn_2 M 2 B, (w)
Hier B, | |w|l>0 |Apddenz| QNH | & log|w|

Wie die Tabelle zeigt, sind die Voraussetzungen von Satz 5.2 erfiillt. Da QQHE -
—@Q,N H eine Nullmenge auf @ ist, erhilt man

(642) [ Ayetloglglodans= [ { [ ¥(P,w) Aypddsns)d*log|ul.

QenH lwl=e m@)nHnQ,

Der Kreis |w|=p ist dabei so orientiert, dass seine Normale ins Aussere von |w|>g,

also ins Kreisinnere zeigt und mit der Tangente in der Reihenfolge: ,,Normale, Tan-

gente’ ein Rechtssystem bildet. Der Kreis ist also im Uhrzeigersinn orientiert.
Daher ist

{6.43) w=o (P =pe'® 0=<8<2n)

eine zuldssige Parameterdarstellung. Es gilt

(6.44) dw=—1ipe'?80, dw=106%29,

(6.45) 6llog|w|=i{%%ﬂ—%?g)—}=aﬁ.

Aus (6.42) bis (6.45) folgt, da sich @,N M (pe*?) und M (pe*?) fiir fast alle & nur

um eine Nullmenge unterscheiden:

2n

[ Aypatloglglodewse= [ | [ »(Poe™)Apodsns)dd.

QunH =0 mee—i?%)nH -

(6.46)

Ersetzt man & durch 27z —, so folgt (6.41) unmittelbar.

3. Schritt. Der Grenziibergang.

Die Zahl o>0 durfte einer gewissen Nullmenge N nicht angehéren. Nun wird
eine monoton fallende Nullfolge g, +0 fiir = mit g, § N ausgewdhlt und g, auch
kurz mit ¢ bezeichnet.
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a) Es werden

(6.47) K=U,(P)nH,
(6.48) R=RIK<U,(PynH — U, (P)nH,
(6.49) A={P|Aip2 4z, 2(P)=0}NK

gesetzt. Da A (P) ausserhalb U, (P,) und v (P) nach Voraussetzung auf NN S—M
2 (0)n S— M verschwinden, ist

MO)N(RB~A) <MO)NKn{U, P)nH — U, (PN H—A}

SIMO)N K0 {(RAU, P, n Hyu (U, (Pyn RIH) -4}
(6.50) SMO)NKN(S—A)
SMONEKEN{S—M©O)nS-M)nK}
SIMO)n M.
Da M eine Nullmenge auf N ist, ist M NI (0) und damit M (0) N (R~ A) eine Null-

menge auf I (0). Weil

(6.51) K-U(P)NHS U, (P)NH-U,(PyNH=RIU, (P)NH

gilt, und weil A (P)=0 fiix P ¢ U, (P,) ist, hat man

(6.52) Iw)= [ »P,w)ipddsns= [ »(P,w)Aypddsns.
Mw)n K mw)n B

Das Integral I (w) ist in w=0 stetig; wie nimlich die Tabelle

Satz 5.3 | f G | W v(Pow) |R(w)| 042, | K | R | 4 |I(w)

Hier g (U@ D" | »(P,w) |M(w)|ApdAzn 2 K| R A4 1w

zeigt, sind »die Voraussetzungen von Satz 5.3 erfilllt. Da I (w) in w=0 stetig ist,
strebt I (0€'?) > 1(0) fir ¢~ 0 und ist I(ge'®) fiir 0<g<g, und 0<p<2z be-
schrinkt. Daher strebt

2n

(6.53) [I(eé?)dd—>2nI(0) fiir =g, und ¥ > oo.

1]

Da i (P) ausserhalb U (P,) verschwindet und (6.41), (6.52), (6.53) und (6.40) gelten,
strebt
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(6.54) fltpalloglg|6A2n,2—>2n f v (P,0) A d Azn o fiir p=p, und » - .
QnH RONH

b) Es ist

(6.55) U B, ~U ()~ (0), B,2B,, ;.
Da MM (0) aus endlich vielen komplexen Teilmannigfaltigkeiten mit Dimensionen
2k <2n—2 besteht, ist M (0) eine Nullmenge auf M2" und M (0) N S, eine Nullmenge
auf S;. Da (6.55) gilt, und da die Integrale iiber B,N H, bzw. S,n B, in (6.39) fiir

p=0 und fiir y statt Ay, also auch filr Ay nach Voraussetzung existieren, streben

(6.56) [ o(yp)otlog |g|o dzae ~ [ 0(Ay)2* log|g|d dsns,
BgnH UPnH

(6.57) [ Apetlog|gloden o~ [ Apetloglg|eden s
Sont Son U(Py)

fir p=g, und » > co. Da g auf N(O)NH—-RN(0)n H=N(0)n S bis auf die Null-
menge M von N (0) verschwindet, folgt aus (6.39), (6.54), (6.56) und (6.57) sofort die
behauptete Gleichung (‘6.15)

Da eine entsprechende Gleichung (6.15) auch fiir % statt g, fir i (co) statt N (0)

und fiir » (P, o) statt v (P, 0) gilt, da ]‘=;—i sowie N =N (0) U N (°°)und » (P)=»(P,0) —

—v (P, o) ist, und da A (P) ausserhalb U (P,) verschwindet, erhdlt man durch Sub-
traktion der ,,beiden Gleichungen (6.15) die Beziehung

f}mp@l log |f]| @ Agn-2=
sll
(6.58)
=fo(Ay)otlog || dzn =27 [ »(P)Ayd Azn-s.
H NnH
Endlich viele Umgebungen U, (P,), ..., U, (P,) iiberdecken die kompakte Menge H.
Zu dieser Uberdeckung bestimmt man eine DIEUDONNE-Zerlegung mittels stetigdif-
ferenzierbarer Funktionen 4,, fiir die also gilt:

(6.59) 0<2,(P)<1 fiir PeNE", 2, (P)=0 fiir P¢ U, (P,)

Mn

(6.60) 7, (P)=1fiir PeH < UT,(P,).
e=1

e=1
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Setzt man 1, in (6.58) ein und summiert iiber g=1, ..., ¢, so erhilt man die be-
hauptete Gleichung (6.11), w.z.b.w..

Macht man die Voraussetzungen a), b), ¢) von Satz 6.1, sowie f), g) von Satz 6.2
und h), i), j) von Satz 6.3 fiir u statt y, so folgt durch Subtraktion von (6.6) und
(6.11) eine zweite Residuenformel:

[ (log |£]&* u—ua log | f|) @ dn_o=

Sy
6.61) ,
( =f10g]f]88*u8A2n,z+nf v(P)u@Azngg.
H RUH
In Analogie zum nullstellenzihlenden Integral bei einer Verinderlichen gibt der

folgende Satz eine Verallgemeinerung eines Satzes von W. WIRTINGER!®:

Satz 6.4. Eine dritte Residuenformel.
Voraussetzung. Die Voraussetzungen a), b) von Satz 6.1, sowie f) von Satz 6.2
und k) von Satz 6.3 werden gemacht. Die Funktion e(P) sei auf H analytisch. Ferner

gelte:
i*) Zu jedem Punkt Po€R N S gebe es eine offene Umgebung V (Py) und in V (Py)
analytische Funktionen g (P) und h (P), die in jedem Punkt von V (P,) teilerfremd sind,

sodass f = % in V(Py) gilt und die Differentiale &* log g 0 Asn-z und & log h @ Azn_2

iber V (Po) 'S integrierbar sind.
i*) Es sei NN S eine Nullmenge auf R.

Behauptung. Es gelten die Residuenformzln von W. WIRTINGER.

(6.62) %z fe(P)@llogfl 0 Aoy 2= Jv (PYe(P)6 Az rn_2,
S "nH
(6.63) 21—7t f@l log %6 Aon o= fv (P)2dan_a.
‘So NNH

19 Vergleiche WirtiNaER [37]. Dort ist M2" der Raum der Vektoren } und 0 Agy_2 das
Differential 0 ¥an_2 aus (2.55), also die euklidische Massbestimmung. Allerdings geht W. WIRTINGER
bei seinem Beweis, abgesehen von einigen recht kurzen Bemerkungén auf Seite 420, nicht auf die
nichtgewohnlichen Punkte der Nullstellenfliche ein. Ebenso untersucht er nicht, wie die Null- und
Polstellenfliche M den Rand § schneidet, Daher entgehen ihm auch die unabdingbaren Vorausset-
zZungen i*) und j*). — Fiir die Zwecke dieser Arbeit ist es nicht nétig zu untersuchen, wieweit i*)

und j*) voneinander abhéingen.
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Beweis. Die Vorausetzung i*) ldsst sich fiir jeden Punkt P, €H erfiillen. Also
kann man den Beweis genau so, wie den Beweis zu Satz 6.3 filhren. Man hat nur
y durch e, |f| durch f, |g] durch g und |%| durch % zu ersetzen. Statt (6.45) ver-
wendet man

(6.64) ot log w=ia;w =209

Wegen

(6.65) 0ed log fa dyn o= — ; S s, fs, 5, 12,) 02,070 Aap 2 =0
Har=1

folgt dann die Behauptung, w.z.b.w.

Jetzt sind alle Vorbereitungen zum Beweis der Jensenschen Formel getroffen.

Satz 6.5. Die JeEnseENsche Formel. 20

Voraussetzung. 1. In der Mannigfaltigkeit I>" seien zwei offene Mengen G und
g gegeben, deren Rdnder ein endliches, 2n—1 dimensionales CARATHEODORY-Mass (u-
Mass) haben. Die abgeschlossenen Hiillen G ung § seien kompakt. Es liege § in G.
Im Rand won G (bzw. g) sei die 2n—1 dimensionale, orientierte, stetigdifferenzierbare
Teilmannigfaltigkeit I' (bzw. y) enthalten, die beziiglich G (bzw. g) eine dussere Normale
habe. Es seien RAG—I wnd Rdg—y Nullmengen des u-Masses. Ausserdem ses
Rdg=Rd g.

2. Das alternierende Differential & Asn_s ses in G stetig, in G stetigdifferenzierbar
mit in @ stetigen Ableitungen und habe den Typ n—1, also die Gestalt (5.13). In G
gelte 00 Aspn_s=0.

3. Die Funktion @ (P) set in M>" stetig, in H=G ~§ zweimal stetigdifferenzierbar
mit in H stetigen Ableitungen bis zur 2. Ordnung. Es gelte

_ |0 fur P¢@ .
(6.66) 9 (P)= {1 tir peg® OSPPIS1 firPel,
(6.67) 001 @ (P)d Asn 5 (P)=0 fir PEH.

4. Die Funktion {(P) sei in G meromorph und verschwinde in keinem Teilgebiet
von G identisch. Die Vielfachheit der Nullstelle P von | sei v (P,0), die der Polstelle
P sei v (P,00). Drie Nullstellenfliche von | set i (0), die Polstellenfliche von f set N (oo).
Es werde =N (0) UN (o) und v (P)=v(P,0)—v (P, o) gesetzt.

5. Esseilog|f| 0 @ddzn o tiber I'Uy integrierbar, wobei 3* ¢ (P)= (l’i_r)rll’ ot (Q) ust.

QeH

2 Firn=1 siche W [43] Kap. IV § 2 Gleichung (2.6) Seite 171.
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Behauptung. Es gilt die JENSENsche Formel.

1 1 :
(668) 5‘; J‘lOg |fl al(paAzn_g—" ﬁ flog |f| 6L(P6A2n~2= f v(P)(p6A2,,_2.
r y NNG

Zusiatze:

1°. Hat 8* @@ Asn 2 lings I' Uy eine nichinegative Dichte, so ist die Voraussetzung
& von selbst erfillt.

2°. Geniigt das Differential 0 y2n_» der allgemeinen Voraussetzung II und st
dAsn 2=072n 2, s0 ist 1°, also auch Voraussetzung 5 von selbst erfillt.®

3°. Zur Voraussetzung 3 vergleiche man auch den Saiz 7.1 des ndchsten Para-
graphen. Die JENsENsche Formel gilt insbesondere fir jede zulissige Menge G tm Sinne
der allgemeinen Voraussetzungen 111 und IV (siche § T), wenn die Funktion f die Vor-
aussetzung 4 des Satzes 6.5 erfillt.

Beweis. Da Rdg=Rdg ist, ist S=Rd H=RdGU Rdg. Orientiert man y so zu
y_ um, dass p_ eine dussere Normale beziiglich H hat, so erkennt man an Hand der
Tabelle,

Satz 62 | H | ™ | 8| 8, 8, 0dsns | uw | v | f

Hier H | M2 S | I'uy_|S—T'Uy) | @ A4sn2 @ ® f

dass die Voraussetzungen von Satz 6.2 erfilllt sind. Weil gemiss §2 (5) 11° aber

_f = - f gilt, erhilt man zusammen mit (6.67) die Gleichung
y -

(6.69)  [log|f| & @oden_s—[log|f|0* @& Asno—[2log|f| 8 @& Azn_s.
r y H

Nach Satz 4.1 gilt fiir ein Differential & 43, vom Typ n— 1, also der Gestalt (5.13)
die Beziehung o log |f|&* ¢ Asn-2=3¢d* log |f|0 Agn-o. Es folgt

(6.70) [8log |8 9o dsn o= [090* log |f|0 dzn s
H H

Nach Hilfssatz 1 erfillt die Funktion ¢ in 93" eine LipsceIrz-Bedingung. Ist

V(P,) < M?" eine offene Menge, in deren abgeschlossenen Hiille die teilerfremden

2l Damit die JEnsENsche Formel auch fiir & X2n-2 gilt, wurden die allgemeinen Vorausset-
zungen ITa und IT b gemacht.
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Funktionen ¢ und % analytisch sind, gilt f= ‘% in V (P,), so sind daher die Differen-
tiale ¢ o' log |§]| & Asn-z und d@d* log |h|d Asn_s iiber V (Py) N H integrierbar. Da
@ auf Rd G Null ist, sind ¢ &' log |§]|& Asn_2 und @t log [h|0 Az s iiber I'N TV (P,)
integrierbar. Wie die Tabelle

Satz 6.3 | H | ™| 8§ S, S, P 0 Aon s f v (P,0)

Hier | ¢ (9" (RAG| ' |RIG-T | ¢ | 0dsns | 1 | »(P,0)

Satz 6.3 | »(P, o) | N©O) | R(co) | N v(P) | V(P) | ¢ h | M

Hier p(P,oo) | RO [ R | R | »@) | VP & | | 0

zeigt, sind die Voraussetzungen, von Satz 6.3 beziiglich der offenen Menge G erfiillt.
Da G=HUgURdg ist, da Rdg eine Nullmenge ist, und &¢ auf g verschwindet,
erhilt man

6.71) 27 [ v (P)gpodsno— [09otlog|f|oAsn o= [098* log|f|04zn s.
RNG G H

Aus (6.69), (6.70) und (6.71) folgt unmittelbar (6.68), w.z.b.w.

Auf M2 gibt es eine zweimal stetigdifferenzierbare Funktion A (P) mit 0<A(P)< 1,
die in einer Umgebung von I identisch Null in einer Umgebung von y identisch
Eins ist. Unter der Voraussetzung von Zusatz 1° folgt aus Satz 6.2 mit u= —4¢

die Existenz von [log|f|8'¢ddzn_o=[log|f|d*uddss> und mit u=(1-2)p die
Y Y-
Existenz von [log{f|#*gddsn o= [log|f|*udA4sn_», womit Zusatz 1° bewiesen ist.
r r

Da ¢ langs I" und p konstant ist und in G grosser als auf I' bzw. p ist, ergibt sich
Zusatz 2° unmittelbar aus Satz 4.5.

Die Voraussetzung (6.67) ist natiirlich sehr einschneidend, legt aber auch die
Funktion ¢ fest. Im nichsten Paragraphen soll diese Voraussetzung gepriift werden,

bevor aus der JENsENschen Formel der 1. Hauptsatz hergeleitet wird.

§ 7. Die Voraussetzungen des 1. Hauptsatzes.
Ausser den in § 4 gemachten allgemeinen Voraussetzungen I und II werden nun
zwel weitere solche allgemeine Voraussetzungen gemacht.
III. Der Kern. Eine offene Teilmenge g der Mannigfaltigkeit I>" werde fest ge-
wdhlt und heisse Kern. Fir g mige gelten:
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a) Die abgeschlossene Hiille § von g ist kompakt.

b) Der Rand y von g sei eine 2n—1 dimensionale, orientierte, wenigstens finfmal
stetigdifferenzierbare Teilmannigfaltighest von IN*", die beziiglich g eine dussere Nor-
male habe.

Dann ist Rd g=Rd §. Der Kern g ist eine echte Teilmenge von 3*”. Ein solcher

Kern existiert immer

IV. Zulassige Mengen. Eine offene Teilmenge G von IME" heisse zuldssig (be-
zdiglich des Kernes g), wenn gilt:

a) Die abgeschlossene Hiille G von G ist kompakt.

b) Es ist g<G.

¢) Der Rand wven G enthilt eine 2n—1 dimensionale, stetigdifferenzierbare, orien-
tierte Teilmannigfaltigheit I' von INE", die beziglich G eine dussere Normale hat.

d) Der Rand von G hat ein endliches, 2n—1 dimensionales CaraTHEODORY-Mass
{(u-Mass).

e) Es ist RdG— I eine u-Nullmenge.

f) Auf der Mannigfaltigkeit IME" gibt es eine stetige Funktion ¢ (P), die im ,,K on-
densator H=G—g zweimal stetigdifferenzierbar ist und in H stetige Ableitungen
erster und zweiter Ordnung hat. Wenn 0 yon o das Differential der Voraussetzung II in
§ 4 st, so gilt:

0 firP4¢G

7.1 P) = 0 P 1 fir PeH,
1) »(P) {1 ey, OSPBISI fir Pe
(1.2) 00 9O yan-2=0 tn H.

Diese Funktion
(7.3) p=¢ (P)=¢(P,G)=9¢ (P,G,9)
heisse das (auf 1) normierte Potential des Kondensators H. Die Menge
(1.4) E={Plogp(P)=0}nH

heisse die krvtische Menge des Kondensators H.
Gemiss II und (4.17) bis (4.24) ist ¢ die Losung einer ersten Randwertaufgabe
der elliptischen, selbstadjungierten Differentialgleichung

n 2n
(7.5) ”‘Z:la,uv (PZ”E,, =O d-h.’l’g=1 ‘}/yl' (Pt#tv= mit
n . 2n
{(7.6) Zl Ayy U, 4y >0 d.h. 21 Yur Gu0,>0  fiir u 50,
pov= ) pov=
n 2n
(7.7) MZI a”ll 2I‘ = O d-ha ”Zl y‘uvt“ = 0.
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Die Losung ¢ ist durch die Forderungen (7.1) und (7.2) nach dem Maximumsprinzip 22
eindeutig bestimmt. Die Randwertaufgabe wird zuniichst lokal gelost. Ein Gebiet K
mit Rand R gehore zur Menge & und heisse eine Scheibe, wenn es eine Abbildung
«€P mit K<U, gibt, wenn K=K UR kompakt ist, und wenn der Rand R eine
zweimal stétigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit von 2" ist, die be-
ziiglich K eine dussere Normale hat. Zu jeder Scheibe K € & gibt es eine GREENsche
Funktion Gg (P, @)®. Schreibt man auf dem Rand R stetige Randwerte f(P) vor, so
wird die Randwertaufgabe fiir K durch

(7.8) U@= [ [(P)2Gx (P, Q) 02n-2

PER

gelost, Um eine Losung fiir eine beliebige offene, beschrinkte Menge H, auf deren
Rand 8 stetige, reelle Randwerte f(P) vorgeschrieben sind, zu erhalten, wendet man

das Verfahren von O. PErroN?* an. Es sei M= ng f(P) und m= Mein J/(P). Die
PES PES

Funktionenmenge B bestehe aus allen reellen Funktionen &(P) der ersten Baireschen
Funktionsklasse, fiir die m<&(P)<M auf H gilt. Fiir jede Funktion £ € B und jede
Scheibe K € ® mit K< H ist der Operator

£(Q) fir Qe H-K,

(1.9) Mcé[Q1= [ &(P)2 Gk (P, Q) 0x2n-2 fir Q€K
PER

erklirt und erfillt die Forderungen

1°. oy M &+ oo M Ey=Mg (0, &+ 22 &) (o, ap konst.).

2°. Mg& <Mgé, fir &<&,.

3°. 90 Mg&[QlOy2n_2=0 fiir Q€ K.

4°, My E£[Q] ist in H stetig, wenn &(P) es ist.

5°. Mg&,[Q]>Mx&[Q], wenn &,(Q)—>&(Q) fiir v—>oo strebt und £(Q) €D ist.

6°. Ist & (Q)= Mg £[Q)] fiir jede Scheibe K € R mit K < H, s0ist 00" £ (P)dy2n-2=0
fir PeH.

Eine Funktion o (P)€ B heisse eine Oberfunktion und gehdre zur Menge {2, wenn
a) w(P) in H stetig ist,
b) w(P)=f(P) fir PeS gilt,
¢) o(P)>Mgw[P] fir jede Scheibe K € & mit K = H und jeden Punkt P€H gilt.

22 Siche E. Horr [27].

% Siehe STERNBERG [24] § 7 und GIRAUD [29,] Seite 223.

# Siehe PerrON [23]. Das Verfahren wurde dort von O. PERrON nur fiir Potentialfunktionen
angegeben, iibertragt sich aber anstandslos auf den hier vorliegenden Fall.
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Oberfunktionen existieren, denn die Konstante M ist eine Oberfunktion. Eine
Oberfunktion nimmt ihr Maximum nicht in H sondern auf S an, ausser sie ist in
einem grossten Teilgebiet von H konstant. Da der Operator Mz und die Oberfunk-
tionen die genannten Eigenschaften besitzen, kann man das Verfahren von Q. PErrON 2
durchfithren und erhélt durch
(7.10) U(P)= fin (P) fixr PeH

»€Q
eine Losung der Differentialgleichung 00* 4 @y2,-2=0 in H. Sie ist nach O. PErRrRON
in jedem Randpunkt Py €S stetig, und hat dort den vorgeschriebenen Randwert f(P,),
wenn es zu Py eine Umgebung U(P,) gibt, fiir die gilt:

«) Es gibt eine in H n U (P,) stetige Funktion 5 (P) mit #(P)=0.
B) Es ist n(P)=0 in Hn U (P,).

v) Es ist n(P)>0 in ﬁm(—l’;).

8) Es ist 5(P)>M.n[P) fir jede Scheibe L€ & mit L<H n U (P,).

Ist nun S n U*(P,) eine zweimal stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit
von ", so kann man zwei Umgebungen U, (P,), U,(P,) mit U, (P,) < U, (P,) <
c U, (P,)< U*(P,) angeben, sodass der Rand von U,(P,) NH eine zweimal stetig-
differenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit von IR%"™ ist, eine #ussere Normale
beziiglich U, (Po) N H hat und Rd (Uy(Pg) 0 H) 0 U, (Py)=8 0 U, (P,) ist. Nun lost man
die Randwertaufgabe in U,(P,) N H gemiss (7.8) fiir stetige Randwerte g(P)>0 mit
g{Py)=90 und ¢(P)>0 auf Hﬂ—RdU—Z(TO). Die Losung % (P) erfiillt die Forderungen
o) bis 3). Somit ergibt sich der folgende Satz:

Satz 7.1. Zulissige Mengen.

Voraussetzung. Die offene, beschrinkte Teilmenge G.von IM2" enthalte den Kern
g und habe eine wenigstens fiinfmal stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit
I' der Dimension 2n—1 als Rand, die beziiglich G eine dussere Normale habe. Jedes
grosste Teilgebiet von G enthalte einen Punkt des Kernes ¢.%

Behauptung. 1. Es st G eine zulissige Menge.

2. Sind die Rinder I' und y und das Differential 0 yzn_o wenigstens g+1 mal
stetigdifferenzierbar mit q-+1>=5, so hat die Potentialfunktion @ in H stetige Ableitungen
bis zur g-ten Ordnung, die wn H stetig sind. Ist 8 Yan—o tnsbesondere reellanalytisch, so
ist auch @ reellanalytisch in H.

% Ist umgekehrt G eine zulassige Menge, so folgt aus (7.1) und dem Maximumsprinzip, dass
jedes grosste Teilgebiet von @ einen Punkt von g enthalt.
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Beweis. 1. Die Forderungen IV a) bis e) sind erfiillt. Der Beweis fiir die Exi-
stenz der Potentialfunktion ¢ in f) wurde soeben angedeutet und soll nicht genauer
ausgefiihrt werden. Nach dem Maximumsprinzip2 ist 0<g@<1 in H, da in jedem
grossten Teilgebiet von G ein Punkt von g liegt.?® 2. Die zweite Behauptung ergibt
sich aus GirauD [29,] und Giraup [29,].%% Es gibt also immer zuldssige Mengen,
w.z. b. w.

Nach E. Hopr [52] ist in jedem Randpunkt Py€ I'Uy die Richtungsableitung
nach der Normalen von ¢ nicht Null (bei Anndherung aus H!). Aus Satz 4.5 erhilt
man somit

Satz 7.2. Richtungsableitung.

Ist G eine zulissige Menge und @ ihre Potentialfunktion, so hat &* @@ yan_o auf den
Randmannigfaltigkeiten y und I' eine positive Dichte.

Dieser Satz gestattet es, eine weitere allgemeine Voraussetzung zu treffen.

V. Kapazitat, Spannung und Potential. Die Kapazitit des Kondensators H
der zulissigen Menge G ser

(7.11) C=0N=C(q, g)=21—nf8*q? Oxan 2.

Y

Nach Satz 7.2 ist C positiv. Die Spannung des Kondensators H sei

1

7.12 R=R()=R(G,9)= —+1—"

(7.12) @)=R (@ 0= 550

Das Potential des Kondensators sei

(7.13) y=y9(P)=y(P,G)=y(P,G,9)=R(G,g9) ¢ (P, G, 9g).

Nach Satz 6.1 gilt
(7.14) C—L Hoo -1 Hoo _ L dpdted
. *‘27_[ @ 12"—2_27t POoYen-2 = 97 PO QOYan-2.
r H

¥

Wegen (4.25) ergibt sich bereits aus (7.14), dass C>0 ist. Weiter gilt:

1 1
(7.15) ﬂ f@‘wp aX27,,_2= 2—5 f@ﬂp 6X2"_2=1.
y r

% Man vergleiche insbesondere GIrRaUD [29,] IV Satz 4 Seite 189 und VII Satz 1 Seite 243,
sowie GIRAUD [293] Seite 389,
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Aus (7.1) und (7.2) folgt

0 fir P4@
(7.16) w(P):{R ff;ip:g 0<y(P)<R fir PeH,
(7.17) 28" p(P)dgan_o(P)=0 fir PeH.

Uber die Monotonie der Kapazitit, der Spannung und des Potentials gibt der fol-
gende Satz Aufschluss.

Satz 7.3. Die Monotonie von Kapazitit, Spannung und Potential.

Voraussetzung. Die zulissige Menge G* enthalte die zuliissige Menge G. Beide
offene Mengen seien dabet beziiglich desselben Kernes zuldissig.

Behauptung. Es gelten die Abschiitzungen

(1.18) (P, )<g(P,G*) fir PeM", GG,
(1.19) »(P, )<y (P,G*) fir PeI", GG,
(7.20) C(@)=C(G") fiir GG,
(7.21) R (@) <R(G?) far GG,

In (7.20), (7.21) wnd (7.18), (7.19) fir PEH*=G*—§ qilt dann und nur dann die
Gleichhest, wenn G=G™ ist.

Beweis: Ks sei G#G*. Die Differenz & (P)=¢ (P, G*)— ¢ (P, @) lost in H=G—3
die Differentialgleichung (7.17), ist auf dem Rand y URd @ von H nichtnegativ, und
weil £(P)=¢(P,G*)>0 in H*—@ gilt, in einem Punkt von Rd G positiv. Also ist
&(P)>0 fiir P€H*. Es folgt (7.18). Wegen & (P)=0 fiir P €y folgt also nach Satz 4.5
und E. Hoer [52] auch C(G)>C(G*), das heisst R(G)<R(G*). Mit (7.18) ergibt sich
(7.19), wobei ¢ (P, G) <y (P, G*) fiir Pe H* gilt, w. z. b. w.

Im Falle einer Verinderlichen, also in W [43], sind ¢ und v harmonische Funk-
tionen.

Nun sind die Voraussetzungen der JEnskNschen Formel und damit des 1. Haupt-
satzes gekldrt, wenigstens soweit diese Vorausetzungen nur von der Mannigfaltigkeit
M?" und der Massbestimmung o X2n-2 abhingen. Wihrend der Kern g festgehalten
wird, mogen die zuldssigen Mengen G nach und nach die Mannigfaltigkeit 2" aus-

schopfen. Dazu wird — spiter in § 11 — noch die Voraussetzung VII gemacht.
6 —533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 29 octobre 1953.
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§ 8. Der erste Hauptsatz.

Aus den in § 3 genannten Griinden reicht es den 1. Hauptsatz fiir meromorphe
Flichen der Stufe p=1 aufzustellen. Zunichst miissen aber noch die Anzahlfunktion

und die Schmiegungsfunktionen eingefiihrt werden.

Definition 8.1. Anzahlfunktion.?’

Auf der Manmigfaltigkeit IME™ sei eine meromorphe Fliche W gegeben. Fiir den
kontravarianten Vektor a#0 sei (a,W)=20. Die Schnittzahl im Punkt P zu o set
v(P,a) und N(x) die zugehorige Schmittstellenfliche. Die Mannigfaltigkeit IRZ" maoge
die allgemeinen Voraussetzungen I bis V erfiillen. Als Funkiion der zulissigen Menge
G werde die Anzahlfunktion zu o von W durch
(8.1) N@o=[v(P,0)p(P, &) 0xzn-z

R(E)
defintert.

Die Anzahlfunktion N (G, a) ist nichtnegattv und dann und nur dann Null, wenn
die meromorphe Fliche W die Ebene (a,v)=0 fiir P € G nicht schneidet, das heisst,
wenn » (P, a)=0 fiir P€G ist. Nach Satz 7.3 gilt

(8.2) 0<N (G, ) <N(G,« fir GG

Zur Definition der Schmiegungsfunktion werden die Voraussetzungen von Defini-
tion 8.1 gemacht. Ist 1 (P) irgendeine Darstellung, so wird durch

| (v (P), &)

(8.3) [ (P), & = [ (P)| [3]

eine eindeutige Funktion von P auf I*™ erkliart, die nicht identisch- Null ist und
nicht von der Wahl der Darstellung to(P) abhingt. Wihlt man eine einheitliche
meromorphe Darstellung 0 (P), so ist nach Satz 6.5 und seinem Zusatz 2° das Dif-

ferential log | (v, ®)|2* v @2, 2 und wegen

k
(8.4) |log [r|| <3 log k-+ 3. [log |w, ||

auch das Differential log |w]&*9dyzs » iiber den Kernrand y und iiber die Rand-
mannigfaltigkeit I' der zulissigen Menge G integrierbar. Dasselbe gilt dann auch von
log || (P), %]|@* 9 @y2n_s. Daher kann man definieren:

% Fiir n=1 siche W [43] Kap. IV § 3 Seite 173.
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Definition 8.2. Die Schmiegungsfunktion.??

Auf der Mannigfaltigl‘ceit > ser esne meromorphe Fliche W =0 gegeben. Fiir den
kontravarianten Vektor & ses (a, W)= 0. Die Manwigfaltigheit W™ moge die allgemeinen
Voraussetzungen 1 bis V erfiilllen. Als Funktion der zuliissigen Menge G werden die

Schmiegungsfunktionen zu & von W durch

o) = pe _J_ ___1,~_ L
(8.5) m (I, 3)=m (G, I, 3)= znrf“’g TR A
(8:6) . 3 =m (6, 7,5) = 5 [ log o e w0
. my, &) =m 5 Y & 97 Og”m(P),—&.“ PIXan—-2
definiert. ’

Da 0 9@yz, » lings I" bzw. y eine positive Dichte hat, und da 0 <||w (P), x|l <1
ist, sind die Schmiegungsfunktionen nichtnegativ:

(8.7) 0<m (I, &), 0<m(y,ax).
Satz 8.1. Gilt in (8.7) das Gleichheitszeichen, so ist die meromorphe Fliche W

konstant.

Beweis. Lings I" bzw. p ist dann niamlich || (P), «||=1. Nach (1.44) gibt es
ein normales Koordinatensystem, in dem & =a,£,#0 gilt. Fiir eine einheitliche mero-
morphe Darstellung ist also

k
oo [ [*= | (@, w) [P =[a [ [w]* =[oy |* 3 |, [ liings I" bzw. y.

Daher sind die Funktionen w,, ..., w; lings I bzw. y, das heisst auf " identisch
Null. Es sind w, (P)e, und damit der konstante Vektor e, einheitliche Darstellungen,
w.z. b.w.

Nun gilt der 1. Hauptsatz:
Satz 8.2. Der erste Hauptsatz.??

Voraussetzung. Auf der Mannigfaltigkeit ME™ seien die allgemeinen Voraus-
setzungen 1 bis V erfiillt. Die Anzahlfunktion und die Schmiegungsfunktionien der mero-
morphen Fliche W auf WM™ werden nach Definition 8.1 bezw. nach Definition 8.2 ge-

bildet. Es ser G irgendeine zulissige Menge.

Behauptung. Fiir jeden kontravarianten Vektor « mit (W, o) =0 hat die Charak-
teristik, die durch

(8.8) T(@=T (@, g)=N(G,a)+m([,a)~m(y,a)

definiert ist, denselben Wert, ist also unabhingig von w.
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Beweis. Es sei B ein zweiter kontravarianter Vektor mit (W, /—3’);7-&0. Ist v (P)
irgendeine Darstellung von W, so ist die Funktion

. 2 (w(P),a)
8.9 P oo f)=—"==0
59) T ]

eindeutig und unabhingig von der Wahl der Darstellung tv(P) auf *" erklirt und
meromorph. Die Vielfachheit ihrer Nullstelle P sei (P, 0) die ihrer Polstelle sei
v (P, o). Ihre Nullstellenfliche sei R, und N, ihre Polstellenfliche. Die Schnittstel-
lenfliche zu « von W sei N (x), die zu /§ sel 5)2(3). Die Vielfachheit der Schnitt-
stelle P zu % sei »(P, %), zu § sei »(P, ). Der Punkt P,eM2™ sei beliebig gewahlt.
Dann gibt es eine Umgebung U(P,) von P, und zwei in U (P,) analytische Funk-

tionen £ ung ¢ mit f=% in U(P,), die in jedem Punkt von U (P,) teilerfremd sind.

Ist U(P,) hinreichend klein, so gibt es eine in U (P,) reduzierte Darstellung v (P).
Da g und % teilerfremd sind, folgen aus

(8.10) (0 (P, B) g (P)= (w (P), &) h(P)
die Abschatzungen

(8.11) v(P,%)=%(P,0) d.h. R@)2R,,
(8.12) v(P, f)=#(P,00) d.h. NEB)2N.0
und die Identitit

(8.13) v (P, )+ (P,0)=v (P, %)+ (P, o),
(8.14) v(P,%)—v (P, B)=»(P, 0)— (P, co).

Da v (P, 0) ausserhalb RN, und » (P, o) ausserhalb N,, verschwinden, gilt

815) [ ((P,0)~7(P, o)} pdgan-s= [ v(P,R)y2xen2— [ (P, )92 xen .
i)toU‘,Rm , 9’&(‘5) %(E)

Wendet man nun die JEnseEnsche Formel (Satz 6.5) auf die Funktion f (P, , ,_73) an,
80 erhilt man mit (8.15) die Gleichung

1
2n[lo
I

(W (P), &)

g (0 (P), «)
(0 (P), B)

Xen—27™ o _ og
2,,7 ‘(w (P), B)

3L¢3X2n—2=

= [v(P.2) 9P, @) oxen2— [ ¥(P,B)p(P, G)0xancs.

-

“n(a) %(8)
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Erweitert man die Briiche mit || und addiert log }—%} log }—{%} =0, so erhilt man
wegen . . .
il _ f 1815 1 f 161 5
10g|&| log & Htryoyeno— P IOgIEIa YOxan-2

Y

nach (1.45) die Gleichung

[ (P). 3 L [iglmieL 21
log-———2 1oty o 2n-2 " o logm——== ¢'ypo 2n-2=
/ o f1T T 2w ) P e,

= f v(P, &) poyan_o— fV(Ps E)Whn—z-

-

=(a) n(5)
Ordnet man nach & und /§, so ergibt sich wegen (8.1), (8.5) und (8.6) die Gleichung
N (G, f)+m(L, B)—m(y, H)=N (6, &) +m (I, &) —m(y, &) =T (6)

also hingt die Charakteristik nicht von & ab, w.z. b. w.

Der 1. Hauptsatz gibt eine Invarianzaussage, di¢ eine Verallgemeinerung des
Satzes: ,,Ein Polynom nimmt jeden Wert, ausser a = oo, so oft an, wie sein Grad an-
gibt. Der 1. Hauptsatz sagt: Eine meromorphe Fliche schneidet jede Ebene (v, «) =0,
abgesehen vom ,unbedeutenden Restglied m (I, ?i)—}n(y, @), ,s0 oft, das heisst
mit dem gleichen Mass N (G, ), wie ihre Charakteristik T (G) angibt. Erst der 2. Haupt-
satz lisst erkennen, inwieweit die Schmiegungsfunktion m (I, @) —m (y, «) tatsichlich
nur ein ,Restglied”“ ist. Der Grad eines Polynomes ist aber auch ein Wachstums-
mass fiir das Polynom. Es fragt sich, ob auch die Charakteristik ein Wachstumsmass
der meromorphen Fliche ist. Dies und einige andere Eigenschaften der Charakteristik
soll nun untersucht werden.

§ 9. Eigenschaften und Darstellungen der Charakteristik.

Die Anzahlfunktion erfiillt die Invarianzforderungen 1 bis 6 von § 3, wihrend
die Schmiegungsfunktionen und die Charakteristik nur den Invarianzforderungen 1 bis
5 geniigen. Die Invarianzforderung 6 bleibt nur bei unitdren Transformationen ge-
wahrt. Ubt man eine beliebige eindeutige, lineare Transformation auf R}* aus, so
bedeutet das den Ubergang von einer Metrik (£|9) zu einer neuen Metrik (r|Y),.
Bezeichnet man die Grossen beziiglich der Metrik (¢ |Y), durch einen Index ® und be-
stimmt man die nur von den Metriken (r|Y), (£|Y), abhingige Konstante 4, nach
§ 1 d, so folgen leicht die Abschitzungen
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9.1) |m® (I, &) —m (I, &) | < log A,
(9.2) | m® (p, @)—m(y, &)|<log 4y,
(9.3) |T®@)-T (@) <2logis,
(9.4) N (6,%)=NO(G, ).

Die Charakteristik und die Schmiegungsfunktionen hingen also nur unbedeutend von
der Metrik ab.28

Um weitere Eigenschaften der Charakteristik zu finden, werden verschiedene Dar-
stellungen der Charakteristik bewiesen.

Satz 9.1. Die Betragsdarstellung.2®

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W 20 habe die einheitliche Darstellung
W (P). Nach §3 Satz 3.2 ff. sei d(P,0) die Vielfachheit der Nullstelle P und d (P, oo)
die Vielfachheit der Polstelle P der Darstellung 1o (P). Es ser #(0) die Nullstellenfliche
und 9(co) die Polstellenfliche der Darstellung Ww(P). Es werde 9 =9(0)U ¢ (c0) und
d(P)=d(P,0)—d (P, o) gezetzt.

Behauptung. Es gilt die Betragsdarstellung

T(G)= %t Jiog [m(P)|*pdyan_a— 51; flog |w(P)| oo yan-a—
(9.5) d v
- [a@p® 6 o35n .

9

Beweis. Da die meromorphe Fliche nicht totaldegeneriert ist, gibt es einen
Vektor & mit (x, w(P))==0. Die Vielfachheit der Nullstelle P weniger der Polstelle P
der Funktion (v (P), a) sei », (P, a). Die Vereinigung ihrer Null- und Polstellenfliche
sei . Nach der Jensenschen Formel (6.68) gilt

1 L 1 -
2n JIOg (10, )| 9o 2n2— 5~ flog [(v, 0)|2* YO xen-2=
r Y

(9.6)

= f’”l (P,2)yp (P, G)2xzn-2
€N

Addiert man die Gleichungen (9.6) und (8.8), so folgt

%8 Fir n=1 sieche W [43] Kap. II § 2 Seite 78.
® Fir n=1 siche W [43] Kap. IT § 2 Seite 81—82.
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T(@)= 5= [1og ([2) 2 poren-s- 5 [log (w32 pozans-
r Y
5D o R R T L
U (a)
Wegen (7.15) darf man darin (|iv||a]) durch |w| ersetzen. Da nach Satz 3.3 nun
» (P, 2)—v (P, x)=d (P) ist, folgt (9.5), w.z.b.w.
Damit ist erstmals eine Darstellung der Charakteristik gegeben, die frei vom
kontravarianten Vektor o ist. Allerdings hat sie den grossen Nachteil, nicht invariant
gegeniiber einem Wechsel der Darstellung zu sein, was ihren Wert sehr mindert.®

Bei den weiteren Darstellungen wird dieser Nachteil nicht mehr auftreten.
.

Ist m(P)=e1+22w, ¢, die Darstellung einer analytischen Fliche gemiss Defini-

tion 3.3, sind die Funktionen w,(P) also auf IM*" analytisch, so setzt man
&
(9.8) M (G)= Max ‘,/ S |w, (P) 2.
PEG y=.

Das Koordinatensystem e,, ..., ¢; braucht nicht normal zu sein. Aus (9.3) und (9.5)
folgt aber
(9.9 T(G)<log* M (G)+2log i, +log?2,

wobei die Konstante 1, nur von der Metrik in R}* abhingt. "Analog dem Fall einer
ganzen Funktion f(z) ist also auch hier im Fall einer analytischen Fliche die Charak-
teristik mit dem Betragsmaximum verbunden. Das ist der erste Hinweis darauf, dass
die Charakteristik ein Wachstumsmass ist.

Eine andere Darstellung erhdlt man durch

Satz 9.2. Eine Mittelwertdarstellung.3!

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei nicht degeneriert.
Behauptung. Es gilt die Miitelwertdarstellung

1

(9.10) T(@)= 3. —

f N (G, &) 61)21;_1 (&),

lap =1

30 Fiir eine einheitliche, analytische Darstellung ist d (P)= 0 und fir eine einheitliche, redu-
zierte Darstellung ist d (P)=0. Ist IM2” der euklidische Raum und & X2n-2 die euklidische Massbe-
stimmung, so ergibt sich aus (9.5) die bei StorLr [53] § 5 (5.17) angegebene Abschatzung der Charak-
teristik, die dort ganz niitzliclie Dienste leistet. Fiir manche Zwecke ist also die Betragsdarstellung
doch brauchbar.

31 Fiir n=1 siehe W [43] Kap. IV § 3 Seite 173 Gleichung (3.3) und Kap. II § 2 Seite 127.



88 Wilhelm Stoll.

27"
(k—1)!
shr euklidisches Oberflichenelement ist.

wobet Vayx_1= nach (2.62) der Oberflicheninhalt der Einheitskugel und dvzx -1 (o)

Beweis. Der Beweis wird wie in W [43] Kap. IIT § 2 Seite 126—130 gefiihrt.
Er beruht auf dem dort bewiesenen Lemma 2 A:

Hilissatz 1. Ist der Vektor 1 nicht Null, so ist der Integralmitielwert

1 1 .1 1 1
11 - T W £ SN U S P
(9.11) Vzk—l_’f log I, a”avgk 1(e) 3 (1 + 5 +e+ P 1) g

lal=1
unabhingtg vom Vektor 10£0.

Der Beweis von Satz 9.2 ergibt sich nach W [43] nun so: Da der Integrand

nichtnegativ ist, darf man die Integrationsreihenfolge f f vertauschen und erhilt:

I |aj=1
11 1 »} s -
Mo = 27 lVZk-—l J‘log ”YD,&”avzk‘l(a) O pOsan-z=
r la|=1
(9.12) _ L J'{—l—flo 1 iy }av (@)=
. Ver o7 g“w,&” YO )en-2 251
lal=1 r
1 - -
= V fm(]", O()a?)gk_l (oc)
2k-1
laj=1
Entsprechend folgt
1 - -
(9.13) mo= i [min 906

laj=1

Aus dem ersten Hauptsatz sowie den Gleichungen (9.12) und (9.13) folgt die Existenz
des Integrales in (9.10) und die Gleichung (9.10), w.z. b. w.
Degeneriert die meromorphe Fliche W nicht, so folgt aus (9.10), dass ihre Charak-

teristik nichtnegativ und monoton ist:
(9.14) 0<T(H<T(G) fir GG

Dies bleibt auch noch richtig, wenn die meromorphe Fliche degeneriert, wie der fol-
gende Satz zeigt:
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Satz 9.3. Degenerierte. Flichen 32

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W 20 liege tn einem linearen Uniter-
raum L, das heisst der Raum L={[a,, ..., 0,]} werde durch m <k linear unabhingige
Vektoren ay, ..., am aufgespannt, und fir jede Darstellung Yo (P) von W gelte:

(9.15) 1 (P) = iwﬂ (P) a, € R3".

. ,
Durch o= Y w.e, werde L linear und eineindeutig in den Raum RE™ mit dem Koords-
p=1

natensystem ey, . .., en abgebildet. Die Vektoren ay, . .., a, seien zu einem Koordinaten-

system Qy, ..., ax von RI* erginzt, dessen duales Koordinatensystem &y, . . ., ax sei. Das
k

2u ey, ..., em duale Koordinatensysiem sei €, ..., ém. Die Vektoren a=2 a,x, € *R3*
A pr=1

m
werden durch *oco= > o, &, € *RE™ linear in *R:™ abgebildet. In R3™ werde durch
r=1

(lv)=(o""tlo7'Y) eine Metrik und in *R:™ die duale Metrik eingefiihrt.
Behauptung. Durch die Darstellungen
(9.19) oW (P)= > w.(P)oa,= zw,, e.eRI™

wird eine meromorphe Fliche oW gegeben, deren Charakteristik T (G), deren Schmiegungs-
funktionen (I, 5), i (v, ﬁ’) und deren Anzahlfunktion N (G, E) sind. Ist (x, W) =0,
so ist (*ax,cW)=0 und es gilt:

(9.17) N(@ a)=N(@ *ca),

(9.18) m (I, a)y= (I, *ox)+ log |"I‘zcix|
(9.19) m(y, a)=1% (y, "o a)+ log l,,lt*ll
(9.20) TG)=T(6).

Beweis. Offensichtlich ist ¢ W wieder eine meromorphe Fliche. Fiir zwei Vek-
toren e L und o€ *R%* gilt

(9.21) (W, %) =”§1w,t = (o1, *oa),
(9.22) |ow|=|craw|=]w].

32 Fir n=1 siehe W [43] Kap. IT § 4 Seite 94 und Kap. III § 5 Seite 143.
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Ist (W,%)=0, so folgt aus (9.21), dass auch (oW, *oa)==0 ist und (9.17) gilt. Aue
(9.22) folgt

[(0, %)| _ (6, *o3)| |*ox]
Iw[[a] [ow[[*oa]| [a]

. -
_flow, *sa|l-Coa.
=|low, *oa 2]

(9.23) |0, &[|=

Aus (9.23) ergeben sich die Gleichungen (9.18) und (9.19). Mit (9.17) bis (9.19) folgt
aus dem 1. Hauptsatz die Gleichung (9.20), w. z. b. w.

Daher hat auch eine degenerierte meromorphe Fliche W =0 eine nichtnegative
und monotone Charakteristik, fiir die (9.14) gilt. Die meromorphe Fliche W = 0 liegt
in einem kleinsten linearen Unterraum L der Dimension 2m. Nach den Satzen 9.2
und 9.3 hat ihre Charakteristik die Integraldarstellung

(9.24) T(Q) = f,l— fN(G, %) @vam_1 (%) > 0.
2m-1
lal=1
a€L

Die Gleichungen (9.10) bzw. (9.24) bilden den Ausgangspunkt fiir eine andere,
wichtige Darstellung der Charakteristik, zu deren Beweis jedoch noch einige Vorbe-
reitungen zu treffen sind.

Im Raum RY* der Vektoren 1 werde die projektive Massbestimmung
(9.25) 2wy (1) = 5 ||| [, &10]

gemiiss §2 (7) Gleichung (2.56) und (2.57) eingefiihrt.®® In dieses Differential wird
nun eine meromorphe Fliche eingesetzt.

Hilfssatz 2. Ist 10 (P) eine beliebige Darsteliung der meromorphen Fliche W 520,
so wird unabhdingig von der Wahl der Darstellung W (P) durch

(9.26) 2y (0 (PY) = [0 (B) [ | [0 (), o10 (P

ewn alternierendes Differential auf IM*™ — abgesehen von den Unbestimmiheitsstellen der

meromorphen Fliche W — eindeutig erklart. Es lisst sich umformen zu

33 Hier tritt eine Besonderheit auf, wenn meromorphe Flachen WP mit einer Stufe p>1 be-
trachtet werden. Auf R?,k ist @wz(%p ) nach (2.57), (9.27) oder (9.29) zu bilden. Will man jedoch

k
2 . .
auch fiir R?,k die Definition (9.25) bzw. (9.28) verwenden, so hat man R?,k mit B () zu identifi-

2 (% - .
zieren und in R () das dussere Produkt zu bilden, das dann mit { , } bezeichnet werde. Man ver-
gleiche dazu auch W [43] Kap. III § 5 Seite 143.
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O21)  owy(w (B) = 10 (B)| {(0(P) | 0 () (@0 By | 1o ()~
— (0w (P) | w(P)) (w(P)| 210 (P))},

028)  swumP)= @I 3 (w10, 1,)05,05,

v=1

(9.29) 6w2(m(P))=%lm(P)l—4§: (w|w) (w]w,,)

02,0%,.
Hov=1 (mz” l 1’n) (mzﬂl mav) g

Beweis. Ist tD(P) eine zweite Darstellung, so gibt es eine meromorphe Funk-
tion A(P)=0, sodass im Durchschnitt der Giiltigkeitshereiche der beiden Darstellungen
w (P)=A(P) W (P) gilt. Es folgt

(9.30) D, ()= %llrbl“|[mb,aat5+al-tb]|2= 32|m|—4 [[A1, A015] P = dewy (D).

Also ist dw,(w) bis auf die Unbestimmtheitsstellen von W eindeutig erklirt. Aus
(9.26) folgt (9.28), woraus sich nach (1.37) wiederum (9.29) ergibt, was mit (9.27)
gleichbedeutend ist, w. z. b. w.

Hilissatz 3.3¢ Das euklidische Oberflichenelement der Ebene (a,0)=0 mit festem
Vektor w#0 sei gemdss (2.55) durch dvex_o(x) gegeben. Fiir zwei beliebige Vektoren u
und v gilt dann

[tv, u}{[w, v}

(9.31) I dvzi2 (@)= { [

ﬂk_l |m|2 -

(@, w)=0
k
Hat vnsbesondere in esnem normalen Koordinatensystem ¢,, . . ., ¢x der Vektor o= > w,e,
y=1
die Koordinate w,#0, so gilt

a1z »: -’, b \ 1 -
032) I=o5 [ [ (Lll%(lt—)(%) Doy 0, . . . Doty Ok,
1

lagl<oo |agl<oo

k
) w .
wobet ay= > o,— 2u sefzen ist.

y=2 W)
Beweis. Die Behauptung (9.31) ist unabhingig von der Wahl des Koordinaten-
systems. Nach (1.44) kann man ein normales Koordinatensystem e, ..., e; wihlen,
m dem

3 Vergleiche W [43] Kap. III § 4.
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(9.33) Co=wie1#0, UW=uje;+1Use,, V=0v] e +vze5+ 0565

k
ist. Im dualen Koordinatensystem ¢, sei o = 2 o, &,. Dann gilt
y=1

1 _yae % g (8 B2 + &3 ) . U up By
9.34 I=—- fe"" : Vo s(a)= 751+ 51
( ) oz 1, |,w1|2 2k 2() !’w1|2 1 |w1|2 2
aj=
mit
]. ~lea Iz;,.._la |2 2 Ii k-1 - -
~11=nk—1 e ' k| oy | 5 Oog 08y ... 00 08 =
legl<oo |ag|<oo
(9.35)
o0 (-]
(1] 0
wobei o, =Vt,¢'% gesetzt wurde. Ausserdem ist
1 lag B — [y )? r s ) k-1 Vom ot ot
12=7'r—k’_’i [ kD o g 'é O O%g ...00, O&y =
fog i< jay' i<
(9.36)
1 .\ k-1
= — ;tT"l e—lazlg—-"—laklzocz&s (%) 80128&2...6ock86'ck=0,
lag <o |ag|<oo
wobei a,=ta, gesetzt wurde. Man erhilt
[ Wb _ wid (1 B -+ up Ba) — w1 B D1 Uy _
= AT 714 -
|01 | |01
(9.37) = |w|™* {(tv| ) (1] v) ~ (0] v) (1| w)} =
= ||~ ([, u] | [, v])-
Damit ist (9.31) bewiesen. Ist in einem normalen Koordinatensystem e, ..., ¢ der

k
Vektor o= > w,e, mit w,#0 gegeben, und ist &, ..., &, das duale Koordinaten-
y=1

k
. . - w,
system, so kann man die Gleichung (a, w)=0 durch o, =@ (g, ..., ax)= — >, %=
y=2 1

auflésen. Die Ebene (, t)=0 hat die Paiameterdarstellung

- - k -
(9.38) C=@ (g, .., )&+ chx,,e,,.

Thr euklidisches Oberflichenelement ist
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I[Zazy e Z-ak] |2:l[¢a221+g2’ ey (Pakgl'l'zk]lzz

I|

|z( 1 @a, [B1s -« os 89t Bvids « - o Ek) T [E2s v o Ex][F=

k
(9.39) = 2 |gg,[P+1=
v=2
k Iw I2
= Ly l=
12:2 lelz
_Inf
[, [*
Also gilt
k- llmlz
(940) 6v2k 2(0(.) (2) l |230(230(2 6ock 66ck.

Aus (9.31) folgt also (9.32), w. z. b. w.
Aus Hilfssatz 3 und Gleichung (9.28) ergibt sich unmittelbar:

Hilfssatz 4. Ist die meromorphe Fliche W 50 nicht degeneriert, und 1o (P) eine
beliebige Darstellung, so gilt fir alle Punkte P mit 1o (P)#0 die Gleichung

04)  wu(wP)= i WEmm%@?

(L"l ;‘,=»
Jw (P’
k
Fiir ein beliebiges normales Koordinatensystem ey, ..., ez mit Ww(P)= le,‘ e, gilt fiir
v s
alle Punkie P mit w,(P)#0 die Gleichung

6’02 k-2 (&)

i (o) & 2w)
|w1|2

1 -1
(9.42) Qw, (v (P)) = % ;— (2) Qg Oy ... Oy O,

lag <o Jagl<eo

Ew, (P)
2% ()

2u selzen 1st.

wobei oy = —

Nun kann der folgende Satz bewiesen werden.
Satz 9.4. Die Normaldarstellung der Charakteristik.3

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei nicht totaldegeneriert. Die projek-
tive Massbestimmung dw, ser gemdss (9.25) defintert und 0w, (W0 (P)) nach Hilfssatz 2
gebildet.33

35 Fiir n=1 siehe W [43] Kap. IV Seite 174 und Kap. III § 4.
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Behauptung. Es gilt die Normaldarstellung

(9.43) T(G)=71tf¢(P’ G)ow, (10(P)) & p2n_2.

G

Beweis. Nach Satz 9.3 kann man wegen 9w, (W (P))=0w,(civ(P)) o.B.d. A.
annehmen, dass die meromorphe Fliche W nicht degeneriert. Im Gebiet D sei eine
reduzierte Darstellung W (P) von W gegeben. Das Gebiet F liege mit seinem Rand
in D und sei beschrinkt. Die auf I&®" stetige Funktion A(P) mit 0<A(P)<1 sei
ausserhalb F identisch Null. Dann werde

(9.44) Ny@)= [ v(P,2)y(P, Q) A(P)Dgen-2
N(E)

gesetzt. Wegen N, (a) <N (G, ) existiert das Integral

1 P -
V2k~1 f Nl (a) avzk»-l (a)

Idf=1

(9.45) J=

und hat wegen N,(x)=DN, (o) fiir 0#0 nach [[] Hilfssatz 1 Seite 142 den Wert

1 .
J=7—z; f N @) e 180wy, ()=
(9.46) &l <ee
t\¥ 1 " . _ _
=(§) = f f e“'""{ v (P, a)lzp@xznAg}aalaal...6ak3ak.
lagl<eo |ay|<eo REINF

Nun wird irgendein normales Koordinatensystem gewdhlt. In ihm ist
k
(9.47) w(P)= 2 w, (P)e,.
v=1

Da die meromorphe Fliche W nicht degeneriert, ist w;(P)=0. Im Gebiet D ist also
die Funktion

k ’ P
(9.48) “(P)=g(Pay .. )= = 2 a, Ziﬁg

meromorph. Da die meromorphe Fliche W nicht degeneriert, ist o, (P) fiir jeden festen
Vektor (ay, ..., ax)# 0 nicht konstant. Fiir diese Funktion gilt

(9.49) oy (P)wy (P)+ og wy (P) + - + o i (P) =0,
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(9.50) oy (P)wy (P) + oy (P)dwy (P) + oy 0wy (P) + -+ + o, dwy (P) =0,

G, o1 Py)

(9.51) do, (P)= w0, (P) lue .

Der Vektor (s, ..., xx)#0 werde festgehalten. Die Funktion «,(P) habe die «,-Stel-
lenfliche M, (x;) und die Vielfachheit », (P, «;) der «,-Stelle P. Die Nullstellenfliche
von w;(P) in D sei M,;. In jedem Punkt P mit w,(P)#0, also in jedem Punkt
PeF—R, ist »,(P,a;)=v(P,x). Daher gilt auch R, (x;) N (F~N,)=N(@) n (F—R,).
Abgesehen von endlich vielen Werten «, sind aber %, N N(x)N F und N, n N, (@) N F
Nullmengen auf R (x) bzw. N, (x;). Daher folgt aus (9.46) die Gleichung

~

o\ k
(9.52) J=(%) 7—[1; J f e‘mz{ f vl(P,al)llpaxgn_z}aal&&l...aakaak.

fagl<oo  Jarf<oo F(a)n F

Da in (9.52) alle Integranden nichtnegativ sind, folgt aus Satz 5.1 und seinem Zusatz

\ k
(9.53) J=(%) 7% f f J6"|H|211p3a1(P)3il(P)axg,,kgaocz@az...30(;‘3&,,,

lagl<ee  Jaj<oo F
wobei fiir «; die Funktion «,(P) einzusetzen ist. Da

(@ 2W) (@, o) i

) _
(954) é—mz——axgn-2=28a16alax2n_g=

;M=

la;wulz” ulz,a'v2n 20

] -

"

ist, folgt nach dem Satz von Fusinx

) 1 10 _’, _.’ ) k_l - —_
(9.55) J=% ;Ef o | el ﬁi}%ﬁﬂ)(%) 0. .. Do B AP yzn_ae
F lagl<oo |ag]<o0 t
Nach Hilfssatz 4 ist aber
1
(9.56) J=7—t J' AMPYp (P, G)ow, (0 (P))Ox2n 2

Fna@
Aus (9.44), (9.45) und (9.56) folgt mit einer DiIEUDONNE-Zerlegung von G die Gleichung
1 - 1
(9.57) T(G)= Vo f N(@, a)ove, 1== f p(P, G) 0w, (1) 0 y2n 2,
2k-1 i 7T P

a)=1
w.z.b.w.
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Die Darstellung (9.43) heisst Normaldarstellung, weil durch sie die Charakteristik

unmittelbar in einfacher Weise gegeben ist. Nun kann auch (9.14) verschirft werden.

Hilfssatz 5. Ist
I

beliebige Vektoren W, uy, ..., U, die Form

Quy Ty &y etne positiv definite HERMITEsche Form, so ist fir
1

HVZE

n

(9.58) St ([0, 0, | [, 1)) 20

" 1
positiv definit. In (9.58) gilt dann und nur dann das Gleichheitszeichen, wenn
(9.59) [w,u,}]=0 fir u=1,..., n

Beweis. In einem geeigneten normalen Koordinatensystem gilt

k i
(9.60) W=we, U,= Qzlu#e e, [W,u,]= 922“)1 Uy [€1, €]

Dann ist

1 Ay ([TD, u#] ' [m: u,,]) =

M=

9.61) "

k

n k
= ;: “uvzwlulteﬁ’lﬁve=ggz

n
2, Oy Wy Uy By By g 2 0.
“ 1 e=1 =

u" 1

Der Ausdruck ist dann und nur dann Null, wenn w,u,,=0 ist fiir alle Indizes

w=>1,0>2, das heisst, wenn [, u,]=0 ist fir u=1,...,n, w.z.b.w.

Hilissatz 6. Ist die meromorphe Fliche W micht totaldegeneriert, so hat das Diffe-
rential Qwy (W0 (P))0yen-o etne nichinegative Dichte auf Mmen, Ist Ws=0 konstant, so ist
dwy (W(P))yan 2=0. Ist W20 nicht konstant, so tst 8w, (W (P)) 2 y2n_sauf hochstens
abzihlbar vielen komplexen Teilmannigfaltigheiten mit Dimensionen 2k<2n—2 Null.

Beweis. Der Punkt P, e 22" und die Abbildung « € § mit P, € U, seien beliebig
gewihlt. Es gibt eine Darstellung m (P) von W auf einem Gebiet D mit Poe DN U..
Dann gilt

(9.62) 2, (10) 0 yzn-2=

M | =

Also hat 2w, (W)@x2. o eine nichtnegative Dichte. Ist diese im Gebiet D identisch

Null, so wihlt man PoeV<SDN U, Da w(P)==0 gibt es ein g mit w,(P)=0.
k

Dann ist v (P)= 3 %‘i e, wieder eine Darstellung auf V. Daher kann man o. B.d. A.
pu=1 %



Die beiden Hauptsitze der Wertverteilungstheorie (I). 97

k

w(P)= > w,(P)e, mit w,(P)=1 annehmen. Da 8w,(0)dx2,-2=0 ist, folgt aus

u=1

Hilfssatz b

n
(9.63) o=[w,w, )= 3 [ " |[e, el
% A=Wy Wiz
n<l “ [
Also ist
(9.64) o=|% v ||t =wis,.
Woz, Wiz, 0 Wiz,

Daher ist w(P)=c¢ eine konstante Darstellung auf D, also auf 9*". Nun sei
dwy (0 (P))dy3n_270. Da abzahlbar viele Gebiete D die Mannigfaltigkeit *" iiber-
decken, bilden wegen

(9.65)  {P|0w, (10(P))0x2ns(P)=0}N D= 61 {P|[0(P), W, (P)]=0}n D

die Nullstellen des Differentials 0w, (10)2y2n-2 hochstens abzdhlbar viele komplexe
Teilmannigfaltigkeiten mit Dimensionen 2k<2n—2. Ist W konstant, so ist sicher
0wy (0 (P))0y2n_2=0, w.z.b.w.

Aus Hilfssatz 6 und Satz 7.3 folgt unmittelbar:

Satz 9.5. Die Monotonie der Charakteristik.

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W =0 ser nicht konstant.

Behauptung. Fiir zwei zulissige offene Mengen G,c G, gilt
(9.66) o 0<T(G) < T(Gy).

§ 10. Zwischenkondensatoren. Zwei andere Darstellungen.

Jede zulissige Menge @ liefert eine kontinuierliche Menge anderer zuldssiger Mengen
G.={P|y(P, @) >R (G)—r}, wie der folgende Satz besagt.

Satz 10.1. Zwischenkondensatoren. 36

Voraussetzung. Die allgemeinen Voraussetzungen 1 bis V werden gemacht. Es
sei G eine zulissige Menge.

Behauptung. Fiir fast alle r in 0<r<R(G), das heisst, fiir alle r in diesem
Intervall mit Ausnahme der Nullmenge M =M () ist G,={P|y(P, G)>R(G)—r} cine
zuldssige Menge. Die zugekorige Randmannagfaltigheit ist '

38 Fiar n=1 siche W [43] Kap. IV § 3 Seite 175,
7 — 533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 29 octobre 1953.
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(10.1) I,={P|y(P,)=R(G)—r und oy(P,G)#0}=RdG,—E,

wobei E die kritische Menge des Kondensators H=G—§ 1ist. Die Potentialfunkiion von
G, ist

p(P,G)—~(R(@G—7r) fir PeG,
10.2 P, G,)-
1o v @ { 0 fir PG,
bzw.
(10.3) # (P, 6) = p (P, Gr).

Die Spannung des Kondensators H,=G,—§ ist

(10.4) : R(G,)=r.
Seine Kapazitit st
(10.5) CGn)=7-

Die zulissigen Mengen G, wachsen monoton in v, das heisst:
(10.6) g<ic GG, cGecGuaGr=6G fir 0<r<r <R.

Beweis. Die Forderungen a) bis f) der allgemeinen Voraussetzung IV sind fiir
die offenen Mengen @, nachzupriifen. Da sich (10.6) unmittelbar aus der Definition
von G, ergibt, gelten die Forderungen a) und b). Mit der in (10.3) und (10.2) defi-
nierten Funktion ¢ (P, G,) ist die Forderung f) erfiillt. Es ist

1
06 =55 [ 0P, G)oans-
7

1
27
Y

R—r

(10.7) -

1
oL (;w(P, G)— )ax2n~2=

11 1

== | a =

; 2nf8 p(P,G)0 202 ;
v

Also ist C(Gy)=1/r die Kapazitit und R(G,)=r die Spannung des Kondensators
H.=G,~g. Die Funktion ¢ (P, ) aus (10.2) ist das Potential dieses Kondensators:
Definiert man I, gemiss (10.1), so liegt Iy im Rand von G, und ist nach § 2 (5)
15° a eine stetigdifferenzierbare, orientierbare Teilmannigfaltigkeit der Dimension 2% — 1
von M2”. Es sei I, so orientiert, dass es eine dussere Normale beziiglich G, hat.
Nach Satz 5.4 gibt es eine Nullmenge M =M (@) des Intervalles 0 <r<R(G), sodass
fir alle r¢ M(@) mit 0<r<R(G) die Niveaufliche Rd G, ein endliches u-Mass hat
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und Rd G,—I,=EN Rd G, eime u-Nullmenge ist. Daher sind auch die Forderungen
c)—e) erfillt. Fir alle r¢ M(G) mit 0<r<R(G) ist G, eine zulissige Menge,
w.z. b.w. v

Fiir diese Zwischenkondensatoren kann man nun auch die Sitze der beiden

letzten Paragraphen formulieren, was hier nicht zu geschehen braucht. Man beachte

aber, dass
(10.8) My(P,Gr)ogan2=0tp(P,G)2x2n s,
(10.9) m(Gr, y, &) =m (G, y,a)

fiir 0 <7< R(G) unabhingig von r sind.
Mit Hilfe dieser Zwischenkondensatoren konnen nun zwei weitere Darstellungen
der Charakteristik bewiesen werden. Um diese Darstellungen aufstellen zu konnen, werde

der folgende Hilfssatz bewiesen:

Hiltssatz 1. Ist die Funktion f(P) auf dem Kondensator H =G —g messbar, und
w5t das Differential f(P)oypdtydyen-2 tiber H~E dintegrierbar, so gilt die Integral-

umformung
R(G)

(10.10) H_fEf(P)awalwaxzn_2=—- [ {ij(waaxm]dr.

0

Zusatz. Existiert das Integral f [f|otwdxan_2 fiir fast alle r in 0<r<R(G)
FT
und ist es iiber dieses Intervall integrierbar, so st das Differential fowotpd yon_o iiber
H — E integrierbar.

Beweis. Der Satz von Fummnt § 2 (5) 15° wird angewandt. Dazu dient die
Ubersetzungstabelle :

Fusnt | IR™ e o(P) m l $

Hier H-E ml={u|—o§<u<+oo} c(P)=R—yp(P,G)| 2n | 1 | 2n-1

Fusini | @ ‘ Mo | a () B(x) y (fv) t(w)
Hier r I=r, | a@=t B @) y (10) =9*(3) t(w)
FusInt o (t) M M, 8 A, aB.

Hier w () H-FE I ftyoyen-s u
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Die offene Menge H — E ist eine 2n dimensionale, komplexe Teilmannigfaltigkeit von
M?", Die Funktion o(P)=R—y(P,G) bildet H—E stetigdifferenzierbar und wegen

(10.11) a5(P)= —dy#0 auf H—E

mit dem Rang 1 in die Zahlengerade M!={u| — o <u< + oo} ab, die in Richtung
von — oo nach + oo orientiert sei. Nach dem Satz von Fumini ist der Mannigfaltig-
keit o '(r)={P|yp(P)=R—r}=1I, eine bestimmte Orientierung zugeordnet. Erteilt
man I, diese Orientierung, so werde es mit I, bezeichnet, wibrend die Bezeichnung
I, die Orientierung durch ein #ussere Normale beziiglich G, anzeige. Gehort die' Ab-
bildung B(g) zZu S,B(Tr) und ist Uz zusammenhingend, so-gehort die Abbildung
ﬂ(g)=;§(ez) zu B(I), wobel e= +1 ist. Es wird I;= T',, das heisst, =1 behauptet.
Zum Beweis werden die Abbildung « (f)=t aus P (M) und die Abbildung y*(3) aus
BH~E) mit UsnU,#¢ gewidhlt. Es sei T=cr und 2z, —ws, 1 +4ws,. Man setzt
y(0)=7"(3), sowie W@E)=y"Bx) und WE)=y Q). Wird t(w)=aoy(w)=
=0y (W)=R—y(y(v)) gesetzt, so ist an der Stelle Tn=t5(i) die Determinante

(10.12) A =det (grady ¢ (), Wz, (D), . . ., W5,,_; @)>0,
das heisst
(10.13) — —det (grad y (y (0)), W3, (Z), . . ., 0z,,_, (1)) >0.

Wegen 0 (z)=1(ez) =y ' Blex) =y B(r) =W ()=t (ex) heisst das

(10.14) A= & det (grad p(y (1), 10s, (D), .- ., Way,_, @) >0.

Die #ussere Normale von Iy=y"'(U,n I}) zeigt in Richtung fallender y-Werte, ist

also — grad y . Nach der Orientierung von I, bilden —E?d—q—)—', Woy, oo W0y,
| grad | | grad v |

ein Rechtssystem. Daher ist

(10.15) — det (grad y (y (), Wz, (¥), .. ., Way, (1)) >0.

Aus (10.14) und (10.15) folgt ¢=1, das heisst, I = 1I".. Die Orientierung von I} ist
richtig gewihlt. Setzt man in das Differential du die Abbildung o (P)=R— v (P) ein,
so erhilt man cou=00(P)= —oy(P). Da oy auf der kritischen Menge E und nur

auf hr verschwindet, erhilt man aus dem Satz von Fusivt die Integralumformung
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S 1P oyetyogns= [ {(P)2yosanr(~0v)=

H-E

(10.16) == [ {[1P)3-posan-of ou=

R

- _J{ff(P)alyzaxgn‘g}dr.

PT
Ebenso folgt der Zusatz aus § 2 (5) 15° d, w.z. b.w.

Satz 10.2. Die sphirische Darstellung der Charakteristik, 37
Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei nicht totaldegeneriert.

Behauptung 1. Der Quotient

luzla”v [m 0 ]l[m mz ]) 23@2(“’)3%21;—2

(10.17) 0<S(P)== . _ G
N T

I

ist auf H—E, abgesehen von den Unbestimmiheitsstellen von W, unabhingig von der
Wahl der Darstellung 1o (P) und der uniformisierenden Abbildung « eindeutig als Funk-

tion von P erklirt.
2. Das Differential S(P)dwdLydyzn_o ist iiber H—E integrierbar.
3. Das Differential S(P)Ly0yan-o ist iiber fast alle Iy integrierbar.

4. Setzt man

(10.18) a=}v f 8y (10(P)) 8 2n 2,
;-
1
(10.19) & =; f dw, m(P))axg,, 2,
GNE
(10.20) Q(r) _1 JS (PYortyoyan—s,
Iy
(10.21) A(t)=71~t f 2wy (10 (P)) 2 g2 -3,
Gt

so gilt die sphiirische Darstellung

37 Fir n=1 siche W [43] Ka,p. IV § 3 Seite 177 und Kap. III § 6 Seite 152.
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(10.22) T(@)= RjG)A () dt

und die Darstellung 0

(10.23) T(@)=aR+ fR(R—'r)Q(r)dr-l— fR(R~r)ds(r).
Ferner ist 0 '

(10.24) A(t)=a+jQ(r)dr+e(t).

5. Ist die meromorphe Fliche W nichtkonstant, so sind a, Q(r) und A(t) positiv.
Ist W konstant, so sind sie Null.
6. Ist £ eine Nullmenge, oder 0yan_o reellanalytisch, so ist &(r)=0.

Beweis 1. Das Differential 0w, (i0)9y2n-2 hat die Dichte

([m’ mz,,] I [ma wzv])
[t —

(10.25) i S 4.

die nicht von der Wahl der Darstellung v (P) abhiingt. Das Differential —0yp ot wdy2n_2
hat die Dichte

(10.26) > V2, V3,

pmov=1

die auf H—E positiv ist. Der Quotient dieser beiden Dichten ist S(P). Also ist
die erste Behauptung und wegen Soydlyodysn 2= —20wy0xan-2 auch die zweite
bewiesen.

3. Nach Hilfssatz 1 gilt

.. 1
”'\,;=7—tf1p(P, G) 0w, (0) 0 yen-2=
G

R 1
=;f3w2(m)6x2n_2+ &‘J"I/)(P, G)awz(m)ax“_g—
(10.27) g £

1
o [ v @S9 poransm
H-E

=a-R+;1-J1p(P, G) 2w, (W) D x2n_2+ f(R—r)Q(r)dr-
0

E

Also existiert das Integral @(r) fiir fast alle 7.
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4, Es sei
’ 1
(10.28) E(r)=7—r f p(P, Gy) 0wy (W) 2 y2n-2.
¢,nE
Fiir r>7" gilt
OSE(r)—E(r')=}t f (pP, )~ R+7)0wy0ya2n-2—
G.nE

1
- f (p(P,)—R+7)00w;0 yan_2=

(10.29) @ nE
=(r—r)e(r)+ f (p (P,AY—R+7)0we @ 2n-2<
EN(G—6,) '
<{@r—r)e(R).

Daber erfiillt Z(r) eine LipscHiTz-Bedingung, ist also totalstetiz. Ebenso erhilt man

E(r')—~2(r)

(10.30) 02—

—e(r)> — dwy0%an-2 —>0 fiir 7 —>r—0.

En{(G—6,)

Daher existiert die linksseitige Ableitung der totalstetigen Funktion Z(r) und ist &(r).
Die Ableitung von #(r) existiert fast iiberall und ist gleich £(r). Auf y ist &Ly #0,
also trifft die abgeschlossene Menge E den abgeschlossenen Rand ¢ nicht. Daher ist
§(0)=0. Es gilt

R

(10.31) §(R)= [e(r)dr= [(R—r)de ().

0

Aus (10.27), (10.28) und (10.31) folgt Gleichung (10.23). Nach Hilfssatz 1 gilt

A(t)=;1l f Ow, (1) y2n_2=

Gg

1 1
=7~lf8w2(m)8xzn_2+7—t f awg(m)ax2n-—2_
g EnG;
(10.32)

1
o [ sPropapoz. .-
Hy;—E

t

=a+e(t)+ | Q(r)dr.
J
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Daher ist Gleichung (10.24) richtig. Aus (10.24), (10.31) und (10.23) folgt die Gleichung
(10.22). Damit ist die vierte Behauptung bewiesen.

Aus Hilfssatz 6 in § 9 folgt die fiinfte Behauptung. Ist 8 y2, o reellanalytisch,
so ist auch y reellanalytisch. Dann ist aber E={P|8y=0} nH eine Nullmenge, also
e(r)=0. Nun sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen.

Diesen Satz kann man natiirlich auch fiir Zwischenkondensatoren aufstellen, in-
dem man G durch G, ersetzt. Man hat dabei (G,);=G: zu beachten. Nach (10.23)
gilt also

(10.33) T(G,)= fr A(t)de.
0 :

Da A(t)>0 und monoton ist, ist T'(G,) im Intervall 0 <r <R totalstetig, monoton und

konvex. Allgemeiner gilt sogar

Satz 10.3. Die Abhingigkeit von r.38

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W sei nicht totaldegenereirt. Es werde
T (Gy)=N(Gg, x)=0 und m(I'y, x)=m(y,a) gesetzt. Ausserdem werde

(10.34) n(@a)= [ »(P,&)oxzn-2
NEING

fiir jeden Vektor & mit (W, a)s=0 gesetzt.

Behauptung. Die Charakteristik T (G,) und die Anzahlfunktion N (G, a) sind in
0<r<R(G) totalstetrg, monoton und konvex. Die Schmiegungsfunktion m (I';, &) ist in
0<r<R(G) totalstetig. Die Schmiegungsfunktion m (G,,y, x)=m(G,y,a)=m(y, &) hingt
nicht von r ab. Im fdibrigen gilt:

(10.35) N (G, @)= [n(G:, &) dt.
0

Beweis. Die Behauptungen iiber die Charakteristik wurden schon bewiesen.
Die Behauptungen iiber die Anzahlfunktion folgen aus (10.35). Da &L y(P, G,)dyzn_2=
=0Ly(P,G)0x2n-2 ist, hingt m(y,«) nicht von r ab. Nach dem 1. Hauptsatz ist
also m ([, a) totalstetig. Es reicht die Gleichung (10.35) zu bewiesen. Wenn r>7’
ist, gilt

38 Fur n=1 sieche W [43] Kap. IV § 3 Seite 176.
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OSN(Gr, &);N(Gf” &)=

= [ @@ O-R+n)v(P,0)0gen2— [ (P, G®-R+r)v(P,a)0xzn-2~
(10.36) REING, REING,

=(r—1)n(Gr, )+ [ WP, H—R+r)v(P,%)dgzn2<
R(EIN(Gp—Gp)
<(r—r)n(G ).

Daher erfiillt N (G,, o) eine LipscuiTz-Bedingung, ist also totalstetig. Ebenso erhélt man

N (6r &) =N (G, 3)

O 7 _n(Gy, &)=
r—r
(10.37)
P, G)—R+r
= 'ﬂg—T%?—tvamn‘zZ— f vOxen-2 > 0
RNE@E)N(G~Gp) RE@) O (G,—Gp)

fir #'—>r—0. Daher existiert die linksseitige Ableitung der totalstetigen Funktion
N(G,,a) und ist n (G, ). Wegen

(10.38) NG &)= [ p(P,G)v(P, %) xan-2<rn(G,3)
RN(E)

strebt N (G, «)—>0 fiir - +0. Man erhilt also

(10.35) NG, a)= [n(G, a)dt, w.z.b.w.
0

Nach Satz 10.2 ist die Charakteristik eng mit dem ,,Wachstum‘ der meromor-
phen Fliche verkniipft. Im komplexprojektiven Raum PB2*-% der Dimension 2k —2,
der aus den Koordinatenverhiltnissen = (w,:...:wx) besteht, wird durch 9w, ()
eine KAHLERsche Metrik gegeben. Auf der Mannigfaltigkeit IM?" gibt das Differential
Oyen-2 eine Massbestimmung. Im Produktraum P2*-2xIN2" erteilt das Differential
2wy ()0 %242 dem Funktionsbild

(10.39) W={(w, P)|w=1(P), PeN2"}

der nichtkonstanten, meromorphen Fliche W =20 eine positive Massenbelegung. Misst

man den Flicheninhalt des iiber G, gelegenen Teiles von W mit dieser Massenbelegung
dwy(10) 0 x2n_2, 80 erhilt man gerade 7 A4 (f). Dieser Fiiicheninhalt m» 4 (f) ist ein Mass

fir die ,,Grosse, das heisst, das ,,Wachstum‘ der meromorphen Fliche. Dasselbe
R

gilt dann auch fiir das Integral T(G)=}t f nd)dt.

0
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Es gibt aber noch eine andere wichtige Wachstumseigenschaft der Charakteristik.
Nach (10.23) ist
(10.40) T(G)=aR(G).

Ist nun G® ecine Folge zuldssiger Mengen, so ist

T (G")
(10.41) lim 25 gy 24> 0

y—->00

Strebt fiir eine Folge G die Spannung R(G®)—> o fiir v o, so strebt
(10.42) T(G*)—> oo fiir ¥ oo,

wenn die meromorphe Fliche W nichtkonstant ist. Man beachte, dass die Voraus-

setzung lim BR(G™)= o nur von der Mannigfaltigkeit IM>" und der gewihlten Mass-
>0

bestimmung 9y2..2 abhingt, nicht aber von der betrachteten meromorphen Fliche.
Im nichsten Paragraphen soll gezeigt werden, dass sich unter gewissen Voraussetzungen
dic Konstante @ in (10.41) durch eine Konstante >0 ersctzen lisst, die nicht von

der Wahl der meromorphen Fliche abhingt.

§ 11. Mannigfaltigkeiten mit der Gesamtkapazitiit Null.

Zunichst moge die am Schluss des letzten Paragraphen versprochene Konstante

eingefithrt werden, was in Form eciner allgemeinen Voraussetzung geschchen moge.

VI. Der Eichfaktor.® Die allgemeinen Vorausselzungen 1 bis TI1 werden ge-
macht. Im offenen Kern g werde eine kompakte Menge K, # O beliebig, aber weiterhin
fest gewihlt. Es set R die Menge der Nullstellenflichen R, die in g abgeschlossen sind,

fiir die also RNg=Nng gilt, und fiir die K, NN nicht leer ist. Dann heisse

(11.1) b= flin Jal2n-2
memmm

der Eichfaktor der Massbestimmung. Es werde M+ O vorausgeselzt.
Der Eichfaktor ist positiv, wie sofort gezeigt werden wird. Er ist gewissermassen
der analytische Abstand der Menge K, vom Kernrand y. Er gibt eine gewisse

3 Far n=1ist b=1; denn dort wéro analog b= fin 2 »(P) zu setzten, wobei ¢ die Menge
NER PEg
aller endlichen oder abziahlbaren Mengen Nmit RNK ¢ 7 O ist, und v (P) = vy (P) ihre charakteri-
stische Funktion ist. Ist fiir n>1 eine nichtkonstante meromorphe Flache vorhanden, so ist N
nicht leer.
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Eichung der Massbestimmung und hidngt nur von der Mannigfaltigkeit, der Massbe-
stimmung, dem Kern und der kompakten Menge K, ab. Eicht man 8ys,_» so, dass
b=1 ist, so dndera sich T(G), N(G,a),m(I,x) und m(y,x) nicht, wihrend sich p
und R mit & multiplizieren. Um jedoch die sich — unwesentlich — indernden Funk-

tionen nicht neu bezeichnen zu miissen, werde die Eichung b=1 nicht vorgenommen.

Satz 11.1. Der Eichfaktor ist positiv.

Beweis. Der Punkt Pye€ K, und die Abbildung «(3) € B mit Py=o(3y) € Ua wer-
den beliebig gewihlt. Es werden die Kugeln

Ui=Ui(P)=1{3 | |3—3o|<37}: U,=U,(Py)=a(U1(Py),
Us=Uz(P)={3 | |3-3]<r}, Uy = Uy (Py) =a (Uz(Py)

n

so klein gewahlt, dass Uj(P,) in a '(gn U,) liegt. Da Zla,,,u,ni,,positiv definit
= :

ist, gibt es eine Konstante ¢>0, sodass
n n
(11.2) 3 anPo)udze3 ulf=cluff>0
o V= p#=1

fir alle Punkte PeU, und alle Vektoren u#0 gilt. Nun wird die Existenz einer
positiven Zahl b(P,) behauptet, sodass

(11.3) [ 0x2n-22b(Py)>0
fng

fiir alle Nullstellenflichen R mit R n U, (Py) # @ gilt. Ist eine solche Nullstellenfliche
N gegeben, so wihlt man einen Punkt P, e R n U,(P,) aus. Der Punkt 3 =o' (P,)
liegt in der Kugel U; Daher liegt die Kugel V'={3||3—3|<2r} in Ui. Die
Dichte der euklidischen Massbestimmung 2vg,.2(3), die in (2.55) definiert ist, lings
R=a(UPHNN) sei v, die Dichte des Differentiales @ y2n_o lings N’ sei x. Ist
3(9) € P (J¥) eine Parameterdarstellung von ', so gilt®

]
1z 2| e r2n) TV S|
== @, (—1)* -1y >
x 4 I‘-’Z=1 “ ) 3(y1a L] yn—-l) ( ) a(yla LIS ] y”—l)
(11.4)
L TR DR |
>e =c-v.
vg:l a(yb ey ?/n—l)
Daher gilt
(1L.5) f Oxan22 j Oxan_z2=¢C I OVan_2=¢C f 0V p_2.

Rng %' n0, ®nU, RNV’
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Die Kugel V' ist ein Cousinsches Gebiet. Die Nullstellenfliche M ist in V'
abgeschlossen. Also gibt es eine in V' analytische Funktion f(3), deren Nullstellen-
fliche gerade N’ ist und die in jedem gewdhnlichen Punkt von R’ mit der Vielfach-
heit 1 verschwindet. HEs sei »(3) die Vielfachheit der Nullstelle 3 von f. Die projek-
tive Massbestimmung @wen_2(3—3;), die in (2.56) definiert ist, hat nach [I] (3.13),
die nichtnegative Dichte |3—3,|7*"|(G—31, v, - - » dup_y) I* léings R'. Werden Vin_z (r)
und Wg,_2 nach (2.61) und (2.63) definiert, ist V"' ={3 | |3 —3.|<r}, so besteht nach [I]
Satz 10 die Gleichung

1 1 1
Vzn-z(f) f avzn_z_vzn-z(”) f V(a)av“—2=W2r;_2 f v () dw2n-2tv(3).
o w

n dld [14 n el

(11.6)

Da V” in V' enthalten ist, und 3; zu N’ gehért, also »(3,)>1 ist, folgt

(11.7) [ogen-2=c [ 0van-azc [ d0zn_2>cVan_o(r)-1=b(Py)>0.
Rng RNV’ NNV’

‘Endlich viele offene Kugeln U,(P,), ..., U;(P;) iiberdecken die kompakte Menge K,.

erhilt man die Abschitzung
(11.8) b= fin f O x2n-2>by>0,
NER oy
w.z.b.w.

Ist nun die meromorphe Fliche W0 nichtkonstant, so wihlt man einen Punkt
Pye K, und eine in P, reduzierte Darstellung i (P). Es lisst sich immer ein kontra-
varianter Vektor a#0 so finden, dass (i (Py), x)=0, aber (1 (P), x)==0 ist. Dann ist
aber v(Py, a)>0. Daher gehort N(x) zur Menge R. Also gilt

NG o= [ 9@, Gv(P,%)0x2n 2>
NE)

2R(G) [ Open-2Z
INN(E)

>R(G)-b.

Aus dem ersten Hauptsatz folgt

(11.9) m(y, %)+ T(®) =N (G %)=R(G)b>0,
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wobei b der Eichfaktor ist, also nicht von der meromorphen Fliche W abhingt. Da
die Schmiegungsfunktion m(y,«) noch von der zuldssigen Menge G' abhingt, muss
der Grenziibergang G—>I2" noch etwas genauer untersucht werden. Zunichst werde

noch eine allgemeine Voraussetzung gemacht.

VII. Ausschéptung. Zu jeder kompakten Menge K der Mannigfaltigheit 2"
gebe es wenigstens eine zulissige Menge mit Go K. Es set &, die Menge aller zulis-
swgen Mengen.

Ist die Funktion f(G) fiir alle zuldssigen Mengen G, die eine kompakte Menge
K, umfassen, erklirt, so strebe f(G)—a fiir G—I*", das heisst, es gelte

(11.10) a= lim f(G),
c—-m2n

wenn es zu jedem &>0 eine kompakte Menge K, gibt, sodass
(11.12) /(@) —al<e

fiir alle zuldssigen Mengen (> K, U K, gilt. Tntsprechend fiihrt man die Begriffe
lim f(G)=oo0, lim , lim , O, o fiir G—>I2" ein. Nun werde definiert:
G2 G-IE™ o aBn

Definition 11.1. Gesamtkapazitit und Gesamtspannung. 4

Die Gesamtkapazitit der komplexen Mannigfaltigheit IME™ ser durch

(11.13) €= fin C(6)=0
GEG,

erklirt, die Gesamtspannung sei

1 .
(11.14) Jj_lg Bl €>0 ist,

oo, falls €=0 ist.

Die Gesamtspannung und die Gesamtkapazitit hingen nur von der kompakten
Mannigfaltigkeit %", dem Kern g und der Massbestimmung 0y2.-2 ab. Wie bei
bei W [43] beweist man:

40 Die in (11.10) bis (11.18) eingefithrten Begriffe entsprechen genau denen bei einer Verinder-
lichen. Man vergleiche hierzu W [43] Kap. IV § 6." Zu Definition 11.1, Satz 11.2 und seinem Beweis
siehe insbesondere Seite 190, zu (11.17) und (11.18) siche Seite 200.
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Satz 11.2. Gesamtkapazitit und Gesamtspannung.

Es qilt
(11.15) €= lim C(G)< .
Gm2n
(11.16) J= fin R(@)= lim R(G)< .
GEG, Gop2n

Beweis. Es reicht (11.15) zu beweisen. Zu jedem £>0 gibt es eine zulissige
Menge @., sodass §<C(G,)<C€+e¢ ist. Es ist K,=G, kompakt. Fiir alle zuldssigen
Mengen Go K, ist E<C(H=<C(G)<C+¢e, w.z.b.w.

Wie bei W [43] ist es zweckmissig die folgenden Abkiirzungen zu benutzen: Ist
die Funktion s(@) fiir alle zuldssigen Mengen G erklirt, die eine kompakte Menge K,

umfassen, so sei

(11.17) 8(G)=(0),
wenn

_fom  fir€>o0 o o,
(11.18) S(G)_{O(R(G)) fiir €0 fir G—-M

ist. Nun kann man die Schmiegungsfunktion m(y, ) abschitzen.

Satz 11.3. Eine Abschitzung der Schmiegungsfunktion. 4!

Voraussetzung. Die meromorphe Fliche W ser nicht degeneriert.

Behauptung. Die Schmiegungsfunktion m(y,«) st fir alle kontravarianten Vek-
toren a#0 stetig. Es gilt
(11.19) m(y, &)= (0)

gleichmiissig fiir alle kontravarianten Vektoren & #0.

Beweis. Fiir jede positive Zahl w werde
1
11.20 ,,,={P log ——T-<w} n
(1120 ve= P8 oy 2y =) 7

gesetzt. Der Punkt P,€y werde beliebig gewihlt. Dann gibt es eine beschrinkte,
offene Umgebung U (P,) mit einer auf U (P,) analytischen Darstellung 1 (P) von W.
Es sei U,(P,) eine offene Umgebung von P, mit U,(P,) < U (P,). Die Funktion A(P)
mit 0<A(P)<1 sei auf I*" stetig, ausserhalb U, (P,) sei sie Null aber sonst beliebig
gewihlt. Es sei ay#0. An Hand der Tabelle

41 Fiir n=1 siche W [43] Kap. IV § 6 Seite 192.
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Satz 5.5 G man K gEn-t 0Asn_i Fy(P)
Hier U(Po) men K nU, (Po) yNU(Py) | & pdgen-2 IW(P)I
Sata 5.5 fo (P) C b Q %b @c

Hier (m(P), I:—"l) 1|0 |y | & |6
0

bestimmt man die Konstante b aus Satz 5.5, die hier ) heisse, um sie vom Eichfaktor
zu unterscheiden. Auf U(P,) ist |w(P)|<M. Fiir jeden kontravarianten Vektor aus

4, {oclloc ao|< Iocolund 2|oc|>la0|} gilt

a=d - &=

[l % Ta[ sl

2  2b) -
<Mﬁﬂﬁﬂ%b

<

(mm%ﬂ(mmlﬂkmwn

(11.21)

)| 5],

(11.22) | (0(P), a)| =

Also gehort die Funktion (w ), r |) zu . Daher strebt
(11.23) - J A(P) 1og e 2 9B an g = J A(P)1 yd
EZIN) # e, 5 7 P OR T P 108 [ & 9O
Yo N Ur(Po) y0 Ur(Po)

fiir w— oo gleichmissig fiir alle kontravarianten Vektoren o € 4,. Mit einer DIEU-
DONNE-Zerlegung folgt sofort, dass

.1 1 1 1 -
194) I,(@)=— YOV 1 =y,
(1 ) () 5 f log T, <] POx2n-2 o f log M ,a”é)lzpaxg 2=m (y, &)
Yo y

fir w—>oco gleichmissig in einer Umgebung 4°={a | |a—a|<by und 2|&|=|a|}
mit b,>0 strebt. Die charakteristische Funktion der Menge y, =7y, (&) sei
(0 fir P¢yn(x),

(11.25) e (P, &):ll fir P €ya(a).

Dann strebt o(P,a)—>o(P,%,) fiir a—>%, und alle P¢y, die nicht zu Rd y,(x)=
=70 (%) — Vu(t) gehoren. Die hochstens abzihlbar vielen Werte w, fiir die Rd y,, )



112 Wilhelm Stoll.

keine Nullmenge auf y ist, werde ausgeschieden. Fiir x—>a, strebt dann
I(&)=Lf (P, %) log -~ B ypdygn s>
® . o\, g " 0, &“ YOxen-2

(11.26) v . L
o f@(P &) log T, ”3 Yo xzn-s2

Y

denn der Integrand ist durch log wolydyan-o gleichmissig beschrinkt. Aus (11.26)
und (11.24) folgt, dass m(y, «) an der Stelle «, stetig ist. Da ax,#0 beliebig gewihlt
war, ist m(y, &) stetig fiir a#0.

Wegen m(y,a)=m(y,7a) fir 7+#0, gilt (11.24) fiir alle Vektoren x40 gleich-
miéssig. Die zulissige Menge G> (@G, werde beliebig gewihlt. Nach Satz 7.3 ist
E(P)=¢(P,6)—¢(P,G,) positiv in G—g und identisch Null lings y. Daher hat
0L EDysn o nach Satz 4.5 eine nichtpositive Dichte. Es gilt also

1 1
m(G,y, —_ flog I, ”alq;axz,, 2+ f log &”3‘-1/)(1), Foyzn-2<
(11.27) e
1 R(G) }
1 n-g.
f o i 21 (3 ¥ ) 2

Zu jedem £>0 wihlt man w=w, so gross, dass
(11.28) f lOg ”w a” P Go)ax2n 2 <&

ist. Dabei hingt w, nicht von der zuldssigen Menge G und nicht vom kontravaljianten
Vektor « ab. Es ist

- R
11.2 .
(11.29) m{G, y, §)§w6+sR(Go)

Daher ist m (@, y, @)= (0) gleichmissig in x#0, w.z. b.w.
Nun ist es leicht, die versprochene Abschitzung zu beweisen.

Satz 11.4. Eine Abschitzung der Charakteristik nach unten.4?

Voraussetzung. Die Mannigfaltigheit 2" habe die Gesamtkapazitit € =0, das
heisst die Gesamispannung J = co. Es sei b der Eichfaktor. Die meromorphe Fliche
W =0 sei nicht konstant.

42 Fur n= 1 siehe W [43] Kap. IV § 6 Seite 192 Gleichung (6.4).
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Behauptung. Es gilt die Abschiitzung

(11.30) lim %E—g;zbw.

Beweis. Nach Satz 9.3 kann man o.B.d. A. annehmen, dass die meromorphe
Fliche nicht degeneriert. Die Ungleichungen (11.9), (11.18) und Satz 11.3 ergeben

(11.31) T(G)=R(G)b—o(R(G)) fir G—M?",

woraus unmittelbar die Behauptung (11.31) folgt, w.z.b.w.

Noch einmal sei darauf aufmerksam gemacht, dass die Konstante b nur von den
geometrischen Voraussetzungen: I*", dy2,-2, ¢ und K, abhingt und fiir alle nicht-
konstanten, meromorphen Flichen beliebiger Dimension und Stufe dieselbe Zahl ist.
Satz 11.4 ist eine Verschirfung eines Satzes von LiouviLLe, der aus ihm folgt:

Satz 11.5. Satz von LIOUVILLE.

Voraussetzung. Die Mannigfaltigkeit IM*" habe die Gesamtkapazitit € =0, das
hevsst die Gesamtspannung J = co. Die analytische Fliche W habe in einem geeigneten
Koordinatensystem ey, . . ., e die reduzierte, einheitliche Darstellung

(11.32) wPy=e¢ + iw, (P} e,.

Die Funktion |10 (P)| sei auf 2" beschrinkt.
Behauptung. Die meromorphe Fliche ist konstant.
Anmerkung. Insbesondere ist evne beschrinkte analytische Funktion konstant.

Beweis. Jede Koordinate w, ist beschrinkt. Also ist auch
~x
(11.33) M (G)= Max ]/ Slw, (P) <M
' PeG " v=2

fiir alle zuldssigen Mengen G beschrinkt. Nach Ungleichung (9.9) gibt es dann eine
Konstante 2 log A,, sodass

(11.34) T(6)<log* M(G)<2log A, +log 2<log* M +2 log 24,

gilt.: Daher ist die Charakteristik beschrinkt. Nach Satz 11.4 ist die meromorphe
Fliche und damit auch t(P) konstant, w.z.b.w.
8—533806. Acta mathematica. 90. Imprimé le 29 octobre 1953.
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Die Anmerkung ergibt sich, indem man die meromorphe Fliiche mit der reduzierten
Darstellung W (P)=¢;+fe, betrachtet. Den Satz 11.5 kann man auch noch anders

aussprechen :

Satz 11.6. Analytische Abbildungen.

Voraussetzung. Die Mannigfaltigheit *" habe die Gesamtkapazitit € =0, das
heisst, die Gesamtspannung J = oco und werde durch o(P) analytisch in den 2k dimen-
stonalen, euklidischen Raum R:* abgebildet,

Behauptung. Der Bildbereich o (I2") ist entweder ein Punkt oder micht beschrinkt.

Beweis. Man wihle ein Koordinatensystem e,,..., e, im Bildraum R}*. Die
Abbildung ¢ (P) wird durch

(11.35) o(P)= Z: w,(P)e,

gegeben, wobei die Koordinaten w,(P) auf IM*" analytisch sind. Nun wendet man
Satz 11.5 auf die meromorphe Fliche

k
(11.36) W(P)=¢y+ 3 w(P) e, € R

an und erhilt die Behauptung, w.z.b.w.

Eine Mannigfaltigkeit mit der Gesamtkapazitit € =0 ldsst sich also nicht pseudo-
konform auf ein schlichtes, beschrinktes Gebiet, oder auch nichtschlichtes Gebiet mit
beschrinktem Grundgebiet abbilden.
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