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Einleitung.  

In der Wertverteilungstheorie wird der Werteverlauf meromorpher Funktionen 

unSersucht. Zun~ichst mSge an den Fall einer Ver~inderlichen erinnert werden. Hier 

macht bereits der Hauptsatz der Algebra drei wichtige Aussagen fiber den Wertever- 

lauf eines Polynomes vom Grad n, niimlich: 

1. Eine Invarianzaussage, Jeder Wert a # oo wird genau n-mal angenommen, das 

heisst, die a-Stellenanzahl n h~ngt nicht von a #  c<) ab. 

2. Eine Wachslumsaussage. Der Grad misst das Wachstum des Polynomes beim 

Grenziibergang z --> c~. 

3. Die a-Stellenanzahl, oder wie man auch sagen kann, das a-Stellenmass ist 

gleich dem Wachstumsmass. 

Diese drei Aussagen bilden bereits die beiden Haupt~tze in ihrer einfachsten 

Gestalt. In der Wertverteilungstheorie wird nun gezeigt, wie sich diese drei Aussagen 

auf meroraorphe Funktionen verallgemeinern lassen. Ist die Funktion ](z) fiir 

]z[<J_< oo meromorph, so z~ihlt man ihre a-Stellen im Kreis ]z[<_t mit ihrer Viel- 

:faehheit v (z, a), was 

(0.1) n (t, a)= ~ v (t, a) 
Izi<_t 

ergibt. Als a-Stetlenmass w/ihlt man die Anzahl]unktion 

r 

(0.2) N (r,a) = ~ n ( t , a ) ~  >~ 0 (0<r  0 < r < J ) .  

7" 0 

1 - 533806. 90. Aeta  mathematica.  I m p r i m 6  le 28 octobre  1953. 



2 Wilhelm Stoll. 

Um eine Invarianzaussage zu erhalten, muss man noch ein Restglied, die sogenannte 

~2 wl wobei w 1 und w2 Schmiegungs/unktion, einfiihren. Dazu setzt man a = - - -  und ! = - - ,  
~I W2 

in ] z I < J analytisch sind und a = ~ durch (~x, cr = (0,1) gegeben wird. Die Schmie- 

gungsfunktion ist 

1 ; Vlwll  ~ + Iw~l ~ Vl~ , l  ~ + 1~21~dV>0. 
(0.3) m (r, a) = ~ J log I Wl 0~1 + W2 g2 I --  

Izl~r 

Unter dem Logarithmus steht das Reziproke des im Raum gemessenen Abstandes, 

den der Wert  a vom Funktionswert [ auf der Riemannschen Zahlenkugel hat. 

Der erste Hauptsatz I besagt nun, dass die Charakteristik 

(0.4) T (r) = N (r, a) + m (r, a) - m (ro, a) 

unabhi~ngig vom Wert a ist. Das ist die Invarianzaussage. Die Charakteristik ist auch 

ein Waehstumsmass. Bei ganzen Funktionen ! w~chst sie n~mlich wie Max log1/ (z) l .  
Izl<_r 

Bei meromorphen Funktionen, also allgemein, ist 

(0.5) T (r) = A (t) - i  >- 0, 

Ir o 

wobei 

(0.6) ~ A (t) = (] wl I s + I w~ I~) ~ (1 + I/I~) ~ 
Izl<_t Izl<_t 

der Fl~cheninhalt des (vielleich mehrfach zu z~hlenden)Teiles der Zahlenkugel ist, 

der bei der Abbildung des Kreises ] z I -< t dutch / (vielleicht mehrmals) iiberdeckt wird. 

Dieser Fl~icheninhalt und damit die Charakteristik misst das Wachstum der mero- 

morphen Funktion ]. Da neben einem unbedeutenden Glied m (r o, a) im 1. Haupt-  

satz noch die positive Schmiegungsfunktion m (r, a) auftritt ,  ls sich die 3. Aussage 

nut  unvollkommen verallgemeinern: 

(o.7) N (r, a) < T (r) + const. 

Das a-Ste[lenmass ist nicht gr5sser als das Wachstumsmass. 

1 Zu den beiden Haupts/~tzen siehe NEVANT.XNNA [36]. Dabei bezieht sich ,,NEVANLINNA [36]" 
auf die Literaturangabe am Schluss der Arbeit. Die Zahl ,36"  ist das Erscheinungsjahr der Arbeit. 
Die Arbeit ,,HER~L~NN WEYL und JOACHIM WEY/~ [43]" werde kurz mit  W [43] und die Arbeit 
STOLL [52] mit  [I] zitiert. 



Die beiden Haupts/~tze der Wertverteilungstheorie (I). 

Der 1. Hauptsatz gibt keinerlei Aufschluss dariiber, wie gut sich die Anzahl- 

funktion N (r, a) der CSarakteristik T (r) anschmiegt, das heisst, wie klein die 

Schmiegungsfunktion m (r, a) ist. Dass nur in wenigen AusnahmefMlen die Schmie- 

gungsfunktion gross wird, das besagt der zweite Hauptsatz: 1 
Sind q paarweise  verschiedene Zahlen a~ gegeben, ist die nichtkonstante Funktion 

1 
/(z) in Izl<J<<_cx~ meromorph und ist im Falle J < c ~  ausserdem log]~-r=O(T(r) ) 
fiir t-+J, so besteht fiir jedes s > 0  die Abschatzung 

q 

(0.8) Z m (r, a~) _< (2 + s) T (r) 
v = l  

vielleicht mit Ausnahme einer Menge A = As yon Radien r, fiir die im Falle J = oo das 

f f dr existiert. Die Schmiegungs- Integral --drr bzw.- im Falle J < c~ das Integral J -  r 
A A 

funktion ist nun prozentual gross gegeniiber der Charakteristik, wenn der Defekt 

(0.9) ~ (a) = lim m (r, a) 
~ T (r) 

positiv ist. Nach dem 2. Hauptsatz gibt es unter seinen Voraussetzungen hSchstens 

abz/~hlbar viele Werte a mit positivem Defekt. Es gilt 

(0.10) ~ 8 (a) _< 2. 
a 

L~sst beispielsweise die Funktion / den Wert a aus, so ist ~ (a) = 1 ; also 1/isst eine in 

I z [<  c~ meromorphe, nichtkonstante Funktion hSchstens zwei Werte aus. Das ist der 

Satz v o n  PICARD, Wovon tier 2. Hauptsatz  eine weitgehende Verallgemeinerung ist. 

Der 2. Hauptsatz kann noch versch~rft werden. Ist die F u n k t i o n / a n  der Stelle 

z regular, so sei v (z)> 0 die Vielfachheit der Nullstelle z ihrer Ableitung ]', hat abet 

der Stelle z einen Pol, so sei v ( z ) > 0  die Vielfachheit der Nullstelle z yon (1)  ' . - -  / a n  
\ t !  

Setzt man 
r 

(0.11) V( r )=  [ { ~  v(z)} 
dt 
- - 7  

J l z l ~ t  t 
t o 

so gilt unter den erwghnten Voraussetzungen 

q 

(0.12) ~ m (r, a,) + V (r) _< (2 + s) r (r) 
v = l  

mit Ausnahme einer Menge A der obigen Art. Mittels V (r) kann man Verzweigt- 

heitsaussagen machen. 



4 Wilhelm Stall. 

Gelten nun diese beiden Haupts{itze auch fiir Funktionen mebxerer Ver~a~derlichen? 

Nach verschiedenen anderert Ans~tzen, wurde der 1. Hauptsatz van H. Klq~SEK 2 au[ 

eine in [ 3 [ < J --< oo meromorphe Funktion / (3) = / (Zl . . . . .  z~) fibertragen, indem er ihn 

ffir die Funktion l (z 5) der einen Ver~nderlichen z aufschreibt und fiber die Ein- 

heitskugel I I~l = 1 integriert und durch deren Inhalt  teilt. Er erh~lt 

(0.13) T (r) = N (r, a) + m (r, a) - m (ro, a). 

Interessant ist dabei besonders die Gestalt, die H. KNESER den Funktionen T, N und 

m durch einige Integralumformungen gibt. Ist n (t, a) der Fl~icheninhalt der a- 

Stellenfl~che van ], soweit diese in der Kugel ]3[<t  liegt, geteilt durch den Inhalt  

einer ( 2 n -  2) dimensionalen Kugel vain Radius t, so ist 

r 

a dt 
(0.14) N(r ,a)= n(t, )~_>0:  

r o 

Ist V2~-1 (r) der Oberfl~cheninha]t der Sph~ire mit dem Radius r, ist O v2~_i (3) ihr 

(X 2 W 1 euklidisches Oberfliichenelement, ist a = - - -  und ist ] = - -  Quotient zweier analyti- 
~I W2 

scher Funktionen w~, w2, so ist 

(0.15) m (r, a) = - -  1 / log 
V~-~ (r) 

I~i=r 

In  der Schreibweise der alternierenden Differentiale sei 

(0.16) OV2rt-2(3)~\~] ~ffil0Z10Z1 . . .  OZv~IOZv-IOZ~.+IOZv+I . . .  azTtO~n. 

Dann ist 

(0.17) 

(o.18) 

T 

T 0 

Aft)= 1 i o l a f  Ow.. ~ = -  - 
= 2 (1 + I11~) ~ # 2 

I~l-<t I~l-<t 
(I wll~ + iw~ i~) ~ 0 v~n~ ,  

wobei a ], a ], 0 w,, 0 ~v alternierende Differentiale sind. 

2 Siehe H.  KNESER [38] und  H.  KNESER [36]. 



Die beiden Haupts~tze der Wertver~eilungstheorie (I). 

Wenn so auch der 1. .Hauptsatz eine sehr schSne und vollkommen analoge 

Verallgemeinerang gefunden hat, so diirfte er gerade bei mehreren Ver~inderlichen doch 

noch zu speziell sein. Zwei Griinde seien genannt: 

a) Bei einer Ver~nderlichen kann man die Wertverteilungstheorie auf einer ein- 

fachzusammenh~ingenden komplexen Mannigfaltigkeit mitteIs des Riemannschen Ab- 

bildungssatzes auf die oben erw~hnte Theorie yon R. NEVANLINNA zuriickfiihren. Das 

ist bei mehreren Veriinderlichen unmSglich, da es keinen Riemannschen Abbildungs- 

satz gibt. 

Daraus folgt, dass bei mehreren Ver~nderliehen die beiden Haupts~itze sofort fiir 

beliebige komplexe Mannigfaltigkeiten der Dimension 2 n aufgestellt werden miissen. 

b) Eine analytische Funktion einer Ver~tnderlichen ist zugleich eine eineindeutige 

analytische Abbildung auf eine Riemannsehe Fl~tche. Bei mehreren Ver~tnderlichen ist 

das nie der Fall. Eine eineindeutige analytische Abbildung wird (zumindestens lokal) 

durch n Funktionen ]1, �9 � 9  gegeben. 

Verlangt man nun von einer Wertverteilungstheorie, dass sie sowohl den Fall 

einer Funktion als auch den Fall einer Abbildung als Spezialfiille umfasst, so daft 

man die beiden Hauptsi~tze nicht nur fiir eine einzelne Funktion aufstellen, sondern 

muss sie fiir einen ganzen Satz von Funktionen ]1 . . . .  , [e mit k = 2, 3 . . . .  , also fiir 

Vektorfunktionen, beweisen. Bei solehen Vektorfunktionen versagt nun die Beweis- 

methode von H. KNES~R, da diese nur fiir eine Funktion gilt und sehr v o n d e r  

speziellen geometrischen Gestalt des Vektorraumes abh~ngt. Hier kann jedoch die 

Theorie der meromorphen Kurven a, die von H. WEYL, J. WEYL und L. AHLFORS ent- 

wiekelt wurde, als Vorbild dienen. In die3er Theorie werden die beiden Haupts~tze 

auf meromorphe Vektorfunktionen ro (P) iiber~ragen, die eine 2 dimensionale Rie- 

mannsche F1Kehe ~J~ in den komplex-projektiven Raum ~2k-~ der Dimension 2 k - 2  

abbilden. Da sich diese Theorie aus der folgenden DarsteUung als der Spezialfall n = 1 

ergibt, soll sie nicht mehr besonders geschildert werden. 

In dieser Arbeit soll nun die Theorie der meromorphen Kurven zur Theorie der 

meromorphen Fldchen erweitert werden. Die beiden Haupts~tze werden fiir meromorphe 

Abbildungen einer 2n dimensionalen, komplexen Mannigfaltigkeit ~922" in den projek- 

tiven Raum ~2k-2 der Dimension 2 k - 2  bewiesen werden. Die Ergebnisse der fol- 

genden Untersuchungen seien hier kurz geschildert. 

Eine Abbildung yon y)~n in den projektiven Raum ~2k-~ wird dureh Koor- 

dinatenverh~]tnisse 

3 Die Theorie der meromorphen Kurven ist zusammenh~ngend in W [43] dargestellt. Man 
vergleicho ausserdem H. WE:eL und J. W~YL [38], AHLFORS [41] und J. W~.YL [41]. 
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(0.19) wa (P) : ws (P) : "'" : w~ (P) 

gegeben. Bei einer Ver~nderlichen, also in der WEYLschen Theorie, kann man dabei 

wl (P) . . . . .  wk (P) als auf ~92 s analytische, iiberall teilerfremde Funktionen ohne ge- 

meinsame Nullstellen ws falls ~ s  nicht kompakt ist. Das ist bei mehreren Ver- 

~inderlichen nicht immer mSglieh. Daher werde unter einer meromorphen Flgche fol- 

gendes verstanden: 

Es sei 1I eine Uberdeekung von ~j~2n dureh offene Mengen U; zu jedem UEII 

gibt es eine in U meromorphe Vektorfunktion 

(0 .20)  10 (P)  = (Wx (P),  . . . ,  w~ (P)).  

Sind U1, U s zwei offene Mengen aus 1t mit U1 N U s # O, und sind lv 1 (P), Iv s (P) die 

zugehSrigen Vektorfunktionen, so gilt 

(0,21) 10x (P) = 2 (e) 10s (P) fiir P E UI A Us, 

wobei 2 ( P ) ~  0 und meromorph in jedem Teilgebiet von U1 N Us ist. Nachtr~glich 

werde 11 zu einer maximalen ~berdeckung erweitert. Jede dabei erhaltene Vektor- 

funktion 10(P) heisse eine Darstellung der meromorphen Fl~che auf U, und zwar 

eine analytische, falls to (P) analytisch ist, eine im Punkt Po reduzierte, falls 10 (P) 

in Po analytisch ist und die Koordinaten w , ( P ) i n  Po den grSssten gemeinsamen 

Teller 1 haben. Die Nullstellen einer reduzierten Darstellung heissen Unbestimmt- 

heitsstellen. Eine meromorphe Fl~che definiert, abgesehen yon ihren Unbestimmt- 

heitsstellen, eine Abbildung der Mannigfaltigkeit ~j~sn in den projektiven Raum ~2~-s. 

Da einer meromorphen Funktion / eineindeutig die meromorphe Fliiche (], 1) zugeordnet 

ist, ist der Fall einer Funktion miterfasst. 

Dem projektiven Raum ~ k - s  ist ein dualer Raum .~sk-2 so zugeordnet, dass 

das inhere Produkt 
k 

(0.22) (10, ~)= 5 w ,  a, fiir 10e~ sk-2, ~ e * ~  ~k-2 

unabh~ngig v o n d e r  Wahl des Koordinatensystems ist. Das Analogon einer a-Stelle 

Po und ihrer Vielfaehheit wird nun so definiert. Man se'tzt in (0.22)eine in Po 

reduzierte Darstellung 10 (P) ein und erh~ilt eine in Po analytisehe Funktion (10 (P), ~). 

Die Vielfaehheit ihrer Nu]lstelle Po sei v (Po, ~) und~ 

(0.23) 9~ (~) = {/Do I ~' (Po, ~) > 0} 

die zugehSrige ,,Schnittstellenfl~he". Dutch die Abbildung 10 (P) wird sie auf den 

Schnitt der Ebene (10, ~ )=0  mit der meromorphen Fliiche abgebildet. 

4 Mit (P  [9~} werde die Menge aller Gegenst~nde P bezeichnet, die die Eigenschaft 9~ haben. 
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Um die ~-Stellen zu messen, muss man, wie die Ergebnisse yon H. KNESER 

zeigen, den Fli~cheninhalt yon ~(~)  berechnen. Dies geschieht hier mittels eines 

alternierenden Differentiales 5 

; = - a~,azf, Dz, Oz1051 H. ]i Oz, a2n+ 
a Z~'~-2 4: \2/  ( i , . ,=I  . . . . . . . .  

(0.24) ~ "  

~- ~ a..Ozi Ozl... i ...OZnOSn} u~l 
mit ver~nderlichen Koeffizienten a~v, das jeder Nullstellenfl~iche eine positive Massen- 

belegung erteilt, oder, was dasselbe ist, fiir das 

(0.25) ~ a~v x, ~, 
/~, v=l 

eine positiv definite HERMITEsche Form ist, und dessen ~ussere Ableitung ~%~--~ = 0 

ist, das heisst 
n 

(0.26) ~a , ,~  = 0  fiir v = l ,  . . . ,  n. 

Ist speziell ~)~2~ eine Ki~HLERsche Mannigfaltigkeit mit der K:4SLERshen Metrik 

g,~ und wird 

i 
g~ ~ 0 z~ ~ ~, mit ~ 0 s~ = 0 (0.27) 0s2= ,2 ~,.,=I 

gesetzt, so kann man ~Z2n-2= (Os2) n-1 w~hlen. Ausdriicklich sei darauf aufmerksam 

gemacht, dass auf jeder K)iHLERschen Mannigfaltigkeit die folgende Theorie gilt. 

Insbesondere gelten die beiden Haupts~itze. 

Analog zur WEvLschen Theorie bei einer Ver~inderlichen werde nun auf der 

komplexen Mannigfaltigkeit ~J~  eine offene Menge g als ,,Kern" festgehalten, die mit 

ihrem Rand ~ vereinigt, eine kompakte Menge ~ =g U ~ gibt. Ausserdem werde eine 

offene Menge G ~ ~, die mit ihrem Rand T' vereinigt, eine kompakte Menge G -  G U F 

gibt, gew~hlt. Die Menge G heisse zul~issig und mSge die Mannigfaltigkeit ~ "  nach 

und nach aussch5pfen. Setzt man 

so 15se die ,,Potential/unktion" y~=~p(P,G) die Randwertaufgabe der elliptischen, 

selbstadjungierten Differentialgleichung 

5 D ~ o h  II w ~ d ~  d ~  Femen de~ Faktors ~ z. ~ ~. a~ge-~igt .  
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(0.29) 
~ ' ~ X 2 ~ _ 2  = 0 in H=G-y,  

~(p,G)={OR fiir PeG,  
fiir PE~=gUy,  

wobei die Spannung R= R (G) durch die Forderung 

(0.30) 1 f~.w~x~=_2= 1 2=r 
7 

eindeutig bestimmt ist. Ist  Gt = { P ] v 2 (P, G) > R -  t}, so seien die Anzahl/unktionen 
dutch 

(0.31) n (Gt, ~) = f v (P, -~) ~ Z2 ~-~ (P) >- O, 
~(~)na t 

(0.32) 
R (G) 

N (G , ~ ) =  f n(Gt ,~)dt  = f y(P,a)v(P,~)OZ~n_2 (P) >_ 0 
o ~(~)  

definiert. Die Schmiegungs/unktionen seien 

(0.33) 1 II~ [r~ . 
 aZ2n 2 > O, 

T 

(0.34) 1 f Iro (P)I I~1~ m(r,~)=2~ ]og l(ro(_p),~)[ wax2=-2>o. 
7 

Mittels einer Verallgemeinerung der JENSE~schen Formel, erh~lt man den 1. Haupt- 
satz.6 ]~r besagt, dass die Charakteristik 

(o.35) T (G) = N (a, ~) + m (F, ~) - m (y, ~) 

nicht vom Vektor ~ abh~ngt. Das ist die Invarianzaussage. Die Charakteristik ist 

wiederum ein Wachstumsmass. Einmal gilt: ,,Ist R (G) nicht beschr~nkt, aber T (G) 

beschr~inkt, so ist die meromorphe Fl~che iv (P)= c konstant." Dies ist eine Verall- 

gemeinerung eines Satzes yon LIOUVILLE: ,,Eine ganze ( J =  co), beschr~nkte (T < M) 

Funktion ist konstant." Im allgemeinen Fall ist ausserdem 7 

6 Fiir  n = l  s iehe  W [43] K a p .  IV w 3 S. 173. 'FOr n > l  s iehe in dieser  Arbe i t  K a p .  I I  w 8 
Sa tz  8.2. 

7 Ffir n = l  s iehe W [43] K a p .  IV  w 3 S. 174. Ft i r  n > l  s iehe  in  dieser  Arbe i t  K a p .  I I  w 9 
Sa tz  9.4. 



Die beiden Hauptsiitze der Wertverteilungstheorie (I). 

/~(G) 

~ ~o (P, G) 0o~ (to (P)) oZ~n-~ >- o, 
0 G 

wobei ~ e% (m) und A (Gt) noch zu erkliiren sind. Es ist ~ o~ 2 die Ki~HLEasche Metrik 

des projektiven Raumes ~2~-2. Ffihrt man dort das schiefsymmetrische Tensorpro- 

dukt (iiusseres Produkt, CARTA~-Produkt) 

k 

( 0 . 3 7 )  [{~1, " �9 " ,  ~P]  = t,, . . . ,~ tp  =1 

a l t L  �9 . .  a l t p  

�9 o . . o . . 

a p t . . . ,  a p t p  

der Vektoren a , =  ~ a , ~  e~ ein, so ist 
V=I 

e t ~  . . . e t p  

i lit", a t"] [3 i ~ __~ t" 
(0.3s) a ~ ( t " )  = 2 I t" I ' 2 I t"l" ~ ~ "  

Im Produktraum ~2k-2 • ~2  = wird durch das Differential ~ 0) 3 (to) ~ X2 n-2 1Kngs des 

Funktionsbildes ]~V = {(iv, P) I t" = t" (P), P e ~ n }  der meromorphen Fl~che t" (P) eine 

nichtnegative Massenbelegung gegeben. Misst man den Teil yon l~ der fiber Gt liegt 

mit dieser Massenbelegung, so ist sein Fl~cheninhalt gerade 

(0.39) u A (Gt) = f ~ 0) 3 (t" (P)) ~ Z2 n-2. 
G t 

Dieser Flacheninhalt und damit auch die Charakteristik ist ein Mass ffir das Wachs- 

turn der meromorphen Fl~che. 

Will man nun den 2. Hauptsatz auf mehrere Ver~inderliche fibertragen, so ergibt 

sich eine neue grunds~tzliche Schwierigkeit. Beim Beweis des 2. Hauptsatzes wird 

sowohl in der Theorie yon R. NEVANLINNA, a18 auch in der Theorie voa WEYL-ARr,- 

FORS wesentlich die Ableitung gebraucht. Bei mehreren Ver~nderlichen gibt es eine 

ganze Reihe yon Ableitungsoperatoren, und es handelt sich datum den ,,richtigen" zu 

linden. Allerdings f~llt es aber schwer, fiberhaupt einen brauchbaren zu finden! Bei 

einer Ver~inderlichen hat wegen 

(0.40) a t" = t" '  ~z ,  DX2n_2 = 1 

die Charakteristik die Gestalt 7 

1 f [[~.t"']l~!az (0.41) T ( a ) = h  v It.l' 2 ~' 
G 

was die Einfiihrung der sogenannten assoziierten Fldchen 
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(0.42) 

veranlasst. 

Wilhelm Stoll. 

~" = [to, to', m", . . .  ro (~-~)] ( ~ o  = 1) 

Da sie sich bei einem Koordinatenwechsel yon z zu x nach 

~d~P(2 -1) 
(0.43) ~ = ~ \dz ]  - 

transformieren, Bind sie wieder meromorphe Flgehen. Ihre Charakteristik ist e 

(0.44) T~ (G) = 1 f 
O 

Diese assoziierten Flgchen und ihre Charakteristik spielen eine .entscheidende Rolle 

beim Beweis des 2. Hauptsatzes. Um eine analoge Definition der assoziierten Flgchen 

bei mehreren Vergnderlichen zu erhalten, braucht man einen Ableitungsoperator ' fiir 

meromorphe Funktionen, der sich bei einem Koordinatenwechsel yon 3 zu ~ mit der 
a~ 

Funktionaldeterminante ~-~ ~ 0 multipliziert: 

(0.45)  (/)i = " "  a ~  v,~ 0 $ 

und linear in den partiellen Ableitungen ist: 

(0.46) /' ~ b = 5  ,/~, 
~=1 

wobei die Koeffizienten b, analytiseh Bind und sieh so transformieren, daBs 

(0.47) 8Bn_~ = ~ ( - 1)'-" b, Oz~...  ~Zv_l ~g,+l . . .  OZn 
v = l  

ein analytisches, alternierendes Differential ist. Die Ableitung /' bedeutet die Ab- 

leitung in 1Richtung eines analytischen Richtungs/eldes, daB durch a B~_~ gegeben wird. 

Mit dieser Ableitung kommt man ein gutes Stiick Weges weiter, bib sich die Hinder- 

nisse immer mehr h~ufen. Schliesslich lassen sie sich anscheinend nut noch iiberwinden, 

wenn man gewaltsam verlangt, daBs die Formen 

" b  (0.48) �88 ~a~"x~'x'--~x"$'x"x't,-- d.h.: a ~ , = b , $ ,  
,u ,  * ' =  I , = 

identisch Bind. Da abet ~ a, ,  x, ~, eine positiv definite HERMITEsohe Form ist, ist 

diese Gewaltmassnahme unmSglich. Zwar wiirden einige S~itze auch noch fiir eine 

solche halbdefinite Form ~ b, $, x, ~, gelten; aber dann wiirde die Randwertaufgabe 
~ . v = l  
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(0.29) sehr verwickelt werden, es g/ibe vielleieht nichtleere Nullstellenfl/ichen mit dem 

Inhalt Null, und eine K:~nbERsehe Metrik ~ s2 kSnnte nieht mehr zur Definition der 

Massenbelegung 0X2~_~ dienen. Daher darf man die Gleiehung (0.48) nicht fordern. 

Der eingeschlagene Weg fiihrt also in eine Sackgasse, aus der sieh jedoch erfreulicher- 

weise ein Ausweg finden l~sst. Es reicht ndmlich, nut 

(0.49) �88 ~ a~,x~2, >_ ~ b i , ~ , x ~ ,  
~ , , = I  ~ , ~ = I  

zu verlangen. Damit sind die genannten Schwierigkeiten umgangen, und man kommt 

zum Ziel, wenn man sich yon der WEYLschen Theorie ]eiten l~sst. 

Es sei Y ~ 0  eine meromorphe Diehte, das heisst, beim Koordinatenwechsel von 

3 zu ; multipliziert sich Y mit der Funktionaldeterminante: Ys= Y~ ~ .  Die Vielfaeh- 

heft der Nullstelle P weniger der Polstelle P sei v (P) und ~ sei die Vereinigung der 

Null- und Polstellenfl~che yon Y. Wird A = ~ a~,, yJ~ y~, gesetzt, so ist 
I t ,  v = I  

f 1 f A ~• I f  A . ~(O)= vv20X2._2+-4~ ~ l og~ - ] i  ~o0Z2n_~-~-~ Iogl-~l~oW0x~._~ 

unabhgngig yon der Wahl der Diehte Y. In einer sehr groben Spreehweise ist ~/(O) 

ein Mass fiir die Nullstellen des totalen Differentiales 0~ der Potentialfunktion ~o. 

Der 2. Hauptsatz gilt nun unter den folgenden Voraussetzungen: 

1 ~ Fiir jedes s > 0  und die ,,meisten" zuli~ssigen Mengen G, das heisst, fiir alle 

G bis auf eine unbedeutende Ausnahmemenge, die durch [[ angezeigb werde und hier 

in der Einleitung nicht genauer definiert werden soll, gelte 

(0.50) [I ~ (G) ___ e T (a). 

2 ~ . Ist J =  fin R(G)<  ~ ,  so sei 

1 < e T (G). (0:5a) II l o g  j _ R (G) - 

3 ~ Es existiere ein analytisehes, alternierendes Differential 

(0.52) 

mit 

(0.53) 

O B,,-1 = ~ ( - 1 )  "-1 b, Oz 1 . . .  Oz,_l Oz,+l . . .  Ozn 

# ,  v = l  p ,  v =  I 
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4 ~ Gewisse Ausdriieke, die mit dem Differential ~ Bn-1 und der meromorphen 

Fli~che gebildet werden, seien nicht identisch Null. Dies ist ,,ira allgemeinen" riehtig. 

5 ~ Von den Vektoren ~1 . . . . .  ~ seien je k linear unabh~ngig. Sonst seien sie 

beliebig gew~hlt. 

Dann besagt der 2. Hauptsatz s, dass fiir jedes e > 0 und die ,,meisten" zulassigen 

offenen Mengen G die Absch~tzung 

q 

(0.54) I[ ~ m (F, ~,) _< (k + ~) r (a) 
v=l 

gilt. Die Zahl k li~sst sich nieht verbessern. Sofort folg~ die Defektrelation 

q 

(0.55) ~ ~ (~,) _< k. 
V--1 

Schneider die meromorphe Fl~che die Ebene (~D, ~z)=0 nicht, so ist (~ (~z)= 1. Von 

+ 1 Ebenen in allgemeiner Lage wird unter den gemachten Voraussetzungen wenig- 

stens eine geschnitten, s 

Bemerkenswer~ ist, dass die Behauptung nicht und die Voraussetzung in 3 ~ und 

4 ~ nur schwach vom Richtungsfeld aBn_l abhEngt. Allerdings kann man den 2. 

Hauptsatz noch dutch ein Glied V(G)_>0, das yon a B,_l  abhEngt, verbessern: 

q 

(0.56) ]l ~ m (r ,  ~,) + v (a) _< (k + ~) T (G). 
v=l 

Dieses Glied V (G) soil hier in der Einleitung nur fiir den Fall einer meromgrphen 
Funktion / erkl~rt werden. Es sei v (Po) die Vielfachheit der Nullstelle Po y o n / ' ,  das 

heisst, von 8 / a B n _ l ,  falls die Funktion / in Po reguli~r ist; hat sie aber in Po einen 

G) Pol, so sei v (Po)-> 0 die Vielfaehheit der Nullstelle Po yon , das heisst yon 

1 
O-[OB._~, ist Po eine Unbestimmtheitsstelle, so sei v(Po)irgendwie erkliirt. Wird 

nun ~ = {Po ] v (Po) > 0} gesetzt, so ist 

(0.57) V (G) = f v (P) V (P, G) ~ Z2,-2 -> 0. 

t~Ybrigens lautet die Voraussetzung 4 ~  Falle einer Funktion einfaeh so: / ' ~  0, 

das heisst ~ / ~ B,-1 ~ 0. 

Fiir n =  1 sind alle diese S~tze schon bewiesen; jedoch treten hier gewisse we- 

8 Ftir  n = l  siehe W [43] Kap.  V w 12 S. 268. FOr n > l  siehe in dieser Arbeit  Kap .  I I I  w 
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sentliche Vereinfaehungen ein; so ist 8Z2,~-~=l, a B n - 1 = l ;  die Funktion y) ist har- 

moniseh, was ein grosset Vorteil ist. Einem Integral f fiber eine Nullstellenfl/iche 9~ 

entspricht eine Summe ~ fiber die Nullstellen. 

Fiir mehrere Veriinderliche werden alle diese S/itze in der folgenden Arbeit, die 

in zwei Teilen erseheint, bewiesen werden. Im ersten Teil werden in Kapitel I Vor- 

bereitungen getroffen. In Kapitel II wird die JENSENsehe Formel fiir Funktionen yon 

mehreren Veriinderlichen bewiesen. Dabei geben die niehtuniformisierbaren Verzwei- 

gungspunkte der Nullstellenfl~iehen zu einem etwas verwickelten Beweis Anlass. Aus 

der JENSENschen Formel folgt der erste Hauptsatz. Anschliessend werden versehiedene 

Darstellungen und Eigenschaften der Charakteristik untersucht. In Kapitel III, also 

im zweiten Teil der Arbeit, wird der 2. Hauptsatz bewiesen werden. Dazu werden 

die assoziierten Fl~chen und das Differential ~Bn-1 als Hilfsmittel eingeffihrt. Am 

Schluss der Arbeit wird noch gezeigt, wie sich die bewiesenen Si~tze im euklidisehen 

Raum bei euklidischer Massbestimmung aussprechen. Dabei ergeben sich unter an- 

derem die oben erw/ihnten S~tze von H. KNESER 2. 

Der Leser mSge die etwas lange Einleitung entsehuldigen, aber vielleieht wird er 

sich im Gestriipp der kommenden Beweise ihrer manehmal ganz gerne erinnern, oder 

falls er sich nicht dort hineinwagen will, doeh einen gewissen Eindruck yon der 

Theorie und ihren Ergebnissen erhalten haben. Im fibrigen sei noeh einmal aus- 

driicklich auf die WEYLsche Theorie der meromorphen Kurven verwiesen, wie sie im 

Buch von H. WEYL und J. WEYL [43] darg:stellt ist. 

~'. KAPITEL.  

Vorhereitungen. 

w 1. Vektoroperationen. 

Da sie oft gebraucht werden, werden einige bekannte Begriffe und S~itze hier 

kurz und ohne Beweise zusammengestellt. Die Bezeiehnungsweise wird yon W [43] fiber- 

nommen. Dor~ finden sich aueh die zugehSrigen Beweise? 

a) V e k t o r e n  u n d  P o l y a d e n .  

Im k dimensionalen Yek~orraum R zk fiber dem KSrper der komplexen Zahlen 

werden k linear unabh/~ngige Vektoren el . . . . .  ek gew/ihlt. Ihnen werden im Vek- 

9 Siehe W [43] Kap .  I A S. 10--35.  
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torraum R 2~v fib p = 2 ,  3 . . . .  dann k p  linear unabh~ingige Vektoren zugeordnet, die 

mit e n % . . .  e~v fib 1 < Vz < k . . . . .  1 < v~ < k bezeichnet werden. Diese Zuordnung 

mSge fiir jeden Satz el . . . . .  e~ linear unabhingiger Vektoren geschehen, und zwar 

so, dass dem l~bergang 

k k 
i I (1.1) e ,=  Ee,~, el,, e,,= E e ; ,  e, 

~ t ~ l  ~ = 1  

vom ,,Koordinatensystem e~, . . . ,  ek" 

ordinatenweehsel 

(1.2) 

I ! zum Koordinatensystem el, . . . ,  ek 

k 

e ; , . . ,  e ; , =  ~ e , ,~q . . ,  e,#,~ e~, , . . .  %~, 
/J ,  . . . . .  / Z p ~ l  

~Pl " " " e f L ~ , =  

k 

~.,vp=lelplVl t , es 
Y p , .  

ein Ko- 

entspricht. Eine solche Zuordnung existiert und werde weiterhin festgehalten. Jedes 

Element yon R sky hat die Gestalt 

k k 

(1.3) ~v = .~.~ = , , , 
/~ , ' "  P ? / ~ , - - - t t ~  C g ,  . - .  % v  ~ a v l  . . . .  v e v  I . . .  e~  v ,  

�9 - ,  = v p . . , ,  v p = l  

wobei die komplexen Koordinaten am.. . ,v (bzw. a ' , . . . ,v)  beziiglich des Koordinaten- 

systemes el . . . .  , ek (bzw. e~ . . . .  , e~) eindeutig bestimmt sind und dem Transforma- 

tionsgesetz 
k 

t ! t 
a~,l...~ v : E emv~ � 9  % v , v a m . . . f , v ,  l~i . . . . .  p p f f i l  

(1.4) 
k 

am...t,~= ~ e,1~,1 �9 . . e v v ~ t ~ a : l . . . v  ~ 
� 9  , .  v p = l  v I , 

gehorehen. 9/v heisst ein k dimensionaler  Tensor  der S tu /e  p.  Zur Abkiirzung setzt man 

{o f r,r z , ' " ,  = aet 
(1.5) ~ =  1 flit ~ = v ,  v,, . . . .  v *j-1 . . . . .  v" 

k " k k 

(1.6) E = 5 ,  E = ~.'. 
v 1 . . . . .  ~ p = l  ~ [ p 1 ~ ~z< �9 �9 �9 < v p  <: k v [ p 

Ist ~P schiefsymmetrisch, das heisst, gilt 

= (~ gtl"  . - / ~p  
(1.7) a m ' " , v  . . . . . .  v a'l . . . .  v '  

so heisse 9/v eine k dimensionale  Polyade  der S tu /e  p oder auch eine p-ade. Diese De- 
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finition ist yon der Wahl des Koordinatensystemes e~ . . . . .  e, unabNingig, das heisst, 

(1.7) gilt auch fiir a ' , . . ,v .  Der Raum R~ k der p-aden ist ein Teilmodul von R 2k~ 

2 k 
und isomorph R (,). 

Das dussere Produkt  zweier Polyaden 

k k 

?I T = ~ a . ~ . . . . T e . , . . .  % u n d ~ q = ~ b , ,  . . . .  q e , , . . . e , . q  
/~lP " l q  

sei 

(1.8) [?IT, ~q] ~. v l i ~  * = ~ :  A~I""~p'I"'"q a ...~ b,z" 
O I T + q P .  q . v l q  ,~p~ql . . . . . . . .  oT+q ~1 "vq eo~ " ' "  r 

2k Es ist gegeniiber einem Koordinatenwechsel (1.1) his (1.4) invariant, geh6rt zu Rp+q, 

ist distributiv, assoziativ und alternierend; letzteres besa~  

(1.9) 

Es ist ?i~ = a ein Vektor. 

, ,spezielle" p-ade 

(1.10) 

[?IT, ~ ]  = ( _  1)T~ [ !~ ,  ?IT]. 

k 

Das ~ussere Produkt  der p Vektoren a ~ , = ~ a ~ ,  e, ist die 

alv~ �9 �9 �9 alvp 
. . . . . . . . .  % . . .  % ( p > l ) .  [al . . . .  ' at] "l~' a a 

P ~ I  " " " p V p  

Sie ist dann und nur dann Null, wenn die Vektoren al . . . . .  ap linear abh~ngig sind. 

Ist ?IP= [a 1 . . . . .  aT] ~ 0, so bezeichne {?IT} den yon den Vektoren al . . . . .  av auf- 
P 

gespannten Unterraum {~1~= ~ x ,  a~}. Die speziellen Polyaden erzeugea den Modul 

R~ ~ ; denn die Polyaden [e n . . . .  , e,.T] mit 1 _< vl _< k . . . . .  1 _< vT _< k bilden eine Mini- 

malbasis : 
k k 

( l . n )  . . . ,  e , , ] :  .... % .  

Die Abbildung a yon R~ k in R~ 2k heisse linear, wenn 

a (a ~[V + b ~T) = a a ?iT + b a ~ T (1.12) 

bzw. antilinear, wenn 

(1.13) a (a?i p + b !~p) = g  a? i  p + $ a ~P 

ist. Wird der Raum R12k mit dem Koordinatensystem el . . . .  , ek in den Raum R'I 2~ 

mit dem Koordinatensystem e~ . . . .  e~, dureh a 1 linear (bzw. antilinear) abgebildet, so 

wird durch 
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k k 

' . .  ' ' . . . e '  , ( v = l , 2  . . . .  ) (1.14) 9~'v=avgxv= ~, 5em,~ " %v,vam...~'v e', "v 
- , ' IPl~Ip 

eine lineare (bzw. durch  

k k 

(1.15) 9 ~ ' v = s v g : { v = 5  5e~ , , ,  . . .  e~v~v~m...sve~', �9 . .  e;~, ( p =  l ,  2, . . .) 
- -  v { p  P i P  

eine antilineare) Abldldung unabh~ngig v o n d e r  Wahl  der Koordinatensysteme el . . . . .  r 

und el . . . . .  ~ definiert. Sie ist eineindeutig, wenn es ~1 ist. Es folgt 

(1.16) av+q [9/v, ~D ~] = [av ~I v, ar ~q]. 

b) D a s  i n n e r e  P r o d u k t .  

J e d e m  R a u m / ~ k  wird ein zweiter R a u m  *R2~..v und jedem Koordina tensys tem e~, . . . ,  r 

dcr Rgume  R~ ~ ein duales Koordinatensystem -~l, . . . ,  ~ der R~ume *P2~.,v zugeordnet.  

Diese Zuordnung geschehe so, dass einem Koordinatenweehsel  in R~ ~ gem~ss (1.1)bis  

0 .4 )  ein Koordinatenwechsel  in *P~..r gemgss 

(1 17)  

entspricht,  wobei 

k 

8=  1 E : , 2  . . �9 E v ~ = p + p , ~ V l p  I . . . E v l j p ~  E p l  8 p 2  �9 �9 �9 E p ~ ,  

k 

= t ~ [ / / ~ i ~ i  �9 �9 �9 E/~Ov~O ~v  I /~v~ �9 �9 �9 E r ~  E$~ i E p  2 �9 . . ~ p ~  

k k 
! t if 

(1.18) 5 e , ,  e~, = ~ und  5 e , ,  e,~ = ~x 
/ ~ = I  p = l  

ist. Solche Zuordnungen existieren. Eine davon  wird fest gew/ihlt. Dann  heisse der 

R a u m  *~2k der zu R~ k duale Raum.  Die Elemente  von  R~ k werden mit  deutschen 

Buchstaben bezeiehnet und  heissen kovariant; die Elemente  yon  *R~ ~ werden mit  

griechischen Buchstaben bezeichnet und  heissen kontravariant. Den dualen R a u m  yon  

�9 ~2k kann  man  so definieren, dass **~2k 2~ ~v ~op = Rv ist, und  dass das duale Koordinaten-  

system des dualen Koordinatensystems von el . . . . .  eL wieder el . . . . .  e~ ist. 

k k 

~v ~ . .  *o2~ und  sind Is t  ~v = a~ 1 .... ~ e~, . . .  e,~ fi R~ k und  A v -  5 ~,, . . . .  ~ e~, . ~ v  E -~v 

el . . . . .  ek, -el . . . .  , ~k duale Koordinatensysteme,  so ist das innere Produkt von ~v 

und  A ~ durch 
k 

(1.19) ( AT, ~v) = 5 '  ~ ,  .... v a~, . . . .  
" I v  
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undbhiingig yon der W a h l  des Koord ina tensys tems  definiert.  

k o m m u t a t i v .  Ausserdem gilt 

(1.20) det  (~ , ,  ~ , )=  ([~1 . . . .  , Y,], [ ~  . . . . .  ~,]). 

Es  ist d is t r ibut iv  und  

I s t  a eine lineare Abbi ldung von  R~ ~ auf ~ '~* - ~ v  , so gibt  es zu jeder  Polyade  

A T ~ * ~ k  -~v genau eine Polyade  *a A ~ e  *~'~-ov , sodass fiir alle ~ ~R~ ~ gilt 

(1.21) (A T, ~ )  = (*a A ~, aEv). 

Dutch  *a wird * ~  linear auf * / ~  abgebildet .  Es  ist 

(1.22) **a 9/~ = a 9,I r. 

I s t  av nach  (1.14) erkl~irt, so ist (*al),  = *(aT). Mit (1.18) gilt  

k k 

(1.23) *aT A p =, ,~ Y ' ,, ' . . . .  

I s t  a eine anti l ineare Abbi ldung von  R~ * auf  R'~ 2~, so definiert  m a n  entsprechend die 

�9 o2k auf *R~ ~k dureh anti l ineare Abbi ldung *a von , ,v 

(1.24) (A p, yv) = (*a A v, a :~v). 

Es gilt (1.22). I s t  ap nach (1.15) erkl~irt, so ist (*a~)v = *(a,). Mit (1.18) gilt 

k k 

(1.25) *aT A p = ~ ~ e,,,~ . . . e sv , ,  a , , . . . , v  e,, . . . e,v. 

Sind r . . . ,  ek und  ~1 . . . . .  ~ k  duale Koord ina tensys teme,  so wird durch 

(1.26) 
k k 

~ , ~ l ~ - v  vl . . . .  v/'l"'-~'~-~ ~'~'"t~k-v " ' "  

eine lineare, eineindeutige Abbi ldung von R 2~k-v auf .~)2k.o, gegeben, die die duale Ab- 
bildung beziiglieh el . . . . .  ek heisse. Es  ist 

(1.27) 

*.9/~-,  = ( - 1) k (~-,) 9/~-;, 

(*A ~, *,~) = (A ~, ~v). 

D a n n  und  nur  dann  ist A v =  *0/k-v, wenn fiir alle speziellen p aden die Beziehung 

(1.28) IX v, 9A k-v] = (X v, A v ) [el . . . . .  ek] 

besteht .  I s t  *av die Sternabbi ldung zu aT so ist 

2 - -  533806.  90. Acta mathematlca. I m p r i m ~  le 28 oc tob re  1953, 
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(1.29) *aT *9/~-T = *{ak-T (det (e,~) 9~-T)}, 

wobei sieh e,~ aus (1.14) (bzw. (1.15)) und (1.2) bestimmt. Geht man also mittels (1.1) 

bis (1.4) und (1.17), (1.18) zu einem anderen Paar dualer Koordinatensysteme 

. . . .  ~ und e~, . .  e~ fiber, und bildet ffir dieses die duale Abbildung | so ist 

(1.30) *9/~-~= det (%~) | 

Die duale Abbildung hEngt daher nur unwesentlich vom Koordinatensystem ab. Das 

duale Bild einer speziellen Polyade ist speziell. Es kann so erhalten werden: 

9~ ~-T =[a~, . . . ,  a~_~] sei nicht Null. Dem Raum {9~ ~-~) wird durch das Gleichungs- 

system 

(1.31) (a,, ~ ) = 0  ffir/~=1 . . . . .  k - p ;  v = l  . . . . .  p 

eineindeutig ein Raum {A T} mit 

( 1 . 3 2 )  A ~ = [~ . . . . .  ~ ]  = e *[~ . . . . .  ~_~] 

zugeordnet, wobei die komplexe Zaht e ~ 0 dureh geeignete Wahl yon ~ . . . . .  ~ zu 

1 normiert werden kann. 

c) D a s  s k a l a r e  P r o d u k t .  

Erfiillt die Funktion (~ I t)) der Vektoren ; E R~ k, t) e R~ k die Bedingungen 

1 ~ (~[t)) ist eine komplexe Zahl, 

2 ~ (~lt~)=(r~[~), 

3 ~ ( ~ 1 ~ + ~ 3 ) = ] ( ~ 1 ~ ) + p ( ~ 1 3 ) ,  

4~ (~1~) >0, wean ~ ~ 0 ist, 

so heisse (~[t)) ein skalares Produkt in R~ k. 

einen Vektor /z 1 ~ e *R12~, sodass 
Es gibt zu jedem Vektor t)ER~ ~ genau 

(1.33) (~ [ t~) = (~, /21 ~) 

ffir alle ~e /~k  gilt. Diese antilineare Abbildung /~1 induziert nach {1.15) eine an- 

tilineare Abbildung gv von R~ k auf *R~ k. Dutch 

(1.34) (E~ lop)= (:~T, tt ~ ~ ) ,  lifT l= (V~-~p i Ep) 

wird in R~ ~ die dutch (~19) induzierte Metr ik  eingefiihrt. Sie erffillt die Forderungen 

1 ~ his 4 ~ Im dualen Raum *R~ k wird dutch 

(1.35) ( ~  [ Hp) = ( ~ ,  ~F' HT), I ~'~1= V ( ~  [ ~ )  
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die duale Me t r i k  eingefiihrt. Sie erfiillt die Forderungen 1 ~ bis 4 ~ Die duale Metrik 

der dualen Metrik ist die urspriingliche Metrik. Es gilt 

(1.37) det  (~, I t ) . )~ ([~ . . . . .  ~v] [ [t h . . . .  , t)p]). 

Die Metrik ist unabh~ngig yon  der Wahl  des Koordinatensystems.  

Fiir ein Paar  dualer Koordina tensys teme e~ . . . . .  ek und  ~ . . . . .  ?k gilt 

k k 
~ , ~ ' = E '  Y/ . . .  g.~.. g , . . .  9 . .  . . . .  , [~ ,  . . . .  , ~ , , ] .  

k k 
( 1 , 3 8 )  ~t/P 1 H  a = Z '  Z '  y~,.~ . .  �9 Y , , , ,  ~,'., . . . .  , [e,, . . . .  , e , , ] ,  

- , u l v  r i p  

k 

k k 

(1.39) ( Y ' J O ' ) =  E '  E'g~,,. ,  . . . gg~,,.~, x~,,...~,~, 9, ,  . . . .  ~,, 
~lz~ r i p  

k Ir 

(1.40) ( ~  [ H ) =  ~ '  ~ ' y , , , ~ . . .  y,~,~ $ , , . . . ,~  ~i~, . . . .  ~. 
t, I v  v J v  

Bildet man  zum Koord ina tensys tem e~, . , ek die duale Abbildung, so ist 

(1.41) g t t ;~ ,  *5P = *(/~ ~P) mit  g = det  (gq o) > 0, 

(1.42) g (*~  J *~ ~) = (a~ J ~ ) ,  

(1.43) I~1  = ~1 *~ I. 

Ein Koordina tensys tem heisse normal,  wenn in ihm gu, = ~ ist. Es gibt normale 

Koordinatensysteme.  Das duale Koord ina tensys tem eines normalen ist normal.  S i n d  

die Vektoren ~ 1 , . . . ,  ~v mi t  p < k gegeben, s o  gibt es wenigstens e in  normales Koordi-  

natensystem e~ , . . . ,  ek , in  dem gilt : 

(1.44) ~, = ~ x~, e, fiir tt = 1 . . . . .  p. 

Nun definiert man als Abs tand  

(1.45) 

und als Distanz  

(1.46) 

I1~ ~, ~ II- I(~'  ~)1 
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Beide sind unabh~ngig yon der Wahl des Koordinatensystemes, kommutativ und in- 

variant gegeniiber unitEren Abbildungen. Dabei heisst eine Abbildung (q unititr, wenn 

(ax ~ l a~ t}) = (~ I t)) ist. Es gilt 

(x.r I1~ ~ :*-~ II =11~ ~, ~ II=ll*~ ~ :*~l l  

und, falls 0 q speziell ist, 

(~.~s) 

wobei ffir Y~ = [~x . . . .  , ~,] # 0, 0 q = [t h . . . .  , t}q] dann und nur dann 11 ~ : Oq ]] = 1, 

wenn ($, [ q~) -- 0 ffir alle #, v gilt, das heisst, wenn {~'} und {Oq} aufeinander senkrecht 

stehem Sind ~ ,  0~, ~ nicht Null und speziell, so ist 

(L49) If ~ :  O ~ If -< l[ ~ : 3 ~ II fu~ {3  ~} ~ {0~}. 

d) 

Ist (~1 t))o eine 

in dem 

( ~ b e r g a n g  zu  e i n e r  a n d e r e n  M e t r i k .  

Metrik, (~[~) eine andere, so gibt es ein Koordinatensystem, 

k k 

~ 1  

mit  0 <eu~e~+l gilt. Die Zahlen e~ sind eindeutig bestimmt. Es ist 

0.51)  m~, = Min I[~ . . . . .  ~p] I S --- e l . . .  ep, 
[ [ I t  . . . . .  [ p ]  [o = 1 

(1.52) M p =  M a x  I [ [ t ,  . . . ,  ~'p][3 = ek_~+1  . . .  e k ,  
I[m.. . ,$p] Io = x 

(1.53) 

(1.54) 1 1 

Shad die Polyadea ~ ,  0q speziell mad ist h = Min (~, q), so ist 

0.56) 
1 X ~ : ~  ~ 
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e) K o n j u g i e r t - k o m p l e x e  P o l y a d e n .  

Bisher wurden keine konjugiert-komplexen p-aden definiert. Es seien e~ . . . .  ck, 

and ~1 . . . . .  ~k ein Paar dualer Koordinatensysteme. Dann werde 

k k 

eine antilineare Abbildung mit ~P = ~ .  Dasselbe gilt im dualen gesetzt. Es ist ~" 

Raum. Es gilt 

(1.58) 

(1.59] 

Ist ~ =~P, 

(~', ~ ) =  (~,, ~ )  

[~ ,  Oq] = [~ ,  ~q], [ ~ ,  H q] = [ ~ ,  Hq]. 

so heisse ~P reell. Es ist EP=X~e+iX~m, wobei die reellen Polyaden 

~e ,  ~f~ eindeutig bestimmt sind. Ein Koordinatensystem e2 . . . . .  r heisse reell, 
wenn e~=e~, fiir /~=1 . . . . .  k ist. Ist e~ . . . .  , r ein reelles Koordinatensystem, so 

auch e~ e~. . . . ,  e~k. Das duale Koordinatensystem ist dann ebenfalls reell. Die For- 

meln (1.1) fiihren ein reelles Koordinatensystem dann and nur dann in ein reelles 

fiber, falls die Koeffizienten e~, reell sind. Bildet man das Koniugiert-Komplexe 

gem~tss (1.57) fiir ein anderes Koordinatensystem, so erh~tlt man dann und nur dann 

dasselbe, wenn der Koordinatenweehsel (1.1) mit reellen Koeffizieaten e~, erfolgt. 

w 2. Mannigfaltigkeiten. 

In [I] wurden bereits verschiedene bekannte Tatsachen so dargestellt, wie sie 

in dieser Arbeit gebraucht werden. Um es dem Leser einfacher zu machen, sollen 

diese Tatsachen bier noch einmal kurz und ohne Beweise erw~thnt werden. 

(1). Differenzierbare Mannigfaltigkeiten. 

Ein Hausdorffscher Raum ~m heisse eine m dimensionale, /-mal stetig differen- 

zierbare, bzw. reellanalytische, bzw. komplex(analytische)Mannig/altigkeit, wean es 

eine Menge ~ yon Abbildungen cr gibt' ffir die gilt: 

1. Jedem ge~  ist eindeutig eine offene Menge U~' des Raumes der ree]len Vek- 

toren" i-- (t~ . . . . .  tin) zugeordnet, die dutch cr = a (i) topologiscll auf Ua--- ~m abge- 

bildet wird. 

2. Die Meagen U~ bilden eine Uberdeckung yon ~J~= U U~. 
aE~ 
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3. a) Sind a (t) und fl(~) zwei Abbildungen aus ~, so ist die vermittelnde Ab- 

bildung ~ (t) = fl-l~ (t) in ~r (Ua N Us) l-real stetigdifferenzierbar, bzw. reellanalytiseh. 

b) Die Mannigfaltigkeit heisse komplex, falls m = 2 n  gerade ist und fiir 

w, = x2~-1 + ix~,, z = t2,-1 + it2, die vermittelnde Abbildung r0 (3) = fl-1 ~ in ~-1 (U~ N Us) 

komplexanalytisch ist. 

Im Fall l > 0 heisse die Mannigfaltigkeit ~rj~ orientiert, wenn gilt: 

4. In 3. ist die Funktionaldeterminate ~--~> 0. 

Die Forderung 4 ist fiir komplexe Mannigfaltigkeiten yon selbst erfiillt. 

Es werden nur orientielte Mannigfaltigkeiten mit / > 0  betrachtet. Die Menge 

kann nachtr/iglich zu einer maximalen erweitert werden, die wieder die Forde- 

rungen 1. bis 4. eHiillt. Die Menge ~ werde weiterhin maximal angenommen, und 

als Struktur bezeichnet. Mit a gehSrt auch jede Abbildung ~' zu ~, die dutch Ein- 

schr/inkung yon r162 auf eine offene Teilmenge Ua,~ U~ entsteht. ~e  sei die Menge 

aller :r mit PeU. und ~ (0 )=P .  Ist ~e~e, so wird jede offene Umgebung yon P in 

Ua mit U (P I ~) bezeichnet, lo Die Mengen U,, U (P Icr werden dutch ~ ,,uni/ormisiert". 

D i e  Abbildungen r162 t, . . . .  , tk) mit a ( t ) e ~ =  ~+ bilden wieder eine Struktur 

~ -  und orientieren" ~ zu ~_~ um. War ~J~ reellanalytisch, oder /-mal stetigdiffe- 

renzierbar, so ist es auch ~ ;  war ~ komplexanalytisch Und m>2,  so ist es 

~ nicht. 

(2). Eigensehaften auf elner Mamaigfahigkeit. 

a) Eine Menge M aus ~m heisse kvmpakt, wenn der Satz yon HEINE-BOREL 

fiir M gilt, sie heisse kompakt iiberdeckbar, falls M in einer Vereinigung yon hSchstens 

abz/ihlbar vielen kompakten Mengen liegt, M_~ 0 K~, wobei o .B.d .A.  K o = ~ und 
V ~ 0  

K,~K,+I  sei. Die Menge M heisse beschdinkt, wenn sie in einer kompakten Menge 

liegt. Beziiglich einer gewissen Massdefinition heisse M messbar, eine Nullmenge bzw. 

von endlichem Mass, wenn dies fiir jede Abbildung ~ E ~ fiir die Menge cr -1 (M N Ua) 

gilt. Diese messbaren Mengen bzw. Nullmengen haben die iiblichen Eigenschaften. 

b) Eine komplexwertige Funktion ] (P,  r162 sei fiir jedes v einer Indexmenge 

N, jedes : r  und jeden Punkt P e M i l  U, erklfirt; sie heisse auf M messbar, 

bzw. stetig, bzw. /-mal-(stetig)-differenzierbar, bzw. reellanalytisch, bzw. analy- 

tisch, falls dies fiir die Funktion ](~(t),cc, v) auf ~-I(MNUa)  fiir jedes : r  

10 In [I] wurden nut die Mengen UP betrachtet. Es ist jedoch vorteilhaft beide Bezeichnungs- 
weisen ~, Ua and UP, U(P[a) zu verwenden. 
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und yEN gilt. Sie heisse fiber M iirtlich integrierbar, falls es zu jedem yEN, jedem 

l~unkt P E ~9~ m und jeder Abbildung ~t e ~e  eine Umgebung U, (P [cr gibt, so dass 

/ (a  (t), cr v) fiber :r (U, (P [ ~) N M) integrierbar ist. 

e) Die Abbildung a (Q) der Mannigfaltigkeit ~q in die Mannigfaltigkeit ~m heisse 

l-real stetigdifferenzierbar, bzw. reellanalytisch, bzw. komplexanalytisch, falls bei jeder 

Wahl yon ~ ( t ) e ~ ( ~  m) und f l ( ~ ) e ~ ( ~  ~) mit a(U~)N U , r  die vermittelnde Ab- 

bildung t (5) = :r a fl (5) auf fl-1 (U~ N a -1 (U,)) l-real stetigdifferenzierbar, bzw. reell- 

analytisch, bzw. komplexanalytisch ist ; letzteres heisst : Setzt man z~ = x2~_~ + ix~,  

w~=t2~_~+it2~, so ist r0(3)=~-l~fl auf f l-I(U~Na-I(U,))komplexanalytiseh.  Die Ab- 

bildung babe den Rang r, falls dies yon jeder ])'unktionalmatrix (8a-lafl(~)~ in 

jedem Punkt gilt. Ist q=m,  so habe die Abbildung ~(Q) eine positive Funktional- 
~-lafl(~)> 

determinante, wenn 0 ist. 

d) Die Mannigfaltigkeit ~ heisse eine /-real stetigdifferenzierbare, bzw. reell- 

analytisehe, bzw. komplex(analytische), orientierte Teilmannig/altigkeit yon ~m, wenn 

~ ___~m ist, wenn ~ und die identische Abbildung a~ (P)= P yon ~ in ~J~m die 

genannte Differenzierbarkeitseigenschaft hat, und wenn a~(P) den Rang q hat. In 

jedem Parameterraum U'~ von ~1~ a hat dann ~ '~=  0~ -1 (Ua N ~ )  einen stetigen Tangen- 

tialraum. Ist ~ ~ - ~ ( U ~  N ~ )  und ist q = m - 1 ,  so hat ~'~ in t~ eine Normale rt(t~), 

die so definiert werde: In w 1 a)--e) kann statt dem KSrper der komplexen Zahlen 

aueh der reelle ZahlkSrper als KoordinatenkSrper gew/ihlt werden. Wird fl(~)~ ~ ( ~ )  

mit P~ = ~ ( fl) e V fl gew~hlt, so ist t (~) = a- ~ fl (~) = o~- ~ a~ fl (~) in fl- ~ ( U, ~ U ~) stetig- 

differenzierbar. Es sei 51 =fl-l(Px). Dann ist in einem normalen Koordinatensystem 

*[t~, . . . . .  t:.,_l ] ] 
(2.1) .(s I[t , . . . .  

ein Einheitsvektor senkrecht zur Tangentialebene in 51. Er ist unabh/ingig von fl 

und bildet mit n, s . . . . .  s ein Rechtssystem. Es gibt eine Zahl To>0, sodass 

I + = { t [ t = f l + r l i ( t l ) ,  0<r<Vo} und ] _ = ( ~ [ t = t l + r l l ( l [ 1 )  , - - r o < l ' < 0  } die Mannig- 

faltigkeit ~:m-1 nieht treffen. Liegt nun ~ - 1  im Rand /1 der offenen Menge G, so 

kann man ~ - 1  so umorientiern, dass es zu jedem cr ~ und P~ E Ua ein 70>0 gibt, 

fiir das I + n ~ - I ( U a N G ) = O  und I _ c ~ - I ( U ~ N G )  ist. Dann sei ~ - 1  bzgl. G naeh 

aussen orientiert, bzw. habe ~ - 1  beziiglich G eine fiussere Narmale. 

e) Die kompakte Menge K_~ ~)7 m sei dureh endlich viele offene Mengen V1 . . . . .  Vr 

fiberdeekt. "Dann gibt es zu jedem Index ~ eine auf ~lrJ~ ~ stetige Funktion ~ (P) mit 
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0 < ~, (P) < 1 fiir P ~ ~[~m und 2, (P) = 0 fiir P r V,, sodass ~ ~ (P) = 1 fiir P ~ K gilt. 

Ist ~ a  /-mal stetigdifferenzierbar, so kann man diese ,,DI~uDo~k-Zerlegung" (Zer- 
legung der Eins) 2~(P) auch /-mal stetigdifferenzierbar wahlen. 

(3). Dichte. 

Es sei M eine Teilmenge der Mannigfaltigkeit ~ und ~ eine natiirliche Zahl. 

Jeder Abbildung ccE~ und jedem p-tupel ganzer Zahlen 1-</~1 < "'" </~, <m sei eine 

komplexwertige ~'unktion a~,... ~v (P, ~) auf M N U, zugeordnet, sodass flit jede andere 

Abbildung /3 (~) E ~ mit M N U, N Up # 0 und ~ (t) =/3-~ ~ (i) auf M N U, N U~ gilt : 

(2.2) %, . . .  ~ (P, at) = ~ '  ~ (x . . . . . . .  x~) I 
,Iv a . . . . . .  v 0 ( t / t l  ' ~ p )  t=a_l(p) 

Als Funktion yon /h . . . . .  /~v, ~ ~ ~3, P E U, heisse a,,... ~v (P' r162 eine Dichte der Stu[e 

p au/ M. Ihre Eigenschaften sind nach (2) b) erklart. Eine Diehte m-ter Stu/e heisse 
kurz Dichte; fiir solche Dichten sind auch Ungleichungen sinnvoll; denn aus 

~f l - l~>0.  Mit a(P,~)  ist auch a (P, ~) < b (P, ~) folgt a (P, fl) < b (P,/3) wegen ~ t 

l a (P, r162 eine Diehte. 

(4). Alternierende Differentiale. 

Zu jedem der in w 1 definierten R~ume R~ ~ wird ein neues Exemplar ~ k  fest 

gew~hlt, und in ihm neue Bezeiehnungen eingefiihrt. Ein Element yon /~m werde 

fiir ~>_1 mit ~Ar bezeichnet. Das aussere Produkt werde mit ~A~,~Bq, die Multi- 

p]ikation mit einer komplexen Zahl a durch aOAp bezeiehnet. Es sei / ~ a  der kom- 

plexe ZahlkSrper. Fiir p > 1 wird in den R~umen R~a das Konjugiert-Komplexe ge- 

mass w 1 e) eingefiihrt. Ein inneres 1)rodukt, ein skalares Produkt und ein dualer 

Raum werden fiir ~ m  nicht gebildet. 

Jeder Abbildung ~=~( ; )  der Struktur ~ der Mannigfaltigkeit ~ wird ein 

reelles Koordinatensystem der Ri~ume/~m zugeordnet, das mi ta  xi . . . .  ,8 xa b ezeichnet 

werde. Diese Zuordnung wird irgendwie getroffen und festgehalten. Einer Diehte 

a~ . . .  ~ der Stufe ~ auf M ~ l ~  ~ ist eineindeutig eine Abbildung 11' 12 

11 Hier  wird  y o n  de r  t ibl ichen Schreibweise  abgewichen .  Die  Beze ichnungswei se  a Ap start"  

Ap,  ~ x ~  s t a r t  d x m a xt~ a x,. s t a t t  d x~ d x~ zeigt  e indeu t ig  u n d  unmissvers t i~ndl ich  an,  dass  es sich urn  
e in  Dif ferent ia l ,  u n d  zwar  u m  ein a l t e rn ie rendes  Dif ferent ia l  hunde l t .  E s  wird d a d u r c h  e indeu t ig  
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m 

(2.3) "O Av=O Av (P, e)= ,~'1 ~ a,q... ~ (P, a) Ox,, . . .  Ox,~ 

zugeordnet, die jeder Abbildung ~=r162 mit U , ~ M r  und jedem Punkt 

P e M 0 U, ein Element OAr (P, o~) a u s / ) ~  zuweist, und die ein alternierendes Di/]e- 

rential der Stu/e p au/ M heisse. 12 Es habe dieselbe Eigenschaften wie seine Dichte 

a, , . . . ,~.  Man beachte, dass 0xz , . . .  OX"~ ~tussere Produkte sind. 1~ Die Rechenregeln 

folgen aus w 1. Sind die Funktionen /,, / auf M differenzierbar und ist ~J~ zweimal 

stetigdifferenzierbar, so bilden 

�9 " " O ( x ~ , ,  : " " v=l v ]9 . . .~ X~,p) 

Beispiele alternierender Differentiale. Der Raum der Vektoren ~ ist auch eine Mannig- 

faltigkeit. Dort ist ]~(~)=-x~ eine Funktion. Wegen (~x~. . .  (3x~=~x~,. . .~x~v kann 

man ~=~ sehreiben. Ist U,N U~#O und ~(t)=fl-l~(i) ,  so ist dort 

(2.5) 

(2.6) 

m 

0 Av (P, ~) = ~' a , , . . ,  t~ (P, fl) ~ x~, (t) . .  . ~ xu~ (t). 

Die Ableitungeines stetigdifferenzierbaren, alternierenden Differeatiales ~Av sei 

m 

= '0 ... ( P , ~ ) e x , , . . . 0 x , ~ .  OOAv=O(OA,) ~ al,, ~ 
#IP 

Sie ist ein alternierendes Differential der Stufe p + 1, falls ~)~m zweimal stetigdifferen- 

zierbar ist. Es gilt 

[ O(~Av~Bq) = ~ O A v ~ B q + ( - 1 ) ~ A p ~ O B q ,  

(2.7) ~(OAv + OBv) = ~  Av +OO Bp, 

O00Av =0, 

letzteres, falls OAr zweimal stetigdifferenzierbar ist. 

klargeste l l t ,  warm ein a l t e rn ie rendes  oder  e in  k o m n u t a t i v e s  P r o d u k t  vorl iegt .  I n  der  sons t  i ibl ichen 

Beze ichnungsweise ,  m u s s  n a n  beispielsweise ers t  d e m  Z u s a m m e n h a n g  e n t n e h m e n ,  ob n i t  ~ g~v d z ~  d zv 

die ers te  F u n d a n e n t a l f o r m  ~ g ~ v d z ~ d ~ p  oder  die ihr  zugeordne to  a l t e rn ie rende  Di f f e ren t i a l fo rm 

>~ g ~  ~ z~ a ~  g e n e i n t  ist.  A u c h  sche in t  es zweckni~ssig  zu  sein,  ~ A~ s t a t t  A p  zu  schre iben.  M a n  

weiss d a n n  sofort ,  was  e in  a l t e rn le rendes  Dif ferent ia l  is t  u n d  was  n ich t .  Beispielsweise wird  s t a r t  

f v v Z 2 n _ 2  bier  deutl icher J P p ~ ) ~ 2 n - 2  geschr ieben  werden .  Das s  d a n n  O O A  v s t a r t  a A  v u n d  

~ ~ Ap = 0 s t a t t  ~ ~ A v ~ 0 geschr ieben  wi rd ,  is t  ke in  ins  G~wicht  fa l lender  Nachte i l .  
12 W a h r e n d  also eine Dich te  a ~ , . . ,  t ~  n u r  Koef f iz ien ten  n i t  1--<il l  < "'" < /Jp--< m ha t ,  s ind  

g e n a s s  (2.3), (1.11) u n d  (1.7) die Koef f i z ien ten  e ines  a l t e rn i e renden  Dif ferent ia l s  d u r c h  

a t t  I . . . ,u~ ~ ~ v  1 . . . vp a v  1 �9 . . vi~ 

f/ir alle Indlzes l ~Ftl ~ m, . .., 1 ~/~p ~ m erkliirt. 
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Wird die Mannigfaltigkeit ~q durch a(Q)stetigdifferenzierbar in die Mannigfaltig- 

kei t  FJ~ m abgebildet, ist M _  ~q, ist a u f a  (M) ein alternierendes Differential ~ AT (P, ~) 

gegeben, sind cr fi ~(~j~m) und fl(~) fi ~(~q) mit a(U~ N M) N U~#O beliebig gew/ihlt 

und ist t (~) = cr -1aft (~), so wird dutch 

(2.8) a a AT = 0 A~ (~ (Q)) = ~ '  a , , . . .  ,~ (a (Q), ~) ~ t,, (~) . . .  ~ t,~ (~) 
t s lP  

auf M~_~ r ein alternierendes Differential unabhangig yon :r gegeben. Sind 9~ q und 

~rj~a zweimal stetigdifferenzierbar, so ist 

(2.9) a ~a A~, =~ a ~ A~,. 

(5). Integrale auf Mannigfaltlgkeiten. 

Auf einer orientierten, stetigdifferenzierbaren Mannigfaltigkeit ~m ist das Integral 

. ;~  als Funktion der (im LEBESGUEscheII Sinne) messbaren, beschr~tnkten Menge M 
M 

und der 5rtlich fiber M integrierbaren Dichte ~p der Stufe m eindeutig dutch folgende 
Forderungen erkl/irt : 

a) Sind a und b auf M konstant, und sind die Dichten V, ~ fiber M 5rtlich 
integrierbar, so gilt  

(2.10) f (av2+bg)=af vd+bf ~. 
M M M 

b) Ist ~ E ~ beliebig gewithlt, ~p fiber M 5rtlich integrierbar und ausserhalb 

M - U a  Null, so gilt mit M'=ot-I(U,,N M) die Gleichung 

(2.11) f v2= f r(~(i), a) dr , . . ,  dtm. 
M M t 

Ist die messbare Menge M kompakt fiberdeckbar, das heisst, ist M___ U K, mit 
, = 0  

Ko=O und mit kompaktem K,___K,+I, ist v 2 fiber jeden Durschnitt M a K, 5rtlich 
integrierbar und existiert der Grenzwert 

(2.12) f y~ = 
M 

so heisse 

lim f ~p, 
M f l  K v 

er das uneigentliche Integral yon ~ fiber M bezfiglich der Folge {K,}. Ist 

I~pl auch uneigentlich fiber M integrierbar, so ist f y) unabh/ingig von der Wahl der 
M 
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Folge {K,) und heisst das (eigentlic~) Integral von ~ fiber M. Die Dichte y heisst 

dann fiber M integrierbar. Die normalen Rechenregeln gelten: 

1 ~ f y = 0  falls entweder M messbar und ~ =0,  oder v 2 me&sbar und M eine 
M 

Nullmenge ist. 

2 ~ Sind a u n d  b auf M konstant, y und g fiber M integrierbar, so ist es auch 

a yJ + b X. Es gilt 

(2.13) f (a~+bz)=afw+bf g. 
M M M 

3 ~ Ist  1~1 fiber M integrierbar, so ist die messbare Dichte ~ fiber jede mess- 

bare Teilmenge N von M integrierbar. Es gilt 

4 ~ Ist W fiber M 1 und M z integrierbar, so auch fiber M1 U M s = M. Es gilt 

M MI M2 M1 N M~ 

5 ~ Sind W und g fiber M integrierbar, ist W<X, so gilt f v 2 < f g. 
M M 

6 ~ Mit Z ist aueh jede messbare Dichte ~o mit I~ol<X fiber M integrierbar. 

7 ~ Ist  ~ fiber die Vereinigung M = U M, der messbaren, paarweise punktfremden 

Mengen M, integrierbar, so gilt 

(2.16, 
M M v 

8 ~ Streben auf M die messbaren Dichten ~p,~W ffir v ~  ~ ,  ist I W, I<X und ist 

X fiber M integrierbar, so sind yJ,, W fiber M integrierbar. Es ist 

(2.17) ,  lim f V,,. 
M M 

9 ~ Sind v A mit X fiber M integrierbar, ist W = lim y,, < c~, ist ~v, >_ Z und ist 

lira f ~o, < ~ ,  so konvergieren die Dichten ~, fast fiberall auf M gegen ~, das fiber 

M 

M integrierbar ist: 



28 Wilhelm Stoll. 

(2.18) f lim,_   f w.. 
M M 

10 ~ Streben die fiber M integrierbaren Dichten ~o, monoton gegen % ~,-+~0 ffir 

�9 S 
v-+oo und existiert lim ~ <  ~o, so ist 

M 

M M 

11 ~ Ist ~0 fiber M ~  m integrierbar, und geht bei der Umorientierung yon 

~ j ~ a = ~  in ~_~ (siehe (1)) die Menge M=M+ in M_, die Dichte ~ ( P ,~ )  in 

~0" (P, fl) = ~ (P, ~) ~ -  mit  ~ E ~3 + und fl E ~3~ fiber, so ist ~o = - 
M +  M 

12 ~ ~ sei eine Teilmannigfaltigkeit von ~ z  mit p_<m und a,(P)=P die 

identische Abbildung yon ~v in ~j~a. Sie ordnet dem Differential ~Ap auf N_~)~ m 

das Differential a, ~Av auf ~VN N zu, dessen Dichte ~v sei. Es heisse ~v die Dichte 

yon ~Av liings ~'. Ist ~o fiber M integrierbar, so heisse auch ~Ap fiber M inte- 

grierbar. Es sei dann 

(2.20) 

13 ~ Die Mannigfaltigkeit ~m 

rOAr= fy'. 
M M 

werde dureh a(Q) stetigdifferenzierbar und mit  

positiver •unktionaldeterminante in die Mamfigfaltigkeit ~ a  abgebildet. Jeder Punkt  

R E ~  a liegt in einer offenen Umgebung V(R), die durch a(Q) topologiseh auf eine 

Umgebung von V*(S) des Bildpunktes S=a(R) abgebildet wird. Die Umkehrung 

von a (Q) auf V (R) sei mit a~ 1 (P) bezeiehnet. Auf der messbaren Menge N_~ ~'~ 

sei das Differential ~Aa gegeben. Ist  a(R)=a(T), so werde 

(2.21) a?~l ~ A.,=arl ~ A,n auf a(V (R) N N) N a(V (T) N N) 

vorausgesetzt. Dann wird dureh OBm=a~lOAm ein alternierendes Differential auf 

M=r erkl~rt. Welter sei die Funktion ~(Q) auf N erkl~rt und ~0Am auf N 

messbar. Setzt man 

0 fiir a ( Q ) # P ;  
(2.22) v (P, Q) = [ 1 ffir a (Q) = P, 

so gilt 
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(2.23) f {  ~ r(P, Q)q~(Q)}eBm(P)= Sq~(Q)~Am(Q), 
N6Q N 

falls wenigstens eines der Integrale ffir I~1 stat t  q existiert. 

14 ~ Integralsatz von STOKES. 13 Die orientierte, zweimal stetigdifferenzmrbare 

Mannigfaltigkeit ~ a  enthalte die offene, beschritnkte Menge G. Der Rand F von G 

enthalte die orientierte Teilmannigfaltigkeit ~ - 1  von ~J~m, die beziiglich G eine ttus- 

sere Normale habe. Es sei F I = F - ~  m-1 eine Nullmenge des m - 1  dimensionalen 

CARATH~ODORY-Masses (#-Masses). Der Rand /7 habe ein endliches /~-Mass. Das auf 
m 

stetige Differential 0A~-I = ~ a, (P, cr 1 . . .  ax~_10X~+l . . .  0Xm erfiille in G eine 
r - 1  

L~escmTz-Bedingung, das heisst, zu jeder Abbildung ~ (5) fi ~eo gibt es ein U (PoI :r ~ G, 

sodass 

(2.24) [ a.~ (~ (D, c~) - a (~ (~'), cr I -< L [ ~ - ~'I 

fiir alle Vektoren ~ und ~' aus ~r gilt. Die Konstante L darf yon Po 

und ~ abhiingen. Die dann fast fiberall auf G existierende Ableitung ~gAm-1 sei 

fiber G integrierbar. Dann gilt 

S Am- = 
9lm-1 q 

15 ~ Satz von FumNi. 

a) Die Mannigfaltigkeiten ~m und ~z seien orientiert, stetigdifferenzierbar und 

kompakt iiberdeckbar. Durch a (P) werde ~)~m stetigdifferenzierbar und vom Range 1 

in ~l abgebildet. Es sei s = m -  l > 0. Dann ist das Urbild ~r2r = a -1 (Q) des Punktes 

Q E ~z entweder leer oder eine s dimensionale, stetigdifferenzierbare Teilmannigfaltig- 

keit yon ~m. Es seien die Abbi]dungen ~ fi ~ (~z), 7 e ~3 (~)~m) und/3 e ~ (~Q) beliebig 

gewahlt, aber so, dass Q 6 U~ und U s NUr # 0 sind. Wird nun t (10) = (tl (m) . . . . .  tt (m)) = 

= ~-1 a 7 (m) und lv (5) = 7 -1/3 (5) gesetzt, so kann die ,,Schicht" ~)~Q so orientiert wer- 

den, dass 

(2.26) det (gradm t~ (n)) . . . . .  gradw t~ (P0), n)~, . . . .  , lv~) > 0 

auf fl-1 (U s NUr) ist. Die Gradienten sind bei m = Iv (~) zu bilden. 

b) Ist M messbar auf 9X m, so folgt, dass fiir fast alle Q s  z der Durehschnitt 

Mo = ~ Q  N M a u f  ~Q messbar ist. 

la Ungl t ickl icherweise  ist  h ie r  in [I]  e in  Vorze ichenfeh le r  u n t e r l a u f e n  ; es  m u s s  in (2.38) Sei to 
135 de r  F a k t o r  ( - -  1) k-1  ge s t r i chen  werden .  
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c) Das Differential ~A~ sei auf M _ ~  ~ und das Differential OB~ auf ~t erklart. 

Ihre Produkt ~A~aOB~ sei fiber M integrierbar. Es sei N1 eine geeignete Nullmenge. 

Es werde N 2 = {Q ]~B~ (Q) = 0} und N = N1 U N~ gesetzt. Dann ist 

(2.27) ~OA, aOB~=(-1) ~ ~ { f ~A~(P)}~B~(Q), 
M QEgll_N PEMQ 

wobei das inhere Integral sieher ffir alle Q e ~ - N  existiert. Es werde f auch 

mit f abgekiirzt. 

d) Hat ~B~ die Dichte ~ auf ~ und OA~ die Diehte ~o liings Mo, ist OA~aOB~ 
messbar auf M und existiert das Integral f { f I~oo[}~, so ist OA. aOB~ fiber 

Q E ~z_~v PEMQ 
M integrierbar. 

(6). Komplexe Mannigfaltigkeiten. 

Eine Teilmenge ~ der komplexen Manni~altigkeit ~J~  heisse eine Nullstellen- 
/ldche, wenn es zu jedem Punkt Po e ~ eine Gebietsumgebung U (Po) und eine in U (Po) 

analytische Funktion gpo ( P ) ~ 0  gibt, sodass ~ f3 U (Po) = {PI gPo (P) = 0} N U (Po) ist. 

O. B. d.A. zerfalle gp~ in jedem Punkt yon U(Po)N ~ nut in einfache Primfaktoren. 

Der Punkt Po E 9~ heisse gew6hnlich, wenn ~ gp~ r 0 in Po ist. Diese Definition ist unab- 

hiingig yon der Wahl yon gpo und U (Po). Die gewShnlichen Pankte yon ~ bilden 

eine 2 n - 2  dimensionale, komplexe Teilmannigfaltigkeit ~ von ~2~. Ist die analy- 

tische Funktion go (P) im Punkt Po ein Primfaktor, so sei (Po; go) ein Fliiehenelement: 

Es gehSre dann und nur dann zur Nullstellenfl/iche ~, wenn Po E ~ und gp~ in Po 

dureh go geteilt wird. Sind ~, ~1 r 0, ~ r O Nu]lstellenfl/ichen, enth/ilt ~1 N ~2 kein 

Fl~tchenelement und ist ~ = Ks U ~2, so ist ~ reduzibel. Die Nullstellenfliiche ~ 1/isst 

sieh in grSsste irreduzible Teile ~ bis auf die Reihenfolge eindeutig zerlegen" 

= U~, .  Die Nullstellenfl/ichen ~,  haben paarweise kein F1/ichenelement gemeinsam. 
~EN 

Hat ~2n eine abziihlbare Basis der offenen Mengen, so ist die Indexmenge N hSeh- 

stens abziihlbar. 

Es sei ~ die Menge der offenen Menge yon ~2~ und ~ die Menge der auf 

einer offenen Menge Oi analytisehen Funktionen ]. Eine Teilmenge F c ~ • ~ heisse 

eine CovsIssche Verteilung (II. Art). wenn gilt: 

1. Ist (/, O)E F, so ist [ auf 0 analytiseh. 

2. Zu jedem Punkt P gibt es ein (/, O ) e F  mit PEO.  

3. GehSren (/1,01) und (/2,02) zu F, so ist ]x/~1r und regul/~r in 01N 02. 
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t~ 
Ist (/, O)~ F u n d  P o ~  Ua ~ O, so sei / =  ~ / ,  die Entwicklung nach homogenen 

Polynomen / ,  vom Grade  # u m  3 o = ~ - ~ ( P o ) .  Es  sei / , ~ 0 .  Dann ist die Zahl 

v = v ( P o )  unabh/tngig yon der Wahl yon (/, O ) e F  und der Abbildung ~ e ~.  Sie 

8 1 t t  heisse die V i e l / a c h h e i t  de r  , , N u l l  tel  e P o  yon F. Die Menge {P Iv (P)>  0} ist eine 

abgeschlossene Nullstellenfl~iche. 

Ist die Funktion / ~ 0  analytisch in jedem Gebiet aus ~f)22n, so ist (/, 9~ 2=) eine 

Covs~sche Verteilung, also die V i e l / a c h h e i t  der  N u U s t e l l e  y o n  / erkl/irt. Ist die Funktion 

] ~ 0  und meromorph in jedem Teilgebiet aus 9~ ~', so gibt es zu jedem t)unkt Po 

eine offene Umgebung Op, und in jedem Punkt  yon Oe, analytische und teilerfremde 
wlp0 

FunktioDen W~o, w~0, sodass / = w~---, in O p ,  ist. Es bildet F z  (/) = {(wl,, Op,)} die 

Covs~Nsche Yerteilung der Zi~hler, F N  (/) = {(W~o, Oz,)} die der Nenner von/ .  Dadurch 

ist die V i e l / a c h h e i t  der  N u U s t e l l e  bzw. die der P o l s t e l l e  -con ] erkl~trt. Die V i e l / a c h h e i t  

der  a - S t e l l e  yon / ist die der Nullstelle y o n / - a  fiir a #  ~ .  

Ist a (t)~ ~,  so erh~tlt man die komplexen Koordinaten dutch 

(2.28) z t, = t2 ~ _ l + i t21, = x ~, + i y ~, , ~ ~ = t2 . _ l - i t2 ~, = x ~, - i y . .  

Fiir eine differenzierbare Funktion yJ werde 

(2.29) 

gesetzt. Ist ~p zweimal stetl~differenzmroar, so gilt 

(2.30) 
1 i 

(2.31) 1 i 

(2.32) 
1 i 

Ist t(V) eine differenzierbare Substitution mit w. = v2,-1 +iv2, ,  so gilt 

~t 

(2.33) Zw. = ~l(~Pz~, z~, w. + ~p~, ~, wv), 

(2.34) Zwv = ~l(V2z~ z ~  + ~ ~ ~) .  
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Is t  also $(ro) analytisch, so gilt 

n 

und Z~  = ~= ~P~ z, w,. 

Die Ableitungen yon z, und ~ sind 

(2.36) 8z~ := ~t2~-~ + io tas ,  ~ ,  = ~tz~_~ - i ~ t 2 ,  = ~%. 

Sie bilden ein (nichtreelles) Koordinatensystem yon Rv . Daher hat ein alternierendes 

Differential ~Av die Gestalt 

(2.37) ~A~, (P,  ~) -- ~ '  ~ '  a~,l ~ �9 �9 �9 �9 8z~'v-505,~ 05~5, 
5 = 0  / * ] P - q  ~J5  " ' ' t ~ v - 5  v s ~ Z t q  . . . . .  

wobei die Koeffizienten am..  "~v-5,1 . . . .  q eindeutig bestimmt sind und 

(2.38) 
n n 

OA~(P ,~ )=  ~ '  ' a  (P ,a)az~ ,  1. 0z .p  5~5~1 ~ . ~ ,  
P l  �9 �9 �9 P p - ~  ~'1 �9 �9 �9 ~ '5  " " - " " " 

glv -5  ~,lq 

wieder alternierende Differentiale sind. Die Zahl ~ heisst ihr T y p .  Da die Ableitung 

einer Funktion y~ sieh nach (2.29) und (2.36) zu 

(2.39) ~y~= ~ (W~ ~z,+yJ~ 02~) 

berechnet, besteht nach (2.5) das Transformationsgesetz 

(2.40) 
A., (P, ~)= 

v ~ '  
= ~ ~ ~ , a t q . . . ~ , v _ 5 , 1 . . . , 5 ( p ,  fl)az~,l(ro) . .ez,p_5(ro)es~,( tu) . . .~2,5(1v).  

e=o ~lp-5 ~lq 

(2.41) 
aal""" ~p-5", . . . .  5 (P' ~) = 

, e ( z ,  . . . . .  . z , v _  ~) ~ (z.  1 . . . . .  %) 
= ~ '  ~'a~,. . .~p_5,1 . . . .  5 ( P ,  f l)~(w~,,  - a(w,,1 ' - w('5 )" ~lv-5,15 -, w~-5) ", 

Wegen (2.35) sind auch 

(2.42) ~• ~p = i ~ (y~z, 0 z~ - y~, ~ 2,), 

(2.42) ~' O A p =  ~ ~ '  ~ '  O" a~,I. . .~,p_e,, . . . ,QOZt,,  . . . OZ~,~_QO5,, . . . 05 ,  5 
e =0 ,In-o ,15 

alternierende Differentiale auf ~J~ .  Es ist 
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(2.43) n 
(0 ~" *p = - 2 i t ~ W,~, ~ Oz~ ~2~. 

Eine zweimal stetigdifferenzierbare, reelle Funktion ~0 auf ~j~e ~ ist dann und nur dann 

Realteil einer analytisehen (vielleicht mehrdeutigen) Funktion, wenn 0 0*p-=0 ist. 

Es seien ~ ,  und ~ zwei Nullstellenflaehen aus ~2~ und ~ = 9~, U ~t~ ihre Vet- 

die zugehSrigen Teilmannigfaltigkeiten der gewShnlichen 

Dabei ist 9), N {9)~ O 9)2 -- 9)} eine Nullmenge auf ~,. Also 

einigung. Sind 97, 9),, 9)2 

Punkte, so ist 9)~ U :~2 -~ 9). 

ist die Integralde/inition 

(2.44) f c~A2n-2 = f aA2n_g 
~ n M  ~nM 

sinnvoll, falls das rechte Integral existiert. Da 9) eine komplexe Teilmannigfaltigkeit 

der Dimension 2 n - 2  ist, ist jedes alternierende Differential 0A~-2 yore Typ 

e r  n - 1  als Differential auf 9) betrachtet identisch Null. Fiir die. Integration (2.44) 

reieht es also alternierende Differentiale der Gestalt .4 

( i l n - " l  I ~ a,v~5~z~Ozl~5, ~ il ~zn05n+ OX~n-~=\2l i . . . . . . . . .  ~.,u, T,=I 

(2.45) ~*" 

+ ~ at~t~OZ, OZl...i[...cqZnCqZn} 
la=l 

zu betraehten. Die kompakte Menge K _ ~ .  enthalte die auf 9) messbare Menge 

M_~9). Das Differential aZ2~_2 sei auf M messbar. Zu jedem "Punkt PoEK und 

jeder Abbildung ~ e ~vo gebe es eine uniformisierbare Umgebung U(Po]~) und eine 

Konstante L, sodass [a.v (P, . )  [_< L auf M N U (Pol.)  gilt. Dann existiert naeh [I] 

Satz 11 das Integral (2.44), also ist ~Z2~-2, das heisst, a~0Z2~-2 iib~r M integrierbar. 

(7). Vektordifferentiale. 

In w 1 wurde der Raum R~ k der Polyaden mit dem K6rper der komplexen 

Zahlen als Koordinatenbereich eingefiihrt. Nun kann man aber auch als Koordinaten- 

bereie-h die alternierenden Differentiale, die auf einer gemeinsamen Menge M der 

orientierten Mannigfaltigkeit ~1~ m definiert sind, verwenden. Ist r  r ein Koor- 

dinatensystem yon R~ k, so sei 

14 Durch werde das Fehlen des Faktors  a z~ a ~  angezeigt. 

3 -  533806. 90. Acta mathematica. Imprim6 le 28 octobre 1953. 
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k 

(2.46) O?F'* = ~ '  OA~.,. . .  u~, e . , .  . . g,,, 

mit 

"""~ 0 A~ (2.47) ~A;,. . . ,  =~": ~ ,  . . . .  , 

2k ein Vektordi//erential aus V~., (M), falls die alternierenden Differentiale 0A~, . . . ,~  

Stufe s aui der Menge M definiert sind. Mit der Summende] in i t i on  

der 

k 
8 (2.48) a ~F '* + cq ~v'* = ~ '  (a A~, ..~,~ + B~,. . .  ~ )  [e~,~, e~,~] 

bildet e ~ V~. ~ (M) einen Modul. Die Produkte  

k k 

. B t ~q [e ,  . . . .  , en . . . ,  e J ,  (2.49) [0 9.1 p' ~, O ~q" t] = ~,  ~,  0 Av, ..,,~ 0 ,, . . . .  e,~, 
I~IP v l q  

k k 

(2.50) (og:[v'"lO!B "'t) 2 '  ~;'0'1~ a B t  . . . . . . . . . .  = ~_ . . , , , . . . , ,  ,~. ,, fie,,, %]  I [%, %]) 
I*IP ~IP 

sind im allgemeinen nicht kommuta t iv  und nicht al~ernierend. Es gilt 

(2.51) 

(2.52) 

[a?l, .~, a~. .~]= (-1) .~+~ [ a ~ .  ~, o~t,, ~], 

(~ ~[', s [ a ~ ' ,  t ) =  ( -  1) ~t (a ~P .  t [ a ~ ,  ~). 

Ist  ~ F  "'~ beziiglich des dualen Koordinatensystems in *v2k /M~ gebildet, so gilt - - p .  s I ] 

entsprechend 
k 

(2.53) (a_r,.*, a~, .~)= 5 ' o F ~ , . . . ,  aBe, , . . ,  = ( - 1 ) ~ ( a ~  ".~, o F " ' ) .  
/ t i p  

Die Ableitung wird fiir differenzierbare Vektordifferentiale durch 

k 

(2.54) ~ ~ ~'.~ = Y' o o A ; , . . . , ~  [e~ . . . . . .  %]  

erkl~r~. Auf weitere Rechenregeln soil nicht eingegangen werden. Man kann alle 

folgenden Umrechnungen leicht an Hand dieser Definitionen nachrechnen. Wie in 

[I] w 3 a werde im 2k dimensionalen Raum der Vektoren Iv ER~ ~ die folgenden Be- 

zeichnungen eingefiihrt : 

i 
v2 h =ln: (a (2.55) av~ ( to)=~ (o m I o w), V2) h, 

(2.56) a~0u)=~l~vl"l[m,0ml[  2, a ~ 2 ~ = ~ ( a ~ )  ~. 
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Es ist 

(2.57) i ml_~{(ro i m) (am lain)_ (am i m) (n, i am)}. 

Diese Formel mSge als Beispiel bewiesen werden: 

(2.58) 

i 
a 0)3 (m) = ~ I m I-' (Ira, a m] I [~ ,  a ~ ] )  = 

i k 

Wghlt man nun ein normales Koordinatensystem, so folgt 

(2.59) 

k 

tz, v = l  

i ]-4 
=~1~ {(m I ~) (al, l a~) -  (a~ I ~) (~ la~,)}. 

Im iibrigen sind (2.56) und (2.57) unabhgngig v o n d e r  Wahl des Koordinatensystems, 

womit der Beweis gefiihrt ist. Es ist ~v2(m ) das euklidische Ober[lCichenelement und 

8co 2 (m) das projektive. Es gilt ngmlich: 

(2.60) ~ eo 2 (4 Yo) = ~ o~ 2 0v) (4 r 0). 

Als Inhalte der Kugel ergibt sich hekanntlich 

f y~k 
(2.61) V2k (r) = 8v~k (1o) = ~ -  r zk, 

f 2 n ~ (2.62) v ~ _ i  (,) = a v ~ _ l  ( to)  - (k  - 1~! 

Iwl=r 

f .~k - 1 (2.63) W2~-2 = Owzk-1 (to) = (~_ 1)-~" 
Q 

V2k = V ~  (1), 

r 2k-1, V 2 k l = V 2 k l ( 1 ) ,  

Dabei ist Q der projektive Raum, der durch die Xqulvalenzrelation m - 4 m ,  wobei 

~0 r 0 und 4 r  0 beide komplex sind, erzeugt wird. 

w 3. Meromorphe Fl~ichen. 

Die beiden Haupts~tze sollen fiir analytische Abbildungen, die cine komplexe 

Mannigfaltigkeit ~2n in den komplex-projektiven Raum abbilden, aufgestcllt werden. 

Aus spgter zu nennenden Griinden werde jedoch der Begriff der analytischen Ab- 

bildung zum Begriff der meromorphen Fl~iche erweitert. 
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D e f h a i t i o n  3A.. Meromorphe Fl~chen. 

Die zusammenhiingende, komplexe Mannig/ahigkeit ~2n uncl die natiirlichen Zahlen 

k___ 2, p >  1, seien lest gewdhlt. Eine meromorphe Fldche W T der Stu/e p sei eine Menge 

yon Polyaden/unktionen der Stu]e p und der Dimension k, ]i~r die gilt: 

1. Jeder Polyaden]unlction 
k 

(3.1) ~P = ~ P  (P)= ~ '  w, , . . . ,~(P)  [e, ,v. . . ,  %~] 

aus W p ist eindeutig eine o]/ene Menge U= U (~P) zugeordnet, au/ der sie, das heisst, 

alle ihre Koordinaten w~,,. . . ,~(P) meromorph sind. 

2. Sind ~ f  und ~B~ zwei Elemente yon W p, so gibt es eine au] UI,'= U (~2~) N U (!~B~) 

meromorphe Funktion 2(P), die in keinem Teilgebiet von U~2 identisch verschwindet, 
p ~ p sodass ~[91 = 2 (P) ~2 au/ UI~ gilt, [alls UI, r 0 ist. 

3. Es ist ~2i~ 2~= (J U (~i~'). 
~ P  E W P  

Ist die Polyadenfunktion ~ auf der offenen Menge G meromorph und gibt es 

zu jedem ~T E W" eine Funktion 2 (P), die in jedem Teilgebiet von G N U ( ~ )  nicht 

identiseh Null und meromorph ist, und fiir die dort ~ = 2 ( P ) ~ "  gilt, so heisse ~fi~ 

eine Darstellung yon W ~ in G. Zwei meromorphe F1/~ehen seien gleich, wenn sie eine, 

also jede, Darstellung gemeinsam haben. Ist A T eine duale Polyade, so sei (A T, WT)~O 

(bzw. ==-0), wenn (A T, ~ T ) ~  0 (bzw. =-0) /iir eine, also jede, Darstellung ist. 

D e f i n i t i o n  3 .2 .  Degeneration. 

Die meromorphe Fldche W T heisse d e g e n e r i e r t, wenn es eine duale (konstante) Po- 

lyade A r mit (A p, W~)~-0 gibt; sie keisse s p e z i e l l  d e g e n e r i e r t ,  wenn es eine spezielle 

duale (konstante) Polyade A r mit (A T, WT)----0 gibt; sie heisse t o t a l d e g e n e r i e r t ,  

W ~ --- 0, ]alls eine, also jede, Darstellung ~ T ( p )  =_ 0 ist. Ist W p nicht totaldegeneriert, 

so sei W T ~  O. Die meromorphe Fl~che heisse konstant, wenn sie eine konstante Dar- 

stellung hat. 

Die Darstellung !~ ~ auf G ist in jedem Punkt Po E G meromorph. Sie heisse in 

Po analytisch, wenn es ihre Koordinaten sind. Sie heisse in Po reduziert, wenn ihre 

Koordinaten in Po analytiseh sind und den grSssten gemeinsamen Teller 1 haben. 

Die Darstellung ~P heisse in der offenen Menge 0 meromorph, bzw. analytiseh, bzw. 

reduziert, falls sie es in jedem Punkt von O ist. Eine Darstellung auf G=~J~ ~ heisse 

einheitlich. Die meromorphe Funktion 2 (P), um die sich zwei Darstellungen unter- 

scheiden, heisse ein Proportionalitdts]aktor, kurz auch FaVor; ist er analytisch und 
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nicht Null, so heisse e~ ein Einheits/aktor. Zwei reduzierte Darstellungen unterscheiden 

sich nur um Einheitsfaktoren. Ist das Koordinatensystem r . . . .  , r fes t  gewiihlt, 
k 

so bilden die Ausdriicke (w, . . . .  ,v(P), G), wobei ~ P  = ~ '  w, . . . .  ,v[r  . . . . .  , e,v] eine auf 
t*lP 

G reduzierte Darstellung ist, eine Cousmsche Verteilung (II. Art) W~,, . . . ~ ,  falls 

w, . . . .  ,~ (P) ~ 0 ist. 

][st W v ~  0, so erh~ilt man aus einer 5eliebigen Darstellung in Po dureh Multi- 

plikation mit einem geeigneten Faktor eine in Po reduzierte Darstellung. Es gibt 

also eine in Po reduzierte Darstellung. Dagegen braucht es nicht immer eine ein- 

heitliche analytische oder eine eiuheitliehe reduzierte Darstellung zu geben. Auf ~A 2n 

gelte der Satz yon POINCAR~, wenn jede meromorphe Funktion Quotient zweier auf 

~2n analytischer Funktionen ist. Auf ~j~2= gelte der Satz von CousIN (II), wenn es 

zu jeder CousINschen Verteilung (II. A r t ) F  eine auf ~ =  analytisehe Funktion 

/ gibt, sodass F ' = F u ( / ,  ~3~2~) wieder eine CousINsche Yerteilung (II. A r t ) i s t .  

Dann gilt 

Satz  3.t .  Einheitliche Darstellungen. 

1. Eine meromorphe Fldche hat eine einheitliche (meromorphe) Darstellung. 

2. Gilt an~ ~j~2~ der Satz yon POINCAR~, SO hat iede meromorphe Fldche au[ ~ i ~  

eine einheitliche analytische Darstellung. 

3. Gilt au] ~/~2~ der Satz yon Cousin (II), so hat ]ede meromorphe Fldche WV ~ 0 

an/ ~F~ 2~ eine einheitliche reduzierte Darstellung. 

Beweis .  Der Satz ist fiir Wv=-O richtig. Es sei nun W v ~ 0  angenommen. 

Dann gibt es ein Koordinatensystem r . . . . .  r sodass fiir jede Darstellung ~ P  die 

Koordinate w: . . .  p ~ 0  ist. Also ist ~ = ~ '  w, , . . .  ~v [r . . . . . .  e~v] eine einheitliche Dar- 
/*IP W l . . . ~  

stellung. Gilt der Satz von PoINc~Rk, so ist jede Koordinate einer einheitliehen 

Darstellung Quotient zweier auf ~ 2 ,  analytischen Funktionen. Multipliziert man mit 

dem Produkt der  Nennerfunktionen, so entsteht .eine einheitliche analytische Dar- 

stellung. Gilt der Satz yon Cousin, so auch der Satz von POmC~R~. Also gibt es 

eine einheitliche analytische Darstellung ~v .  Die grSssten gemeinsamen Teiler ihrer 

Koordinateu bilden eine Covs:~sehe Verteilung. Also gibt es einen einheitlichen, 

grSssten gemeinsamen Teiler A, sodass A-limB v eine einheitliehe, reduzierte Dar- 

stellung ist, w. z. b. w. 

Dutch (1,/) ist jeder auf ~)~" meromorphen Funktion ~ eine meromorphe Fl~iehe 

(mit k =  2, p = 1) eineindeutig zugeordnet, die dann und nut dann degeneriert, wenn 
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[ konstant ist. Fiir k = 2 und p = 1 haben alle meromorphen F1/iehen eine einheit- 

liehe DarsteUung (1,/) ausser der Fl~iche (0, 1), die einer Funktion ] ~  ~ entsprechen 

wiirde. Dies fiihrt zur Definition: 

D e f i n i t i o n  3.3. Analytische Fliichen. 

Die meromorphe Fldche W ~ heisse eine analytische Fldche, wenn es eine einheitliche 

analytische DarsteUung ~ und ein Koordinatensystem r  ek gibt, sodass in  ibm 

die Koordinate wl  . . . ~ ~ 1 ist. 

Die analytischen Flfichen fiir k = 2 und p = 1 sind den analytischen Funktionen 

auf ~2~ eineindeutig zugeordnet. 

Ebenso iibertrfigt man den Begriff der Unbestimmtheitsstelle. Der Punkt Poe  ~IJ~ ~" 

heisse eine Unbestimmtheilsstelle der meromorphen F1/iche W ~, falls ~P  (Po)= 0 fiir eine, 

also ~ede, in P0 ~eduzierte Darstellung ~ (P) gilt. 

Der pro]ektive Raum ~2k-2 entsteht aus dem Raum R~ k der Vektoren m, indem 

man die neue Gleichheitsdefinition : m~- lv s, wenn ~o I = X ms mit 2 r 0 gilt, einfiihrt. 

Dabei werde der Punkt ~o = 0 weggelassen. Ist m (P) eine in P0 reduzierte Darstellung 

der meromorphen Flfiche W 1, die keine Unbestimmtheitsstellen babe, so wird dureh 

(3.2) a (P0) ~ ro (P0) 

eine analytisehe Abbilflung yon ~J~e~ in ~sk-s definiert. Da R~ k isomorph R 2(~) ist, 

wird analog jeder meromorpheu F1/iche W p ohne Unbestimmtheitsstellen eineindeutig 

eine solehe analytische Abbildung yon ~ll 2~ in ~2(~)-~ zugeordnet. Man erh/~lt daloei 

auch alle solehe Abbildungen. Die meromorphen F1/ichen sind also eine Verallge- 

meinerung der analytischen Abbildungen yon ~ in ~(~)-2.  

Nun sollen noeh einige Griinde genannt werden, die fiir eine solehe Verallge- 

meinerung sprechen. 

1 ~ Auch fiir Stufen p > 1 wurden meromorphe F1/ichen eingefiihrt, da sie sparer 

gebraueht we~den. Zwar ist R~ ~ isomorph R 2(~) und *R~ ~ isomorph *R ~(~), und zwar 

entsprechen sich bei diesem Isomorphismus das innere Produkt, das skalare Produkt, 

duale Koordinatensysteme, die duale Abbildung, die duale Metrik und der Begriff 

der meromorphen Flache sowie ihre bisher definierten Eigenschaften, jedoch gilt das 

nicht mehr fiir das iiussere Produkt. 

2 ~ Meromorphe Darstellungen wurden zugelassen, da eine meromorphe Fl~ehe 

nicht immer eine einheitliche analytische Darstellung hat. Zum Beispiel ist eine 

solche auf kompakten Mannigfaltigkeiten nieht vorhanden. 
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3 ~ Eine meromorphe Fl~tche kann Unbestimmtheitsstellen haben. Wiirde man 

solche verbieten, so wiirden auch gewisse meromorphe Funktionen ausgeschlossen 

sein. Die beiden Haupts~ttze sollen abet insbesondere auch fiir alle meromorphen 

Funktionen gelten. 

4 ~ Die Verallgemeinerung auf meromorphe Flachen macht beweistechnisch keine 

Schwierigkeiten. Die enge Verkniipfung mit den Raumen R~ k bietet viele u 

5 ~ W "-- 0 ist auch eine meromorphe Fl~iche. 

Aus den in 1 ~ genannten Griinden reicht es jedoch vorliiufig den Fall p =  1 zu 

betrachten, da sich die n~tchstfolgenden Begriffe und Satze unmittelbar auf ~ > 1  

iibertragen. Daher werde jetzt in Kapitel I und II nut noch der Fall p =  1 betrachtet. 

Sollten bei p > 1 Besonderbeiten auftreten, so wird dies erwiihnt werden. 

Bei allen einzufiihrenden Begriffen ist darauf zu achten, inwieweit sie die fol- 

genden Invarianz]orderungen erfiillen: 

1. Inva~ianz gegeni~ber den ,,Parameterdarstellungen" ~ E ~j~n. 

2. Invarianz gegeniiber eineindeutigen analytischen Abbildungen yon ~fj~2n au[ eine 

andere tcomplexe Mannig]altigkeit. 

3. Invarianz gegeni~ber Proportionalitdts]aktoren 2. 

4. Invarianz gegeni~ber Einheits[aktoren 2. 

5. Invarianz gegeni~ber der Wahl des Koordinatensystemes r . . . . .  ek in R~ k. 

6. Invarianz gegeni~ber linearen, eineindeutigen Trans/ormalionen in R~ ~. 

Aus 3. folgt 4. 

Satz 3.2. Der grSsste gemeinsame Teller. 

Voraussetzung. Die meromorphe Fldche W ~ 0 babe au/ der o/]enen Menge G 

die Darstellung lv (P) = (w 1 (P) . . . . .  Wk (P)). Es sei (A z (P), O) e F z  genau dann, wenn 

L' in 0 es in der o]]enen Menge 0 r D analytische Funktionen ~,, gt, gibt, sodass w~, = 

gilt und ]~, g~, in ]edem Punkt yon 0 teiler]remd sind, und wenn dann A z (P) gr6sster 

gemeinsamer Teiler der Funktionen ~1 . . . .  ,/~ in jedem Punkt yon 0 ist. Es sei (A N (P), O) E FN 

genau dann, wenn z~ N(P) gr6sstev gemeinsamer Teiler der Funktionen gl . . . . .  g~ in jedem 

Punkt yon 0 ist. 

Behauptung.  F z  und F~ sind Cousmsche Verteilungen II .  Art au] G. 

Beweis.  Die Forderungen 1 ,und 2 yon w 2 (6) sind sicher erfiillt. Ist 

(A~) (Pi, 0~) E Fz  mit O1 N 02 # O und ist Q E 01 N 02, so gilt .~,](') = ~zA(') h(,)~ mit in Q 

analytischen Funktionen h~ ). Wegen 
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zJA'I)Z *'t/~L(1) Y/~(2)= 1(1) g(2, = ](2, g ( i ,=  zjA(2)Z h/~'(2) ylt~(i) 

und weil g('), ,,t(~) in Q teilerfremd sind, ist A~ ) gemeinsamer Teiler aller/(2), also Teiler 
.4(1) 

A(2) in Q. Ebenso ist J z  J z .  ~ i # 0  und regulfir in 01N 02. yon ~z  A(~) Teller yon A(l) Also ist ~z  

Entsprechend schliesst man fiir FN. Beide, Fz u n d FN,  sind CousINsche Verteilungen, 

~iV. Z. b. vr 

Die Vielfachheit der Nullstelle P yon Fz sei d(P,  0) und heisse die Vielfacliheit 

der NullsteUe P der Darstellung m (P). Die Vielfachheit der Nullstelle P yon F~ sei 

d (P, ~ )  und heisse die Viel]achheit der Polstelle P der Darstellung m (P). Die in G 

abgeschlossene Nullstellenfl~che b(0)= {P]d(P,  0)>0} heisse die Nullstellenfl~tche der 

Darstellung lv (P) und b ( ~ )  = {P [ d (P, ~ )  > 0} ihre Polstellenfl~iche. Die Invarianz- 

forderungen 1, 2, 5 und 6 sind erfiillt. 

Nun wird der Begriff der a-Stelle und ihrer Vielfachheit verallgemeinert. 

Satz  3.3. Invarianz der Schnittzahl. 

Vorausse tz tmg.  Ist W eine meromorphe Fl~iche und ~ ein kontravarianter Vektor, 

]fir den (~, W ) ~  0 gilt, so bestehe die Menge (~, W)15 aus den Elementen (/, O) mit 

/--(~,  re(P)), wobei re(P) eine reduzierte Darstellung au] der o/]enen Menge 0 ist. Aus- 

serdem sei eine Darstellung Po x (P) au/ der o]/enen Menge G gegeben. Die Viel]achheit 

ihrer Nullstelle sei d (P, 0), die ihrer Polstelle d (P, o~). Die Viel]achheit der Nullstelle 

P wenigvr der Viel/achheit der Polstelle P der Funktion (rex(P), ~) s2i ~)1 (P, ~). 

Behaup tung .  1. Es ist (~, W) eine Cousinsche Verteilung (II. Art). 

2. Die Viel/achheit v (P, ~) der NuUstelle P yon (~, W) und die Nullstellen/lgche 

(~z) = {P ] v (P, ~) > 0} von (~, W) er/i~llen die Invarianz[arderungen 1 bis 6. 

3. In der o//enen Menge G ist 

(3.3) v (P, ~) = vx (P, ~) - d (P, 0) + d (P, oo). 

B e w e i s .  Da sich zwei reduzierte Darstellungen im Durchschnitt ihrer Giiltigkeits- 

bereiche nur um einen Einheitsfaktor unterscheiden, gelten die Behauptungen 1 und 2. 

Werden AN(P) und Az(P)  fiir rex(P) nach Satz 3.2 definiert, so ist r o l ( P ) =  

Az 
- AN 2 (P) m (P), wobei m (P) eine in P0 E G reduzierte Darstellung ist. Da Az und A~ 

grSsste gemeinsame Teiler sind, ist 2 (P ) r  0 und analytisch. Es folgt die Behauptung 3, 

w . z . b . w .  

15 Eine Verwechslung der Bezeichnungsweise (~, W) -- 0 oder (~, W) ~ 0 mit der CousINschen 
Verteilung (~, W) ist nicht zu beftirchten. 
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Definition 3.4. Die Schnittzah]. 

In  Satz 3.3 sei r (P, ~) die Schnittzahl in P zu ~ yon W und O.~ (~) die Schnitt- 

stellen]l~iche zu ~ yon W. 

w 4. Massbestimmung. 

Fiir die ganze Arbeit werden einige allgemeinverbindliche Voraussetzungen ge- 

macht, die mit rSmischen Ziffern I, I I , . .  : gekennzeichnet werden. 

I Die Mannigfaltigkeit.  Die komplexe Mannig/altigkeit ~2~  der Dimension 2 n 

sei zusammenhiingend und babe eine abz~ihlbare Basis der o[/enen Mengen. 

Um die Sehnittstellen zu ~z zu messen, berechnet man den Flitcheninhalt der 

Schnittstellenflitche ~(~z). Dies geschieht mit einem alternierenden Differentia] ~Z2=-2. 

Damit der Fliicheninhalt einer beliebigen Nullstellenfl/iche ~ positiv wird, werde vor- 

ausgesetzt, dass die Dichte Z yon ~Ze~-z l~ngs ~ positiv ist. An das Diffferential 

~Z2~-2 miissen noch zwei weitere Forderungen gestellt werden, wie sich sp/iter ergeben 

wird. Insgesamt werde vorausgesetzt: 

II. Die Massbes t immung.  Au/  ~f~2n existiere ein wenigstens sechsmal stetig- 

di]/erenzierbares, alternierendes Di]/erential ~Z2n-2, /iir das gilt 

a) Sind der Punkt Po e ~)~2~ und die in Po di]/erenzierbaren Funktionen g und h 

beliebig gewiihlt, so gelte dort 

(4.1) ~ g ~l h ~ z2n_2=~ h ~l g ~ )c2n_ 2. 

b) Das Di]]erential ~Z2~-2 ist exakt: 

(4.2) ~ Z.o,~_2 = O. 

c) Ist ~ irgendeine 2 n - 2  dimensionale, komplexe Teilmanniq[altigkeit yon ~2"~ 

und ist a i ( P ) = P  die identische Abbildung von ~ in ~)~2~, so babe ai~Z2~-~ a u / ~  eine 

positive Dichte. 

Nun werde untersucht, was diese Aussagen beziiglich eines 5rtlichen Koordinaten- 

systems bedeuten. 

Satz 4.1. Der Typ. 

Ein alternierendes Di//erential ~ A2~-2 hat dann und nur dann den Typ n -  1, also 

die Gestalt 14 

(4.3) 
+ ~ b, , (P,  : r  i . . : ~ z ~ 5 = } ,  

/~=1 
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wenn ]iir jeden Punkt Po seines De/initionsbereiches M und jedes Paar in Po stetig- 

di]/erenzierbarer Funktionen g und h gilt: 

(4.4) ~ g ~• h ~ A~n-2 = Oh ~• g ~ A 2 . - 2 .  

2 n - 2  
a q Beweis. Die Zerlegung aA2,-2 = ~ A2,-2, wobei ~A~,_~ den Typ @ hat, ist 

Q=0 

eindeutig. Sind Po E M und cr ~ mit Po E U, beliebig gewahlt, so werde zunachst 

g--=z, und h =z~, dann g= 5, und h = ~  gesetzt. Aus (4.4) folgt 

(4.5) ~ z ~ z , ~ A ~ , _ ~ = O = ~ 5 ~ , O A g , _ ~  fiir /~, ~=1 . . . .  , n. 

Fiir ~ r  ist daher aA~,_2=0. Also hat aA2,_2 den Typ u - 1  und die Gestalt 

(4.3). Aus (4.3) folgt aber umgekehrt wegen 

(4.6) O g ~ h O A 2 ~ _ ~ = - 2  ~ b,,,(g,~h~ +g~,h,~) ~ O z ~ O ~ . . . O z ,  O~ 
/~,~=1 

die Gleichung (4.4), w. z. b. w. 

Satz 4.2. Die Ableitung. 

Ist das alternierende Di/]erential O A~,_~ vom Typ n - 1 ,  also von der Gestalt (4.3), 

au] der o/[enen Menge G ~ "  stetigdi]]erenzierbar, so ist dann und nut dann seine 

~iussere Ableitung ~OA~_~---O, wenn /iir ~ede Abbildung o~(~)e ~ au/ G ~ U~ gilt: 

(4.7) ~b,,~ =0 und ~b , ,z  =0 ffir , = l , . . . , n .  
p= l  /~--1 

Beweis. Aus ~ 

/~=1 

fo]gt die Behauptung, w. z. b. w. 

Satz 4.3. Positive Massbestimmung. 

Ist das alternierende Di/[erential ~ A2,,-2 vom Typ n - l ,  also yon der Gestah (4.3) 

im Punkt Po erkldrt, so hat es dann und nut dann liings jeder dutch Po gehenden 

2 n - 2 dimensionalen, komplexen Teilmannig/altigkeit ~ in Po eine positive Dichte, wenn 

]iir eine, also jede, Abbildung o~ (3)e ?~ mit Poe Ua dutch 

(4.8.) ~ b,, (Po, ~) x,, ~, 
I~.~-I 

eine ~ositiv de/inite HERMIT~.sche Form gegeben wird. 
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Beweis.  Man w/~hlt fl (~) e ~ (~) mit Po q U~ und setzt ~ (~) = ~r fl (~). Ist 

a~ (P )=  P die identische Abbildung yon ~ in ~ ,  so gilt: ~ 

a~ ~A~n_2 = 
(4.9) 

,0(z~, .: :! ::.,  ~ )  ( ~o(z~,.. 
= ~ b . ~ ( p o , ~ ) ( - 1 )  ~ ; ~ :  . . . .  ~ _ ~ )  . . , ~ - ,  - 1 )  0(v~, ." [ . . . .  z~)0v~-~(0)' 

wobei 
/ i \  ',-1 

(4.10) Ov~_2(~) = ~ )  Ov~O~l...Ov~_l O~_l=O ReVlO I m v l . . . O  ReVn-lO Imv~-i 

das euklidische Fliichenelement des D-Raumes ist. Also ist a~ 0A2,-~ = b .~v2,-2, wobei 

b die Dichte yon ~A2~_2 l~ings Y~ in P0 ist. Nach (4.9) ist b daml und nur dann fiir 

jede komplexe Mannigfaltigkeit ~ positiv, wenn (4.8) eine positiv definite HERMITEsche 

Form ist, w . z . b . w .  

Die Voraussetzungen II  sind also gleichbedeutend mit: 

II  Die M a s s b e s t i m m u n g .  Au/ ~2n existiere ein wenigstens sechsmal stetig- 

di//erenzierbares, alternierendes Di/]erential ~ y.2~-2, das ]i~r jede ]este Abbilduny ~ E ~ 

und ~eden /esten Punkt P e U. die Forderungen er[iillt: 
a) Bs ist 14 

y. [i [i (4.11) 0Z~n-2 = i ,.7"=~ a~'(P'cr  

b) Es ist 

(4.12) 

c) Es ist 

(4.1~) 

+ ~aj,~,(P,o~)~zl~5l.. .[J.. .~zn~Sn}" 
I ~ 1  

tt 
, . l a , , z j = 0  und ,-l~a~1'~=0 /fir v = l  . . . .  ,n .  

a,,. (P, cx) x. ~-~ > 0 (a,,. = a.t,) 
,u. l , -  I 

eine positiv definite HERMITESChe Form, 

Fiir die Existenz einer solchen Massbestimmung ist nun der Satz yon Bedeutung: 

Satz  4.4. Die K~4HLERsche Massbestimmung. 

Vorausse tzung .  Au/ ~2n existiere eine stetigdi]/erenzierbare KXHLERsche Metrik 

~s~, das heisst: Fiir jede Abbildung o: e ?~ und jeden Punkt P e Ua gilt 

i s  D u r e h  ] werde  da s  F eh l en  yon  z~ angezeigt .  
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a) Es ist 
n 

i ~ h, ,~(P,~)Sz.  8~ .  (4.14) 8 s 2 =  2 I . . . .  1 

b) Die Marik  8 s 2 ist exakt, das heisst : 88s~=0.  

e) Es ist ~ h,~ (P, ~)x~, 2~ eine positiv de/inite H~aMITEsehe Form. 
p,v=l 

1 
B e h a u p t u n g .  Das Di//erential 8 Xe~_~ - (n - 1) [: (8 82) n - I  er/i~llt die Forde,rungen I I .  

Es ist � 8 8  det (he~) die Adjunkte von h,~. 
e4tt 
a~ev 

Umgekehrt braucht 8Z~  ~.fiir n > 2  nicht ( n - 1 ) t e  Potenz einer KXI~LE~schen 

Metrik zu sein. 

B e w e i s .  Da 8s2 den Typ 1 hat, hat 8Z~n_2 den Typ n - l ,  ist also v o n d e r  

Gestalt (4.11). Die Koeffizienten a~,v sind Polynome in den Unbestimmten ht,~, und 

zwar ist a,~ der Koeffizient des Gliedes, in dem 8z, und 82~ fehlen. Also h~ngt das 

Polynom a,~ nicht yon den Unbestimmten ht, e und h~ e fiir Q= 1 . . . . .  nab .  Bei der 

Substitution h , e = h ~ e = 0  fiir 0 =  1 . . . .  , n itndert sich at,~ nicht. Wegen 

/ n - i  ~ n - i  n -1  n - i  

(4 .15 )  | "~ gt~uSXi'SXv~ = E ~ g P l u , * . . g P n _ i U n _ l S X , , S X v , * . . S X t t n _ l S X V n _ l  = 
\ p .v= l  / /~1 n -1  v l n - 1  

= ( n -  1)! det (g~,v) 8x 1821 . . .  8x~_~ 8Xn-x 
folgt fiir ~t _< v also 

�88 SZ, SZlSZl...f[...]i...SZnSZn+ andere Glieder = 

1 he, Sze85 ~ = 
(n - 1)! -0*, / 

a-~-v 

(4.16) = det (he,) 8z 18 ~  . . .  8zv_~ 8~_18z ,+185,  8z,+28~+1. 
e4-tt 

. . . .  8z~_j 8L-2 8z~ 8~,,-18z~+1. . . 8z~ 8 ~  = 

= [i i t  e ~:I* o~v 

Daher ist �88 ( - 1 )  "+~ det (he,) die Adjunkte H , ,  yon h~,~. Entsprechend schliesst 
er a~v 

man fiir #_>v. Also gelten die Forderungen I I a )  und IIe). Wegen 8(8s~) " -1=  

= ( n -  1) (Ss~) ~-288sz = 0 gilt auch b), w. z. b. w. 

Daraus /olgt, class die ganze Theorie der meromorphen Fliichen, insbesondere die 

beiden Hauptsdtze, /iir jede Ki4HLERsche Mannig/altigkeit gelten. Einige Beispiele seien 

genannt : 
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1. }IJ~ e ~ ist eine Teihnannigfaltigkeit eines (schlichten oder nichtschliehten) Gebietes 

fiber dem Zahlenraum der Vektoren (z~ . . . . .  z~) und 0Z~_~ ( n - 1 ) t  , ~ O z " 0 2 " t  

die euklidisehe Massbestimmung. 

2. 9J~ ~ l~tsst sich mit yon Null verschiedener Funktionaldeterminante dutch eine 

analytisehe Abbildung a in eine komplexe Mannigfaltigkeit abbilden, auf der I I m i t  

0 ~ . _ ~  gilt. Es ist 0Z~n_2=a0~2~_~. 

3. ~e~ ist ein sehlichtes, beschr/inktes Gebiet des 3-Raumes und ~ZZn-~ die 

(n -1 ) r e  Potenz der BERaMn~Nsehen Metrik. 

Nun m5gen noch einige Formeln ffir das Differential ~Z~--2 berechnet werden. 

Die Abbildung ~ (3)q ~ werde beliebig gewtthlt und 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

z~ = x~, + i y~ = tz ~_ x + i t2~. 

V t, = T 2 / ~ - I  -~- iTz~, u t, = O ' 2 g _  1 -F i o ' 2 / ,  

gesetzt, wobei x, ,  y . ,  t2.-~./2. ,  T21,-1, T2/~, (~2/~-1, ff2g und 

(4.20) ~ = ~ . t , ,  fl.~= - f l . , .  ~t '~=~..  

reell sind. Dann reehnet man leieht naeh, dass 

2 n  

(4.21) ~ a.~ (f,,u,, + z2~v~) = 2,~=1~u ~ Tx (~)., 

n 2 n  2 n  

(4.22) 2.~1 ~ a.~. .  = ~i?~.= 2~-i t~- i ~  l~ ?~, e ~ t~ 

n 2 n  

gilt. Also sind ~0Z2,-2=0 und ~ a , ~ z  = 0  und ~ = 0  gleiehbedeutend. Ist die 

reelle Funktion ~9 zweimal stetigdifferenzierbar, so folgt aus (2.43)und (4.11)un- 

mittelbar 

i n 

(4.23) .. ~=1 
2 n  

= - �88 x ~/' ~ ~vt, t, 0 t l  0 Q . . .  012  n 

mit 

(4.24) 
(i)n 

~zl  ~21" " " ~zn ~ S n = ~ t l  at2 " " " Ot~n" 
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Wegen (4.6) und (4.13) hat 

2n 

p, v = l  

eine nichtpositive Dichte, die dann und nur dann Null ist, wenn a~  = 0 ist. 

Die stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit S = •2 ~-1 yon ~1~ 2 ~ liege 

im Rand der offenen Menge H und habe beziiglich H e i n e  /iussere Normale. Wenn 

~(5)e~(~f)~ ~ )  und f l ( r )E~(S)  mit UaN U~#O gew/ihlt sind, so werde neben (4.17) 

bis (4.22) noch definiert 

~ - '  ~ (r) = 3 (r) = ~ z, (r) e~ = 
v=l 

= ~ {x,(r)+iy,(r)} e,= ~ (t~,_i(r)+it2v(r))e, 
v = l  v = l  

1)~_1~_ ( t ; ,  : :._, t~_~_~, t~+i, .  :., t~ )  
m Q ( r )  ( m 

( r l  . . . . . . . . . . . . . . .  r2 n - l )  
(4.26) 

~(r)= ~,n~ (~) 
~=1 

~t,~, (1:) = ~-1  (r) ~'/?.~, (1:) 

11 (1:) = ~ (n2 , -1  A- i n2, )  C,. 
v=l 

Im Parameterraum der Vektoren 3 werde durch (3 [ ~) = ~ z, fi, eine Metrik eingefiihrt. 
n-1 

Dann ist der Vektor n(r) nach (2.1) die Normale in ~(r) auf ~-1(S). Das euklidische 

Oberfl/ichenelement yon ~r (S) ist 

(4.27) ~ co = 2 (r) ~ rl �9 �9 �9 ~ r2 ,_1. 

Die reelle Funktion q sei in H stetigdifferenzierbar u~d zusammen mit O q i n - ~  

stetig. Auf H sei ~ > c  und auf S sei q-=c mit O q # 0 .  Dann steht 

(4.28) grad ~v= ~ (q~x~ § iq~y,.) e ,=  2 ~ ~p~ r  0 
~=I ,=1 

auf cr im Punkt 3 senkrecht und zeigt in Richtung wachsender ~-Werte. Also ist 

grad (p - n (r). (4.29) [grad q~[ - 
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Die reelle Funktion ~o sei auf H stetigdifferenzierbar und zusammen mit 0 ~ in /~ 

stetig. Es sei a((P) = P die identische Abbildung von S in ~J~s". Dann gilt 

[ q "  " 
1 . _ .  ~ a j , . ~ O z .  OzlO5 ~ [] .OznO~. -  a~Ox~OZ~"-~ = 2 \2] . , . ~  . . . . .  

2 \ ~ ]  p .  ~ '=I  " " " 

4 u. ~=I . . . . . .  
(4.30) 

i ~ a,,,~(Ox,,-iou,,)o*~oui...i]...Ox, Ou,= 
I~, v = l  

p ,  v = l  

:- [grad 1-1 
2 /1, v = l  

Also gilt 

1 [-1 
o', ax'V, OZ~._2 = ~ [grad ~ p,v~I 

1 [-1 ~ ~,,.~ot.~ 0~o= (4.31) = i [grad ~o ,.,~1 

n 

_ 1 ~ 7.~pt n, Oco. 

Dabei sind fiir 0 • % ~o~,, ~ . ,  ~o.., ~o~f,, ~o~., q~. die Randwerte bei Ann/~herung aus H 

zu nehmen. 

Satz 4.5. Richtungsableitung. 

Vorausse tzung.  Die stetigdi[]erenzierbare, orientierte Teilmannig]altigkeit S yon 

~i~ ~ liege im Rand der o]]enen Menge H und babe beziiglich H eine iiussere Normale. 

Die reelle Funktion ~o sei au/ H stetigdi/]erenzierbar und zusammen mit ~ in H stetiq. 

In  Po E S sei ~ (Po)=c und in H sei yJ (P)~c .  

Behaup tung .  Bildet man ~x~o mit den Randwerten der Ableitungen bei Anniiherung 

aus H, so hat O• ~ liings S in Po eine nichtnecative Dichte, die in Po dann und 

nur dann Null ist, wenn 0 ~ o = 0  ist. 

Boweis. In einer Umgebung von Po gibt es eine Funktion 9 sodass die Glei- 

chungen (4.26) bis (4.31} gelten. Dabei kann man noch r ~ so wfihlen, dass 
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0 fiir / z#  
(4.32) a . ~ ( P o , ~ ) = ~ =  1 fiir /~=v 

ist. Ist a =  ~ (a2~-l+ia2.)e~ irgendein Richtungsvektor, der mit der Normalen 

Y~ 

einen Winkel kleiner als ~ einschliesst, ist 3o=:~ -~ (Po), so ist 

2 n  

(4.33) ~ ~ Vt. = lim ~p (Po) - ~P (~ (~o- e a)) _< 0. 
v = l  e-++0 e 

Also ist in P0 der Vektor grad y ) = -  I grad w i n  antiparallel zur Normalen n. 

(4.31) und (4.32) folgt 

(4.34) a~ ~" ~p ~ Z2 ~-z = �88 [ grad ~f [ ~ o~ > O. 

Aus 

Es ist a ~ v ~ Z z ~ _ 2 = 0  dann und nur dam1, wenn grad ~v=0 ist, das heisst, wenn 

~'W = 0 ist, w. z. b. w. 

w 5. Integralumformungen. 

In diesem Paragraphen werden einige vorbereitende S/ttze bewiesen. 

Sa tz  5 . t .  Analytische Schichtzerlegung. 

Vorausse tzung .  Die Funktion /(P) sei au/ der o]/enen Menge G der Mannig- 

]altigkeit 9~ ~n meromorph und in keinem Teilgebiet konstant. D~e Viel]achheit ihrer 

w-Stelle P sei v (P, w). Sie babe die w-Stellen/liiche 92 (w). Das Di//erential OA2n_2(P) 

sei au] der messbaren Menge M c ~)~  und das Di]]erential O B2 du] der w-Ebene er- 

kliirt. Das Di]]erential ~ A2,-2 O B2 (/ (P)) sei iiber die Menge M integrierbar. 

Bohaup tung .  Es gilt 

(5.1) f~A2,_2(P) OB~(/(P))= f {  f v(P,w)OA2,_~(P)}OB2(w), 
M Iwl<~ 9l(w)flM 

wobei das Integral iiber 92 (w) ]iir last alle w mit ~ B2 (w)# 0 existiert. 

Zusatz .  Ist ~A2n-2(P)~B2(/(P)) messbar, hat ~A2n-2 liings 92(w) die Dichte 

a(P; w) und existiert das Integral 

f { f [a(P;w) l}~B2(w), 
Iwl<~ ~(w)oM 

so ist ~A2n-~(P)~B2(](P)) iiber die messbare M enge M integrierbar. 



Die beJden Haupts~tze der Wertverteilungstheorie (I). 49 

Bewois. Es sei N die Menge der w r ~ fiir die 92 (w) ein Fl~ichenelement mit 

der Menge D={P[O/=O} gemeinsam hat. Als hSchstens abz~thlbare Menge ist N 

eine Nullmenge der w-Ebene. Der Durchschnitt D N 92 (w) ist fiir alle w r N mit w r co 

eine NuUmenge auf 92 (w). Ebenso ist F = D U 92 ( ~ )  eine Nullmenge auf G. Daher 

sind der Satz und der Zusatz bewiesen, wenn die Behauptung fiir M - F  statt  M gilt. 

Da G - F  wieder often ist, kann man o. B. d. A. die Funktion ](P) analytisch auf G 

und ~ [ #  0 auf G voraussetzen. Dana ist v (P, w)_< 1. Die Abbildungen ~ (z)e ~ ({w I < ~ ) ,  

fl (D) E ~ (92 (w)) und $ (t)) E ~ (~l~ 2 ~) werden beliebig gew~thlt, aber so, dass w E U~ und 

U# N Ur#O sind. Dann ist :r eine analytische Funktion g und z(t))=~-1 (/(7 (t))))= 

= g (/(? (t)))) ebenfalls analytisch. Auch t) (~) = ?-~ fl (~) ist analytisch. Es sei 

y, = w2,_t + iw2, mit reellen u,q (/~ = 1 . . . .  , n), 

v, = x2~-1 + ix2, mit reellea xQ (/u = 1 . . . . .  n -  1), 

Iv (~) = t) (~) = 7- '  fl (to), z (to) = t~ (to) + it~ (to). 

n 

Wird grad~ z=~z~--e~ gesetzt, so ist 

det (grad~ t~ (to), grad~ t~ (m), to~, . . . . .  ro~ ~_~) = { det (grad~ z, t~, . . . . .  t)~_~) {~ > 0. 

Da n/imlich ~ / ~  0 ist, ist 92 (w) eine komplexe Teilmannigfaltigkeit, also die Determi- 

nante nicht Null. Die Voraussetzungen des Satzes yon FumNI w 2 (5) 15 ~ sind erfiillt. 

Es entsprechen sich n~tmlich: 

w 15~ !}~m 92' a(P)  ~ o  Q fl t~(m)'m(~) M ~As ~B, 

iwl< Hier G ~ /(P) 92(w) w fl t~(m) to(~) M aA2~_~ ~B2(w) 

Daher sind Satz 15.1 und der Zusatz richtig, w. z. b. w. 

Satz 5.2. Analytische Schichtzerlegung einer tIyperfliiche. 

Vorausse tzung.  Die Funktion /(P) sei au/ der o]]enen Menge G der Mannig- 

/altigkeit ~)~2n meromorph and in keinem Teilgebiet konstant. Die Viel]achheit ihrer 

w-Stelle sei ~, (P, w). Sie babe die w-Stellen/liiche 92 (w). Die stetigdi/]erenzierbare, orien- 

tierte Teilmannig]altigkeit ~Un-l c G yon ~ werde dutch ] (P) in eine glatte Kurve ~, 

das heisst, in eine eindimensionale, stetigdi]]erenzierbare, orientierte Teilmannig]altigkeit 

der w-Ebene abgebildet. Die Mannig]altigkeit | liege au] dem Rand der o]/enen 
4--  533806. Acta mathematica.  90. Imprim6 le 28 octobre 1953. 
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Menge H ~ G und habe eine dussere Normale beziiglich H. Die Kurve ~ liege au] dem 
Rand einer o]]enen Menge H* ~_ {w l w= ] (P), P EH} und habe eine dussere Normale be- 
z@lich H*. Das Dif]erential ~A2~_~(P) sei auf der messbaren Menqe M ~  2n-I Und 

alas Di]/erential O B1 (w) au] ~ e,rklgrt. {Jber die Menge M sei das Di]ferential 

A3 ,_3 (P) a B1 (] (P)) integrierbar. 

Behaup tung .  Es gibt eine Nullmenge N1 yon ~, sodass f 0A2,-2 fiir alle 
~(w)NM 

w e ~ -- N1 - {w I 0BI (w) = 0} existiert. Triigt ~ (w) seine natiirliche Orientierung, so gilt 

(5.2) fOA~,_eOS~(](P))= ] { f v(P,w)OA3,,_2(P)}OBl(w). 
M t o ~  ~I(w)flM 

Zusatz.  Ist O A2.-3(P) O BI (/ (P)) messbar, hat O A3.-2(P) liinos ~(w) die Diehte 

a(P; w) und existiert alas Integral ~ ~ la(P, w)l eBl(w), soistOA2._2(P) ~B~(I(P)) 
w e q  ~(w) f iM 

iiber die messbare Menge M integrierbar. 

Beweis.  Wie im Beweis yon Satz 5.1 kann man o. B. d. A. die Funktion ](P) 
in G analytisch mit Ot#O annehmen. Dann ist v ( P , w ) < l .  Der Satz yon FusrNt 

w 2 (5) 15 ~ wird angewandt. Man w/ihlt den Punkt  P , e ~  3"-1 und die Abbildungen 

:r (t) e ~ (~), ? (to) e ~ (~2,-1)  mit Poe Uy und w o = ] (eo) e U, beliebig. Dann ist zu- 

n~tchst zu beweisen, dass die Abbildung 

(5 .3)  t (to) = ~-~  t (r  (~o)) 

eine Funktionalmatrix vom Rang 1 hat,  das heisst, class grad t (to)# 0 ist. Es reicht 

dies iiir ein a und ein ? zu zeigen. O . B . d . A .  kann man daher 

(5 .4)  ~ (t) = t + i v, (t) 

annehmen. Wegen O l#O gibt es eine Abbildung 0 (v, w)e ~ ( ~ J ~ " ) m i t  Poe U~ und 

] ((~ (V, w)) -= w. Es werde 

(5.5) v,=x2,_~+ix2~ fiir v = l , . . . , n - 1  und w = u + i v  

gesetzt. Im (~, u, v)-Raum wird das Koordinatensystem e~ . . . . .  r gew/~hlt. Dann ist 

~-1 ~ (m) = ~ (m) ~- u (m) e2 n - i  ~- v (m) e 2 a.  Es ist 

(5.6) t (m) ~- i ~/) (t (m)) = t ( r  (m)) = t (~ ~-1 r (m)) = u (m) -4- i v (m). 

Die Normale im Punkt  (~-x?(lv) auf 0-1(~ ~"-1) ist ~taher, wenn 2 > 0  geeignet ge- 

wiihlt ist: 
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(5.7) 

~1 � 9  ~ 2 n - 2  C 2 n - 1  e 2 n  

X l w  I �9 �9 �9 ~ 2 n - 2 w  1 ~w~ ~ O l ~ w l  

~ ( ~ ) = ~  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

�9 . - , �9 , , , , �9 , , �9 , �9 , �9 , , , , 

X l  w 2 n _ l  �9 * �9 ~ 2 n - 2  W 2 n _  1 tW2n_ 1 ~/ tw2n_ 1 

=Jl det (grad x~ . . . . .  grad xi,_~, grad t) ( v / e i , _~ -  r 

Also ist grad t(Po)r Daher gilt (5.2), wenn die Orientierung yon ~(w) richtig ge- 

mass w 2 (5) 15~ gewiihlt ist. Wenn die Orientierung wie in w 2 gewahlt ist, so ist 

fl(~)=O(eXl, x2 . . . .  , x~,-2, u, v)e~(~(w) ) ,  wobei ~= +1  ist. Es wird e =  +1  be- 

hauptet. Es sei ~ = ( e x l ,  x~ . . . . .  x2,-2). Setzt m a n  ~ ) ( ~ ) = y - l ~ ( ~ )  und Io(~)= 

=y-i(~(~, w), so ist nach der Orientierungsvorschrift 

(5.8) 0 < det (gradw t, I5~, (D . . . .  I5~2,_~ (D) = e det (grad~ t, Io~ 1 (~) . . . . .  ID~,_~ (~)), 

"wobei der Gradient bei fD (~)= lv (~) zu bilden ist. Fiir jedes hinreichend kleine posi- 

tive ~ > 0  Wird der Punkt  ~-iy(Io)--)lr]11(m)EH in den Yunkt 

(5.9) - 2 ~ det (grad x~, . . . ,  grad x2 n-l, grad t)- ( y / "  i) e H* 

abgebildet. D a m  = ]/(1 + [~p' [ 2 ) - - 1  ( ~ ) , - - i )  die aussere Normale auf ~ ist, erhalt man 

(5.10) det (grad t, grad xl, . . . ,  grad x2n-2) > 0. 

Gemass der Definition yon lv ($) und g (m) erhalt man unter Beriicksichtigung von (5.4) 

und (5.6) dutch ,,Randern" der in (5.11) auftretenden Determinanten die Beziehung: 

0 < 1  +[grad t[ ~ = 
(5.11) 

= det (grad t, Ioxl (~) . . . .  , I ~  n-~ (~)) det (grad t, grad xi . . . . .  grad x2 n_~), 

wobei die Gradienten bei m=m(~)  zu bilden sind. Aus (5.11), (5.10) und (5.8) folgt 

e > 0, a lso e = 1. Daher hat ~(w) seine natiirliche Orientierung, w. z. b. w. 

Der nachste Satz zeigt die Stetigkeit eines Integrales iiber eine w-Stellenflache. 

Satz  5.3. Stetigkeit eines Integrales. 

Vorausse tzung.  Die Funktion [(P) sei au[ der o[/enen Menqe G der Mannig- 

]altigkeit ~2~ reguldr und in keinem Teilgebiet konstant. Die Viel]achheit ihrer w-Stelle 

P sei r(P,  w) und ~t(w) ihre w-Stellen[liiche. Das Di]]erential 3A2~-2(P) sei au] der kom- 

pakten Menge K e G  stetig. Der Rand yon K sei R. Es sei A =  {P [ O A~_2(P)=O} N K. 

Der Durchschnitt ~(0) fl ( R - A )  sei eine Nullmenge au/ ~(0). 
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Bohauptmag. Das Integral 

(5.12) I(w)= f ~ ( P , w ) ~ A ~ _ ~  
~(w) f lK  

ist in w = 0 stetig. 

Beweis. Zun~ichst wird angenommen, dass ~ =  der 3-Raum ist. Das Koordi- 

natensystem werde so gew~hlt, dass die Nullstellenfl~tche ~(0) jede achsenparallele, 

zweidimensionale, analytische Ebene in hSchstens abz~hlbar vielen Punkten trifft. 

O. B. d. A. ist'4 

[i~n-,~ n 
\ I (t,. ~'=l 

(5.13) ~*" 

"b ~ b,t~OziOzl...i...OznOzn }. 

Das euklidische Oberfiiichenelement einer Nullstellenili~che ~ ist 

[i\n-1 n 
(5.14) ~v~_~= |-| 50z~O~1.. H .Oz~2~. 

\2/  / ~ - 1  " " "  

Die Menge der gewShnlichen Punkte yon ~ sei ~. Langs ~ babe O A~,_~ die Dichte 

a und Ov~n_~ die Dichte v. Ferner ist 

(5.15) 

stetig auf K und Null auf 
yon ~, so gilt 14, ,e 

n 

A. Ist 3 (It)e ~ ( ~ )  eine beliebige Parameterdarstellung 

lal  z, . . . .  I 

. . . .  ,, . . . .  I 
< M ( ~ )  2 I ~ . . . .  I . . . .  ~n) o_!z,:. . .I  . . . .  z.) _< 
- ,.._1 t i • ;  :; uL, )  o(~, .  : : . .  ~ L , 5 ,  

D 

- ~=1 O ( u l ,  - = M ( $ ) v .  

Fiir jede messbare Menge M~g~(w) gilt daher 

(5.16) I f ,(~,w) OA2~-~l< f M(3),(5, w)Ov~,-2. 
Mr)  ~(w) M fl 9~(w) 

Der Beweis wird nun in verschiedenen Schritten erbracht. 
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a) Die Funktion y~($,w) sei fiir alle 3 e K  und I w[<(~ stetig. Auf A f iR  sei 

(~, 0) = 0. Die Vielfachheit der w-Stelle z der Funktion ~ ($, z) sei v~ (~, z, w). Bei 

der Projektion 

(5.17) 

geht die Menge K in die kompakte Menge K'  und die Nullmenge ~ (0)N ( R - A )  in 

die Nullmenge N'  fiber. Dann ist 

(5.18) ~ ( ~ , w ) =  ~. v,~ (~, z, w)  v2 (~, z, w ) 
(r, z) fi_ K 

auf K ~ = K ' •  [wI<~} beschr~nkt und in iedem Punkt  ~ K ' - N ' ,  w = 0  stetig. 

Denn zu jedem Punkt  (~x, wl)eK1 gibt es ein ~7>0 und eine offene Menge GI mit  

K ~ G1 ~ G, sodass 

(5.19) ~ v. (~, z, w) _< ~ v. (~I, z, wl) < o~ 
(~, z) ~ K (~, z) ~ qt 

ffir alle I ~ -  ~ [ < ~7, I w -  wl I < ~7 gilt. Daher sind E v, (~, z, w) und ~o (~, w) auf K x 
(~,z) 6 . g  

beschritnkt. Der Punkt  ~o e K'  - N '  sei beliebig gewithlt. Die verschiedenen Nullstellen 

yon /(~o, z) mit (~o, z)E K seien Z l , . . . ,  z~. Eine positive Zahl ~o werde so gew/ihlt, 

class /($) auf dem Kreis {31 ~ = (~o, z) u n d  I z - zq I < ~o} noch analytisch ist und ansser 

dem Mittelpunkt keine Nullstelle hat. Dann ist ~. v~ (~, z, w) = v= (~o, zQ, 0), wenn 
I z -  z 01 < ~o 

nnr 1~-  ~o I < ~7o und I w ] _< ~7o < ~ ist. Setzt man ~ ($, w) = 0 ffir $ r K, ]w ] _< (~, so ist y~ 

in allen Punkten (~o, z~, 0) stetig. Daher strebt 

Y 

~(~,w)-~(~o,0)= E Y ~,.(~,z,w){~,(~,~,w)-~(~o,z~,O)}~o 
0~1 [z-zo[<~ e 

fiir ~-+~0, w-+wo.  Die Funktion q(~, w) ist ffir ~ e K ' - N '  in w = 0  stetig. 

b) Unter denselben Voraussetzungen wie in a) ist das Integral 

in w = 0  stetig. 

J(w)= f v(3, w) y~($,w)~zl~21 .... ~z,,-l~L,-1 
91(w) fl  K 

Denn nach [I] Hilfssatz 7 ist 

(5.20) 
J (w) = , (~. z)'~e K 

= f q~ (~, W) OXl 0 ~ i  �9 �9 �9 OX,._l 0 ~ . - 1 .  
K' 

Da q (~, w) in K1 beschriinkt und in allen Punkten ~ fi K ' - N '  in w = 0 stetig ist, ist 

J (w) in w = 0 stetig. 
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c) In w = 0  ist das Integral 

(5.21) f v(3, w) (3, w) av n_  (3) 
~ ( w ) n K  

nach b) stetig. 

d) Liisst sich in einer Umgebung yon K die Gleichung / ( 3 ) - w = 0  eindeutig 

nach einer Veriinderlichen %, zum Beispiel zn, aufl5sen, so ist J(w) in w = 0  stetig. 

Denn fi~r eine stetige Funktion ~v (3, w) ist dann 

(5.22) I (w)=  f ~'(3,~/))~A2n_2= f ~I)(3, W)~P(3, W)~Zl~ZI.. .~Zn_I~Zn_ 1. 
~(w)t'lK ?~(w)rlK 

e) Hat die Nullstellenfltiche ~ (0) auf K nut gewShnliche Punk~e, so ist I (w) in 

w = 0  stetig. Um jeden Punkt 30 E ~ (0)n K gibt es n/imlich eine offene Kugel U (3o) 

und eine in U (30) analytische Funktion q(3) mit/(3) =q(3) h, wobei sich die Gleichung 

q (3) - W = 0 in U (30) gem~ss d) auflSsen l~sst. Es sei U* (30) eine konzentrische Kugel 

vom halbert Radius. Die Vielfachheit der W-Stelle 3 der Funktion q (3) sei ~ (3, W) 

und ~(W) ihre W-Stellenflache. Die im 3-Raum stetige Funktion 2(3) sei ausserhalb 
2ztt@ h 

U*(3o) Null. Setzt man W~=e n ~/w und N~=~(Wo) N U*(3o) NK , so ist 

h 

(5.23) f Y f (3, 
~(w)NK 0 =1 2r 

nach d) in w = 0  stetig. Nun w/ihlt man eine (~berdeckung U* (3q) der kompakten 
m 

Menge K und stetige Funktionen 2~(3) mit )tq(3)=0 Iiir 3 ~ U* (3q), wobei ~. 2o(3)= 1 

fiir 3 E K ist. Dann ist 

~l(w)fl K ~=1 ~(w)NK 

in w = 0 s~etig. 

f) Die Menge der nichtgewShnlichen Punkte yon ~ ( 0 ) s e i  M. Die kompakte 

Menge M N K werde durch endlich viele offene Kugeln vom Radius ~ iiberdeckt, deren 

Mittelpunkte auf M 13 K liegen, und deren Vereinigung M ~ M  ~ K ist .  Nach [I] 

}Iilfssatz 4 ist R d M ~ ( O )  eine Nullmenge auf ~(0).  Bestimmt man M(3 )nach  

(5.15), so ist gemtiss c) das Integral f M(3 ) v(3, w)~v~n-~ in w =0  stetig. Der 
~l (w) n Me n K 

ParallelkSrper M~= {3]]3-~[ <e  /fir ein ~ q M ~ K} enthiilt M~. Wegen M~ ~ M" fiir 

<~ und wegen ~ M ~ = M I 3 K  ist 
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(5.25) lira f M($)v(3,0)Ov~,_~= f M(3)~,(3,0)Ov2,_~=O. 
e-+0 Mef lg l  (0) M ~ K  

Daher erh~tlt man aus (5.16) naeh e) die Beziehung 

lira lira I f v(3, w)~A~n_~]<limlim f M($)~,(3, w)Ov~n_~= 
~.--~ w--,.O *)~ (w) fl M e f~ K e---~O ~ T~ (w) f l  M e f'l K 

= li~ f M (3) v ($, 0) a v2,_2 -< 
e--~0 9~(0) fl M e I'1 K 

< lim f M (3) ~' (3, O) 0 v2 n-.. = O. 
e--+O 

92 (0) N M e 

Der Rand R, der kompakten Menge K~=K-M~ liegt in R 0 (-Me-M~). Also ist 

92(0) N (Re-A) eine Nullmenge auf 92(0). Da 92(0) N K, nut aus gewShnliehen Punkten 

besteht, ist f -  v (3, w)~A~_2 in w =0 stetig. Also gilt 
91(w)f lK e 

w- r0  91( 13 92(0)r lK 

-<li- liml f - f I + l i m ~ l  f + l i m l i m  f l  i = 0 + 0 + 0 "  
e--~0 w-~0 9~ (w) Iq K e 9l (0) Cl K e e-->O w.-~.O 91 (w) rl M e 13 K e.--...O w - - ~  9~ (0) f'l M e 

Damit ist der Satz bewiesen, wenn ~2~ der 3-Raum ist. 

g) Der Satz gilt auch flit eine be.liebige komplexe Mannigfaltigkeit. Denn w/ihlt 

man eine DIEUDONZ~-Zerlegung von K durch offene Mengen U Q und stetige Funk- 

tionen 2q(P), wobei ( ~  U% fiir eine Abbildung aq e ~ ist, dann ist 

(5.26) 
KN 9~(w) ~  KN~(W)N ~o 

stetig in w = 0, w. z. b. w. 

Unter dem t~-Mass wird in der ganzen Arbeit das Oberfl/ichenmass der Dimen- 

sion 2 n - 1  y o n  C A R A T H ~ O D O R Y  verstanden. Das s-dimensionale Mass yon CARAT~O- 

I)O~Y ist SO erklfirt: Es sei ~ > 0  beliebig gew~thlt und {K,} eine (Jberdeekung der zu 

messenden Menge M dutch abgeschlossene, konvexe Mengen K~, deren Durchmesser 

kleiner als Q ist. Mit d e (K~) werde die obere Grenze der LEBESGUEsChen .Masse 

der Projektionen yon K, in alle s dimensionalen Ebenen des 3-Raumes bezeichnet. 
Dann ist 
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(5.27) /X~ (M) = lim fin ~ d ~ (Kv)_< 
~ 0  ~ -~  ~=1 

das s dimensionale CARATtt~ODORY-Mass. Aus /X, (M) < ~ folgt /Xq (M) = 0 fiir s < 0. 

Liegt die Menge M in einer stetigdifferenzierbaren Teilmannigfaltigkeit ~JP des 3-Raumes, 

so ist /X~ (M)=  f ~eo, wobei ~to das euklidische Oberflfichenelement yon ~J~ ist. Eine 
M 

Menge M der Mannigfaltigkeit ~[~2 n heisse/x-messbar,/x-Nullmenge oder yon endlichem 

/x-Mass, wenn es zu jedem Punkt  P E ~2= und jeder Abbildung :r E ~p eine uniformi- 

sierbare Umgebung U (P [cr gibt, sodass dies fiir cr 1 ( V (P I 0~) (] M)  gilt. Es reicht dies 

fiir ein ~ e ~ zu fordern. 

Sa tz  5.4. Das /x-Mass einer Niveauflfiehe. 

Vorausse t zung .  Die reelle Funktion ~(P) sei in der o]]enen Menge G der Man- 

nig]altigkeit ~j~2= stetigdi]/erenzierbar. Die kompakte Menge F liege in G. Es sei 

(5.28) A = {P] ~ ~ (P) = 0}, Mr = {P] ~ (P) = r} ~ F. 

B e h a u p t u n g .  Fiir last alle r hat die Menge Mr ein endliches ~x-Mass der Dimen- 

sion 2 n - 1  und ist die Menge Mr N A eine /x-Nullmenge. 

Beweis .  Es reicht den Satz fiir ein besehr~nktes Gebiet G des Raumes der 

Vektoren 3 = (zl . . . . .  zn) mit zv = xz~-i + i x2v und 2 n = k zu beweisen. Das LEBESGUEsche 

"Mass re(Dr) der Menge Dr = {~l~(~)>r} t3 G i s t  eine momotone Funktion 

(5.29) ] (r) = m (Dr). 

Sie ist also fiir fast alle r, das heisst fiir alle r, die nicht der Nullmenge N ange- 

hSren, differenzierbar. Es werden r r N und die abgeschlossene Menge M _  Mr beliebig 

gew~thlt. Ist  ~ > 0, so ist ihr ParallelkSrper 

(5.30) M(~) = I ~ I < ~}. 

Q 
Der Raum wird mit einem Netz der Maschenweite 2 ~  iiberzogen. Die endlich vielen 

abgeschlossenen Wiirfel K1 . . . .  , Kt des Netzes mit Kq N M # O  iiberdecken M und 

liegen in M(~). Ist  V der Inhalt  der k - 1  dimensionalen Einheitskugel, so ist tier 

Inhalt  der Projektion yon K,  in eine beliebige Ebene der Dimension k - 1  kleiner 

als V~ k-1. Mit der Bezeichnungsweise yon (5.27) gilt 
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/~(M) < lira ~ d~-l(K~) < lira t V e  ~-~ = 
~ - + 0  t ,=l q->0 

t 

(5.31) = li-~ - -  < V (2 k) ~ lim "=~ < 

_< v (2 ~)~ iim m (M (~)). 
~-~0 

Der Abstand des Randes  von G yon  F sei kleiner als 2L .  Auf M(L) sind die par-  

tiellen Ableitungen ~f,,(~) dureh eine Kons tan te  C beschr~tnkt. Fiir 0 < Q < L  ist 

M (~) c G und  es gilt: 

(5.32) ~ ( ~ ) =  Max Max I ~ ( ~ ) l .  
v = l  . . . . .  k ~E~II(e) 

Zu jedem P u n k t  ~ E M (~) mi t  0 < ~ _< L gibt es einen P u n k t  ~' E M, sodass I ~ - ~' I -< 

ist. Die Verbindungsstreeke der beiden Punk te  ; ,  ~' liegt in M ( Q ) c  G. Auf ihr gibt 

es ainen P u n k t  ~", sodass gilt: 
k 

(5.33) I~(~)-~1 =1~(~)-~(~')1 = I~ ~(~")(~;-~)[_< ~ F(e)I~'-~1. 

Daher  gilt: 

(5.34) M(e)~_{~l~v(~')>r-kF(e)e}-{V]~v(~)>_r+kF(e)e+e ~} An. 

Also l~tsst sich das LEBESGUEsche Mass yon  M(~)  durch 

(5.a5) m (M (~)) ] (r + k F (e) ~ + ~)2) _ ] (r) / (r - k F (e) e) - / (r) 
Q - Q  

abschgtzen. Da ](r) an der be t rachte ten  Stelle r differenzierbar ist, gilt:  

(5.36) /~ (M) _< V (2 k) k lim m (M (~)) _< _ V (2 k) k+l/ '  (r) lim F (~)) _< - V (2 k) T M  ]' (r) C. 
Q-~+O ~ q->0 

Also ist # ( M ) <  ~ fiir alle r CN. Insbesondere gilt das fiir M=Mr.  Ist  aber  

M = M r N A ,  so strebt  F (~ ) -~0  fiir ~ - ~ + 0 .  Also ist # ( M ,  N A ) = 0  fiir alle rCN, 

W. Z. b .  w .  

Werden ~v~n-2 und ~v2~ nach (2.55) ffir n s ta t t  k best immt,  und ist ~ o  das 

euklidische 0berf lgchenelement  yon M~ = M r - A ,  so gilt: 

(5.37) ~ ~v ~" ~o ~ v2 ~-2 = - [grad ~v I ~ ~ v2 ~, 

wie (4.6) zeigt. Nach (4.31) ha t  das Differential ~ ' y ~ v 2 n - 2  1/~ngs M~ den Wer t  

(5.38) a" ~ a v2 n_2 = [grad ~[ ~o~. 
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Ist M~ geeignet orientiert, so ergibt der Satz von FuBIm 
+ ~  

(5.39) ~ >  f Igrad~iav~n= f {feoJ}dr. 
~_~ -~ M r' 

Fiir fast alle r hat also M" = M , -  A ein endliches /,-Mass. Aus (5.39) folgt also ein 

Teil der Behauptung yon Satz 5.4. 

Nun muss noch ein Integral iiber eine Hyperfl/iche abgeseh/itzt werden. Der 

Beweis wird analog zu WEYL [43] Kap. II w 4 Lemma 4 A Seite 87 und Lemma 4 D 

Seite 91 gefiihrt. 

Satz 5.5. Absch/itzung eines Randintegrales. 

Voraussetzung. Die o[fene Menge G der Mannigfaltigkeit ~)~n enthalte den kom- 

l~akten Tell K einer 2 n - 1  dimensionalen, orientierten Teilmannig/altigkeit ~2~-1 yon 

~i~:  Das DiHerential ~A2~-I sei au/ K stetig. Die Funktion Fo(P ) sei au] K er- 

kldrt, messbar, nichtnegativ und beschrdnkt. Die Funktion ]o (P)' sei au] G reguldr und 

in keinem Teilqebiet identisch Null. Fi~r alle P E K gelte I fo (P) I <- Fo (P). Die Menge 

der au] K messbaren Funktionen g (P) mit I g (P) I <- C sei ~c .  Ausserdem sei ~b die Menge 

der au] G reguldren Funktionen / ~  O, ]fir die au] G die Abschdtzung l](P ) -]o(P)[< b 

und auf K die Abschdtzung ] ] (P) l <- Fo (P) besteht. Fi~r ] E ~b und g E 6Jc werde gesetzt: 

{ Fo(P) } 
(5.40) Q = P [ log [ ~  < oJ mit P E K , 

F Fo (P) 
(5.41) I~(]) = ~ | g(P)log [ ~  OA2,_t. 

Behauptung. Es gibt eine Konstante b > O, sodass das Integral 

F Fo (P) 
(5.42) I(1)= , | g(P) log ~ ~A2,_x 

K 

existiert und au] ~b • ~c  gleichmiissig beschr5nkt ist: I I (])[ <_ N und sodass au] ~ • ~c  

gleichmiissig 

(5.43) Io,(]):~I(]) ]iir o~-~oo. 

B e w e i s ,  Der Punkt Po E K werde beliebig gew/ihlt. Dann gibt es eine Abbildung 

~(3) E~Po mit Po=~(0) E U, und eine offene Umgebung U =  U~ yon Po, sodass gilt: 

1. Es gibt zwei positive Zahlen e >0  u n d ~  >0, sodass 

(5.44) u"={a l  . . . . .  n - l ;  1*. l-<5d 

im Urbild U ' = ~ - I ( u )  liegt. 
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2. Es gibt eine auf U" analytische Funktion R (3) r 0, eine ganze Zahl q_> 0 

und q Funktionen a~(~) , . . . ,  aq ~ auf 

(5.45) v =  { ~ [ ~ = ( x ,  . . . . .  x~_,) mit Ix, l<~} ,  

sodass fiir alle $--(L zn)e U'" die Gleichung gilt: 

q 

(5-467 /o (:r ($)) = H {z, - aq ~ (~)} R ($). 

a. Auf v gilt la~(5) 1-< ~ f~r e = 1 . . . . .  q. 

4. Die Menge W = V •  wird durch 

(5.47) z,=xv fiir v = l  . . . . .  n - l ;  z , = t + i ~ ( z  1 . . . . .  z,_~, t) 

topologisch auf ~ , , = ~ - i ( ~ - 1 ) A  U" abgebildet. Die Funktion r  ist reell und 

stetigdifferenzierbar auf einer W umfassenden offenen Menge. 

5. Auf ~7'-hat  das Differential ~A2,-1 die Gestalt 

/i\n-1 
(5.48) ~A2n_l=a(~, t)~)  8xl~l . . .OXn_lO~n_lOt .  

Die Funktion a (L t) ist auf W stetig. 

Eine solche Wahl der Umgebung U ist immer mSglich. Nun gibt es zwei Kon- 

stanten b > 0 und M > 0, fiir die gilt: 

6. Im Zylinder Z=V•  [2e_<_lz~l<5e } ist I /o(~(~))l>-2b>0. 

7. Auf W gilt ]a(L tT[ < M .  

Ist  nun / e ~b, so folgt I] (~(3))-]o (~(3))1 < b < I/o (~(~))l fiir ~ e Z. Daher hat 

] (~ (3)) ebenfalls genau q Nullstellen a 1 (zl, . . . ,  zn-1) . . . .  , a,  (z 1 . . . . .  z,_l) in [ z, I -< 2 e. 

In V gilt wieder [ae(5)[_<2e fiir o = l , . . . , q .  Aus [ / - / o [  < b  und [/o[ > 2 b  folgt 

[/[ > b auf Z. Daher gilt 

b q 
(5.49) I / (~(~)) l> ~ HIz~-a~(z~  . . . . .  z~-~)l f~r ~eV".  

Q=I 

Die Teilmenge f2___ K wird zu jedem o~ < ~ nach (5.40) erkl~irt. Ihr Urbild in 

~ "  ist f 2 " =  ~-1 (~r Url. Dieses Q"  besitzt eine Projektion ~ "  in dem Parameter- 

raum der Ver~tnderlichen (5, t). Bei festem Vektor ~ e V schneidet diese Projektion ~ "  

auf der Geraden ~ = const, eine Menge L~, aus. Es ist also 

{ F~ (~(~)7 } 
(5.507 L , =  t I log I/(~($)7| <co mit ~=(~, t+i~) eK  
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ffir jeden festen Vektor ~ E V. Auf K sei Fo(P ) <A und 

(5.51) ~ = 5 e q  -~ a e - ~ d . h . :  m = 2 1 o g  �9 

Far o ~ - ~  strebt n-~o. Ist I/(P)l<Fo(P) auf K und Iz,-%[> ~-, so gilt: 
q 

(5.52) 0 < log _< log = < co 
- 11(:~(3))1 

ffir jeden festen Vektor ~E V mit 3 = (~, zn). Daher umfasst L~ die Vereinigung 

(5.53) L~,=e=xt.~ (t[Izn-aql> ~-q mit z.=t+iq~(~,t) undltl<_5e}, 

wobei ~ E V beliebig aber lest gew~ihlt ist. Dann gilt 

(5.54) 

Daher strebt 

(5.55) 

faalog dt-f ,,,F~ ag log ~L dt _< 
L~ Leo 

la] Igl log ~dt <~ 

A <_ 2~ C M log 

< 2~CM log A 

<2~CMlog A 

~ f + ~ CM l o g ~ d t  < 
Q=I ]Zn--ae[ *? 

f + CM ~ log dr< 
.~=a ] t - Re a e ] - 

[ t - R e  aQ [< 

+ 2rjC M log 5eq 

Fo 
f a g log ~]] d t ~ f a g  logF~ 

L w Loo 
[ i J r  o) ---> c~  

gleichmitssig ffir ~ E V, ] E ~b und g E 6De. Setzt man 

(5.56) Ul (Po)=~({3]  [z , ]<~ /iir v = l  . . . . .  n - l ;  [ z , l < 5 e } )  

und  integriert fiber V, so ergibt sich, dass 

(5.57) f ~(P) l~ OA2n-l::v" f "(P)  l~  - 
f2 f3 UI ( Po) K fl UI(Pe) 
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flit m-+~  gleiehm~tssig flit fE~b und g E ~ c  konvergiert. Nun wird die Menge K mit 

endlich vielen Umgebungen U~(P1) . . . . .  UI(P~ ) ii~erdeckt. Man setzt b= Min b(Pe) 
Q=I ..... r 

und wiihlt eine DIEUDON:NI~-Zerlegung ~1 . . . . .  2r zu dieser l)berdeckung. Die Funk- 

tionen 2qg gehSren zu @c. Also strebt 

Io) (]) = g log  ~ ]  0 A2n_ 1 = ~ ~o O log  ~ 0  0 A2n 1 - 
~2 ~=l~f l  (pQ) ]/[  - 

(5.58) 
Fo Fo = f g log ~aA2~ 1=1(t) :::> ~ 1  ~ f k~176  aA='-I  

K fl U1 (P~) K 

gleichmgssig auf ~o• Daher gibt es ein (o0, so(lass {I(/)-I,,o([)[<l fiir alle 

] E ~b und g E (~c gilt. Also besteht auf ~b •  die gleichmfissige AbscMtzung 

(5.59) [ I - ( / ) [  ~ [ I (/) - I~,. ([)1 + [I~,o (/)1 < 1 + o~ o C f [~ A~ ,~_1 [ = N .  
K 

Daher gelten die Behauptungen, w. z. b. w. 

Da man F o = Max [/o (P) I konstant withlen kann, folgt die Existenz des Integrales 

(5.60) f g (P) log I] (P) I aA2 ~_1 
K 

/fir jede auf K regul~ire Funktion ] ~  0. Da aber eine meromorphe Funktion 5rtlich 

der Quotient zweier analytischer Funktionen ist, existiert das Integral (5.60)auch 

fiir jede auf K meromorphe Funktion ] ~ 0. Ist H eine kompakte Menge aus ~2~, 

so folgt wie in [I] Hflfssatz 6 die Existenz der Integrale 

(5,61) falog/ A  _ , f log I11 
H H 

wobei ~A~n-1 und aA2n messbare Differentiale auf H sind, deren Koeffizienten bei 

beliebiger Wahl der Abbildung ~ E ~ in U. N H beschr~nkt seien. 17 

1~ Die Ex i s t enz  des In t eg ra l e s  f log [ ][  ~ A2 n wurde  in [I]  n i e h t  bewiesen,  k a n n  abe r  wle dor t  
H 

oder  auch  ml t t e l s  zahl re icher  anderer  Me thoden  gezeig~ werden.  Beispielsweise folgt sie sofort  aus  
Satz  5.5, indem mal l  do r t  ~ 2 n  durch~)~2nx{z]lz[<:oo}, K durch  H X { x [ O ~ I X ~ ] } , ~  2n 1 
durch  ~j~2 n X {x [ --  oo <: x < + oo } ersetzt .  D a n n  ist  log }]1 ~ A2 n l•ngs j eder  E b e n e  {(P, z) } p = 

} kons t an t .  Nach  Satz  5.5 exis t ier t  das  I n t e g r a l  kons t .  

1 

f flog lJlo  .o = f og 
H H 

W. Z. b, w. 
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II. KAPITEL. 

Der erste Hauptsatz. 

w 6. Die Jensensehe Formel. 

Bei einer Ver~nderlichen ist der 1. Hauptsatz eine einfache Folgerung der JEN- 

SENschen Formel. A u c h  bei mehreren Veranderlichen geling~ es eine ,,JENSENSehe 

Formel" zu beweisen, aus der sofort der 1. Hauptsatz folgt. Wie bei einer Veriinder- 

lichen wird diese JENSENsche Formel mit dem GREENschen Integralsatz bewiesen. 

Die Funktion W erfiille in der offenen Menge G - ~ neine  LiPscnITz-Bedingung, 

wenn es zu jedem Punkt PoEG und jeder Abbildung ~r ~ mit PoE Ua eine Um- 

gebung U (Po) ~ Ua N G gibt, sodass 

(6.1) 1~(~(3))-~(~(3'))1 < L13-3'1 

ffir alle 3, 3' aus ~-1 (U (Po)) gilt. Dabei darf L v o n  P o u n d  cr abh~ngen. Es reicht, 

(6.1) ffir ein cce~ mit PoE U, zu verlangen. Das totale Differential yon ~(~(3)) 

existiert fast fiberall auf ~-1 (U(Po)) und geht bei der stetigdifferenzierbaren Sub- 

stitution 3(t)) an jeder Stelle, an der es existiert, in das totale Differential yon 

~p (~r (3(t]))) fiber. Daher ist ~p fast fiberall auf G (total) differenzierbar. 

Hilfssatz i .  LIPsCHIwz-Bedingung. 

Voraussetzmag. Die o//ene Menge G enthalte die o//ene Menge H, deren ab- 

geschlossene Hidle H sei. Die Funktion yJ sei in G stetig und in H stetigdi//erenzierbar 

mit in R N G stetigen Ableitungen. Au] der Menge G--H nimmt die Funktion y~ nut 

endlich viele Werte an. 

Behaupttmg. Die Funktion y~ er/idlt in G eine LiPsCHIWZ-Bedingung. 

Beweis. Der Punkt PoeG werde beliebig gew~ihlt. Ist PoeG-H oder Po ell,  
so gibt es trivialerweise eine Abbildung cr ~ mit Poe U, und eine Umgebung 

U(Po)C_Ua, ffir die (6.1) gilt. Ist P o e H - H ,  s0 wahlt man cce~ mit PoeU~ und 

die offene Menge U~ ( P o ) - U ,  N G beliebig. Da ~p stetig ist, kann man U1 (Po) so 

verkleinern, dass yJ = C auf U1 (Po) (~ ( G -  H) mit einer einheitlichen Konstanten C gilt. 

Die offene Kugel K mit dem Mittelpunkt 3o=:r -~ (Po) liege mit ihrem Rand in 

~-1 (/-71 (Po)). Es sei z~ = x2~_ 1 -~- i x~ .  Da die Ableitungen ~ in H'  = ~-1 (~ )  ~ 

stetig sind, sind sie dort beschr'~nkt: IVJ~,l _< M. Dann gilt (6.1) mit L = 5 n M  nnd 

U (Po)=~ (K)~ U~ N G. Es seien n~mlich 3 r 3' in K beliebig gew~hlt. Drei F~lle 

sind nun zu unterscheiden. 



Die beiden Haupts~itze der Wertverteilungstheorie (I). 63 

1. Es liegen 3 und 3' in H' = K  N ~-1 (H). Dann  bes t immt  man  ein vo_< 1 und  

ein ~ > 0, sodass alle Punk te  t) = $ + t ($' - 3) flit  0 _< t < 3o und  v~ < t < 1 in H' liegen, 

abet  die Punk te  % = ~ + ~o (~' - ~) und  ~ = ~ + ~ (~' - ~) nieht  mehr.  Exis t ier t  %, also 

auch ~ ,  nieht, so sei ro=v~ =�89 und %=a~=�89 ($+3')  gesetzt. In  beiden F~llen ist 

v2 Ca (%)) = W (a (a~)). Nun werde e in 0 < e < Min (%, 1 - v~) so klein gew~hlt, dass 

fiir a, = 3 + (% - e) (~' - 3) und  a: = 3 + ( ~  + e) (~' - 3) die Absch~tzung 

(6.2) ],p (~ (a~)) - ,p (~ (%))[ +],p (cr (a:)) - ~v (a (o~)) [ < M I~ - $'[ 

gilt. Auf der Verbindungsstrecke von $ nach $' gibt es dann  zwischen $ und  a~ einen 

P u n k t  ~ e l l '  und zwisehen a" und $' einen P u n k t  t)'e H', sodass gilt 

(~ (~)) - ~o (~ (D) I = l ~ (~ (~) - ~ (~ (%)) + ~o (~ (~;)) - ~ (~ (~')) I -< 

-< V (~ (~)) - ~o (~ (a,)) I + [ V (~ (a',)) - V (~ ($')) I + M [  $ - $' I = 
(6.3) 

2 n  2 n  

-< 5 n M l ~ - ~ ' l  = L I 3 - S ' [ .  

Es ist ~' e K -  H' und ~ e H'. . 

mit  a~ = a: = t)' = 3'- 

3. Es geh6ren ~ und 3' zu K - H ' .  Dann  ist (6.1) trivial. 

Also erfiillt ~ eine LIPsCHITz-Bedingung in G, w.z.b.w. 

S a t z  6.1. Die GREENschen Formeln.  

V o r a u s s e t z m a g .  a) Die o]]ene Menge H der Mannig]altigkeit 

D a n n  gelten dieselben l~berlegungen wie in 1 

~2 ~ habe den 

Rand S. Es sei H = H U S kompakt. Der Rand S habe ein endliches 2 n - 1  dimen- 

sionales CARATH~ODORY-Mass (l~-Mass). In S liege die orientierte, stetigdi//erenzierbare 

Teilmannig/altigkeit So der Dimension 2 n - 1 ,  die beziiglieh H e i n e  diussere Normale 

habe. Es sei $1 = S - S  o eine /x-Nullmenge. 

b) Das alternierende Di/]erential 8A2,_2 sei in H stetig, in H stetigdi]]erenzierbar 

mit in H stetigen Ableitungen und babe den Typ n - 1 ,  also die Gestalt (5.13). In H 

gelte aaA2n_~=O. 

c) Die Funktionen u und v seien in R stetig, in H zweimal stetigdi]/er.enzierbar 

mit in H stetigen Ableitungen bis zur 2. Ordnung. 

d) Die in H stetige Funktion ~p er]iille in H eine LIescaITz-Bedingung. 

e) Das Di]]erential ~ y~ i~ u a A2~-2 sei iiber H integrierbar. 

B e h a u p t u n g .  Die GREENSC)~en Formeln gelten 
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(6.4) f V,O~uOA2,_~=f owO'uOi2. ~+ f ~o~• 
S o H H 

(6.5) f (u~v-v~u)~A2, 2=f (u~'v-v~u)~A~._~. 
S o H 

Beweis .  Wegen 0~A2~ 2=0  folgt (6.4) unmittelbar aus dem Integralsatz yon 

Stokes TM. Nach Satz 4.1 gilt ( ~ u a l v - ~ v ~ t u ) ~ A 2 ,  2=0. Aus (6.4) folgt also (6.5). 

W.z.b .w.  

Ist / eine meromorphe Funktion, so darf man die Funktion y~ auch durch Iog[/I  

ersetzen : 

Satz  6.2. Die 1. GREENsche Formel fiir den Logarithmus. 

Vorausse t z tmg ,  Aus Satz 6.1 werde a) bis c) vorausgesetzt, sowie: 

f) Die Funktion / (P) sei in H meromorph und verschwinde in keinem Teilgebiet 

von H identisch. 

g) Es sei log I /1~ t u a A ~ _ z  iiber S O integrierbar. 

Behaup tung .  Es gilt 

(6.6) f log I / I ~ I ~ A ~ .  ~=f~ log I / [alu~A2._2+f  log I / l ~ l ~ a A ~ .  2. 
8 o H H 

Die Voraussetzu~g g) ist von selbst er/iiUt, wenn 81 u OA2, 2 [dngs S O eine nicfitnegative 

Dichte hat. 

Beweis .  Wie am Schluss yon w 5 bemerkt wurde, existieren die beiden Integrale 

fiber H in (6.6). Der Satz 5.5 gibt nur die Existenz des Randintegrales in (6.6) ffir 

jede kompakte Teilmenge von So. 

Die ganzen Zahlen m < 0 und M > 0 werden beliebig gewithlt. Man setzt 

H m . M ~ { P l m  < log I/1 < M }  N H ~ - H m - L M ~ H m - I . M + I ,  

(6.7) [log I/I fur ~ < log I/I < M, 

y~m.M= [ m fiir log}I]  __< m, 
M fiir log l/[ ~ M. 

Die Funktion ~Vm,~ ist auf H stetig und erfiillt nach Hilfssatz 1 auf H e i n e  LTe- 

scHITz-Bedingung. Wegen 

(6.8) f ~  log I/I O• A2n-2= f OWm. M~'LUO Au n 2 
Hm, M H 

ist a ~0m.M ~1 U ~ A2. 2 fiber H integrierbar. Also gilt 

lS Siehe [I] Satz 8 Seite 137 oder in dieser Arbei t  w 2 (5) 14 ~ 
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(6.9) S ,,,.Mal  a n-2=falogl/le  , A   2 
So Hm, M H 

Da die beiden Integrale fiber H in (6.6) existieren, folgt 

lim lira fy~, , .M~-uOA2~ 2 =  
m---> ~ M - ~  So (6.10) 

H H 

Hat  nun ~ u a A 2 ~ _ 2  eine nichtnegative Diehte, so folgt aus (6.10)gemiiss w (5)10 ~ 

die Integrierbarkeit yon log I ] I ~ u a A 2 ~ _ 2  fiber S o. Ist  abet dieses Differential fiber 

So integrierbar, so folgt aus (6.10) gemfiss w (5) 8 ~ die Behauptung (6.6), w.z.b.w. 

Hier zeigt sieh der Vorteil, dass die GREENsche Formel (6.4) auch fiir eine 

Funktion W gilt, die nur eine LIescn~Tz-Bedingung erffillt. Ohne diese Tatsache liisst 

sieh der Beweis yon Satz 6.2 auch fiihren, jedoch wird er dann komplizierter. Bei 

den wesentlichen Anwendungen hat t~uaA2~_2 eine nichtnegative Dichte auf So. 

Satz  6.3. Ein Residuensatz. 

Voraaxssetzmag. Von Satz 6.1 werden a), b) uncl d) von Satz 6.2 werde ~) vor- 

ausgesetzt. Ausserdem gelte." 

h) Die Viel/achheit der NuUstelle P yon / sei ~ (P, 0), die der Polstelle P sei 

v(P,  ~ ) .  Die Nullstellenfl~che yon ] sei 92 (0), die Polstellenfl(iche yon / sei 92 ( ~ ) .  

Es werde v (P) = v (P, O) - v(P, oo ) und 92 = 92 (0) U 92 ( ~ )  gesetzt. 

i) Zu jedem Punkt Po E H gebe es eine o]]ene Umgebung V (Po) und in F (Po) 

analytische Funktionen g (P) und h (P), die in ]edem Punkt yon V (Po) teiler[remd sind, 

g 
sodass [ = ~ in V (Po) gilt und die Di[]erentiale y~ ~t log ] g ] ~ A2 ~- 2 und ~ ~• log I hl 0 A2 ~ 2 

iiber g (Po) fl So, sowie die Di//erentiale ~ ~p ~" log [g[ ~ A2 ~- ,_ und ~ y) ~t log I hl ~ As ~ z 

iiber V (Po) N H integrierbar sind. 

j) Es gebe eine NuUmenge M a u [  92, sodass v / (P)=O [iir P E92 N S - M  ist. 

Behauptmag.  Es gilt die Residuen/ormel 

(6.11) f v(3 -L log Itl A .- =fov, log I t loA=. s-2  f ~'(P)wOA2,~,~. 
,So H , ~ f l H  

B e m e r k u n g .  Die Di//erentiale ~ yJ ~ log I g l ~ A2 n 2 und ~ y~ ~ log I h I ~ A2 n-2 sind 

sieher i~ber V (Po)N H integrierbar, ]aUs ~f in einer 1~ um/assenden o]]enen Menge 

eine LleSC~wz-Bedingung er/itllt, oder in H stetige Ableitungen hat. Dagegen brauchen 

8' log [ q [ ~ A~ ~_~ und ~ log { h{ ~ As ~-2 nicht immer iiber S o N V (P0) integrierbar zu sein. 
5 - - 5 3 3 8 0 6 .  Acta mathematlCa. 90. I m p r i m 6  le 29 o c t o b r e  1953. 
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B e w e i s ,  Da (6.11) fiir eine konstante Funktion offensichtlich richtig ist, kann 

man o . B . d . A ,  annehmen, dass die Funktion ] in keinem Teilgebiet yon H kon- 

stant ist. 

Der Punkt  Po E/~ sei beliebig gew/~hlt. Dann gibt es eine Abbildung ~ (~)E 

mit P o = c c ( 0 ) E U , .  Es werde zv=x2:-l+ix2: gesetzt. Dann gibt es Zahlen r o u n d  

r m i t r  o > r, sodass der Wiirfel 

dass die Seiten des Wiirfels U~ 

eine u-Nullmenge ausschneiden. 

(6.12) 

Es ist 

(6.13) 

(6.14) 

8 '  (Po) = {51 Ix, I-< to} in ~-~(U,  N V(Po)) liegt, und 

(Po) = { 3 I I x, l < r } aus der Nullmenge S' = a-1 (S fl U,) 

Es sei 

v '  (Po) : (~ l  Ixvl < ro ), U ( P o )  = ~ ( u '  (Po>), 

v ;  (P0) : {31 Iz~l < r ), u~ (Po) = :r (U; (Po)), 
U !  ~ t 2 (Po) = { 3 [ [ x~ ] < i r ), U2 (Po) ~ (U~ (Po)). 

U2 (Po) ~ U~ (Po) ~ 8~ (Po) ~ U (Po) ~ U (Po) ~ U~ N V (Po) 

# (Rd U'~ (Po) n S')= O. 

Die Funktionen g und h werden gemiiss der Voraussetzung bestimmt. Die Vielfach- 

heir der Nullstelle P von g (bzw. von h) ist dieselbe wie die yon ] (bzw. die der 

Polstelle yon ]), n~tmlieh v (P, 0) (bzw. v (P, ~o)). Es ist ~ (0) N V (Po) = { P [ g (P) = 

= 0 )  NV(Po) und ~ ( C o ) N V ( P o ) = { P I h ( P ) = 0 } N V ( P 0 ) .  Die Funktion 2 (P)  mit 

0_<2 (P) _< 1 sei in ~j~2= stetigdifferenzierbar und ausserhalb U2 (Po) identiseh Null. 

Dann wird 

(6.15) 

f 2 (P) ~ (P) &L log I g[ ~ A2 n=2 = 
SoN U (Po) 

= f ~{2 (P)~(P)}~ log lg l0A2n_2-2~  f ~,(P, O)2~A2n_~ 
HN U (Po) 9/(0) fl H 

behauptet. Is t  

richtig. Ist  g nicht konstant, so wird (6.15) in drei Schritten bewiesen. 

1. Schri t t .  Die Integration. 

Die Nullstellenfl~che ~ (0) werde mit einem Mantel T e umgeben. 

die Funktion g konstant, so ist die Gleichung (6.15)offensichtlich 

die Zahl ~ > 0 beliebig gew~hlt. Man setzt nun 

(6.16) BQ = ( P [  Ig (P)I > ~} N U(Po), B'q = 0 ~  - 1  (Be) 

(6.17) T~={Plig (p)i=e}nu(Po), T'~=~-I(T9 
(6.18) A = {PI ag(P) = 0} n U (Po), A' =~r (A~) 

(6.19) QQ = T q - A  , Q'~ =~-~ (Q~) 

Dazu werde 
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~Tach (5.39) gilt flit jede messbare Menge Q~_ U' (Po) die Umformung 

(6,20) S I adlallev2n= S {S  co}de, 
O-A -~  O~O Q 

wobei ~ co das euklidische Oberfl~ichenelement von Q~ ist. Also hat, his auf eine Null- 

menge N o der Zahlen 5, die reellanalytische, orientlerbare Teilmannigfaltigkeit Qq von 

U (Po) ein endliches /z-Mass, wie auch Satz 5.4 besagt. Wi~hlt man fiir Q die Null- 

menge cr -1 (S)U Rd U~ (Po), so zeigt (6.20), dass bis auf eine Nullmenge N1 der Zahlen 

der Durchschnitt Qe N (SO Rd UI(Po) ) eiue #-Nullmenge ist. Da A aus eadlich 

vielen komplexen Teilmannigfaltigkeiten mit Dimensionen 2 k_<2 n - 2  besteht, ist A 

eine /z-Nullmenge. Fiir p r N = No U N1 und e > 0 ist daher Te N {S U Rd U 1 (Po)} eine 

/z-Nul!menge und hat Tq ein endliches /z-Mass. Es werden nur noch solche Zahlen 

e > 0 betrachtet, die nicht zur Nullmenge N gehSren. Die Vereinigung der Wiirfel- 

kanter~ yon U~ (Po), also 

2 n  
(~.21) K ' =  U { $ l x t , = x , = , ' } ,  K = ~ ( K ' )  

,u.v=l 

ist wieder eine /z-Nullmenge. 

Als Vereinigung endlich vieler /z-Nullmengen ist 

(6.22) F,  = IS N Rd U~ (Po)] u [S N Te] U [T e N Rd U x (Po)] U [T e f/A] U S~ U K 

eine /z-Nullmenge. Die Teilmannigfaltigkeiten Rd U~ (Po) - K und Qe mSgen so orientiert 

werden, dass sie eine iiussere Normale beziiglich U 1 (Po) bzw. B e haben. Dann sind 

(6.23) F 2 = (Rd U~ (Po) - K)  N H N B e , 

(6.24) F3 = QQ N/]1 (Re) N H, 

(6.25) F ,  = So N B e N V 1 (Po) 

als offene Teilmengen yon Rd U~ (Po)-  K, bzw. Qe, bzw. So selbst orientierte, stetig- 

differenzierbare, 2 n -  1 dimensionale Teilmannigfaltigkeiten yon U (Po), die beziiglich 

U1 (Po), bzw. Be, bzw. H eine 5ussere Normale haben. Wegen 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

F2 N F3 -~ Be N Qe = O, 

F2 N F 4 -  H N So=O, 

F3 N f f ~  H N So=0 ,  

.Fz N F3 ~ Rd U 1 (Po) N U 1 (Po) = O, 

-~2 n F3 ~- Rd U 1 (Po) n U 1 (Po) = 0, 

Fa (1 F 4 c:: Qe n B e = O 

ist auch die Vereinigung 
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(6.29) 

eine orientierte, 

U(Po). Es ist 

(6.30) 

denn 

(6.31) 

(6.32) 

(6.33) 

Setzt 

(6.34) 

so wird 

(6.35) 

Wilhelm Stoll. 

S~ = F~ U F3 U F4 

stetigdifferenzierbare, 2 n - 1  dimensionale Teilmannigfaltigkeit von 

~P~ n S~ = o; 

es gilt 

-~1 N F2 - (S fi H) U (To N Be) U ($1 fl H) U (g  N { Rd U~ (Po) - K } ) = 0 

.FIN F3 ~- (S n H) U (Rd U, (Po) fi U~ (Po)) u (.,~ N Qe) u (S~ N H) U (K n U~ (Po)) = 0 

-F2 n F 3 ~ (Rd U x (Po) fi U~ (Po)) U (Te n B e) U (S~ N So) U (K n U 1 (Po)) = O. 

m a n  

H * = B  en UI(Po) nH,  S*=RdH*,  ,S'~=F~NS*, 

behauptet; letzteres folgt unmittelbar aus (6.30). 

ergibt sich aus den Abschiitzungen 

(6.36) 

S*=S~uS~  mit S~NS~=O 

Die andere Behauptung von (6.35) 

~* = B e N U 1 (Po) n H - B e N U 1 (Po) n H 

-- ~en UI(P.) nil-Ben u,(Po) n H 

~_ { Rd B e N V 1 (Po) n H } u { B e n Rd Ux (1:)o) n H } 

u {Ben Vx(Po) n R d H } u { R d B  e N R d U I ( P o )  A H }  

u { Rd B e N V~ (Po) n Rd H } u { B e N Rd U~ (Po) fi Rd H } 

U { Rd B e N Rd U 1 (Po) n Rd H } 

c (F 1 U F3) U (F 1 U F2) U (F~ U F4) U F, U F1 U F~ U F1 = F~ U S~, 

~ q * - ( F  1 N s * )  U S ~ = ~  US~. 

Andererseits ist 

S* ~/~e N U1 (Po) fi H - B e N Vl (Po) N H = T e n H n Vl (Po) ~- F3, 

,S* ~ Br U1 (Po) N H - B e N U, (Po) N H = B~ n Rd V~ (Po) n H D F2, 

(6.37) S , ~ B e  fi U ~ ( P o ) A R _ B o N U I ( P o ) A H = B e N  U I ( P o ) O S ~ F 4 ,  

F * S*---F2 u F3 U 4=So. 

Damit ist (6.35) beweisen. Da auf S* die Menge S~ often ist, ist S~ abgeschlossen 
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also kompakt. Der Rand S*~_S'; u Rd UI(Po)U Tq U So hat ein endliches /~-Mass. 

Wegen (6.26) bis (6.28), (6.30), (6.34) und (6.35) gibt es zu jedem Punkt PIE.F2, 
bzw. E Fa, bzw. E F 4 eine Umgebung/~ (/)1) = U (Po), sodass/~ (/)1) N H* = U (P1) N Ux(Po), 

bzw. = ~(P~)N Be, bzw. U (Px)~ H i s t .  Daher ist die /iussere l~ormale yon F2 be- 

ziiglich U~ (Po), bzw. yon Fa bezfiglich Be, bzw. yon F4 beziiglich H eine /iussere 

Normale yon S~ bezfiglich H*. Es ist S~ eine stetigdifferenzierbare, orientierte Teil- 

mannigfaltigkeit yon ~J~2~ im Rande 8" der offenen Menge H*, die bezfiglich H* eine 

/iussere Normale hat. Wie die ,,Ubersetzungstabelle" 

I i 
Satz 6.1 ~2n H ~ ~o ~1 [ (0A2n-2 u v ~) [ 

F I 

zeigt, sind die Voraussetzungen yon Satz 6.1 erfiillt. Es gilt: 

log ]gl o 
SO* 

H *  H *  

log [g[ der Realteil einer analytischen Funktion ist, ist gem/iss (2.43) das 

Da die Funktion 2 (P) ausserhalb U2 (Po)ver- 

(6.38) 

Weil 

Differential ~ ~ log [g[ ~ A~_2 - O. 

schwindet, gilt also 

f 0 ( ~ ) ~  log ]gl ~A2,_~ = 
(6.39) BqnU 

Qon H SoflB Q 

Bevor man den Grenziibergang e--> + 0 ausffihren kann, muss noeh das Integral fiber 
Qq N H umgeformt werden. 

2. Schritt.  Eine Integralumformung. 
Mit ~ (w) werde die w-Stellenfl/iehe von g (P) in U (Po) bezeichnet. 

faehheit der w-Stelle P von g (P) sei ~ (P, w). Ffir w = 0 gilt 

(6.40) ~3~ (0) = ~ (0) N U (Po), ~ (P, 0) = ~ (P, 0). 

Dann wird 

Die Viel- 

(6.41) 
2 ~  

f 2~l loglg[~A2,-2=] { f ~(P,~eta)2Y~OA2,-2}dO 
QoNH a=O ~l(oeiO) fl~ 

behauptet. Zum Beweis dient Satz 5.2. Es entsprechen sich 
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Satz 5.2 f G 9~2 n ~ (P, w) 9~ (w) ~ n-1 

Hier g U (Po) 9~2 ~ ~ (P, w) 9)2 (w) Qe I wl = Q 

Satz 5.2 H H* I O A2n-~ M ~ B~ (w) 
i 

Hier B e Iwl>e ]2 p A2 _2 QqN/t ~loglw] 
I 

Wie die Tabelle zeigt, sind die Voraussetzungen yon Satz 5.2 erfiillt. Da Qq N / t -  

- Q e  N H eine Nullmenge auf Q ist, erh/ilt man 

(6.42) f ;tw~• f ( f ~(P,w) Aw~A~n_2}~'loglw[. 
Oenn Iwl=e ~(w)n/t n Q e 

Der Kreis I w I=~  ist dabei so orientiert, dass seine Normale ins Aussere von I wl > ~, 

also ins Kreisinnere zeigt und mit der Tangente in der Reihenfolge: ,,Normale, Tan- 

genre" ein Rechtssystem bildet. Der Kreis 

Daher ist 

(6.43) w = cr (v~) = 0 e-~~ (0 _< va _< 2 ~) 

eine zul~ssige 1)arameterdarstellung. Es gilt 

(6.44) ~ w = - i ~ e  -i~ ~ = i ~ e  i~0va, 

(6.45) ~.L log[wl=i{~ ~ww 21C3~}~ =OVa . 

ist also im Uhrzeigersinn orientiert. 

Aus (6.42) bis (6.45) folgt, da sich Qe N 9~ (~e ~o) und 9)~ (~e-~) fiir fast alle va nut 

um eine Nullmenge unterscheiden: 

(6.46) 
2~g 

f ~tw~'loglgl~A2==2= f { f ~'(P,~e-'~ z% 
QoflH ,0=0 ~.(ee--iO) N/~ 

Ersetzt man va durch 2z~-va, so folgt (6.41) unmittelbar. 

3. Schri t t .  Der Grenziibergang. 
Die Zahl ~ > 0 durfte einer gewissen Nullmenge N nieht angehSren. Nun wird 

eine monoton fallende Nullfolge Q~--> + 0 f i i r r -+  ~ mit ~ ~ N ausgewithlt und ~ auch 

kurz mit ~ bezeiehnet. 
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a) Es werden 

(6.47) 

(6.48) 

(6.49) 

gesetzt. 
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-~ = U1 (Po) n H, 

k = Rd R ~- Ux (Po) n H - UI (Po) n H, 

d = {~ I a ~ ~ A~. ~ (P) = o} n g 

Da 2 (P) ausserhalb U1 (Po) und y~ (P) naeh Voraussetzung auf ~ N S -  M 

- ~ (0) n S - M versehwinden, ist 

~)~ (0) n (/~ - , 4 )  - ~)~ (0) N K N {Vl (Po) N H - V 1 (Po) N H - . 4 }  

=_ ~ (0) N ~: N { (Rd Vl (Po) N H) U (Vl (Po) fl Rd H) - .A } 

(6.50) ~ ~ ( o )  n k n (s - d )  

_= ~ (o) n k n {s  - ( ~  (o) n s -  M) n ~ } 

_ ~ (o) n M. 

Da M eine Nullmenge auf ~ ist, ist M N ~ (0) und damit ~ (0)N ( R - A ) '  eine Null- 

menge auf ~ (0). Weil 

(6.51) K - U1 (Po) N H =_ Vt (Po) n R -  u~ (Po) n ~ = Rd V~ (Po) n R 

gilt, und weil )t (P )=  0 fiir P r U1 (Po) ist, hat  man 

(6.52) I ( w ) =  f ~(P,w)2~OA~n_~= f ~,(P,w),~vOA2n_2. 
�9 ~(w) nK ~(w) nH 

Das Integral I (w) ist in w = 0  stetig; wie nfimlieh die Tabelle 

I 
zeigt, sind die Voraussetzungen von Satz 5.3 erfiillt. Da I ( w ) i n  w=O stetig ist, 

strebt I ( Q e  ~ ) - + I ( 0 )  fiir Q->0 und ist I (Qe  ~) fiir 0_<~<~o und 0 < ~ < 2 ~  be- 

schr/~nkt. Daher strebt 

2 ~  

(6.53) f I (9 etO) d v~ -~ 2 n I (0) fiir Q = e, und v -~ o~. 
0 

Da 2 (P) ausserhalb U (Po) verschwindet und (6.41), (6.52), (6.53) und (6.40) gelten, 

strebt 
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(6.54) f ;t ~o ~t log I gl ~ A2. -~ 2 f ~ (P, 0) 2 V O As,_2 ffir ~ = ~ und v ~ o~ 
QeN H ~l (0 ) f l / t  

b) Es ist 

(6.55) O B e =  U ( P 0 ) - ~  (0), Be~-Be~_~. 
v = l  

Da ~ ( 0 )  aus endlich vielen komplexen Teilmannigfaltigkeiten mit  Dimensionen 

2 k _< 2 n - 2 besteht, ist ~ (0) eine Nullmenge auf ~2  ~ und ~ (0) N So eine Nullmenge 

auf S o. Da (6.55) gilt, und da die Integrale fiber B e f'l H ,  bzw. S o N B e in (6.39)ffir 

= 0  und ffir V start 2 V, also auch ffir 2 ~ nach Voraussetzung existieren, streben 

(6.56) 
Bef l  H U (Po)fl H 

(6.57) f 2w  loglglaAo.n   f aw loglgl A  2 
So fl B e SO f'l U ( P,) 

ffir 0=Or und v-->oo. Da y~ auf ~(0)  N / 7 - ~ ( 0 ) N H = ~ ( 0 ) N S  bis auf die Null- 

menge M von ~ (0) verschwindet, folgt aus (6.39), (6.54), (6.56) und (6.57)sofort die 

behauptete Gleichung (6.15) 

Da eine entsprechende Gleichung (6.15) auch ffir h stat t  g, ffir ~ ( ~ ) s t a t t  92 (0) 

g sowie ~ = ~ (0) tJ ~ (o~) und v (P) = v (P, 0) - und ffir v (P, oo ) statt  v (P, 0) gilt, da ] = ]~ 

- v  (P, oo) ist, und da 2 (P) ausserhalb U (P0) verschwindet, erhiilt man dutch Sub- 

traktion der ,,beiden" Gleichungen (6.15) die Beziehung 

(6.58) 

f 2 ~ p ~  log I/I 

logltloA n 2-2  f v(P)2 peA2n_2. 
H ~ f ) H  

Endlich viele Umgebungen U~(P~), . . . ,  U~(Pe) fiberdecken die kompakte Menge H. 

Zu dieser 0berdeckung bestimmt man eine DIEvDONNk-Zerlegung mittels stetigdif- 

ferenzierbarer Funktionen 2e, ffir die also gilt~ 

(6.59) 0 _< 2 e (P) _< 1 ffir P E 9)2 2 ~, 2 e (P) = 0 fiir P r 2 (Pe) 

q q 

(6.60) 2 2e (P) = 1 fiir P E_~ ~ U U2 (Pe). 
e = l  e = l  
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Setzt man ~q in (6.58) ein .und summiert fiber Q= 1 . . . .  , q, so erh/flt man die be- 

hauptete Gleichung (6.11), w.z.b.w.. 

Macht man die Voraussetzungen a), b), c) yon Satz 6.1, sowie f), g) von Satz 6.2 

und h), i), j) von Satz 6.3 fiir u statt  % so folgt dutch Subtraktion yon (6.6) und 

(6.11) eine zweite Residuenformel: 

(6.61) 

f Oog I l[ u -  u e- log I / I ) e = 
So 

= f l o g ] / ] O O ' u O A ~ .  2+zl f v(P)uOA2._2.  
H ~UH 

In Analogie zum nullstellenz~hlenden Integral bei einer Veritnderlichen gibt der 

folgende Satz eine Verallgemeinerung eines Satzes von W. WmTINGER19: 

S a t z  6.t*. Eine dritte Residuenformel. 

Vorausse tz tmg.  Die Voraussetzungen a), b) von Satz 6.1, s~wie /) yon Satz 6.2 

un.d h) yon Satz 6.3 werden gemacht. Die Funktion e (P) sei au] H analytisch. Ferner 

gelte : 

i*) Zu ]edem Punkt Poe ~ N S gebe es eine o]/ene Umgebung V (Po) und in V (Po) 

analytische Funktionen g (P) und h (P), die in iedem Punkt von V (Po) teiler]remd sind, 

g 
sodass ] = ~ in V (Po) gilt und die Di]]erentiale a ~ log gO A2.-~ und ~ log h O A2._~ 

iiber V (Po) N S integrierbar sind. 

j*) Es sei ~ N Se ine  Nullmenge au] ~. 

Behaupt tmg.  Es gelten die Residuen]ormzln yon W. WIRTINGER. 

(6.62) 

(6.63) 

12~ f e(P)Olog~OA2n_2= f y(P)e(P)OA2n_2, 
So ~ fl tt 

i f  ~" l~ 1 f 2~r ]0 A2.-2= v(P)O A~._~. 
8o 9~ fl H 

19 Vergleiche WIR~INGER [37]. Dort  ist ~ 2 n  der Raura  der Vektoren ~ und  0 A z n - 2  das 

Differential 0 V2n-2 aUS (2.55), also die euklidische Massbestimmung. Al lerdingsgeht  W. WXR~INGER 

bei seinem Beweis, abgesehen yon einigen recht  kurzen Bemerkungen auf Seite 420, n icht  auf die 

nichtgew6hnlichen Punkte  der Nullstellenfl/~che ein. Ebenso untersucht  er nlcht ,  wie die Null- und 

Polstellenfl~che ~ den Rand  S schneidet. Daher entgehen ihm auch die unabdingbaren Vorausset- 

zungen i*) und  j*). - -  Ft ir  die Zwecke dieser Arbeit  ist es n icht  nStig zu untersuchen,  wieweit i*) 

und j*) voneinander  abh~ngen. 
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Beweis .  Die Vorausetzung i*) l~isst sich flit jeden Punkt  Po EH  erfiillen. Also 

kann man den Beweis genau so, wie den Beweis zu Satz 6.3 fiihren. Man hat nur 

y~ dutch e, I]1 dutch /, I gl durch g und I hl durch h zu ersetzen. Stat t  (6.45) ver- 

wendet man 

(6.64) ~x log w = i O__ww = ~ v~. 
w 

Wegen 
i n 

(6.65) ~ e ~  log ] aA2n_s= - /~.~1 ( e % ~ v + e ~ ' ] % ) a z t ' ~ z ~ A s ' - ~ = O  

folgt dann die Behauptung, w.z.b.w. 

Je tz t  sind alle Vorbereitungen zum Beweis der JENsE~schen Formel getroffen. 

Sa tz  6.5. Die JENSENsche Formel. so 

Vorausse t zung .  1. In  der Mannig]altigkeit ~I)~ 2~ seien zwei o/]ene Mengen G und 

g gegeben, deren Rdnder ein endliches, 2 n - 1  dimensionales CARATH~ODORY-Mass (/~- 

Mass) haben. Die abgeschlossenen Hi~llen G ung ~ seien kompakt. Es liege ~ in G. 

I m  Rand yon G (bzw. g) sei die 2 n - 1  dimensionale, orientierte, stetigdi]]erenzierbare 

Teilmannig]altigkeit I" (bzw. ~) enthalten, die bezitglieh G (bzw. g) eine dussere Normale 

babe. Es seien R d G - F  und R d g -  7 Nullmengen des #-Masses. Ausserdem sei 

Rd g= Rd ~. 

2. Das alternierende Differential ~ As~-s sei in G stetig, in G stetigdi]]erenzierbar 

mit in G stetigen Ableitungen und babe den Typ n - 1 ,  also die Gestalt (5.13). I n  G 

gelte ~ a As n-s -- O. 

3. Die Funktion q~ (P) sei in ~)~2~ stetig, in H = G -  ~ zweimal stetigdi]]erenzierbar 

mit in H stetigen Ableitungen bis zur 2. Ordnung. Es gelte 

(6.66) ~ (P) = /~r P e ~'  0 _< ~o (P) _< 1 /~r P e H, 

(6.67) O0"q~ (P) OAs~_~. ( P ) = 0  /at P e / / .  

4. Die Funktion ] (P) sei in 0 meromorph und versehwi~le in keinem Teilgebiet 

yon G identiseh. Die giel[aehheit der Nullstelle P yon ] sei �9 (P, 0), die der Polstelle 

P sei ~ (P ,~ ) .  Die Nullstellenfliiehe yon ] sei ~ (0), die Polstellenfliiehe yon / sei ~ ( ~ ) .  

Es werde g~ = ~ (0) U ~ ( ~ )  umt ~ (P) = ~, (P, O) - �9 (P, ~ ) gese~zt. 

5. Es sei log I t I" O~ q~ 0 As ~ s ~ber F U ~ integrierbar, wobei ~" ~ (P) = lira 0 s ~ (Q) ist. 
Q.--> p 
Q e I t  

2o Fiir  n = 1 siehe W [43] Kap .  I V  w 2 Gleichung (2.6) Seite 171. 
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Behaup tung .  Es gilt die JEI~SENSChe Formel. 

i f  I f  f (6.68) ~ logl/lO'q~oA2._z--ff~ l o g l t l 0 ~ o 0 A ~ . _ ~  = ~,(P)q~OA~._~. 
/- ~, gift(/ 

Z u s ~ i t z e :  

1 ~ Hat a'~oOA2~_2 ldngs I'U ~ eine nichtnegative Dichte, so ist die Voraussetzung 
5 yon selbst er/iiUt. 

2 ~ Geniigt das Di/]erential OZ2n-2 der allgemeinen Voraussetzung II  und ist 
8A2,-2=SZ2~ 3, so ist 1 ~ also auch Voraussetzung 5 yon selbst er]i~llt. ~1 

3 ~ Zur Voraussetzung 3 vergleiche man auch den Satz 7.1 des ndchsten Para- 
graphen. Die JE~SENsche Formel gilt insbesondere ]iir jede zuldssige Menge G im Sinne 
der allgemeinen Voraussetzungen I I I  und IV (siehe w 7), wenn die Funktion / die Vor- 
aussetzung 4 des Satzes 6.5 erFillt. 

Beweis.  Da Rd g = Rd ~l ist, ist S = Rd H = Rd G O Rd g. 0rientiert man 7 so zu 

~_ urn, dass 7_ eine /~ussere Normale beziiglich H hat, so erkennt man an Hand der 

Tabelle, 

Sat 6 lH ] So t A" I 
Hier ] H ~J~2'~ I S I FU ~_ S - ( F t J ~ _ ) l  0A2,_2 I rp rp I ] 

dass die Voraussetzungen von Satz 6.2 erfiillt sind. Well gemiiss w (5)11 ~ abet 

f = - f gilt, erh/ilt man zusammen mit (6.67) die Gleichung 
7 ~-- 

(6.69) flog]/[e'q~aAa._a-flog[/le'q~aAa._~=falog[ll~f~A2._2. 
F y H 

~Tach Satz 4.1 gilt flit ein Differential 0 A2,-~ vom Typ n -  1, also der Gestalt (5.13) 

die Beziehung 0 log [ / [ 0 x ~00 A,._2 = 0 ~o 01 log [ l [ 0 As.-~.  Es folgt 

(6.70) fa log Itla" fete1 log l/leA2.-2. 
H H 

Naeh Hilfssatz 1 erfiillt die Funktion ~o itt 9J~ ~" eine LIPsCaXTz-Bedingung. Ist  

V(Po) ~ ~k ~'~ eine offene Menge, in deren abgesehlossenen Hiille die teileffremden 

31 I ) a m i t  d i e  J ~ N s E N s c h e  F o r m e l  a u e h  f i i r  0 j ~ 2 n - 2  g i l t ,  w u r d e n  d i e  a l l g e m e i n e n  V o r a u s s e t -  

z u n g e n  I I  a u n d  I I b  g e m a c h t .  
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Funktionen ~ und h analytisch sind, gilt ]=  ~ - it in V (Po), so sind daher die Differen- 

tiale a q ~• log [ g ] ~ A~ ~_~ und ~ ~0 ~t log I h ] ~ A2 ~-3 fiber V (Po) N H integrierbar. Da 

auf Rd G Null ist, sind ? ~  log l~l~Az~_2 und ~ log lhl~Az~_~ fiber FN V(Po) 

integrierbar. Wie die Tabelle 

Satz 6.3 H 9~ ~ S S O $1 y~ ~ A2~-2 ] v (P, O) 

Hier G ~1~ 2~ RdG F R d G -  F ~ ~ A~n-2 / �9 (P, 0) 

zeigt, sind die Voraussetzungen, yon Satz 6.3 beziiglich der offeneu Menge G er[fillt. 

Da G = H  U g U Rdg ist, da Rdg eine Nullmenge ist, und ~ auf g verschwindet, 

erhiilt man 

(6.71) 2= f v(P)q~DA2n-2= f~q~'logl/l~A~,~ ~=f~qJVlogl/l~A~n_~. 
!~fl(7 G H 

Aus (6.69), (6.70) und (6.71) fol~ unmittelbar (6.68), w.z.b.w. 

Auf ~2~ gibt es eine zweimal s~etigdifferenzierbare Funkti3n 2 (P) mi~ 0_< 2 (P)_< 1, 

die in einer Umgebung yon F identisch Null in einer Umgebung von y identisch 

Eins ist. Unter der Voraussetzung yon Zusatz 1 ~ folg~ aus Satz 6.2 mit u = - 2 ~  

die Existenz yon f log]/] i~ 'q~A~, ,_~=flog]/]~u~A2n_2 und mit u = ( 1 - 2 ) ~  die 

Existenz yon flogi]l~'q~aA2,, 2=f logl / l~ tuOA2, ,  e, womit Zusatz 1 ~ bewiesen ist. 
T r 

Da ~0 li~ngs F u n d  ~, konstant ist und in G grbsser als auf /~ bzw. y ist, ergibt sich 

Zusatz 2 ~ unmittelbar aus Satz 4.5. 

Die Voraussetzung (6.67) ist natfirlich sehr einschneidertd, legt abet aueh die 

Funktion ~0 fest. Im n/ichsten Paragraphen soll diese Voraussetzung gepriift werden, 

bevor aus der JnNSENschen Formel der 1. l-Iauptsatz hergeleitet wird. 

w 7. Die Voraussetzungen des 1. Hauptsatzes. 

Ausser den in w 4 gemachten allgemeinen Voraussetzungen I und II werden nun 

zwei wei~ere solche allgemeine Voraussetzungen gemacht. 

III. Der Kern. Eine o]]ene Teilmenge g der Mannig/ahigkeit ~)~2~ werde lest ge- 

wdhlt und heisse Kern .  Fiir q m6qe qelten: 
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a) Die abgeschlossene Hi~lle ~ yon g ist kompakt. 

b) Der Rand ? yon g sei eine 2 n - 1  dimensionale, orientierte, wenigstens ]iin]mal 

stetigdi]]erenzierbare Teilmannig]altigkeit von ~ ,  die beziiglich g eine (~ussere Nor- 

male babe. 

Dann ist Rd g = Rd ~. Der Kern g is t  eine echte Teilmenge von ~J~ ~. Ein solcher 

Kern existiert immer 

IV. Zul~issige Mengen.  Eine o]/ene Teilmenge G yon ~j~2, heisse z u l d s s i g  (be- 

ziiglich des Kernes g), wenn gilt: 

a) Die abgeschlossene Hiille G von G i s t  kompakt. 

b) Es ist ~ G .  

c) Der Rand vcn G enth~ih eine 2 n - 1  dimensionale, stetigdiHerenzierbare, orien- 

tie,rte Teilmannig]altigkeit F yon ~2~, die beziiglich G eine iiussere Normale hat. 

d) Der Rand yon G hat ein endliches, 2 n - 1  dimensignales CAm~TH~ODORY-Mass 

(~x-Mass). 

e) Es ist Rd G -  F eine /x-Nullmenge. 

f) Au] der Mannig/altigkeit ~J~2~ gibt es eine stetige Funktion q~ (P), die im , ,Kon-  

d e n s a t o r "  H = G - ~ I  zweimal stetigdi]]erenzierbar ist und in /7 stetige Ableitungen 

evster und zweiter Ordnung hat. 

w 4 ist, so gilt: 

(7.1) 

(7.2) 

Diese Funktion 
(7.3) 

Wenn ~ Z2n ~ das Di//erential der Voraussetzung I I  in 

{ ~ ]iir P C G 0 < ~ ( P ) < I  ]iir P E H, 
q~ (P) = ]iir P E ~ , 

O~'q~Z~_,_2=O in H. 

= ~ (P) = q (P, G) = q (P, G, 9) 

heisse das (au] 1) n o r m i e r t e  P o t e n t i a l  des Kondensators H. Die Menge 

(7.4) E = { P [ ~ ~ (P) = 0 } n /7  

heisse die k r i t i s c h e M e n g e des Kondensators H. 

Gemfiss II  und (4.17) bis (4.24) ist ~ die LSsung eincr ersten Randwertaufgabe 

der elliptischen, selbstadjungierten Differentialgleichung 
2 ~  

(7.5) ~.,=1~ a~,,cfz~,z-~=O d.h.t,~l. = ys, cft, t = O  

2 n  

/t,v=l /~,~=I 

(7.7) ~,=1 at'~zt' = 0 d.h. ~. 7~,,t~, = O. 
g = l  

mit 

fiir u # O, 
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Die LSsung ~ ist durch die Forderungen (7.1)und (7.2)nach dem Maximumsprinzip 2~ 

eindeutig bestimmt. Die Randwertaufgabe wird zun~tchst lokal gelSst. Ein Gebiet K 

mit Rand R gehSre zur Menge ~ und heisse eine Scheibe, wenn es eine Abbildung 

E ~  mit K c U ~  gibt, wenn K ' = K U R  kompakt ist, und wenn der Rand R eine 

zweimal stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit von ~J~n ist, die be- 

ziiglich K eine ~ussere Normale hat. Zu jeder Scheibe K e ~ gibt es eine GREENsche 

Funktion Gg (P, Q)~s. Sehreibt man auf dem Rand R stetige Randwerte [(P)vor, so 

wird die Randwertaufgabe fiir K dutch 

(7.8) U(Q) = f / (p )  ~G~:(P, Q)~Z2,~-~ 
P E R  

gelSst. Um eine LSsung fiir eine beliebige offene, beschr~tnkte Menge H, auf deren 

Rand S stetige, reelle Randwerte / (P)  vorgeschrieben sind, zu erhalten, wendet man 

das Verfahren yon O. PEaRO~ ~ an. Es sei M =  Max/(P)  und m= Min/(P).  Die 
~ s  P~S 

Funktionenmenge ~ bestehe aus allen reellen Funktionen ~ (P) der ersten BAmsschen 

Funktionsklasse, fiir die m_< ~ (P)< M a u f  H gilt. Fi ir  jede Funktion ~ e ~ und ]ede 

Scheibe K e ~ mit K ~ H  ist der Operator 

I f (Q)  fiir QeH-K,  

(7.9) M~[Q]= [ "~]P[ ~(P) ~ G~(P' Q) ~z~'-~ fiir QeK 

erklart und erfiillt die Forderungen 

1 ~ 

2 ~ 

3 ~ 

4 ~ 

5 ~ 

gl MK ~1 + :r MK ~2 = MK (:r ~1 + as ~2) (~1, :r konst.). 
M~I<MK~ fiir ~1<~2. 

~ M K ~ [ Q ] a z 2 , _ ~ = 0  flit QeK. 
MK ~ [Q] ist in R stetig, wenn ~ (P) es ist. 

MK ~ [Q]-+MK ~ [Q], wenn ~,(Q)~(Q) fiir v-+ oo strebt und ~ (Q)e ~ ist. 

6 ~ Ist ~ (Q) = MK ~ [Q] iiir jede Seheibe K e ~ mit K: c H, so ist ~ ~1 ~ (p) ~;~2 n - 2  = 0 

fiir Pert. 

Eine Funktion co (P)e  ~ heisse eine Ober/unktion und gehSre zur Menge ~2, wenn 

a) ~o (P) i n / t  stetig ist, 

b) m (P) >_ ] (P) fiir P e S gilt, 

c) o)(P)> MK co [P] flit jede Scheibe K e ~ mit R c H und jeden Punkt P EH gilt. 

s2 Siehe E.  HOPF [27]. 
2a Siehe STERNBERG [24] w 7 u n d  GIRAUD [292] Seite 223. 
24 Siehe PERROI~ [23]. Das  Ver fahren  wurde  dor t  yon  0 .  PERRON n u r  fiir P o t e n t i a l f u n k t i o n e n  

angegeben ,  i ibe r t r~g t  s ich abe r  ans t ands los  auf  den  hier  vor l i egenden  Fall .  
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Oberfunktionen existieren, denn die Konstante M ist eine Oberfunktion. Eine 

Oberfunktion nimmt ih'r Maximum nicht in H sondern auf S an, ausser sie ist in 

einem grSssten Teilgebiet yon H konstant. Da der Operator MK und die Oberfunk- 

tionen die genannten Eigenschaften besitzen, kann man das Verfahren von 0. PERRON 24 

durchfiihren und erh~tlt dutch 

(7.10) U(P)= fin co(P) fiir P e / t  

eine LSsung der Differentialgleichung ~ u ~ g 2 n _ 2 = 0  in H. Sie ist nach O. PERRO~r 

in jedem Randpunkt Po e S stetig, und hat dort den vorgeschriebenen Randwert ] (Po), 

wenn es zu Po eine Umgebung U(Po) gibt, fiir die gilt: 

~) Es gibt eine in H N U (Po) stetige Funktion ~ (P) mit ~ (Po)= 0. 

~) Es ist ~(P)>_0 i n H N U ( P o ) .  

~') Es ist ~? (P) > 0 in H N Rd U (Po). 

8) Es ist ~(P)>ML~[P] fiir jede Scheibe L e ~  mit L c H N  U(Po). 

Ist nun S N U* (Po) eine zweimal stetigdifferenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit 

yon ~2 n so kann man zwei Umgebungen U1 (Po), U2 (Po) mit UI(Po) c U2 (Po) C 

U2 (Po) ~ U* (Po) angeben, sodass der Rand von U2 (Po) N H eine zweimal stetig- 

differenzierbare, orientierte Teilmannigfaltigkeit yon ~2~ ist, eine iiussere Normale 

beziiglich U~ (Po) N H hat und Rd ( U S (Po) N H) N U~ (Po) = S a U~ (Po) ist. bTua 15st man 

die Randwertaufgabe in U2(Po)N H gem/tss (7.8) fiir stetige Randwerte g(P)>0 mit 

g(Po) =0 und g(P)> 0 auf H N Rd U2(Po). Die LSsung ~ (P) erfiillt die Forderungen 

~) bis 8). Somit ergibt sich der folgende Satz: 

Satz  7.1. Zul/~ssige Mengen. 

V o r a u s s e t z u n g .  Die o]]ene, beschrdnkte Teilmenge G yon ~i~2~ enthalte den Kern 

g und babe eine wenigstens /i~n/mal stetigdi/]erenzierba~'e, orientierte Teilmannig/altigkeit 

F der Dimension 2 n - 1  als Rand, die bez@lich G eine iiussere Normale babe. Jedes 

gr6sste Teilgebiet yon G enthalte einen Punkt des Kernes g.25 

Behauptung.  1. Es ist G eine zuliissiqe Menqe. 

2. Sind die Riinder F und ~ und das Di]]erential ay,2~-2 wenigstens q + l  real 

stetigdi]/erenzierbar mit q+ 1 > 5, so hat die Potential]unktion q9 in H stetige Ableitungen 

bis zur q-ten Ordnung, die in H stetig sind. Ist ~y,2~-~ insbesondere reellanalytisch, so 

ist auch q) reellanalytisch in H. 

35 I s t  umgekeh r t  G eine zul~tssige Menge, so folgt  aus (7.1) und  d e m  Maximumspr inz ip ,  dass  
jedes  gr6sste  Teilgebiet  yon  G einen P u n k t  yon g enth~tlt. 



80 Wilhelm Stoll. 

Beweis.  1. Die Forderungen IV a) bis e) sind erfiillt. Der Beweis fiir die Exi- 

stenz der Potentialfunktion ~ in f) wurde soeben angedeutet und soll nicht genauer 

ausgefiihrt werden. Nach dem Maximumsprinzip 22 ist 0 < ~ < 1 in H, da in jedem 

grSssten Teilgebiet von G ein Punkt  yon g liegt. 25 2. Die zweite Behauptung ergibt 

sich aus GIRAUD [292] und GIRAUD [29a]. 2e Es gibt also immer zul/issige Mengen, 

w.z .b .w .  

Nach E. HOPF [52] ist in jedem Randpunkt Poe F U ~ die Richtungsableitung 

nach der Normalen von ~0 nicht Null (bei Ann/iherung aus H!). Aus Satz 4.5 erhitlt 

man somit 

Satz 7,2. Richtungsableitung. 

Ist G eine zul~ssige Merge und q~ ihre Potential/unktion, so hat ~• q~ a Z2 n-~ au] den 

Randn~annig]altigkeiten y und F eine positive Dichte. 

Dieser Satz gestattct es, eine weitere allgemeine Voraussetzung zu treffen. 

V. Kapazi t~t ,  Spann tm g  mad Potent ia l .  Die Ka  p a z i t d t  des Kondensators H 
der zuldssigen Menge G sei 

1 
(7.11) C=C(G) =C(G, g)= f atcP ~Z2n 2. 

Y 

Nach Satz 7.2 ist C positiv. Die S p a n n u n g  des Kondensators H sei 

1 
(7.12) R= R(G)= R (G, a)= C (G, g)" 

Das Potential des Kondensators sei 

(7.13) ~o = ~p (P) = ~ (P, G) = ~o (P, G, g) = R (G, g) ~ (P, G, g). 

Nach 8atz 6.1 gilt 

P H 

Wegen (4.25) ergibt sich bereits aus (7.14), dass C > 0  ist. Weiter gilt: 

,f ,f 2~ 0x~o0X~n_2= ~ O'~/OZ2n_2=l. 
P 

us Man vergleiche insbesondere GIRAUD [292] IV  Satz 4 Seite 189 und  V I I  Satz 1 Seite 243, 
sowie GIRAUD [293] Seite 389. 
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Aus (7.1) und (7.2) folgt 

{O fiir P e G  
(7.16) ~ (P)=  fiir PEy,  0 < ~ ( P ) < R  f i i rPEH,  

(7.17) b~-~p(P)Oz~,,_~(P)=O fiir P E H .  
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Uber die Monotonie der Kapazititt, der Spannung und des Potentials gibt der fol- 

gende Satz Aufschluss. 

Satz 7.3. Die Monotonie von Kapazit/~t, Spannung und Potential. 

Yoraussetzung. Die zul~issige Menge G* enthalte die zul~issige Menge G. Beide 
o/]ene Mengen seien dabei beziiglich desselben Kevnes zuldssig. 

Behaupttmg: Es gelten die Absch~itzungen 

(7.18) 9(P,  G)<_q~(P, G*) tiir P E ~  ~ ,  G~_G *, 

(7.19) ~(P ,G)<~(P ,G*)  liar P E ~  2~, G~_G*, 

(7.20) C (G) >~ C (G*) tier G ~ G*, 

(7.21) R(G)<_R(G*) /iir G~_G*. 

In (7.20), (7.21) und (7.18), (7.19) /i~r P E H * = G * - ~  gilt dann und nut dann die 
Gleichheit, wenn G= G* ist. 

Beweis~ Es sei Gr  G*. Die Differenz ~ (P) = r (P, G*) - ~ (P, G) 15st in H = G - ~  

die Differentialgleichung (7.17), ist auf dem Rand ~ D Rd G von H nichtnegativ, und 

weil ~ (P) = q~ (P, G*) > 0 in H* - G gilt, in einem Punkt yon Rd G positiv. Also ist 

(P) > 0 fiir P E H*. Es folgt (7.18). Wegen ~ (P) = 0 fiir P E ~ folgt also nach Satz 4.5 

und E. HoPF [52] auch C (G) > C (G*), das heisst R (G) < R (G*). Mit (7.18) ergibt sich 

(7,19), wobei ?f(P, G)<~(P ,  G*)fiir PEH* gilt, w.z .b .w.  

Im Falle einer Ver~inderlichen, also in W [43], sind ~ und ~p harmonische Funk- 
tionen. 

Nun sind die Voraussetzungen der JE•SENschen Formel und damit des 1. Haupt- 

satzes gekliirt, wenigstens soweit diese Vorausetzungen nur yon der Mannigfaltigkeit 

~J~  und der Massbestimmung ~X2n-~ abhiingen. Withrend der Kern g festgehalten 

wird, mSgen die zuliissigen Mengen G nach und nach die Mannigfaltigkeit ~PJ~n aus- 

schSpfen. Dazu wird - -  sp~tter in w 11 - -  noch die Voraussetzung VII gemacht. 
6 -  533806. Acta  mathematica.  90. Imprim6 le 29 octobre 1953. 
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w 8. Der erste Hauptsatz. 

Aus den in w 3 genannten Griinden reicht es den 1. Hauptsatz ffir meromorphe 

F1/ichen der Stufe p = 1 aufzustellen. Zuniichst mfissen aber noch die Anzahlfunktion 

und die Schmiegungsfunktionen eingeffihrt werden. 

Definit ion 8.1. Anzahlfunktion. ~7 

Au] der Mannig]altigkeit ~2~ sei eine meromorphe Fldche W gegeben. Fiir den 

kontravarianten Vektor ~ # 0  sei (~, W ) ~  O. Die Schnittzahl im Punkt P zu ~ sei 

v(P, ~) und !l~ (~) die zugeh6rige SchnittsteUenfldche. Die Mannig/altigkeit ~l)~ 2~ mSge 

die allgemeinen Voraussetzungen I b i s  V er[iillen. Als Funktion der zulgssigen Menge 

G werde die A n z a h l / u n k t i o n  zu ~ yon W dutch 

(8.1) N (G, i )  = f v (P, i )  ~o (P, G) a:Z2~_2 
~(~) 

de/iniert. 

Die Anzahlfunktion N (G, ~z) ist nichtnegativ und dann und nut  dann Null, wenn 

die meromorphe Fliiche W die Ebene (~, Iv)=0 ffir P E G nicht schneider, das heisst, 

wenn v (P, ~)--0  ffir P e G i s t .  Nach Satz 7.3 gilt 

(8.2) 0_< N (G, ~) < N (G*, ~) ffir G--- G*. 

Zur Definition der Schmiegungs/unktion werden die Voraussetzungen yon Defini- 

tion 8.1 gemacht. Ist  Iv (P) irgendeine Darstellung, so wird durch 

(P), 
(8.3) II o(P), = (P)l 

eine eindeutige Funktion yon P a u f  !lR 2" erkliirt, die nicht identisck Null ist und 

nicht von der Wahl der Darstellung Iv(P) abhiingt. W/ihlt man eine einheitliche 

meromorphe DarsteUung m (P), so ist naeh Satz 5.5 und seinem Zusatz 2 ~ das Dif- 

ferential log {(IV, ~){~'~v aZ2~_~ und wegen 

k 

(8.4) Ilog I ll<-�89 log k+ E Ilog 
Y=I  

auch das Differential log {IVl/YL,pOX~ ~. fiber den Kernrand y und fiber die Rand- 

mannigfaltigkeit /1 der zul/issigen Menge G integrierbar. Dasselbe gilt dann auch yon 

log H Iv (P), i [] a~ v2 aig2,_~. Daher kann man definieren: 

27 Fiir n =  1 siehe W [43] Kap. IV w 3 Seite 173. 
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Defini t ion  8.2. Die Sehmiegungsfunktion. 27 

Au] der Mannig]altigkeit T32 ~ n sei eine meromorphe Fliiche W ~ 0 gegeben. Fi~r den 

kontravarianten Vektor ~ sei (~, W) ;~ O. Die Mannig/altigkeit 9~ ~ ~ m6ge die allgemeinen 

Voraussetzungen I his V er[fdlen. Als Funktion de~ zul~issigen Menge G werden die 

S c h m i e g u n g s ] u n k t i o n e n  zu ~ von W dutch 

(8.5) m (r ,  a) = ~ ( G , / ;  a) = ~ log [I ro (P), ~ [1 e` ~o ~ z~.-~ 
F 

(8.6) m(7, ~)=m (G,r,~)= ~ lOgll~o(p),~llO'~ooz~, ~ 

de]iniert. 

Da ~l ~e~Z2n_2 1/ings F bzw. ? eine positive Dichte hat, und da 0 <_ [I m (P), ~ I[ <- 1 

ist, sind die Schmiegungsfunktionen nichtnegativ: 

(8.7) O_<m(F, ~), O<-m(r,~). 

Satz 8.1. Gilt in (8.7) das Gleiehheitszeiehen, so ist die meromorphe Fliiche W 

konstant. 

B e w e i s .  Litngs /" bzw. )J ist dann n~imlieh ]] lu (P), ~]]--1. Naeh (1.44) gibt es 

ein normales Koordiuatensystem, in dem ~--a h ex ~ 0 gilt. Fiir eine einheitliehe mero- 

morphe Darstellung ist also 
k 

I~l~[w~[~=l(:~, ro)l~=l~l~l~u[==[~ll~ ~ I ~ l  ~ l ~ n g s / '  bzw. 7- 

Daher sind die Funktionen w2, . . . ,  wk 1/~ngs P bzw. y, das heisst auf TJ~ 2" identiseh 

Null. Es sind w 1 (P)el und damit der konstante Vektor r einheitliehe Darstellungen, 

w. z. b. w. 

Nun gilt der 1. Hauptsatz: 

Satz  8.2. Der erste Hauptsatz. 27 

Vorausse tzung.  Au] der Mannig[altigkeit 9~ en seien die allgemeinen Voraus- 

setzungen I b i s  V er/iillt. Die Anzahl/unktion und die Schmiegungs[unktioden der mero- 

morphen Fl~iche W a u[ ~j~2n werden nach De/inition 8.1 bezw. nach Definition 8.2 ge- 

bildet. Es sei G irgendeine zuliissige Menge. 

B e h a u p t u n g .  Fi2r jeden kontravarianten Vektor ~ mit (W, ~z)~ 0 hat die Charak -  

t e r i s t i k ,  die dutch 

(8.8) T (G) = T (G, g) = N (G, ~) + m (F, ~) - m (~,, ~) 

de/iniert ist, denselben Weft, ist also unabh?ingiq yon ~. 
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Beweis. Es sei fl ein zweiter kontravarianter Vektor mit (W, f l )~  0. Ist re(P) 
irgendeine Darstellung yon W, so ist die Funktion 

(8.9) t (P, 2, fi) (to (P), ~-2) ~ 0 
(m (P), fl) 

eindeutig und unabh~ngig yon der Wahl der Darstellung m (P) au~ ~2~ erkl~irt und 

meromorph. Die Vielfachheit ihrer Nullstelle P sei ~(P, 0) die ihrer Polstelle sei 

(P, ~) .  Ihre Nullstellenfliiche sei ~o und ~ ihre Polstellenfl~che. Die Schnittstel- 

lenfliiche zu 2 yon W sei ~ (2), die zu fl sei ~ (fi). Die Vielfachheit der Schnitt- 

stelle P zu ~ sei v (P, 2), zu /~ sei v (e, fl). Der Punkt Po ~ sei beliebig gew~hlt. 

Dann gibt es eine Umgebung U(Po) yon P o u n d  zwei in U(Poi analytische Funk- 
g 

tionen h u n g  g mit / = h  in U(Po) , die in jedem Punkt yon U(Po) teilerfremd sind. 

I s t  U(Po) hinreichend klein, so gibt es eine in U (Po) reduzierte Darstellung lo (P). 
Da g und h teilerfremd sind, folgen aus 

(sAo) 

die Abschiitzungen 

(8.11) 

(8.12) 

und die Identitiit 

(8.13) 

(8.14) 

(m (P), fi) g (P) = (m (P), ~) h (P) 

v(P, 2)>_~,(P,O) d.h. ~(2)___~o, 

v(P, fi)>_~,(P,~) d.h.  ~(fl)___~, 

v(P, ff)+~,(P,O)=v(P, 2)+~(P, ~), 

v(P, 2)-~, (P, fl)= ~ (P, 0 ) - ~  (P, oo). 

Da ~ (P, O) ausserhalb ~0 und ~ (P, ~ )  ausserhalb ~oo verschwinden, gilt 

(8.15) f {~,(P,O)-~,(P,~)}~OZ2,,-2= f ~,(P, 2)woz2._~- f ~(P, fi)v, ax2.-2. 
m u ~ ~(~) ~(~) 

Wendet man nun die JENSENsche Formel (Satz 6.5) auf die Funktion /(P,  2, fl) an, 
~so erh~lt man mit (8.15) die Gleichung 

12  ~. l~ I(-m~(P~l(m(t,,, fl) ~ Z 2 , ~ -  log (ro(P, ,~ ~•176 
1" 1' 

9~(~) ,~(~) 
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- lo- ]~] 0, so erh/ilt man Erweitert man die Briiche mit Ira[ und addiert log ~-] s [ ~ ] =  

wegen 

1 I~l 1 (logl~l~, 
.E' y 

nach (1.45) die Gleichung 

1 flo IIm(P)';lla" az~._~-~flogllr~ 
2-~.] gllro(P),,811 w Ilro(P),,sll 

/ "  r 

= f , , (P,~)waz~-~- f , , (P,~)~oz~-~.  

Ordnet man nach ~ und ~, so ergibt sich wegen (8.1), (8.5) und (8.6) die Gleiehung 

N(a, t~) + ~ (r, ~ ) - ~  (r, t~)= N (~, ~ )+~  (Z: ~ ) - ~  (r, ~) = r (a) 

also hiingt die Charakteristik nieht yon ~ ab, w. z. b. w. 

Der 1. Hauptsatz gibt eine Invarianzaussage, die eine Verallgemeinerung des 

Satzes: ,,Ein Polynom nimmt jeden Weft, ausser a =  ~ ,  so oft an, wie sein Grad an- 

gibt." Der 1. Hauptsatz sagt: Eine meromorphe Flache schneidet jede Ebene (m, ~)= 0, 

abgesehen vom ,,unbedeutenden" Restglied re (F ,  ~)-m(r, ~), ,,so oft", das heisst 

mit dem gleichen Mass N (G, ~z), wie ihre Charakteristik T (G) angibt. Erst der 2. Haupt- 

satz lasst erkennen, inwieweit die Sehmiegungsfunktion m (F, ~z)-m (7, ~) tats/iehlieh 

nut ein ,,Restglied" ist. Der Grad eines Polynomes ist aber auch ein Wachstums- 

mass fiir das Polynom. Es fragt sich, ob auch die Charakteristik ein Waehstumsmass 

der meromorphen Fliiche ist. Dies und einige andere Eigenschaften der Charakteristik 

soll nun untersueht werden. 

w 9. Eigenschaften und Darstellungen der Charakteristik. 

Die Anzahlfunktion erfiillt die Invarianzforderungen 1 bis 6 yon w 3, w~hrend 

die Sehmiegungsfunktionen und die Charakteristik nur den Invarianzforderungen 1 bis 

5 geniigen. Die Invarianzforderung 6 bleib~ nur bei unitKren Transformationen ge- 

wahrt. Ubt man eine beliebige eindeutige, lineare Transformation auf R~ k aus, so 

bedeutet das den Ubergang von einer' Metrik (~[~)) zu einer neuen Metrik (~'[t)) o. 

Bezeiehnet mail die GrSssen beziiglieh der Metrik (~[ t)) 0 dutch einen Index (07 und be- 

stimmt man die nut yon den Metriken (~lt)), (~lt))0 abhangige Konstante 21 naeh 

w 1 d, so folgen leicht die Absch~ttzungen 
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(9.1) 

(9.2) 

(9.3) 

(9.4) 

I m(~ ( r ,  ~.) - m (./", ~.) [ < log 21, 

I m(~ 0', ~) - m 0', 7x) l < log 21, 

I T(~ (G) - T (a) l < 2 log 21, 

N ((7, ~) = N (~ (G, ~). 

Die Charakteristik und die Sehmiegungsfunktionen hangen also nut unbedeutend von 

der Metrik abJ s 

Um weitere Eigenschaften der Charakteristik zu linden, werden versehiedene Dar- 

stellungen der Charakteristik bewiesen. 

S a t z  9.t. Die Betragsdarstellung. ~ 

Voraussetzung. Die meromorphe Fldche W ~ 0 babe die einheitliehe Darstellung 

iv (P). Nach w 3 Satz 3.2 l]. sei d (P, 0) die Viel/achheit der Nullstelle P und d (P, ~ )  

die Viel/achheit der Polstelle P der Darstellu,~ m (P). Es sei ~ (0) die NullsteUen/ldche 

u n d ~  ( ~ )  die Polstellenfldche der Darstellung to (P). Es werde 0 = ~ (0) U ~ ( ~ ) und 

d (P) = d (P, O) - d (P, ~ )  gezetzt. 

Behauptung.  Es gilt die Betragsdarstellung 

(9.5) 

, f  If r ( a ) =  ~ log [ m ( P ) 1 0 1 ~ 0 z ~ n _ ~  - ~ log [lu(P)10"~6z2~_2 - 
F 

- f d (P) ~ (P, G) 6 Z2 ~-2. 

B e w e i s ,  Da die meromorphe Fl~iche nicht totaldegeneriert ist, gibt es einen 

Vektor ~ mit (~, ~o (P ) )~  0. Die Vielfachheit der Nullstelle P weniger der Polstelle P 

der Funktion (m (P), ~) sei rl (P, ~z). Die Vereinigung ihrer Null- und Polstellenfliiche 

sei ~. Naeh der JE•sE•sehen" Formel (6.68) gilt 

log I(m,~)lo'v, Oz~._~-y~ logl(m,~)lo'woz~_~= 2~ 
(9.6) r y 

= | ~1 (P, ~) ~ (P, G) 6x2n-2. 

Addiert man die Gleichungen (9.6) und (8.8), so folgt 

2a Fiir  n =  1 siehe W [43] Kap .  I I  w 2 Seite 78. 

29 Fiir  n = 1 siehe W [43] Kap.  I I  w 2 Seite 81--82.  
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if if T(G)= ~ log ( [ to [ [~[ )~•  ~ log ([to[[~[)a~v2~Z2~-2 - 
T 

(9.7) _ f {v, Cp,-~)_~(p,~)}v2CP, G)Oz2,,_2" 
~v~(~) 

Wegen (7.15) darf man darin ([to[ [~[) durch [to[ ersetzen. Da nach Satz 3.3 nun 

vl (P, ~) - v (P, ~) = d (P) ist, folgt (9.5), w. z. b. w. 

Damit ist erstmais eine Darstellung der Charakteristik gegeben, die frei vom 

kontravarianten Yektor ~ ist. Allerdings hat  sie den grossen Nachteil, nicht invariant 

gegeniiber einem Wechsel der Darstellung zu sein, was ihren Weft, sehr mindert, a~ 

Bei den weiteren Darstellungen wird dieser Nachteil nicht mehr auftreten. 
k 

Ist  to (P) = el + ~ w, e, die Darstellung einer analytischen Fl~che gem~iss Defini- 

tion 3.3, sind die Funktionen w,.(P) also auf ~ 2 .  analytisch, so setzt man 

Das Koordinatensystem r . . . .  , ek braucht nicht normal zu sein. Aus (9.3) und (9.5) 

folgt abet 

(9.9) T (G) _< log + M (G) + 2 log ~ + log 2, 

wobei die Konstante 21 nut  yon der Metrik in R~ ~ abh~ingt. Analog dem Fall einer 

ganzen Funktion ](z) ist also auch hier im Fall einer analytischen Flache die Charak- 

teristik mit dem Betragsmaximum verbunden. Das ist der erste tIinweis darauf, dass 

die Charakteristik ein Wachstumsmass ist. 

Eine andere Darstellung erhitlt man dutch 

Satz  9.2. Eine Mittelwertdarstellung2 ~ 

Voraussetzmag.  Die meromorphe Fl~che W sei nicht degeneriert. 

Behaupt tmg.  Es gilt die Mittelwertdarstellung 

(9.10) T(G) V~,_~I f N (a, ~) av~k_~ (~), 

30 Ftir  eine einheitliche, analyt ische Darstellung ist d ( P ) ~  0 und ftir eine einheitliche, redu- 
zierte Darstel lung ist d(P)= O. Is t  ~[~2n der  euklidische Raum und ~Z2n.-2 die euklidische Massbe- 
st immung, so ergibt sich aus (9.5) die bei STOLT. [53] w 5 (5.17) angegebene AbsehAtzung der Charak- 
teristik, die dort  ganz niitzliclie Dienste leistet. Fiir  manche Zwecke ist also die Betragsdarstel lung 
doch brauchbar.  

al Ftir  n =  1 siehe W [43] Kap. IV  w 3 Seite 173 Gleichung {3.3) und  Kap.  I I  w Seite 127. 
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2 ~ 
w o b e i  V2k_ 1 - -  nach (2.62) der Ober]l~cheninhalt der Einheitskugel undOv~_a(~) (k- 1)! 
ihr euldidisches Ober]lgchenelement ist. 

Bowels. Der Beweis wird wie in W [43] Kap. III  w 2 Seite 126--130 gefiihrt. 

Er beruht auf dem dort bewiesenen Lemma 2 A: 

Hilfssatz t .  Ist der Vektor Iv nicht Null, so ist der Integralmittelwert 

V2k-1 og ~ ~v~_l (a) = 5 1 + ~ + " ' +  =m o 
[~[~1 

unabhgngig yore Vektor Vo va O. 

Der Beweis von Satz 9.2 ergibt sieh nach W [43] nun so: Da der Integrand 

nichtnegativ ist, darf man die Integrationsreihenfolge 5 5 vertauschen und erhiilt: 
r I;1=1 

(9.12) 

mo= ~ [V2k-1 log ~ O V 2 k _  1 (~) 8J'~OOX2n-2 = 

r I~'1 =1 

Entspreehend folgt 

(9.13) 

1 
V2k_ 1 f flog 1 O,i.]o0~,2n_2}OV2k_1(~)= 

i~1~1 F 

i f  V2k-1 m (-i~ ~) 8V2k-1 (~). 
I~1=1 

1 fm(y,~)Sv2k_l(~)" mo= Vuk-1 
I~1-1 

Aus dem ersten Hauptsatz sowie den Gleichungen (9.12) und (9.13)folgt die Existenz 

des Integra|es in (9.10) und die Gleichung (9.10), w. z. b. w. 

Degeneriert die meromorphe Fl~iche W nieht, so folgt aus (9.10), dass ihre Charak- 

teristik nichtnegativ und monoton ist: 

(9.14) O<T(G)<_T(G*) flit G~_G *. 

Dies bleibt auch noch richtig, wenn die meromorphe Fliiche degeaeriert, wie der fol- 

gende Satz zeigt: 
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Satz  9.3. Degenerierte. Fliichen. z2 

Voraus se t zung .  Die meromorphe Fldche W ~ O  liege in einem linearen Unter- 

raum L, das heisst der Raum L = ([al, . . . ,  am]} werde dutch m <_ k linear unabhdngige 

Ve]ctoren al . . . . .  am au~gespannt, und ]i~r jede Darstellung m (P) yon W gelte: 

(9.15) ro (P) = ~ w, (P) a, E R~ k. 

m 

Durch a to = ~ w,  r werde L linear und eineindeutig in den Raum R~ mmit  dem Koordi- 
#=1 

natensystem el . . . .  , r abgebildet. Die Vektoren az . . . .  , am seien zu einem Koordinaten- 

system a~ , . . . .  ak von R~ ~ erg~inzt, dessen duales Koordinatensystem -~1 . . . . .  ~ k  sei. Das 
k 

zu el . . . .  , em duale Koordinatensystem sei ~1 . . . .  , ~ .  Die Vektoren ~ = ~ r  E *R~ ~ 
v = l  

werden durch * a ~ = ~ g ~ , E * R ~  '~ linear in *R~ m abgebildet. In  R~ "~ werde dutch 

(~1 t)) = (a -1 ~ I ~-~ t)) eine Metrilc und in *R~ m die duale Metrilc einge/fthrt. 

]Behauptt tng.  Durch die Darstellungen 

m m 

(9.19) a t e ( P ) =  ,~= 1 w, (P)  a a ~ = ~  ~ w~ (P) e~, ER12m 

wird eine meromorphe Flgche a W  gegeben, deren Charakteristik ]' (G), deren Schmiegungs- 

]unktionen ~h (F, fl), ~ (7, fl) und deren Anzahl]un]ction N (G, fl) sind. Ist (~, W) ~ 0, 
so ist (*a~,aW) ~ O und es gilt: 

(9.17) N (G, ?z) = 2~ (G, *a~), 

(9.18) m(r,~)=~ (r, *~ )+  log [~l 

(9.19) m (y, ~z)=~h (7, *a~ )+  log ~ ,  

(9.20) T (G) = T (G). 

Bowois.  OffensichtJich ist a W wieder eine meromorphe Fl~iche. 
toren ~0 E L und ~ E *R~ k gilt 

(9.21) (to, ~) = ~ w~,:t~ = (aro, *a?z), 
I t =  1 

(9.22) I " m l  = [ o- lo 'm I = Iml .  

Fiir zwei Vek- 

32 Fiir n = 1 siehe W [43] Kap.  I I  w 4 Seite 94 und  Kap.  I I I w  5 Seite 143. 
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Ist ( W , ~ ) ~ 0 ,  so folgt aus (9.21), class auch ( a W , * a ~ ) ~ o  ist und (9.17) gilt. Aus 

(9.22) folgt 

I(m,~)l I(~m,*~)l I*~1 I*~1 
(9.23) I1~,~11-I~11~1- I~11*~1 I~1 =11~,*~11. I~l 

Aus (9.23) ergeben sich die Gleichungen (9.18) und (9.19). Mit (9.17) bis (9.19) folgt 

aus dem 1. Hauptsatz die Gleiehung (9.20), w. z. b. w. 

Daher hat auch eine degenerierte meromorphe Fl~tehe W ~ 0 ehm niehtnegative 

und monotone Charakteristik, fiir die (9.14) gilt. Die meromorphe Fl~iche W ~ 0 liegt 

in einem kleinsten linearen Unterraum L der Dimension 2 m. Naeh den S/itzen 9.2 

und 9.3 hat ihre Charakteristik die Integraldarstellung 

1 
(9.24) T(G) | N(G, ~)Ov~,_,(~)>_O. 

V2m-1 
I~1-1 
~Ez 

Die Gleichungen (9.10) bzw. (9.24) bilden den Ausgangspunkt fiir Dine andere, 

wichtige Darstellung der Charakteristik, zu deren Beweis jedoch noch einige Vorbe- 

reitungen zu treffen sind. 

Im Raum R~ a der Vektoren m werde die projektive Massbestimmung 

(9.25) i [-4 i ~ ~.(. ')= ~lm I[~,~] 

gem~ss w 2 (7) Gleichung (2.56) und (2.57) eingefiihrt, aa In dieses Differential wird 

nun eine meromorphe Fl~iche eingesetzt. 

Hilfssatz 2. Ist m (P) eine beli~ige Darstellung der meromorphen Fldche W ~ O, 

so wird unabMingig yon der Wahl der Darstellung ~u (P) dutch 

(9.26) i 
ac~ 0 u (P)) = ~ I r~ (P)1-4 I[~ (P), atu (P)] I S 

ein alternierendes Di//erential au] ~i~ ~'~ - -  abgesehen yon den Unbestimmtheitsstellen der 

meromorphen Fldche W - -  eindeutig erkldrt. Es l~isst sich um/ormen zu 

33 Hie r  t r i t t  Dine Besonderhe i t  auf, wenn  m e r o m o r p h e  FI~chen W ~ mi t  Diner Stufe p > 1 be- 
t r a ch t e t  werden .  Auf R 2k ist  ~ . co~ (~  p) nach  (2.57), (9.27) oder  (9.29) zu bi lden.  Will  m a n  jedoch 

auch fiir R2~ k die Defini t ion (9.25) bzw. (9.28) ve rwenden ,  so h a t  m a n  R~ k m i t  R 2 (~) zu identif i-  

zieren und  in R 2 (~) das  ~ussere P r o d u k t  zu bi lden,  das  d a n n  mi t  { , } bezeiehnet  werde.  Man ver -  
gleiehe dazu aueh W [43] Kap .  I I I  w 5 Seite 143. 



Die beiden Haupts~itze der Wertverteilungstheorie (I). 91 

(9.27) ~eos (m (P)) = 2 1 m ( P ) l - ' ( ( m ( P ) l m ( e ) ) ( o r e ( p )  J ~ r o ( P ) ) -  

- (am (P) I m (P)) (m (P)I o re (P))), 

i 
(9.28) ~eo~(ro(P))= 5im(P)l-' ~ ([m, m~.]l [ro, mj)az.oe., 

,u,y=l 

�9 I I (9.29) oo~(m(p))=2Jm(p)l_ , ~ (mira)(mira..) oz.oe.. 

Bewois. Ist tr0 (P) eine zweite Darstellung, so gibt es eine meromorphe Funk- 

tion 2 (P) ~ 0, sodass im Durchschnitt der Giiltigkeitsbereiche der beiden Darstellungen 

to (P) = 2 (P) rb (P) gilt. Es folgt 

i I-' i I ; t ~ l - '  

Also ist Oeo2(lv ) bis auf die Unbestimmtheitsstellen von W eindeutig erkl~irt. Aus 

(9.26) folgt (9.28), woraus sich nach (1.37) wiederum (9.29) ergibt, Was mit (9.27) 

gleichbedeutend ist, w. z. b. w. 

Hi l f s sa t z  3. 34 Das euklidische Oberfldchenelement der gbene (-~, re)= 0 mit /estem 

Vektor redO sei gemdss (2.55) dutch av2~-2(~) gegeben. Far zwei beliebige Vektoren it 

und V gilt dann 

1 f e_,~,.(~,u)(~,,)av2~_~(~)=([~v, ull[to,,]) (9.31) I-= ~----~ Irol ~ Irol' " 

k 

Hat insbesondere in einem normalen Koordinatensystem el . . . .  , ek der Vektor Yo--- ~. w,, e, 
, -1  

die Koordinate w 1 50 ,  so gilt 

(9.32) I= ~ f . .  f e'a' '(a' , ")w, (a', ') (~)kl I 12 " ~ ~ ~ ~ ' ' "  ~ ~k ~ ~ '  
lak I< oo la, l<oo 

~{)obei o~ 1 ~. ff.~ w~ = zu setzen ist. 
, - 2  W l  

Beweis .  Die Behauptung (9.31) ist unabh/ingig von der Wahl des Koordinaten- 
t t 

systems. Nach (1.44) kann man ein normales Koordinatensystem el . . . .  , ek wiihlen, 

in dem 

a4 Vergleiche W [43] Kap. IIlw 4. 
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(9.33) 
~ !  v ! v !  v v  v !  

e O = w l e l r  ~ = U l e  1 + g 2  e 2 ,  O = V l e l + V s e 2 + v 3 e 3  

k 

ist. Im dualen Koordinatensystem ~: sei ~, = ~ ~ ~'. Dann gilt 

(9.34) 

mit 

(9.35) 

! _ v  _1 _v  _v v _v  t _1 

q,12 V2 ~ 2  V3 

ai=o 

f f 
lakl< ~ la~ I<r162 

. . . .  e - ~  . . . . .  ~ e Q d t ~ . . . d t ~ = l ,  

0 o 

wobei r162 l/~e ~r gesetzt wurde. Ausserdem ist 

(9.36) 

7~ k 

1 
~k-1 f "'" f e-la2ff . . . . .  

lak I< r la2 I<oo 

(V' l a k [3 ~2 ~3 a ~2 ~ ~r �9 �9 �9 ~ ~k ~ ~r = O, 

wobei r162 i~: gesetzt wurde. Man erh~ilt 

(9.37) 

! _ i  v _ v i _ v  ! _ I  i _ v  _ ! v 

I = u2 v2 w l  Wl (Ul v l  �9 u2 v2) -- Wl Vl w l  Ul 

W l  4 

= I m I-' (Ira, . ]1  Ira, , ] ) .  

Damit ist (9.31) bewiesen. Ist in einem normalen Koordinatensystem el . . . .  ek der 
k 

Vektor to= ~w,e ,  mit wlr  gegeben, und ist e l , . . . ,  ek das duale Koordinaten- 
k 

Wv 
system, so kann man die Gleiehung (~, ro)=O dureh el=~o(e~ . . . . .  e k ) = -  ~ ~ - -  

~-2 Wl 

aufl6sen. Die Ebene (~, to)=0 hat die Parameterdarstellung 

k 

(9.38) ~= ~ (a2, . . . .  :ok) ~1 + ~ cr ~,. 

Ihr euklidisches Oberflachenelement ist 
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(9.39) 

Also gilt 

(9.40) 

I[~.. . . . . .  ~o~] I S = I [ ~  ~1 + ~,  �9 �9 ~ ~1 + ~ ]  f~ = 
k 

= I ' ~  ( - -  1)T' (pay [ ~ 1 ,  . . . ,  ~ , - 1 ,  ~t ,+l  . . . .  , ~ k ]  -}- [ ~ 2 ,  " ' ' ,  ~ k ]  [ 2 = 
v~2 

k 

= 2 I ~ o , l ~ + l  = 
v=2 

~ I~1 ~ 
= =e[-wt~2 + 1 =  

/ q ~  ' i to i  ~ ~v~_~(~)=\2] I~d ~ a a ~ ' ' ' ~ "  

Aus (9.31) folgt also (9.32), w. z. b. w. 

Aus ]-Iilfssatz 3 und Gleichung (9.28) ergibt sich unmittelbar: 

I-Iilissatz 4. Ist die meromqrphe El@he W ~ 0 nicht degeneu und to (P) eine 

beliebige Darstellung, so gilt /fir alle Punkte P mit to ( P ) # 0  die Gleichung 

( 9 . 4 1 )  ~ e ) ~  ( t o  ( P ) )  = - - -  i ] f e_~t. (~, ~to) (~, ~ 
2 ~-1 ,]m[~ m)~-~(a)"  

(~<P) ,~)-~o 

k 
.Fi~r ein beliebiges normales Koordinatensystem el . . . .  , ek mit to(P)= ~ w , r  gilt ]iir 

alle Punkte P mit w l ( P  ) # 0  die Gleichung 

(9.42) 
2 ~ - '  iwii ~ 

la~ I<r162 la~i<r162 

~to) [ i \  ~-I 

w~ (P) 
wobei r162 = -  ~ zu setzen ist. 

v ~ 2  

Nun kann der folgende Satz bewiesen werden. 

Satz  9.4. Die Normaldarstellung der Charakteristik. ss 

Vorausse tzung .  Die meromorphe Fldche W sei nicht totaldegeneriert. Die pro]ek- 

rive Massbestimmung ~(o 2 sei gem;iss (9.25) de/inie~t und 0r (m (P)) nach Hil/ssatz 2 

gebildet, aa 

a5 F i i r  n = 1 s iehe  Vr [43] K a p .  I V  Se i te  174 u n d  K a p .  I I I w  4. 
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Behauptung.  ES gilt die Normaldarstellung 

(9.43) T(G) = ~ 1 f ~P (p, G) aeo2 (to (P)) ~g~,_~. 
G 

Beweis.  Naeh Satz 9.3 kann man wegen ~co2(m(P))=~w2(alv(P) ) o . B . d . A .  

annehmen, dass die meromorphe Fl~che W nicht degeneriert. Im Gebiet D sei eine 

reduzierte Darstellung ro (P) von W gegeben. Das Gebiet /v liege mit seinem Rand 

in D und sei beschr~tnkt. Die auf 9)2 ~ ~ stetige Funktion 2 (P) mit 0 ~ 2 (P) < 1 sei 

ausserhalb /v identisch Null. Dann werde 

(9.44) Nx (~) = f ~ (P, ~) W (P, G) 2 (P) a g~._3 
~(~) 

gesetzt. Wegen N I (-~) <_ N (G, ~) existiert das Integral 

1 
(9.45) J = 

V2k-1 [aq=x 

und hat wegen NI( /z)=NI(o~)  fiir Q~0 nach [I] Hilfssatz 1 Seite 142 den Wert 

(9.46) 

j _ l  
- ~  f Nl(~)e-1Zl2Ov2~'(~) = 

= w  + f " f 
lakl<*r laxl<~ 9~('~)n F 

Nun wird irgendein normales Koordinatensystem gew~thlt. In ihm ist 

k 
(9.47) r0 (P) = ~ w, (P) e,. 

Da die meromorphe Fl~iche W nicht degenerier~, ist w I ( P ) ~  0. 

die Funktion 
k w,(P)  

(9.48) a 1 (P) = ~ (P, c % . . . ,  ~k) = - 5 a~ - - -  
,=2 wx(P) 

Im Gebiet D ist also 

meromorph. Da die meromorphe Fliiche W nicht degeneriert, ist ~1 (P) fiir jeden festen 

Vektor ( ~  . . . . .  a k ) r  nicht konstant. Fiir diese Funktion gilt 

(9.49) cq (P) w 1 (P) + cr w~ (P) + . . . .  + r162 wk (P) = (~, 
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(9.50) 

(9.51) 

0 ~ (P) wt (P) + O~ 1 (P) 0 w~ (P) + e~ a w.z (P) + - ' -  + e~ 0 w~ (P) --- O, 

O:~(P)- (~, 0 to(P)) [ 
w~ (P) ,,=.,(p)" 

Der Vektor (~ , . . . ,  g~)#0 werde festgehalten. Die Funktion :q (P) habe die :q-Stel- 
lenfl~tche ~ (~1) und die Vielfachheit Vl(P, ~r der :q-Stelle P. Die Nullstellenfl~iche 
van w~(P) in D sei ~1- In jedem Punkt P mit w~(P)#0, also in jedem Punkt 
P ~ _F- ~ ist v~ (P, e~) = v (P, $). Daher gilt auch ~R~ (~x) f~ (zV - ~ )  = ~ (~) fi (~ - ~ 1 ) .  

Abgesehen yon endlich vielen Werten el sind aber ~l N ~(~)N ~P und ~ N ~ (e).N _~ 
Nullmengen auf ~(~) bzw. ~ (el). Daher folgt aus (9.46) die Gleichung 

(9.52) J =  (2)~ 1-~ f ..- f e-lZl~{ f vx(P, QC1)~)OX"2, n-2}O~ l~loo.O~ka~k . 
I . k l < , x ,  I,:,,I < ~, ~(a,)n ~ 

Da in (9.52) alle Integranden nichtnegativ sind, toig~ aus Satz 5.l und seinem Zusatz 

(9.53) J = ( 2 ) k l ~  - f ". f f e-1-~l'2tV, Oe~(P)O~l(P)Ox2~_~Ooc~O~...OakO-~k, 
l ak l< , : , ,  l a~ l< r  .F 

wobei fiir e I die Funktion r (P) einzusetzen ist. Da 

(9.54) 
i (;z, o n~) (;r o to) 
2 lWll ~ 

i 1 n 

I~. ~ - I  

ist, folgt nach dem Satz van FUBINI 

i 1 am) (~, oro)/i'~ k - ~  
(9.55) J = ~  ~ f f ..- f e-lZl' (~' ], ~ )  aoc.2a~, a~ka~k)~yOX, n_,. 

W " . . 

.F I,:,kl<~ I,:,21<~ 

Nach Hilfssatz 4 ist aber 

(9.56) j=l  ~ f A(P)~p(P, G)aw~(ro(P))o;o,_2. 
Ffl(7 

Aus (9.44), (9.45) und (9.56) folgt mit einer DxEuDO~N~-Zerlegung van G die Gleichung 

(9.57) T(a)= 1 fN(a,~)av2~l I f  V2k-1 =~ Y'(P' G)0~ 
1~1=1 ( 7  

w.z.b.w. 
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Die Darstellung (9.43) heisst Normaldarstellung, well dutch sie die Charakteristik 

unmittelbar in einfacher Weise gegeben ist. Nun kann auch (9.14)versch~trft werden. 

l:lilfssatz 5. Ist ~ a , , x ,  ~ eine positiv de]inite HERMITEsche Form, so ist ]iir 
~ ,  ~ = I  

bd{ebige Vektoren iv, ui . . . . .  u .  d{e Form 

(9.58) ~ a ~  ([iv, ".]1 [iv, ",]) > o 
. ,  ~:1  

pos!tiv de~in@. In (9.58) gilt dann und nut dann das Gleichheitszeichen, wenn 

(9.59) [Iv, u. ]  = 0 fiir # = 1 . . . .  , n. 

Beweis.  In einem geeigneten normalen Koordinatensystem gilt 

k k 

iv=wig1, lI.= ~ u.qr [iv, g . ] =  ~.Wl U.o[el, eq]. 
q = l  0 = 2  

(9.60) 

])ann ist 

a m, ([Yo, , , ]  I [m. ,.1)= 
(9.61) .. ~:1 

n k _ . k 

., l a . v  Wl U.qWl U~'q e =2Z ..u=la"VwlU"e?~l~vq>--O" 

Der Ausdruck ist dann und nut  dana Null, wenn wl%q=O ist fiir alle Indizes 

# > 1 ,  ~>_2, das heisst, wenn [iv, u , ] = 0  ist fiir # = 1 , . . . , n ,  w .z .b .w .  

Hi l fssatz  6. Ist die meromorphe Fliiche W nicht totaldegeneriert, so hat das Di]/e- 

~'ential a w~ (iv(P))0%2,_2 eine nichtnegative Dichte au] ~i~2 ~. Ist W ~ O konstant, so ist 

arg~(iv(P))OX2~ 2~0. Ist W ~ O  nicht konstant, so ist ~w~(iv(P))OZ2n 2au] h6chstens 

abziihlbar vielen komplexen Teilmannig/altigkeiten mit Dimensionen 2 k <_ 2 n -  2 Null. 

Beweis.  Der Punkt  Po E ~j~2. and die Abbildung ~ E ~ mit Po E U. seien beliebig 

gewiihlt. Es gibt eine Darstellung iv (P) yon W auf einem Gebiet D mit Po E D ;1 U.. 

Dann gilt 

1 " ([iv, ivz.] { [m, ivz,,]) 
(9.62) 0 ~ (Y~ 0Z2"-2 = i .F=I liv 1 ' eV2. (3)--> 0. 

Also hat O co2(iv ) ~%2, 2 eine nichtnegative Dichte. Ist  diese im Gebiet D identisch 

Null, so w~hlt man P o E V - D N  U,. Da ~ o ( P ) ~ 0  gibt es ein e m i t  % ( P ) ~ 0 .  
k 

Dana ist O(P)= ~ w, - - %  wieder eine Darstellung auf V. Daher kana man o. B. d. A. 
.~I W o 
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k 

Iv(P)= ~. w~,(P) e~, mit wQ(P)~-I annehmen. Da ~to2(iv) 0;On_2=0 ist, 

97 

folgt aus 
/~=1 

tIilfssatz 5 

(9.63) 0 ~ [Iv, Iv,~] =~ ~ w~ w~ [e,, e~]. 
--- Wx z~ ' x<~ W~'z, u 

Also ist 

- -  W 0 z/~ W~ z/~ 0 W~ z/~ 

Daher ist IV(P)=r eine konstante Darstellung auf D, also auf ~2 , .  Nun sei 

aco2 (iv (P)) ~Z~n-~ ~ 0. Da abz/ihlbar viele Gebiete D die Mannigfaltigkeit ~ n  iiber- 

decken, bilden wegen 

(9.65) {P]~co2(iv(P))~Z2~_2(P)=O}f3 D= N {Pl [iv(P), Ivy, (P)] =0} N D 

die Nullstellen des Differentials ama(iv)~g~_~ hSchstens abzahlbar viele komplexe 

Teilmannigfaltigkeiten mit Dimensionen 2 k < 2 n - 2 .  Ist W konstant: so ist sicher 

aoJ~(ID(P))aX2~ 2-~0, w.z .b .w.  

Aus Hilfssatz 6 und Satz 7.3 folgt unmittelbar: 

Satz 9.5. Die Monotonie der Charakteristik. 

Voraussetzung.  Die meromorphe Fl~che W ~ 0 sei nicht konstant. 

Behauptung.  Fiir zwei zulSssige o]]ene Mengen GI ~ G2 gilt 

(9.66) 0 < T (GI) < T (G2). 

w 10. Zwischenkondensatoren. Zwei andere DarsteUungen. 

Jede zul~issige Menge G ]iefert eine kontinuierliche Menge anderer zul~issiger Mengen 

G, = {P [ ~P (P, G) > R (G) - r} ,  wie der folgende Satz besagt. 

S a t z  1 0 . t .  Zwischenkondensatoren. 36 

Voraussetzung.  Die aUgemeinen Voraussetzu~gen I b i s  V werden geznacht. Es 

sei G eine zulgssige Menge. 

Behaupt tmg.  Fiir last alle r in O<r<_R(G), das heisst, /iir alle r in diesem 

Intervall mit Ausnahme der Nullmenge M = M (G) ist G, = ~P I ~ (P, G) > R (G) - r} eine 

zul~Ssige Men,e, Die  zugeh~rige Randmannig/altigkeit ist 

as Ftir  n =  1 siehe W [43] Kap .  I V  w 3 Seite 175. 

7 - 533806. Acta mathematica. 90. Imprim~ le 29 octobre 1953. 
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(10.1) F,={PI~o(P,G)=R(G)-r  und O~o(P,G)~aO}=RdG,-B, 

wobei E die kritische Menge des Kondensators H= G - ~  ist. Die Potential/unktion yon 

G, ist 

~(P, O) - (R(G)-r) 
(10.2) y-, (P, G,) ( 0 
b z w .  

(lO.3) ~ (p, 0,)  = 1 ~ (p, or). 

Die Spannung des Kondensators H, = G, -~  ist 

R(G,)=r. (10.4) 

Seine Kapazitgt ist 

flit PEG,, 

/fir PEG,, 

1 
(10.5) C (G,) = - .  }, 

Die zuldssigen Mengen G, wachsen monoton in r, das heisst: 

(10.6) g c ~ c G ,  cG ,  cGr, c G , , c G R = G  ffar O<r<r' <R. 

Beweis .  Die Forderungen a) bis f) de, allgemeinen Voraussetzung IV sind fiir 

die offenen Mengen G, nachzupriifen. Da sich (10.6) unmittelbar aus der Definition 

yon Gr ergibt, gelten die Forderungen a) und b). Mit der in (10.3) und (10.2) deft- 

nierten Funktion ~0 (P, G,) ist die Forderung f) erfiillt. Es ist 

c(o,)=-~ o'q~(P, o,)oz~._~= 
7 

(10.7) 

7 

= _ .  r 27~ O•176 Ox~n-~ r 1 
7 

Also ist C(G,)=I/r die Kapazititt und R(Gr)=r die Spannung des Kondensators 

H,  = G~-y.  Die Funktion ~o(P, G~) aus (10.2) ist das Potential dieses Kondensators. ~-~ 

Definiert man F,  gemiiss (10.1), so liegt F,  im Rand von G, und ist nach w 2 (5) 

15 ~ a eine stetigdifferenzierbare, orientierbare Teilmannigfaltigkeit der Dimension 2 n -  1 

von ~2~. Es sei F,  so orientiert, dass es eine aussere Normale beziiglich G, hat. 

Nach Satz 5.4 gibt es eine ~qullmenge M =M (G) des Intervalles 0 < r<_R(G), sodass 

fiir alle r r M (G) mit 0 < r < R (G) die Niveauflaehe Rd G, ein endliches #-Mass hat 
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und Rd G~- F~-~E fl Rd G, eine /~-Nullmenge ist. Daher sind auch die Forderungen 

c ) -  e) erfiillt. Fiir all~ v ~ M (G) mit  0 < r < R (G) ist G~ eine zuliissige Menge, 

w. z. b. w. 

Fiir diese Zwischenkondensatoren kann man nun auch die S~itze der beiden 

letzten Paragraphen formulieren, was hier nicht zu geschehen braucht. Man beachte 

aber, dass 

(10.8) ~ ~ (P, Gr) 3 X~ n-~ = ~ ~ (P, G) 3 Z~ --~, 

(10.9) m(Gr, ?, ~)=m(G, ?, ~) 

flit 0 < r < R (G) unabh~tngig von r sind. 

Mit Hilfe dieser Zwischenkondensatoren kSnnen nun zwei weitere Darstellungen 

der Charakteristik bewiesen werden. Um diese Darstellungen aufstellen zu kSnnen, werde 

der folgende Itilfs'satz bewiesen: 

Hilfsuatz t .  Ist die Funktion [(P) au~ dem Kondensator H = G - ~  messbar, ~nd 

ist das Di//erential ](P)O~o~z~oOg2._~ iiber H - E  integrierbar, so gilt die Integral- 

um/ormung 
R(G) 

(10.10) f [(P)OvOz~oOZ~._~= - f { f  l(P)~J-~p~g~,_z}dr. 
~-~ o r~ 

Zusatz .  Existiert das Integral f[/[~zy~3%2._~ /iir last aUe r in O<r<R(G) 
rr 

und ist es i~ber dieses Intervall integrierbar, so ist das DiHerential [ ~o~• iiber 

H - E inteqrierbar. 

B e w e i s .  Der Satz yon FUBINI w 2 (5) 15 ~ wird angewandt. Dazu client die 

l~bersetzungstabelle : 

FUBINI 

Hier 

FVBINI 

Hier 

FUBINI 

H - E  

~z a ( P )  m l s 

~ l = { u l - o o < u <  +oo } a (P)=R-~o(P ,G)  2n  1 2 n - 1  

Q ~)~ r162 (t) fi (~) ? (to) 

rr  = / ~ ,  ~ (t) = t t~ (~) ~, (~o) = ~,* (~) 

t(m) 

t(.:) 

to (~) M MQ 0A~ 0Be 

Hier Vo (~) H - E Fr ] 0z ~o a %~ ._ 2 3 u 



100 Wilhelm Stoll. 

Die offene Menge H - E  ist eine 2 n dimensionale, komplexe Teilmannigfaltigkeit von 

~J~ ~. Die Funktion a (P) = R - ~ (P, G) bildet H -  E stetigdifferenzierbar und wegen 

(10.11) ~ a ( P ) = - O ~ p r  auf H - E  

mit dem Rang 1 in die Zahlengerade ~ = { u ]  - oo < u <  + oo} ab ,  die in Richtung 

yon - o o  nach + ~ orientiert sei. Nach dem Satz yon FuBINI ist der Mannigfaltig- 

keit a -1 (r) = ( P  [ ~p (P) = R -  r} = / '~  eine bestimmte 0rientierung zugeordnet. Erteilt 

man /'~ diese 0rientierung, so werde es mit I'~ bezeichnet, w~hrend die Bezeichnung 

F~ die 0rientierung dutch ein /iussere Normale beziiglich G, anzeige. Geh5rt die Ab- 

bildung fl(-;) zu ~ ( L )  und ist UD zusammenhiingend, so .gehSrt  die AbbilOung 

fl(~)=/~(s~) zu ~(F~), wobei s =  _ 1  ist. Es w i r d / ' , =  F~, das heisst, ~=1  behauptet. 

Zum Beweis werden die Abbildung a ( t )= t  aus ~ (~1) und die Abbildung 7" (~) aus 

?~(H-E) mit UgNU~,#~ gew/thlt. Es sei ~ = ~  und z,=w2,_l+iw2,. Man setzt 

?(to)=?*(g)~ sowie to(~)=?-~fl ( ; )  und ~ ( ~ ) = ? - ~ f l ( ~ ) .  Wird t(to)=sc-~aT(to) = 

= a 7 (to) = R -  ~ (7 (to)) gesetzt, so ist an der Stelle to = ~ (~) die Determinante 

(lO.12) 

das heisst 

(10.13) 

A = 4e t  (grad .  t (to), . . . . .  n5; ._1 > 0, 

A = - det (grad yJ (7 (to)), t~ ,  (~) . . . . .  ~l~;2n_ 1 (~)) :> 0. 

W e g e n  ~ (~) = t~ (e ~) = ~-1~  (~ ~) = ~]-1~ (~) = ~ (~) = ~0 (~ ~) heisst  das  

(10.14)  /I = - e det (grad ~(?  (m)), m~, (~) . . . .  , m~2n_l (D) > 0. 

Die ~iussere Normale yon / , ;=~,-1 (U r N F~) zeigt in Richtung fallender ~p-Werte, ist 

also ]gradgrad ~P [" Nach der Orientierung yon /'~ bilden [gradgrad v2~l' tox'' " ",'to~2n-1 

ein Rechtssystem. Daher ist 

(10.15) - det (grad y~ (7 (m)), rex, (;) . . . . .  m~.~,_l (D) > 0. 

Aus (10.14) und (10.15) folgt ~= 1, das heisst, T'r =/='r. Die Orientierung von T'~ ist 

richtig gew~hlt. Setzt man in das Differential au  die Abbildung a(P)=R-v2(P ) ein, 

~so erh~ilt man a~u=~a(P)=-~y~(P). Da a~  auf der kritischen Menge E und nur 

auf  hr verschwindet, erhalt man aus dem Satz yon FuBmI die Integralumformung 
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(10.16) 

f ](P)~o~• f /(P)~l~oaZz~ e . ( - 0 ~ o ) =  
H - E  H - E  

+co 

= _  f 4 o , ,  = 
- ~  F u 

R 

= -  f { f / ( P ) O ' ~ O X ~ . _ ~ l d r .  
o rr 

Ebenso folgt der Zusatz aus w 2 (5) 15 ~ d, w. z. b. w. 

Satz  10.2. Die sphiirische Darstelhng der Charakteristik. a~ 

Vorausse tzung .  Die meromorphe Flgche W sei nicht totaldegeneriert. 

B e h a u p t u n g  I. Der Quotient 

(10.17) 

n 

1 t1.~1 a~,,, ([lO, lVz,] I ~:,]) _ 20co2 (m) 0 Z2n_~ 
o < _ s ( p )  2 ~ 

iu, 1'~1 

ist au] t ~ - E ,  abgesehen yon den Unbestimmtheitsstellen von W, unabhgngig yon der 
Wahl der Darstellung m (P) und der uni]ormisierenden Abbildung ~ eindeutig als Funk- 

tion von P erkldrt. 

2. Das Di]ferential S (P) a yJ 01 y~ a g~ n-3 ist iiber H - E integrierbar. 

3. Das Di//erential S (P) O• y~ a y,2n_~ ist iiber last aUe Fr integrierbar. 

4. Setzt man 

i f  (10.18) a = -  0 o)~ (tD (P)) 0g~n_2, 
7~ 

g 

1 f O~o2(ro(p))oZ2._~, (10.19) ~ (r) = 

GrnB 

(10.20) Q ( r ) = ~  S(P)O• , 

rr 

1 ~o~2 (iv (P)) ~z2 ~-~, ( lO .21)  A (t) = 

G t 

so gilt die sph~rische Darstellung 

37 Ftir n =  1 siehe W [43] Kap. IV w 3 Seite 177 und Kap. I I I w  6 Seite 152. 
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(10.22) 

und die Darstellunq 

(10.23) 

Ferner ist 

(10.24) 

R(G) 

T(G)= f A(t )d t  
0 

I~ R 

T (G) = a R + ~ (R - r) Q (r) dr + f (R - r) d s (r). 
0 0 

A( t )=a+ f Q(r)dr+e(t) .  
6 

5. Ist die meromorphe Fl~che W nichtkonstant, so sind a, Q (r) und A (t) positiv. 

Ist W konstant, so sind sie Null. 

6. Ist E eine Nullmenge, oder 3Z~,-~ reellanalytiseh, so ist ~ (r)= O. 

]3eweis i .  Das Differential a~o2(ro)aT/~_~ hat die Diehte 

1 ~ a,v([l~ toz.]l[to, lVz.]) ~0. 
(10.25) 4 ,..-~ I~ I' 

die nicht yon der Wahl der Darstellung to (P) abh~ingt. Das Differential -0~p a• 3Z~._~ 

hat die Dichte 

(10.26) ~ at,, Y~, V~, 
~o u = l  

die auf H - E  positiv ist. Der Quotient dieser beiden Dichten ist �89 S (P). Also ist 

die erste Behauptung und wegen S a ~ ~• ~ ~ Z~--3 = - 2 0 0) 2 ~ Z~--2 auch die zweite 

bewiesen. 

. 

(10.27) 

Nach Hilfssatz 1 gilt 

1 f v2(p ' G) Ow2(to)OZ~._~= 
G 

R f 0w2 (y0)3Z2 ._2 q_ I f  
g E 

2~ ~o(P, G)S(P)O~oox~ooz2._~= 
H - E  

R 

= a . R + ~  ~(P, G) Om2(ro) OX~,_~ + ( R - r )  Q(r)dr. 
E 0 

Also existiert das Integral Q(r) fiir fast alle r. 
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4. Es sei 

(10.28) 

F i i r r  > r' gilt 

if 
Gr fl E 

(10".29) 

(P, G,) a c% (m) a Xe ,-2. 

1 f O_ <~()r -~(r')=--~r J (~(P' G)-R+r)~w~aZz=-z-  
Gr fl E 

re (~(P' G)- R +r')Oe~ 
G r, fl E 

=(r-r ')e(r)+ I (~ (P' G)-R+r')~eo,~Z2._~<_ 
E 13 (G r -- Gr') 

<_ (r  --  r ' )  ~ ( R ) .  

Daher erfiillt ~.(r) eine LIPscmTz-Bedingung, ist also totalstetig. Ebenso erhalt man 

(10.30) _ ~(~')- ~(r) f 0~___ ~ e(T)__> -- 0(.D20Z2n_ 2 -->0 fiir  r ' - + r - O .  
-9"  

En(%-er,) 

Daher existiert die linksseitige Ableitung der totalstetigen Funktion ~(r) und ist e (r). 

Die Ableitung yon ~(r) existiert fast iiberall und ist gleich e (r). Auf ? ist ~ •  0, 

also trifft die abgeschlossene Menge E den abgeschlossenen Rand ? nicht. Daher ist 

(0) = 0. Es gilt 
R R 

(10.31) ~(R) = f e (r) dr = f (R - r) de (r). 
0 0 

Aus (10.27), (10.28) and (10.31) folgt Gleichung (10.23). Nach Hilfssatz 1 gilt 

(lO.32) 

1 f ~ f D 2 ( ~ 0 ) ~ 2 n _ 2 ~  A (t) = .~ 
G t 

a Enat 

1 f s ( e )  o~)(O.l.~tOZ2n_2~. 2zc 
H t -  E 

t 

=a+e(t)+ f Q(r)dr. 
0 
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Daher ist Gleichung (10.24) richtig. Aus (10.24), (10.31) und (10.23) folgt die Gleiehung 

(10.22). Damit ist die vierte Behauptung bewiesen. 

Aus Hilfssatz 6 in w 9 folgt die fiinfte Behauptung. Ist ~Zzn-~ reellanalytisch, 

so ist auch y~ reellanalytisch. Dann ist aber E = {Pig y~ = 0} N H e i n e  Nullmenge, also 

e(r) =0. Nun sind alle Behauptungen des Satzes bewiesen. 

Diesea Satz kann man natiirlich auch ffir Zwischenkondensatoren aufstellen, in- 

dem man G dutch Gr ersetzt. Man hat dabei (Gr)t = Gt zu beaehten. Naeh (10.23) 

gilt also 
T 

(10.33) T(Gr) = f A (t) dt. 
o 

Da A (t) >__ 0 und monotoa ist, ist T (Or) im Intervall 0 <_ r < R totalstetig, monoton und 

konvex. Allgemeiner gilt sogar 

S a t z  1 0 . 3 .  Die Abh/ingigkeit yon r.  3s 

Voraussetztmg. Die  meromorphe Fliiche W sei nicht totaldegenereirt. Es werde 

T (Go) = N (Go, -~) = 0 und m ( F  o, ~) = m (y, ~) gesetzt. Ausserdem werde 

(10.34) n ( a , ~ ) =  f v(P,~)O;O,-2 

]iir jeden Vektor ~ mit (W, ~) ~ 0 gesetzt. 

Behauptmag. Die Charakteristik T(Gr) un~l die Anzahl/unktion N(Gr, ~) sind in 

0 < r <_ R (G) totalstetig, monoton und konvex. Die Sehmiegungs]unktion m (Fr, ~) ist in 

0 < r <_ R (G) totalstetig. Die Schmiegungs/unktion m (Gr, 7, ~) = m (G, ?, ~) = m (?, ~) tdingt 

nicht yon r ab. I m  iibrigen gilt: 

T 

(10.35) N (Gr, ~z)= f n(Gt, ~) dt. 
o 

Beweis. Die Behauptungen fiber die Charakteristik wurden schon bewiesen. 

Die Behauptungen iiber die Anzahlfunktion folgen aus (10.35). Da 8 • ~ (P, GT)~ Z2 n-~ = 

=~yJ(P,G)~z2n_~ ist, h~tngt m(?,~) nicht yon r ab. Naeh dem 1. Hauptsatz ist 

also m(Fr,-~) totalstetig. Es reicht die Gleichung (10.35) zu bewiesen. Wenn r > r '  

ist, gilt 

as  Filr n =  1 siehe W [43] Kap. IV w 3 Seite 176. 
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(10.36) 

O < N (G~, Vz) " N (G~,, ~) = 

= f (v(P,G)-R+r)v(P,~)O)~2. -~.- f (v2(P,a)-R+r')v(P.~)OX~.-2 = 
~ ( ~ ) f l O  r ~1 (21)fl O r , 

=(r-r')n(G~,~)+ f (~o(P,G)-R+r')v(P,~)OZ.z._~< 
9~(~d)~((Tr-Or ,) 

_ - -r)n(e ,~) .  

Daher erffillt N (G~, -~) eine LIPsCmTz-Bedingung, ist also totalstetig. Ebenso erh/ilt man 

(10.37) 

O> N(Gr'~)-N(Gr',~) n(Or, ~) = 
~, - -  r ~ 

f ~?(P, G)-R+r '  f r - r '  vOZ~n_2>_- vOZ2n_2 --> 0 

ffir r ' ~ r - 0 .  Daher existiert die linksseitige Ableitung der totalstetigen Funktion 

N (Gr, ~) und ist n (Gr, ~). Wegen 

(10.38) N (G,, ~) = f ~p (P, G,) v (e, ~) 0 X2.-~ < r n (G, Sx) 
9~ (~)  

strebt N(Gr,~)-~0 ffir r-~ +0. 

(10.35) 

Man erhalt also 

T 

N (G. ;z)= ~ n(a .  ~)dt, 
0 

W. Z. b ,  w .  

Naeh Satz 10.2 ist die Charakteristik eng mit dem ,,Waehstum" der meromor- 

phen Yl/iche verkniipf~. Im komplexprojektiven Raum ~ - 2  der Dimension 2 k - 2 ,  

der aus den Koordinatenverh/iltnissen to = (w 1 : . . .  : wk) besteht, wird dutch 0 ms (m) 

eine Ki(HLERsche Metrik gegeben. Auf der Mannigfaltigkeit ~[~" gibt das Differential 

0X2n-2 eine Massbestimmung. Im Produktraum ~k-~x~R2n erteilt das Differential 

~eo 2 (m). 0Z~,-~ dem Funktionsbild 

(10.39) I)V = {(to, P) l ro = to (P), P fi ~1~ 2"} 

der nichtkonstanten, meromorphen Flitche W ~ 0 eine positive Massenbelegung. Misst 

man den Fl~cheninhalt des fiber Gt gelegenen Teiles yon W mit dieser Massenbelegung 

aco~(to)~g~n_2, so erh/ilt man gerade zeA(t). Dieser F|/icheninhalt zeA(t) ist ein Mass 

C ~ fiir die ,,Gr6sse", das heisst, das ,,Wa hstum der meromorphen Flitche. Dasselbe 
R 

gilt dann aueh ffir das Integral T(G) - l -  | gA (t) dt. 
qJ 

D 
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Es gibt aher noch eine andere wichtige Wachstumseigenschaft der Charakteristik. 

Naeh (10.23) ist 

(10.40) T(G) ~ a R(G). 

]st nun G r eine Fo]ge zuliissiger Mengen, so ist 

T > (10.41) lim R (G (~)) - a > 0. 
y - ~ o O  

Strebt fiir eine Folge G ~) die Spannung R(G(~))~oo fiir u - ~ ,  so strebt 

(10.42) T(G('))~ ~ flit ~ - ~ ,  

wenn die meromorphe Fl~iche W nichtkonstant ist. Man beachte, dass die Voraus- 

setzung lira R(G(')) = oo nut von der Mannigfaltigkeit ~)~2~ und der gew~ihlten Mass- 

bestimmung ~Z", 2 abh~ngt, nicht aber v o n d e r  betrachteten meromorphen Fl~iche. 

Im n~ichsten Paragrap]mn sell gezeigt werden, dass sich unter gewissen Voraussetzungen 

die Konstante a in (10.41) dutch eine Konstante b > 0  ersetzen lasst, die nicht yon 

der Wahl der meromorphen Fl~iche ab}dingt. 

w 11 .  M a n n i g f a h i g k e i t e n  m i t  der  G e s a m t k a p a z i f i i t  Null. 

Zun~ichst mSge die am Schluss des letztcn Paragraphen versprochene Konstante 

eingefiihrt werden, was in Form einer allgemeinen Voraussetzung geschehen mSge. 

VI. D e r  E i c h f a k t o r .  a9 Die allgemeinen Vqraussetzungen I bis III  werden ae- 

macl~t. Im o]]enen Kern g werde eine kom~akte Menge Kg ~ O beliebig, abet weiterhin 

/est gewiihlt. Es sei 91 die Menqe der NuUsteUenfldchen ~, die in g abgeschlossen sind, 

/iir die also ~ flg -- ~ flg gilt, und /iir die Ko fl ~ nieht leer ist. Dann heisse 

(11.1) b=  

der Eieh/a~or der Massbeslimmung. Es werde ~ ~ 0 vqrausgesetzt. 

Der Eichfaktor ist positiv, wie sofort gezeigt werden wird. Er ist gewissermassen 

der analytische Abstand der Menge Kg veto Kernrand F- Er gibt eine gewisse 

a9 Ftir n = I ist b = 1; denn dort w~ro analog b = fin ~ v(P) zu setzten, wobei ~ die Menge 
9~E.~ PEa 

aller endliehen oder abzl~hlbaren Mengen ~ mit  ~ / ~  K o ~ O ist, und r (P} = ~JI (P) ihre charakteri- 
stische Funktion ist. Ist fiir n >  1 eine nichtkonstante meromorphe Fl/~che vorhanden, so ist 9~ 
nicht leer. 
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Eichung der Massbestimmung und h~ingt nur v o n d e r  Mannigfaltigkeit, der Massbe- 

stimmung, dem Kern und der kompakten Menge K~ ab. Eicht man ~Z2,-2 so, dass 

b = l  ist, so /indem sich T(G), N(G,~),m(F,-~) und m(7,~) nicht, w/ihrend sich 

und R mit b multiplizieren. Um jedoch die s i ch- -unwesen t l i ch- / indernden  Funk- 

tionen nicht neu bezeichnen zu miissen, werde die Eiehung b = 1 nicht vorgenommen. 

Satz 11.1. Der Eich/aktor ist positiv. 

Beweis. Der Punkt Po~ K~ und die Abbildung a ($)~ ~ mit /Do = a ($o)~ U, wet- 

den beliebig gewiihlt. Es werden die Kugeln 

u i  = v i  (Po) = {~ I I ~ - 301 < 3 r),  

u~ = v ; ( P o )  = {~ I I ~ - ~o I < r}, 

u1 = u ,  (P , )  = ~ ( u i  (P.)),  

U~ = U~ (P,) = ~ (U~ (Po)) 

n 

so klein gewtthlt, dass O~(Po) in r162 Da ~ a ~ , u ~ ,  positiv definit 
p. ~,=I 

ist, gibt es eine Konstante c>O, sodass 

(11.2) ~ at,,(P,o~)ut, ft,>-c , ~ lu,l~=~lul~>o 
p. n = l  /4-1 

fiir alle Punkte P EO~ und alle Vektoren t t #0  gilt. 

positiven Zahl b(Po) behauptet, sodass 

Nun wird die Existenz einer 

(11.3) f aZ2._2>_ b(Po)>0 
~ f l t t  

fiir alle Nullstellenfl/tchen ~ mit ~ N U2 (Po)# O gilt. Ist eine solche Nullstellenfliiche 

gegeben, so w/ihlt man einen Punkt 1)1 q ~  N U~(Po) aus. Der Punkt ~1 =r162 (P0 

liegt in der Kugel U' = ' 2. Daher liegt die Kugel "V' (~113-$t1 <2r} in Ut. Die 

Dichte der euklidischen Massbestimmung ~v~,..2(~), die in (2.55)definiert ist, l~tngs 

9~'=a-l(U(Po)n92) sei v, die Dichte des Differentiales ~Za,-2 langs 9~' sei Z. Ist 

3 (t~)E ~ (~') eine Parameterdarstellung yon 9~', so gilt TM 

(11.4) 

Daher gilt 

(11.5) 

1 ~,O(zl . . . .  I . . . .  z,) 
Z = i  ~ a , , ( - 1 )  ~ . . . . .  ..,-1 (y, . . . .  , ? . ~  

~ , . ,  ~ X  ..,~,-~) =~'v. 

v 

. o ( z ,  . . . .  I . . . .  z~) ( -  1) 0 ( y ,  . . . ,  y , -1 )  -> 

f ~x2n 2~ f ax2n 2 ~  f av~ ~ f ~v2n-2. 



108 Wilhelm Stoll. 

Die Kugel V' ist ein CousI~sches Gebiet. Die bTullstellenfl/iche ~ '  ist in V' 

abgeschlossen. Also gibt es eine in V' analytische Funktion /(3), deren Nullstellen- 

flKche gerade ~ '  ist und die in jedem gewShnlichen Punkt von ~ '  mit der Vielfach- 

heit 1 verschwindet. Es sei v (3) die Vielfachheit der Nullstelle 3 von /. Die projek- 

tire Massbestimmung Or die in (2.56) definiert ist, hat nach [I] (3.13), 

die nichtnegative Dichte [ 3 - h 1-2 n [ (3 -- h, 3~, . . . . .  3~,-X) 12 1/ings ~'.  Werden V2~-~ (r) 

und W2 ~-2 nach (2.61) und (2.63) definiert, ist V" = {3 [ [$ - 3t [< r}, so besteht nach [I] 

Satz 10 die Gleichung 

(11.6) 1 f 1 f 1 f - - , ,  V2n-2 (~  r 0 v 2  n - 2  v (3) 0 v 2  n - 2  = -  v (~) ~ (D2n-2  + v (31). Vg.n-2(r) W2n-2 
~' n v" ~' n v" ~t' n v" 

Da V" in V' enthalten ist, und h zu ~ '  gehSrt, also v (h) > 1 ist, folgt 

(11.7) f s)~2n-e>c f 8V2n-2>_c f OV2n_2>_cV2n-2(r)'l=b(Po)>O. 
~ n g  ~ '  n v' ~' n v" 

Endlich viele offene Kugeln U~(P1) . . . . .  U~(Pt) iiberdeeken die kompakte Menge Ku. 

Es ist bo= Min b(P,) lwsitiv. Da jeder Punkt yon Ks in einer Kugel U~.(P~)liegt, 
v - l ,  . . . .  

erhalt man die Absch/itzung 

(11.8) b= fin ~ a•2,-2>bo>0, 

W. Z. b.  w .  

Ist nun die meromorphe Fl~che W # 0 nichtkonstant, so w/~hlt man einen Punkt 

Po E Kg und eine in Po reduzierte Darstellung m (P). Es lasst sich immer ein kontra- 

varianter Vektor 5 # 0  so linden, dass (m(Po), 5)=0,  aber (re(P), ~ )~0  ist. Dana ist 

aber v(Po, 5)>0. Daher gehSrt 9~(~) zur Menge ~. Also gilt 

N(G; 5)= f ~o(p, a),,(P,~)Oz~,_~.>_ 
~(~) 

>_R(G) f ~g2._2 > 
gfl ~(-~ ) 

> R(G) .b. 

Aus dem ersten Hauptsatz folgt 

(11.9) m (Y, 5) + T (G) > N (G, 5) > R (G) b > 0, 
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wobei b der Eichfaktor ist, also nicht yon der meromorphen Fl~iche W abhfingt. Da 

die Schmiegungsfunktion m@, ~) noch v o n d e r  zulfissigen Menge G abh~ngt, muss 

der Grenziibergang G'-+~ 2" noch etwas genauer untersucht werden. Zuniichst werde 

noch eine allgemeine Voraussetzung gemacht. 

VII. Aussch6pfung. Zu jeder kompakten Menge K der Mannig/attigkeit ~j~n 

gebe es wenigstens eine zuldssige Menge mit G~ K. Es sei ~o die Menge aller zulds- 

siqen Menqen. 

Ist die Funktion /(G) fiir alle zulfissigen Mengen G, die eine kompakte Menge 

Ko umfassen, erklart, so strebe ](G)-->a fiir G - + ~  ~', das heisst, es gelte 

(11.10) a =  lim /(G), 

wenn es zu jedem e > 0  eine kompakte Menge K~ gibt, sodass 

(11.12) [ [ (G) - a [< e 

fiir alle zul~ssigea Mengen G DK~U K o gilt. Entsprechend fiihrt man die Begriffe 

lim /(G)= oo, lim , lim , O, o fiir G - > ~  2n ein. Nun werde definiert: 
G__+~I~2 n q__~2 n q.._>~12 n 

Definition li.i. Gesamtkapazit~t und Gesamtspannung. 4~ 

Die Gesamtkapazit~t der komplexen Mannig/altigkeit ~zn sei duvch 

(II.13) ~ =  fin C(G)>_O 
qE~'o 

erkliirt, die G e s a m t s p a n n u n g  sei 

(11.14) 
f l  

j _ ~ , {  ~ falls ~ > 0  ist, 

, falls @ = 0 ist. 

Die Gesamtspannung und die Gesamtkapazit~t hfingen nut yon der kompakten 

Mannigfaltigkeit ~2~, dem Kern g und der Massbestimmung aZ2n_2 ab. Wie bei 

bei W [43] beweist mau: 

40 Die in (11.10) bis (11.18) eingefiihrten Begriffe entsprechen genau denen bei einer Verfi~der- 
lichen. Man vergleiche hierzu W [43] Kap.  IV w 6 .  Zu Definition 11.1, Satz 11.2 und seinem Beweis 
siehe insbesondere Seite 190, zu (11.17) und  (11.18) siehe Seite 200. 
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S a t z  i i . 2 .  

Es gilt 

(11.15) 

(11.16) 

Gesamtkapazit~t und Gesamtspannung. 

= lim C (G) < ~o. 
G_~ ym 2 n 

J = fin R (G) = lim R (G) < oo. 
O E ~o q _ ~ 2  n 

B e w e i s .  Es reicht (11.15) zu beweisen. Zu jedem e > 0  gibt es eine zul~ssige 

Menge G~, sodass ~ <  C(G,)<~+e ist. Es ist K,  = (~, kompakt. Fiir alle zulassigen 

Mengen G~K~ ist (~<_C(G)<_C(G~)<~+e, w.z .b .w .  

Wie bei W [43] ist es zweckm~issig die folgenden Abkiirzungen zu benutzen: Ist  

die Funktion s(G) fiir alle zul~ssigen Mengen G erkl~irt, die eine kompakte Menge K 0 

umfassen, so sei 

(11.17) s (G) = C0), 

wenn 

(11.18) s(G)=~ 0(1) ( fiir ~ > 0  fiir G-*H z" 
[ o (R (G)) fiir ~ = 0 

B e h a u p t u n g .  

toren ~ ~ 0 stetig. 

ist. Nun kann man die Schmiegungsfunktion re(r,  ~) abschiitzen. 

Satz  i t . 3 .  Eine Absch~tzung der Schmiegungsfunktion. 4t 

Voraussotzmag. Die meromorphe FlSche W sei nieht degeneriert. 

Die Schmiegungs[unktion m(7,-~) ist [iir alle kontravarianten Vek- 

Es ailt 

(11.19) m (7, ~) = (0) 

gleichm~ssia [iir alle kontravarianten Vektoren ~ ~ O. 

Beweis.  Fiir jede positive Zahl oJ werde 

{ , } (11.20) = e l  log II (P), ~ II < a 7 

gesetzt. Der Punkt  Po E7 werde beliebig gewahlt. Dann gibt es eine beschriinkte, 

offene Umgebung U(Po) mit einer auf /)(Po) analytischen Darstellung to(P) yon W. 

Es sei Ut (Po) eine offene Umgebung yon Po mit 01 (Po)c U(Po). Die Funktion 2 (P) 

mit 0_<2(P)_< 1 sei auf H ~" stetig, ausserhalb U1 (Po) sei sie Nutl aber sonst beliebig 

gewahlt. Es sei ~o#0.  An Hand der Tabelle 

41 Fiirn = 1 siehe W [43] Kap. IV w 6 Seite 192. 
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Satz 5.5 G ~ "  K X2,,-x OA2n-f Fo(P) 

Hier 

Satz. 5.5 

Hier 

U(Po) ~ "  

',(P) i C 

yNOa(P0) yflU(Po) 

bestimmt man die Konstante b aus Satz 5.5, die bier b heisse, um sie vom Eichfaktor 
zu unter~heiden. Auf U(Po) ist [tv(P)[< M. Fiir jeden kontravarianten Vektor aus 

< ~ ->l ~ l} .gilt Ao=t$ll~-~ol-4Ml~ol und 2l~l 

[ 
(11.21) 

(11.22) I vo(P)l I~l>l" 
10v (P), ~)l- 

< ~ ] ~ + 4 M l  

Also gehSrt die Funktion (Iv (P), [ -~ )zu  ~ .  Daher strebt 

(11.23) 2~ ~t(P) l o g ~ ~ t ~ 0 x 2 n _ 2 * ~ - ~  ~(P) l o g ~ S t ~ 0 X 2 n - 2  

}'ton Ul(Po) }'fl U~(Po) 

fiir t o ~  gleichmassig fiir alle kontravarianten Vektoren ~EAo. Mit einer DI~.u- 
DoNNi>Zerlegung folgt sofort, da~ 

If 1 If 1 (11.24) 1o,(~)=~-~ log ~ 0 1 ~ p 0 Z ~ , _ 9 . = ~ - ~  log ~O- t tpOg2 , ,_2 - -m(7 , -~ )  

fiir t o ~  gleichm~ssig in einer Umgebung A~ und 2]~]->-I~l} 
mit go > 0 strebt. Die charakteristische Funktion tier Menge ?~= ~,~(~) sei 

[0 fiir Pr 
(11.25) r ~)=[1  fiir Pfiy~(~). 

Dann strebt e (P, ~)~Q (P, ~o) fiir ~ o  und alle P E y, die nicht zu Rd yo, (~to) = 
= ~ (~o)- ~o, (~o) gehSren. Die hSchstens abz-~hlbar vielen Werte to, fiir die Rd ~, (ao) 
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keine Nullmenge auf ? ist, werde ausgeschieden. Fiir ~ - ~ o  strebt dann 

(11.26) 

1 
I~ ~ f 

1 
e(P, ~) log ~ 0• 

1 
- '2~  e(P, ~o) log II to, ~oll ~'v'~x~"-~' 

F 

denn der Integrand ist durch I0g o)Ol~v0Xsn_2 gleichm~ssig beschr~nkt. Aus (11.26) 

und (11.24) folgt, dass m@,~) an der Stelle ~o stetig ist. Da ~o#0 beliebig gew~ihlt 

war, ist m@, ~) stetig fiir 2 # 0. 

Wegen m @ , ~ ) = m @ ,  z2) fiir ~ r  gilt (11.24) fiir alle Vektoren ~ 0  gleich- 

miissig. Die zul~issige Menge G DG o werde beliebig gew~hlt. Nach Satz 7.3 ist 

~(P)=q~(P, G)-q~(P, G o) positiv in G - y  und identisch Null lfings ?. Daher hat 

~1~0Z~=_2 nach Satz 4.5 eine nichtpositive Dichte. Es gilt also 

re(G, ?, 2 ) = ~  log ~ ~ y ~ O X s , , _ 2 +  ~ log O• 

(11.27) r~ v-r~ 

1 l i~.{R(a), (p, oo)}OZ~,,_s" 
_ 0, + ~ f log II to, ~ II IR(Yo) ~ 

"/-'/~o 

Zu jedem e> 0 w/ihlt man to= r so gross, dass 

(11.28) 1_2:~ f log ~ O •  Oo)OZ~,_s<e 
? -  ~'r 

ist. Dabei hiingt eo~ nicht v o n d e r  zulfissigen Menge G und nicht vom kontravarianten 

Vektor 2 ab. Es ist 

(11.29) m (G, ?, 2) _< m8 + e R ( G )  
R (Go) 

Daher ist re(G, ?, 2)= (0) gleichm~issig in 2 # 0 ,  w. z. b. w. 

Nun ist es leicht, die versprochene Abschiitzung zu beweisen. 

Satz l i .4 .  Eine Abschiitzung der Charakteristik nach unten. ~ 

Voraussetzung.  Die Mannig/altigkeit ~R 2" babe die Gesamtkapazitdt ~ = 0 ,  das 
heisst die Gesamtspannung J= oo. Es sei b der Eieh/aktor. Die meromorphe Fldche 
W ~ 0 sei nicht konstant. 

a2 F i i r  n ~ l s i e h e  W [43] K a p .  I V  w 6 Seito 192 Gle i chung  (6.4). 
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Behaupttmg. Es gilt die Abschdtzung 

,. r (G) > 
(11.30) nm ~ - ~  b > 0. 

a ~ .  ( ) -  

Beweis. Nach Satz 9.3 kann man o. B. d.A. annehmen, dass die meromorphe 

Fl~tche nicht degeneriert. Die Ungleichungen (11.9), (11.18) und Satz 11.3 ergeben 

(11.31) T ( G ) > R ( G ) b - o  (R(G)) fiir G-+9~ 2", 

woraus unmittelbar die Behauptung (ll.B1) folgt, w.z .b .w.  

Noch einmal sei darauf aufmerksam gemacht, dass die Konstante b nut yon den 

geometrisehen Voraussetzungen: ~j~2~, aZ2~_2 ' g und Kg abhiingt und fiir alIe nicht- 

konstanten, meromorphen Fl~ichen beliebiger Dimension und Stufe dieselbe Zahl ist. 

Satz 11.4 ist eine Verschfirfung eines Satzes von LIOUVILLE, der aus ihm folgt: 

Satz  t i . 5 .  Satz  von LIOUVILLE. 

Vorausse tzung .  Die Mannig/altigkeit ~ : n  babe die Gesamtkapazitdt ~ = 0 ,  das 

heisst die Gesamtspannung J = ~ .  Die analytische Fldche W babe in einem geeigneten 

Koordinatensystem cl . . . . .  ek die reduzierte, einheitliche Darstellung 

k 
(11.32) t o ( P ) = e l +  ~ w,(P)e~. 

Die Eunktion ] m (P) I sei au] ~j~2n beschrdnkt. 

Behauptung.  Die meromorphe Flgche ist ]constant. 

Anmerkung.  Insbesondere ist eine beschrdnkte analytische Funktion konstant. 

Beweis. Jede Koordinate w~ ist beschr~nkt. Also ist auch 

(11.33) 
PED ~2 

fiir alle zul~ssigen Mengen G beschriinkt. Nach Ungleichung (9.9) gibt es dann eine 

Konstante 2 log 21, sodass 

(11.34) T (G) _< log + M (G) < 2 log 21 + log 2 < log + M + 2 log 2 21 

gilt: Daher ist die Charakteristik beschriinkt. Nach Satz 11.4 ist die meromorphe 

Fliiche und damit aueh iv (P} konstant, w. z. b. w. 
8 - -  533806.  Acta mathematlca. 90. I m p r i m 6  le 29 oc tob re  1953. 
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Die Anmerkung ergibt sich, indem man die meromorphe F1/iche mit der reduzierten 

Darstellung iv (P) = el + / e2 betrachtet. Den Satz 11.5 kann man auch noch anders 

aussprechen : 

Satz  11.6. Analytische Abbildungen. 

Vorausse tzung.  Die Mannig/altigkeit 9J~ ~" babe die Gesamtkapazit~it ~ = 0 ,  das 

heisst, die Gesamtspannung J =  ~ und werde durch a(P)  analytisch in den 2k  dimen- 

sionalen, euklidischen Raum R~ ~ abgebildet. 

Behaup tung .  Der Bildbereich a (9~ ~" ~) ist entweder ein Punkt  oder nicht beschrlinkt. 

Beweis.  Man wiihle ein Koordinatensystem ex . . . . .  ek im Bildraum R~ ~. Die 

Abbildung a (P) wird dutch 
k 

(rl.35) ,~(t') = ~ w, (P)  e, 

gegeben, wobei die Koordinaten w,(P) auf 9J~ 2n analytisch sind. Nun wendet man 

Sa~z 11.5 auf die meromorphe Fl~iche 

k 

(11.36) iv (P) = % + ~ w, (P) r e R~ ~+2 

an una erh~ilt die Behauptung, w. z. b. w. 

Eine Mannigfaltigkeit mit der Gesamtkapazit~tt ~ = 0 l~tsst sich also nicht pseudo- 

konform auf ein schlichtes, beschr~inktes Gebiet, oder auch nichtschlichtes Gebiet mit 

beschr~tnktem Grundgebiet abbilden. 
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