
(!BER GEWISSE KLASSEN DOPPELTPERIODISCHER 

FUNKTIONEN 

VON 

FRIEDHELM ERWE 

in Bonn 

w 1. Einfiihrung 

Die Cauehy-Riemannschen Differentialgleichungen ffir Real- und Imagingrteil 

einer komplexwertigen Funktion ~ (z) des komplexen Arguments z = x +  i y (x, y reell) 

lauten: 

0 

Man kann nun die Frage naeh denjenigen in einem Gebiet ~ bis zur Ordnung n + 1 

stetig differentiierbaren Funktionen ~ stellen, die dem Differentialgleiehungssystem 

geniigen. Dabei bedeutet (8 /8x+  i (8/8y)) '~+1 den (n+ 1)-ma] angewandten Differential- 
operator 8 / S x + i ( 8 / S y ) ,  also nicht anderes als den Differentialoperator 

z n  l i  ~ 
v=0 8X n+l-v 8 y  ~ 

Sukzessive Integration zeigt sofort, dag die Menge der L6sungen dieses Systems fiber- 

einstimmt mit der Menge , ~  ((~) der Funktionen 

~(z)=/o(Z)+/l(z)~ ~ . . .  + / ,  ( z ) ~  n (]) 

mit in (~ regulgren Funktionen /0 (z), /1 (z) . . . .  /= (z). Abgesehen davon, dag die funk- 

tionentheoretischen Eigenschaften dieser Klasse an sich einer Untersuchung wert sein 

diirften, ergibt sich yon diesen Funktionen aus ein bequemer Zugang zu anderen 

Fragen. Z.B.  beherrsehen sie auch die Differentialgleichung 
1 0 -  573804.  Acta mathematica. 97. I m p r i m 6  le 14 ju in  1957. 
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E. Peschl konnte ngmlich zeigen, dag die Menge der reellen L5sungen g diescr Dif- 

ferentialgleichung fibereinstimmt mit  der Menge der Realteile der Funktionen aus 

~= (~). 
Sei jetzt  (~ speziell die ganze Ebene mit  Ausnahme von hSchstens isolierten 

Punkten,  und werde zusgtzlich gefordert, dab auch in diesen Punkten  die Koeffizi- 

entenfunktionen /~ aus (1) noch meromorph sind. Die Vereinigungsmenge aller der- 

artigen Funktionenklassen (bei festem n) wollen wir mit  SJ~ n bezeichnen. C1. Mfiller 

hat  die Untersuchung der doppeltperiodischen unter  diesen Funktionen angeregt. Er  

wurde dazu durch die Frage nach den Werten Heckescher Zetafunktionen 

(N; 2; s ) =  Z' ~ (oN) x ~ n [ o [  N+~ ' N ganze Zahl, ~ s > 2 ,  

geffihrt. ~ ist dabei 

Die Funktionen 

(2) 

der yon den Zahlen 1, i erzeugte Modul komplexer Zahlen. 

zn+2 ~" ~oa \(Z--  O) ~§ O ~  ~] , (3) 

die natiirlich der Klasse ~;j~= angeh6ren und, wie man leicht zeigt, doppeltperiodisch 

mit  ~ als genauem Periodenmodul sind, bieten einen Zugang zu solchen Fragen, wie 

C1. Mfiller ffir die F~lle n = 1 und n = 2 nachwies. Sein Bemfihen richtet sich dabei 

auf die Herleitung einer Differentialgleichung ffir die Funktionen (3), die dann Aus- 

sagen fiber die Ausdrficke (2) zu machen gestattet .  Entsprechende Untersuchungen 

ffir beliebiges n enthglt diese Arbeit. - - E i n e  Drucklegung der Ergebnisse von C1. 

Mfiller ist noch nicht erfolgt. In  einem Vortrag, den er im Rahmen des mathema-  

tischen Kolloquiums an der Universitgt Bonn im Wintersemester 1956/57 gehalten 

hat, legte er seine Untersuchungen zu diesem Thema dar, und mit  seinem freundlichen 

Einverst~ndnis darf ich unter  Bezugnahme auf diesen Vortrag meine eigenen darauf 

aufbauenden Untersuchungen verSffentlichen. Ich bin Herrn C1. Mfiller zu grogem 

Dank verpflichtet und hoffe, hier-in der Einleitung und auch spgter im Text  seinen 

entscheidenden Anteil an der Behandlung der Fragen gebfihrend hervorgehoben zu 

haben. 

Die AufklKrung der algebraischen Struktur  der Menge der doppeltperiodischen unter 

den Funktionen aus ~ er6ffnete neue MSglichkeiten auch zur Behandlung der Aus- 

1 D e r  r a m  S u m m e n z e i c h e n  besagt wie f ib l ich,  d a b  b e l  d e r  S u m m a t i o n  ~ = 0 a u s z u l a s s e n  ist .  



G E W I S S E  K L A S S E N  D O P P E L T P E R I O D I S C H E R  F U N K T I O ~ E I ~  147 

driicke (2), und die in dieser Richtung verlaufenden Untersuchungen bilden den Haupt-  

inhalt der vorliegenden Arbeit. Als vielleicht wichtigstes Resultat ergab sich dabei, 

da~ der ~-Wert ~(4r ;  2; 2 t ) =  ~ '  5J2r-t ~ e a ~  far  natfirliche Zahlen r, t mit 2<_t<_2r ein 

rationales Vielfaches yon og~t/~2~-t ist. Diese Aussage findet sich far den Fall n = 0  
1 

dv  

0 

Die Klasse der Funktionen (1) mit meromorphen (gemeint ist stets: in der ganzen 

Ebene meromorphen) Koeffizientenfunktionen ]0, ]1 . . . .  [n wollten wir mit ~F~ '~ be- 

zeiehnen; N ~ ist also der KSrper der meromorphen Funktionen selbst. Es erweist 

sieh als zweekm/igig, noeh ~j~-i als die nur aus der Konstanten 0 bestehende Funk- 

tionenmenge zu de!inieren. Die Vereinigung aller ~J~ wird ~ genannt. --  Die mero- 

morphen Koelfizientenfunktionen ]~ einer Funktion ~E~J~. in einer Darstellung (1)sind 

eindeutig bestimmt. Wir darien also etwa [~ = K~ {~} sehreiben. 

Die Menge derjenigen Funktionen aus ~'~, die alle gahlen eines gegebenen Mo- 

duls ~ zu Perioden haben, d .h .  deren Periodenmodul ~ umfagt,  werde mit ~'~ (f~) 

bezeiehnet, oder kurz mit ~n, wenn wir uns auf einen Modul ~ festgelegt haben 

und auf seine immer wiederholte Angabe verziehten kSnnen. Selbstverst/~ndlieh ist 

I~ ~-1 (f~)___~n (f~). Die Vereinigung aller ~ (~) (bei festem ~)  wird ~ ( a )  genannt 

oder kurz I~. --  Sehliel31ieh wollen wir noeh die Menge aller als ~-te Koeffizienten- 

funktion K,{~} yon Funktionen ~e~  ~ (f~)vorkommenden meromorphen Funktionen 

mit ~n (f~) bezeiehnen oder kurz mit ~ .  Es gilt wieder ~ - 1  _ c ~ .  

~ ist ein Integrit/itsbereieh mit Einselement. Die Eindeutigkeit der Primfaktor- 

zerlegung, die sehon in ~ gilt, da ~ als zum Ring der Polynome fiber ~ 0  in einer 

Unbestimmten isomorphe Menge Hauptidealring ist, gestattet  den Beweis des folgenden 

Saehverhaltes, der nieht in diese Arbeit aufgenommen wurde und nur am Rande er- 

w~hnt sei: Die Menge der~enigen Funlctionen des Quotientenlcdrpers yon ~ ,  die ~edes 

o9 E~  zur Periode haben, ist gerade der QuotientenlcSrper yon ~ (~). 

Zum Schlul~ dieser Einffihrung sei ein kurzer Berieht fiber den Inhalt  der fol- 

genden Paragraphen gegeben. w 2 bringt vorbereitend einige spiiter zu benutzende S~tze 

fiber die Klasse ~J~. --  w 3 beseh~ftigt sich allgemein mit den Funktionen aus ~ und 

~ .  Die als Periodenmoduln vorkommenden Moduln zweiter Art (Hurwitz-Courant [3]) 

konnten leieht charakterisiert und die zugeh5rigen Funktionen besehrieben werden. 

Von den Moduln erster Art interessierten nicht so sehr diejenigen mit einem erzeu- 

genden Element als vielmehr die mit einem primitiven Erzeugendenpaar wl, o9~ (wir 
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nennen einen solchen Modul auch ein Gitter), die wir stets so numerieren wollen, dab 

(~x o~2) > 0 

ist, eine Festsetzung,  die sich bei gewissen der zu benutzenden Formeln  a u s w i r k t . -  

Ein Differenzengleichungssystem, das die Funkt ionen  aus ~ erffillen, ist der Anlal3, 

in w 4 allgemein derart ige Systeme zu untersuehen.  - -  w 5 bringt  die verallgemeinerten 
Weierstraflschen ~-Funktionen, wie man  die yon C1. Mfiller eingeffihrten Funk t ionen  

(3) wohl nennen k6nnte,  ihre Differentialgleichungen und im Anschlul~ daran die 

Untersuchung der Ausdrficke (2). Es konnte  hier nicht  alles gekl/~rt werden. - -  I n  

w 6 werden Nutzanwendungen  auf die F/file des quadrat ischen Gitters und des Sechs- 

eckgitters gezogen. --  w 7 schliel~lich behandel t  die Frage beschr~nkter Funk t ionen  

aus ~'~, die yon  E. Pesehl angeregt  wurde. 

w  

Die Differentialoperatoren 

,9 l ( c ~  

Einige S~itze fiber die Funktionen aus ~ 

lassen sich auf jede in einer Umgebung  eines Punktes  z o definierte, in z o partiell naeh 

x und y differentiierbare komplexe Funkt ion  ~(z) der reellen Veriinderliehen x, y 

(z = x + i y) in z 0 anwenden. Bei den n6tigen Voraussetzungen fiber Differentiierbarkeit  

mid Stetigkeit  der Ablei tungen (zwecks Vertauschbarkei t  der Differentiationsreihen- 

foige) der Funk t ion  ~ (z) l~l]t sich der durch  I te ra t ion  in fiblicher Weise erkl/irte Ope- 

ra tor  ~+z/~  z ~  ~z, den wit, wenn wir auf die Angabe der Variablen z verzichten dfiHen, 

ohne Mil]versti~ndnisse hervorzurufen,  auch kurz D ~'t schreiben wollen, auf  ~ (z) an- 

wenden. Ffir die von uns be t rachte ten  Funk t ionen  ~ E992 ist dieser Operator  in der 

ganzen Ebene bis auf hSehstens isolierte Punk te  (Pole der Koeffizientenfunktionen) 

anwendbar,  und zwar ffir beliebige ganze Zahlen k, l_> 0 (selbstverst/~ndlich ist D ~176 = 

zu verabreden).  Es ist ( /~E~~ 

Dl,~ . . .  + / ~  ~ ) =  1o + 1; ~ + 1~ ~ + . . .  + 1'~ ~ e 99~, 

D ~ (1o+/~5+/2~2+  ... + / ,  ~")= 11+21~5+  ... +n/,~ 5"-~e~)~. 

A u s  

folgt 

f ( z )= lo+ lx~+ . . .+ / , , e '~=o ,  l~eg~ ~ 

D o, ~ f (~) = n ! t . - -  0 ,  

(4)  
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also / ~ 0 .  Durch  indirekten Beweis oder dureh Induk t ion  erhalten wir also, dab alle 

/~ in (4) identisch verschwinden mfissen. D . h .  das Funkt ionensys tem 1, 5 . . . .  5 ~ ist 

linear unabh~ngig fiber ~r)~o. Nach  leichten ergiinzenden fJberlegungen haben  wir da- 

mit  den 

S A T z  1. ~i)~ ~ ist ein (n+  1)-dimensionaler Vektorraum iiber ~)~o mit 1, 5, 5"- . . . .  5" 

als einer Minimalbasis .  E i n  Funkt ionensystem 

f .  = ~ /,,~ ~ (ff = o, 1 . . . .  n), /,,~ e ~ t  ~ 
v=O 

ist genau dann eine Minimalbasis ,  wenn die Determinante der Matr i x  (/l,.) (if, ~' - O ,  1 . . . .  n) 

nieht die Konstante 0 ist, also jedenJalls dann, wenn 

f,,e~J~", ~E~ "-1 ( i f=0 ,  1 . . . .  n) 

ist, speziell, wenn ~, = f~' (ff - 0, 1 . . . .  n), fl e ~)~1, ~ ~j~o, 

ist. 

In  Matrizenschreibweise laute t  (1): 

5 

~n 

und wenn wir k-mal partiell naeh z difterentiieren (k = 0, 1, 2 . . . .  n), so haben wir 

D'~'~ f = fo', l ', ', 1.7, . . .  ~ . (5) 
; " ' "  i 

D ~:~ f / l(o "), l(1 "),/~ ~) . . . .  / 2  ) / 5~ 

Wird  (5) k-real nach ~ differentiiert (k = O, 1, 2 . . . .  n), und wird der Matr izenoperator  (oo.o1  
D 1.o D 1,1 D 1.2 . . . D  1.~ 

/~,o D2,1 D2.~ ... /)~,, = A ~  
~176176 

D~,O D~,I D~.e . . . D  ~.~ 

e ingeNhrt ,  so haben  wit  die Matrizengleichung 
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1o, 1;, 1~ . . . .  1" 
g',  1~', 1'~', ... 1" ~ 

fo "), Ip  ), 1~ ") . . . .  17) ~" 

25 

n5 n-~ ... n[ 

Determinantenbi ldung und Beach tung  des Determhlantenmult ipl ikat ionssatzes  f f h r t  

zum folgenden Satz (W{]0,/1 . . . .  /n} sei die Wronskide te rminante  yon  ]o,/1 . . . .  /n): 

SATZ 2. Wenn ~ = / o + / z S + . . . §  /vEO)~ ~ so gilt: 

det  A,~f=cn W{/o, /1 . . . .  f~} c ~ =  ~0(v! ) �9 (6) 

Um das Verhalten einer F u n k t i o n  ~ E ~)~ in der Umgebung  eines Punktes  z o etwas 

ngher zu studieren, schreiben wir die Reihenentwicklung 

~(z)= ~ ~ a~v(z - zo ) ' (5 -5o)  ~ (7) 
v=O # = r  

(dabei ist r eine yon  z 0 abhiingige ganze Zahl) in der Form 

~(z)= ~ ~ a , , , , ( z - zo ) '+~(z -~~  (8) 
~=0 t~=r \ z -- Zo/ 

Wenn die Menge der in ] z l > 0  definierten Funkt ionen  

Z - ~n 

r (z) = Ao + A~ ~ 4 . . . .  + A .  ~ (9) 

mit  Kons tan ten  Ao, A 1 . . . .  A,~ mi t  ~ bezeiehnet  wird, so l~l~t sieh (8) in der  Fo rm 

rain (n, ~ - r )  ~v 

m it r~ (z) = ~ a~ . . . .  
v=0 

sehr~.ibcn. Es kann nun sehr wohl vorkommen,  dal~ r~--0 ist, aueh werm in (7) der 

Index r gr6BtmSglich gewiihlt war (d. h. n icht  alle a r~=0  ( v = 0 ,  ] . . . .  n), was natiir- 

]ich i ~:0 voraussctzt) .  Der kleinste Index  #, for  den r u ~ 0  ist ( ~ 0 ) ,  sei s: 

f (z) = ~ r .  (z - zo)- (z - Zo)", r~ ~ O. (10) 

~. hei[~t dic Ordnung der Funk t ion  [(z) im P u n k t e  z o und  wird mit  o {~ (z)} bezeizhnet. 
2. 
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In  den folgenden Uberlegungen wollen wir der Einfachhei t  und Ubersichtl ichkeit  

halber z 0 zu 0 normieren. Das Ergebnis gilt aber allgemein und  wird auch in der 

allgemeinen Form sp/~ter als Satz formuliert.  Sei jetzt  also in einer in 0 punkt ie r ten  

Umgebung  des Nul lpunktes  

f ( z ) =  ~ r , ( z ) . z  ~', r , e  9t", r ~ 0 .  (]]) 

Fiir s =  0, erst recht  also fiir s >  0, ergibt sich die Beschr/inktheit  yon  ~ (z) in einer 

(punktierten) Umgebung  des Nullpunktes.  Es ist n/~mlich fiir s = 0 

, -1  ~ (z) z" �9 If<z)l-< 5 Ir.<z>llzl'+ <12) 
p=0 / 

Die Funk t ion  ~ 1:, (z)z" besitzt bei Entwicklung nach Potenzen von 5 lauter  in 0 
,u=n 

regulate (regul/~r ergfinzbare!) Koeffizientenfunktionen,  ist also in einer Umgebung  yon  

0 beschrs Da ferner in einer punkt ie r ten  U m g e b u n g  yon 0, ja, in der ganzen in 

0 punkt ier ten  Ebene jede der Funk t ionen  (9) aus ~ "  beschrgnkt  ist, n/~mlich 

Ao+ AI~-k-"'+ An~ <-IAol+lAll+'"+lA.I, 
Z 

folgt gem/~l~ (12) sofort die behaupte te  Beschr/~nktheit yon  ~ (z). - -  J e t z t  folgt auch 

leicht, dab ~ (z)-->@ strebt  ffir z-+O, falls nur  in (11) s > 0  ist, einfach derhalb, weil 

~(z) das l~rodukt yon  z und einer Funk t ion  einer Ordnung _>0, also einer in der 

N/~he yon  0 beschr/~nkten Funk t ion  ist. 

Jede  Funk t ion  aus ~ ist auf einer Geraden durch  0 kons tant ;  (9) n immt  auf der 

Geraden z = e t ( t m i t  [ e I - 1 lest, t beliebig ree]l) iiberall die Zahl A 0 + Ax ~ + ... + A ~ ~2~ 

an. - -  Sei nun  s < 0 .  Auf jeder Geraden durch  0, auf  der r~ (z)~=0 (und das sind 

alle bis auf hSchstens n Ausnahmen) ,  gilt: Die Funk t ion  

I~=s / t~s+l  

strebt  ffir z -+0 (Ann/iherung nur  auf  der Geraden) gegen einen Grenzwert,  n/~mlich 

den Wer t  yon  r~ (z) auf  dieser Geraden, und  dieser Grenzwert  ist ~= 0. Deshalb s t rebt  

auf  jeder solchen Geraden die Funk t ion  

gegen co. 
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Fiir s = 0 gilt noeh, wie man  /ihnlich leieht einsieht, dab die Menge der H/~ufungs- 

werte yon ~ (z) beim Grenziibergang z-->0 gleieh der Menge der Werte  von r o (z) ist, 

ja, nach Vorangegangenem gilt dies aueh f f r  s > 0 ,  da in diesem Fall t o - - 0  zu 

setzen ist. 

S ATZ 3. E i n e  F u n k t i o n  ~E~J~ ~ ist genau dann  in  einer (geniigend kleinen) Um- 

gebung yon z o beschrSnlct, wenn  o {~} > 0  ist, sie strebt genau dann  gegen 0 fiir z--->z o, 
zo 

wenn  0 {~} > 0  ist. 
zo 

w 3. Allgemeines fiber periodische Funktionen aus ~ 

Sei co eine Periode der Funk t ionen  i~, i~E~J~. I )ann  haben ~ a f2 a n d  ~l ~2 aueh 

die Periode o). Ebenso Mar ist, dab mit  ~E~J~ aueh D~'~ und D ~  (E~J~) die Periode 

o haben. 

SATZ 4. W e n n  v) eine Periode yon ~=/0+/15~t  . . . .  -~./~5 ~ (/~E~CJ~O) ist, so gilt: 

(;) / ~ . ( z + c o ) - / ~ . ( z ) =  ~ ( - 1 ) "  a (5 ~ a/~(z) (R=0,  1 . . . .  n) (13) 
v =) .+1  

dabei ist wie  iiblich ~ . . . . .  0 zu interpretieren . 
2 ~ n q l  

Beweis:  Der Beweis b raueht  nu t  fiir ~ = 0 gefiihrt zu werden, denn mit  ~ = ~ [~ (z) 5" 
v=O 

hat  aueh 

D~ ~' ~ = ~. [,,(z) 2 v-~" (14) 
v = ; l  

die Periode o), und die Formel  (13) mit  ;~=0, auf die Funk t ion  (14 ) s t a t t  auf f selbst 

angewandt ,  liefert die allgemeine Formel  (13). 

Mit o) ist aueh - o )  Periode yon  ~. Es gilt also ffir alle z 

I (z - o ~ ) -  f (~), 

n n 

d . h .  ~ [, (z - o)) (~ - o5) ~ = Z [, (z) 5~. (15) 
v 0 v=O 

Vergleieh der von 5 freien Anteile liefert (Anwendung yon Satz 1): 

/~ (~ - ~ )  ( - ~7~) v = / o  (~). 
r = 0  
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W e n n  je tz t  z durch z +  o) ersetzt  wird, s teht  die behaupte te  Formel  da. (Vergleich 

der Koef f iz ien tenfunkt ionen  yon  ~ in (15) liefert fibrigens die Formel  (13) fiir be- 

liebiges ~.) 

SATZ 5. 

dann  gilt : 

A /4 (z)-o.~ 
w 2 ,  W 2 + l ,  . . .  w n 

Der Beweis ergibt  sich rekurs iv  u n m i t t e l b a r  aus Satz 4. 

Aussage yon  Satz 4. 

sagt ffir ~ = w~ 

Seien  wo, w 1 . . . .  w~ beliebige Perioden yon ~ =/o  + /1 z + "'" + /~  z~ (/~ E ~ o ) ,  

(16) 

Ffir  X = n  ist (16)e ine  

Der Schri t t  von  ~[+1 zu 2 ( 0 < 2 < n )  geht  so vor  sich: (13)be-  

w~t v = ~ + l  

Wird  hier die Differenz mi t  den Spannen  w~+l . . . .  w~ gebildet  u n d  die Lineari t / i t  der  

Operat ion der Differenzbi ldung beachtet ,  so haben  wir 

A /v (z). 
w 2 ,  W 2 + l ,  . . .  W n v = ~ + l  w ) . + l , .  " W n  

Diese Gleichung liiBt sofort den rekur ren ten  Schlu[3 zu: Aus A /v = 0 (v = ~t + 1 . . . .  n), 
w v,  � 9  w y  t 

also erst recht  A [~=0,  folgt A /~=0 ,  w. z. b. w. 
w2+ 1, ... w n w~ ....  w n 

I n  diesen S~tzen war die Moduleigenschaft  der Per iodenmannigfa l t igke i t  belanglos. 

Wi r  wollen uns  je tz t  aber  den Per iodenmoduln  zuwenden  u n d  zun~chst  un te rsuchen ,  

wann  ein solcher yon  der zweiten Ar t  ist. 

S A TZ 6. Das zu  ~ "  gehSrige Po l ynom 

f = a o + a l ( e z - s z ) +  " " + a ~ @ z - e S )  ~, I 1=1, (17) 

(ao, a 1 . . . .  a~ konstante Zahlen)  hat genau die Menge  aller Zahlen  eo = ~ t (t beliebig reeU) 

zu Perioden, wenn  nicht  aUe a 1 . . . .  an verschwinden, d . h .  w e n n  ~ ~ ~;~o (wenn ~ E ~i~ ~ also 

in  diesem Fal l  ~ eine Kons tante  ist,  so ist ]ede Zahl  Periode). 

Beweis:  DaB jede Zahl  s t  (t reell) Periode yon  (17) ist, ist  leicht  zu verifizieren 

(es geniigt  zu priifen, dab e t Periode yon  ~ z - ~  5 ist). 

1 Wir bedienen uns der in der Differenzenreehnung iibliehen Bezeichnung A /(z)fiir die k-tin 
al~ �9 �9 �9 a k 

Differenz yon ] (z) mit den Spannen a I . . . .  ak. 
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Sei nun  co:~0 eine Per iode  yon  (17). Dann  i s t  w auch Per iode  yon  

- -  a n 1 + D~ 
n 

Wir  haben  hier schon n > 1 angenommen  und  kSnnen  wei ter  o. B. d. A. an ~= 0 setzen.  

D a n n  muB ~o auch Per iode  yon  ~ z - s 5  sein, d . h .  es muB ~ r  gel ten,  also 

co reel l  sein, w. z. b. w. 

S ATZ 7. Der Periodenmodul einer Funk t ion  ~E ~J~ ist genau dann vonder  zweiten 

Art, wen~ ~ ein Polynom yon ~ z - s 5  ist ( I s l = l ) .  

Beweis: W e n n  ~ ein solches P o l y n o m  ist, so is t  sein Pe r iodenmodu l  yon  der  

zwei ten  Ar t ,  wie Satz  6 zeigt.  

I n  der  anderen  R i c h t u n g  beweisen wir  den  Satz  durch  I n d u k t i o n  fiber den  I n d e x  

n der  ~ en tha l t enden  Funk t ionenk la s se  ~ n .  Ff i r  n = 0 is t  der  Sa tz  klassisch.  Sei nun 

= /0  + [15 ([0,/1 E ~j~0, / i  + 0) mi t  in 0 sich h/ iufenden Per ioden.  Zumindes t  diese Per i -  

oden haben  aueh D ~ ~ = [1, woraus  [1 = cons tans  folgt ,  und  D 1'~ ~ = g + [~ ~ = •, woraus  

/0 = constans  folgt .  Es  gi l t  also, wenn co eine Per iode  =~ 0 ist ,  

m i t  geeigneten  K o n s t a n t e n  a 0, a 1, a~. ~ (z + w) = ~ (z) besag t  nun  

al  ~ c o - a ~  ~ = 0 ,  

d . h .  a~' = a x. 

D a m i t  is t  d ie  Aussage auch ffir n = 1 bewiesen.  - -  W e r d e  sie nun  f fir den  I n d e x  n -  1 

als bewiesen angenommen  (n >_ 2). H a b e  ~ E ~j~n, $ ~j~n-1 bel iebig k le ine  Per ioden .  D a n n  

h a t  diese Pe r ioden  auch D o' 1 f E ~)~n-1, $ ~)~n-z, so dab  gemKB I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  

e twa  

D ~  = - e  ( a l + 2 a  2 ( ~ z - e S ) +  ... + n a n  ( ~ z - e S )  ~-1) (18) 

folgt,  u n d  zwar  m i t  gee igneten  K o n s t a n t e n  a 1, a 2 . . . .  a~ (an :~ 0) und  e inem gee igne ten  

e mi t  Is I = 1 .  Also is t  

~ = a o ( z ) + a  1 ( ~ z - e 2 ) + a ~ ( ~ z - e ~ ) 2  + ... +a~ ( ~ z -  s~) n (19) 

mi t  a 0 ( z ) E ~  ~ Wegen  an ~= 0, n >  2 kSnnen  wir  Sa tz  6 en tnehmen ,  dab  die Pe r ioden  

yon  (18), also auch  die yon  ~ selbst ,  hSehstens  auf  de r  Geraden  co = e t (t reell) l iegen. 

J e d e  d e r a r t i g e  Per iode  is t  abe r  aueh Per iode  yon  
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also auch yon 

ax ( ~ z - ~ 5 )  +a~ (~z - eS) 2+ "" +an  (~ z - e ~ ) n ,  

~ -  (a 1 ( ~ z - e ~ )  §  2 ( ~ z - e S i 2 §  ... +an  ( ~ z - e S )  n ) = a  0 (z), 

woraus a o (z)= constans folgt, w. z. b. w. 

An Periodenmoduln erster Art  treten bekanntlich die mit  einem erzeugenden 

Element  und die mit  zwei unabhs erzeugenden Elementen auf. Nachdem wir 

somit eine ~bers icht  fiber die vorkommenden Periodenmoduln erhalten haben, kSnnen 

wir uns anderen Fragen zuwenden, dabei stets einen Periodenmodul ~ zugrunde- 

legend, auf dessen dauernde Erw~hnung aber verzichtet  wird. Der zugrunde gelegte 

!V[odul ~ mag dabei immer v o n d e r  ersten Art  sein. Zwar bleibt vieles auch ffir 

Moduln zweiter Art  gfiltig, aber all das ist yon uns bereits erledigt und wfirde uns 

nnr belasten. 

S x T z  8. ~n ist ein (n+l) -d imens ionaler  Ve~orraum i~ber dem K6rper ~o als 

Skalarenbereich. Insbesondere gibt es also Funkt ionen to, ~1 . . . .  ~nE~n derart, daft zu 

~edem ~ E ~n eine Darstellung 

f = UO ~D + ~1 ~1 + ' ' "  + Un fn (20)  

mit  eindeutig bestimmten Funkt ionen uo, u 1 . . . .  Un E ~  ~ existiert. 

Beweis: Zuniichst werde bewiesen, da~ es Funktionen f~ E ~ gibt, die nicht zu 

~ - 1  gehSren. Wir brauchen das nur ffir v =  1 zu beweisen, denn mit  ~IE~ 1, ~ 0  ist 

Wenn ~ yon einem einzigen Element  erzeugt wird, etwa yon e t o (I e l =  1, t o reell) 

so ist, wie wir wissen, 

eine geeignete solehe Funktion.  Wenn ~ ein Gitter  ist, so ist, wie die Theorie der 

Weierstra~schen ~-Funkt ion zeigt, durch die Reihe ~ '  z -  ~ ~ n  ( ~ - ~ a  in der ganzen Ebene 

bis auf die Git terpunkte eine Funktion [1 definiert, die zu ~1, nieht aber zu ~0 gehSrt. 

Wir  beweisen nun dureh Induktion,  dal~ zu jedem ~E~ n eine Darstellung (20) 

mit  u~E{~ ~ existiert, wenn ~ E ~  ~, ~ - 1  (~-1 besteht  naeh Verabredung nut  aus der 

Konstanten  0). Dal3 diese Darstellung dann eindeutig ist, wissen wir aus Satz 1. 

Ffir n =  0 ist die Behauptung trivial, da ~ ein KSrper ist. Sei sie nun fiir den 

Index n -  1 bewiesen, und sei 
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f = l o + f i ~ +  "" +1,, ~" ~e" ,  

f,,=l=o+l~l~+."+l,,,,~"~", r  

(21) 

(22) 

( / . , / . .E~JP) .  Da  auch ( 1 / n ! ) D ~  ~, also sogar / . E ~  ~ und e b e n s o / . . E ~ ~  

aber  ].~ :~0, so gilt auch: 

/ .  
f - / ~ f , , e e " ,  

ja,  well in f - ( 1 ~ / 1 . ~ ) f ~  der  Koeff izient  von  5n versehwindet ,  gilt  sehon 

f - / ~ f , ,  e @" 1, 

nach Induk t ionsvorausse t zung  also e twa 

f-/~f~=uofo+u,h+...+u~ ,f,, , 

mit  uo, u 1 . . . .  u ~ _ l E ~  ~ und  natfir l ich auch u ~ = t ~ / l ~  ~ 
In  Erggnzung  dieses Satzes wollen wir noch die explizite Beziehung zwischen den 

Funk t ionen  f0,/1 . . . .  /= aus (21) und uo, u 1 . . . .  u~ aus (20) herstellen, wenn als Minimal-  

basis des Vek to r r aumes  ( ~  ein Sys t em 1, ~1, fl 2 . . . . .  ~[ mi t  fl ~ ~1, ~@0 zugrunde  ge- 

legt wird. Dabei  k6nnen  wir sogar o. B. d. A. ~1 in der F o r m  f l=v+5(vE~}]~  ~ an- 

nehmen.  

SATZ 9. Sei ~l = v ~ S E ~ I, und gelte 

f :  (23) 
v=O v=O 

,U=V 

Beweis: (24) folgt unmi t t e lba r  dureh  Vergleieh der  Koeff iz ienten  -con g~ in (23), wgh- 

rend sieh (25) aus (24) un te r  Beaeh tung  der  Fo rme l  

(;) (:) 1; ( - 1) ~-~ = (26) 
,,=~, fiir ~ > # 

ergibt.  
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W i r  zeigen nun,  dal3 das  S y s t e m  1, v, v 2 . . . .  v k l inear  unabhi ing ig  fiber ~o ist .  

F fir k=O i s t  das  t r iv ia l .  Sei es nun  ffir e inen I n d e x  k - 1 _ > 0  als bewiesen ange-  

non]men.  W e n n  in 
k 
~u~v~==_O 

v~O 

u k ~ 0  ist,  so s ind wir  nach  I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  fer t ig ,  u k ~ 0  wollen wir nun  

zum W i d e r s p r u c h  ffihren. 

k-1 

~,=0 Uk 

Dif fe ren t ia t ion  l iefert :  

k-2  ( ( g u t '  -~ Uv+I ) -~((Uk-l"l' 
F .  - -  ( ~ + l ) v '  v ~ - -  
~o \ \uk /  uk \ \  u~ / 

G e m i ~  I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  g i l t  speziel l  

+ kv ' )  vk-l--O 

uk-1 ) '  + k v ' ~ 0  
uk / 

(man beach te  n//mlich, dab  v' = D I" 0 ~1 E ~o ist),  d . h .  

Uk 1 
- -  + k v ~ c = constans .  Uk 

W i r  wKhlen nun eine Per iode  o)~:0  aus  ~ .  Die F u n k t i o n  u k - 1 / u k -  C bes i t z t  diese 

Per iode,  wi ihrend gem~l~ Satz  4 

v (z  + ~ )  - v ( z )  = - 

gilt .  D a m i t  s ind wir  zum W i d e r s p r u c h  gekommen .  

D a  sich die Menge der  F u n k t i o n e n  ~ E ~  n und  die  Menge der  ( n + l ) - T u p e l  

(Uo, ul  . . . .  un) yon F u n k t i o n e n  aus  ~o gemi/l~ (23) u m k e h r b a r  e indeut ig  en tsprechen ,  

ffihren bel iebige F u n k t i o n e n  u~, u~+l . . . .  un E ~o gem//l~ (24) zu einer  F u n k t i o n  f~ E ~ 

und  exis t ieren  u m g e k e h r t  zu j edem /~ E ~ l~unkt ionen u~, u,+i . . . .  un E ~o, so dal~ (24) 

gilt .  D a  aul~erdem die F u n k t i o n  v zu j ede r  der  Mengen A n ( v < n )  geh6r t  (es i s t  

1 
. . . .  + v S ~ + v - - ~ + l E ~ n ) ,  i s t  die Menge ~ ein V e k t o r r a u m  fiber ni tmlich v + 1 (V -~ ~) u+i 

~o mi t  1, v . . . .  v n-~ als e iner  Basis.  Es  wurde  abe r  vo rhe r  bere i ts  gezeigt ,  dab  das  

F u n k t i o n e n s y s t e m  1, v . . . .  v ~-v l inear  unabh~ngig  fiber ~o ist,  so dab  n - v + l  die  
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Dimension des Vektorraumes ist. - -  Als besonders bemerkenswert  heben wir aus diesem 

Resul ta t  das Bestehen der Gleichung 

n-1  hervor. DaB , ~ c ~ _  1 ( v > l ) ,  

also letzten Endes  ~ _c ~ - ~  

gilt, folgt unmit te lbar  aus der Festste]lung, dab mi t  ~ E ~  gilt: D ~  

S)-TZ 10. ~ ist /iir O~v<_n  ein ( n - v +  l)-dimensiorbaler Ve]ctorraum is ~o 

mit l,  v . . . .  v ~ ~ als einer Minimalbasis ( v + S E ~ l ) J  

Wir  stellen jetzt  die Frage  nach der Bes t immthei t  einer Funk t ion  ~E~  nach 

Vorgabe ihrer v-ten Koeff iz ientenfunkt ion K~ {~}. Sei also [ beliebig aus einer Klasse 

,~l'~ vorgegeben ( 0 ~ v  ~ n ) .  Dann  gibt es eindeutig bes t immte Funkt ionen  

U~, lt~+l, ... Un E ~0, 

gilt. Gemgi] (24) sind dami t  die Funk t ionen  1=1~, 1~+1 . . . .  l~ in (23) zu bereehnen. 

Fiir zwei Funkt ionen  ~, [* E~  mit  der gleichen P-ten Koeff iz ientenfunkt ion gilt also 

jedenfalls, dal~ ~ - f* E ~ - 1 ,  also ~ - ~* E ~ 1 ist. Andererseits /indert eine addit ive 

]~unktion aus ~ 1 die v-re Koeff iz ientenfunkt ion nicht.  Wir  haben  also 

S A T Z 1 1. Die Menge aller Funkt ionen ~ E ~ ,  die die gleiche v-re Koe//izienten/unk- 

tion besitzen, ltiflt sich durch 

1 Es sei an dieser Stelle erw~hnt, dab die Auszeichnung des ]~ullpunktes, die bei der Defini- 
tion der Funktionenmengen ~n vorlag, dadurch namlich, dab in einem Ansatz 

= ~ g, (~ - ~o)~, g~, E ~ ~  
tt=O 

z o zu 0 noriniert wurde, belanglos ist. Koeffizientenvergleich mit (23) liefert namlich 

und mit [ . E ~  gilt auch ] ~ E ~  fiir v>_p, also auch g . E ~ .  
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f = f * + ~  

charakterisieren, wo ~* eine derartige Funlction aus ~ ist, und ~ alle Funktionen aus 

~ - 1  durchl~iu/t. 1 

SATZ 12. Jede FunIction /E~'~, ~ l ( n ~ l )  geniigt einer linearen Differential- 

gleichung n-ter Ordnung mit Koeffizienten/unktionen und StSr/unktion aus ~o, und zwar 

vo~ folgender spezieller Form: 

W {/,  /1 . . . .  /n} : ~ .2  (28 )  

Beweis: Es g ib t  eine (nach Satz  l l e indeut ig  bes t immte)  F u n k t i o n  ~E ~'*, d ie  

/ = / 0  zur  nu l l ten  Koef f i z i en ten funk t ion  bes i tz t .  W i t  wghlen /1 . . . .  /n de r  Reihe  nach 

als die f ibrigen Koef f i z i en ten funk t ionen  und  weisen ffir sie die B e h a u p t u n g  nach.  

DaB ~0 = W {f0,/~ . . . .  f~} E ~o, is t  aus Satz  2 herauszulesen,  da  m i t  ~ E ~ jedenfal ls  auch 

de t  A~ f E ~  gilt .  Der  Beweis zu Satz  2 zeigt  abet ,  wie wir  zu beweisen haben,  dab  

die Koef f i z i en ten funk t ionen  der  I ) i f fe rent ia lg le ichung (28), nKmlich die F u n k t i o n e n  

( - 1y d e t  [ / ( lU-l) '  / (v- l ) ,  / ~ - 1 )  

\ if+l), 11~+1), 1(~, 1) 

\ 1~? ), 1(~ "), 1(:> 

ble ib t  nur  noch einzusehen,  dab  (28) die Ordnung  n hat ,  zu @0 geh6ren.  - -  Es  

d . h .  dab  

W ( / 1 , / 2  . . . .  / n )  :~ 0.  

I n  geringffigiger A b w a n d l u n g  h ie rvon  (wie geringfi igig die A bw a nd lung  ist,  wird  einige 

Zeilen t iefer  deut l ich)  h a b e n  wir  also zu beweisen: 

1 Jetzt ist der folgende Sachverhalt unmittelbar einleuchtend: Wenn gem~l~ Satz 10 

~o {f}  = ~ ~ ,  v ~ 
v-0 

gilt, so ist ~ = ~ u,, (v + 5) v. 
v--0 

2 Es sei erw~hnt, dal~ sich auf Grund der Determinantenformel 

W {fl . . . .  In) (W {[, ]1 . . . .  I n - l } ) ' -  (W {]1 . . . .  In})" ~ {/, ]1 . . . .  I n - l }  

= - -  W {/1 . . . .  / n - I )  W {/, ]1 . . . .  /n}, 

die ftir n >_ 2, bei geeigneter Interpretation aueh noeh fiir n = 1 gilt, diese Differentialgleichung dureh 
Quadraturen 16sen 1ABt. 
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S A T Z  13.  Wenn ~ n ,  ~n-1 die Darstellung 

f = l o + f i ~ + - -  +1 .  ~n, 1 ~ 0 ,  

hat (also /n ~ 0), so ist W {f0,/1 . . . .  fn} ~ 0. 

Beweis  d u r c h  vo l l s t~nd ige  h d u k t i o n :  Ff i r  n = 0 i s t  die  Aussage  t r iv ia l .  Sei sie 

n u n  ffir d e n  I n d e x  n - 1  >_0 als bewiesen  a n g e n o m m e n .  W i r  wol len  W {/0, ]1 . . . .  / ~ } ~ 0  

z u m  W i d e r s p r u c h  ff ihren.  D a  D ~  ( ~ - 2  ist,  g i l t  

n a c h  I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  

w (i,, 21~ . . . .  ~ 1.} �9 o, 

also a u c h  W ( f l , /~  . . . .  / ,}  ~ 0. 

D e s h a l b  g ib t  es b e k a n n t l i c h  e i n d e u t i g  b e s t i m m t e  K o n s t a n t e n  ca, c~, . . .  c , ,  so dat~ 

/o~ca /a + c~/2 + " "  + c, /~ (29) 

is t  (siehe z. B. : K o w a l e w s k i  [4]). G l e i chung  (29) s ch re iben  wir  fiir das  A r g u m e n t  z + m 

h i n  (co ~:0  aus  ~)) u n d  b e n u t z e n  sofor t  Satz  4 ( s t a t t  /, (z) s ch re iben  wir  wie b i sher  

e i n f ach  /~): 

v = 0  ).=1 v~) .  

S e h o n  de r  Vergle ieh  des K o e f f i z i e n t e n  y o n  /1 m i t  d e m  in  (29) f f ihr t  z u m  W i d e r s p r u e h :  

C 1 ~ -  (D = C1 �9 

Sehliel] l ich sol len noeh  zwei S~tze E r w ~ h n u n g  f inden ,  d ie  sieh au f  P e r i o d e n g i t t e r  

Q bez iehen ,  also au f  e i n e n  P e r i o d e n m o d u l  e rs te r  A r t  m i t  e i n e m  p r i m i t i v e n  E r z e u -  

g e n d e n p a a r .  Die  Beweise  k a n n  m a n  d u r c h  I n d u k t i o n  ff ihren,  i ihn l i ch  wie bei  Sa tz  7. 

S A T Z  14.  N u r  die Konstanten sind in ~ elementare Funkt ionen a (~  Perioden- 

gitter). 

S A W Z ] 5. Wenn ~ = [o +/15 + ... +/~ ~ E ~ ,  und wenn die f~ ganze Fun]ctionen si~d 

(v = O, 1 . . . .  n), so ist ~ eine Konstante (~  Periodengitter). 2 

1 Gemeint sind Funktionen, die sich durch Hintereinanderschalten von rationalen Funktionen 
und Exponentialfunktionen ergeben. 

2 Es sei erw~hnt, dab bei einem Periodenmodul ~ mit einer Erzeugenden e t o (I s] = 1, t o reell) 
(lie Menge der (lie Voraussetzungen des Satzes erfiillenden Funkt ionen dutch 

~ = u o + u ~ ( ~ z - e ~ ) + " "  +u. (~z-e~)  n 

gegen ist, wo u o, uL, . . .  un (eindeutig bestimmte) ganze Funktionen aus ~o sind, 
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An diesen letzten Satz schliel~t sich die Frage an, ob es auSer den Konstanten  

noch beschriinkte Funktionen aus @ gibt. Dal3 ~Y~ solche Funktionen aufweist, zeigen 

die Funktionen aus ~n (siehe w 2); aber aueh gewisse unendliche Reihen aus solehen 

Funktionen haben diese Eigenschaft. l~berraschenderweise gibt es nun auch nicht- 

elementare doppeltperiodische beschrgnkte Funktionen. w 7 bringt ein Beispiel hierzu, 

bei dem auf Satz 3 und auf w 6 zurfickgegriffen wird. 

w 4. Uber ein Differenzengleichungssystem 

Im folgenden soil der zugrunde gelegte Periodenmodul ~ stets ein Gitter sein. 

Unter  ~ol, ~o 2 wollen wir immer ein primitives Periodenpaar verstehen, und zwar in 

einer sotchen Numerierung, da$ 

ist. 

Satz 5 legt 

nahe: 

(% 
d (61 oJ2) > 0 

die Behandlung des folgenden Systems von Differenzengleiehungen 

A 1 (z) = 0 ffir beliebige Wo, w 1 . . . .  w~ E g2. (30) 
Wo, Wl~.,. w n 

Daneben k6nnen wir uns die Behandlung des Systems 

A ] (z)= 0 fiir beliebige der Werte o)1, w 2 fghige 
wo, w ,  . . . .  w n Zahlen Wo, wl, ... wn 

zur Aufgabe stellen. 

mit  (~  bzw. ~* n bezeichnet. 

(31) 

Die Menge der meromorphen L6sungen von (30) bzw. (31) werde 

Trivialerweise ist 

~n_~*. 

Es wird sich zeigen, dab hier das Gleichheitszeichen gilt. 

Die Menge der Funktionen 

= ~'" % u/,,, C ~o, 
r=O t~=0 

(32) 

(33) 

wo ~=  $ (z) die WeierstraBsche ~-Funktion zu dem Modul g2 bedeutet,  werde mit  ~n 

bezeiehnet. Der Hauptsatz ,  den wir anstreben, ist, die Gleichheit von 3n und ~n zu 

beweisen. 

ZweekmKBigerweise verabreden wir noch, dab ~-1 = @ ' 1 = ~ - 1  die aus der Kon- 

stanten 0 allein bestehende Funktionenmenge ist. 

l l -  573804. A c t a  m a t h e m a t i c a .  97. I m p r i m 6  le 14 juin 1957. 
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Durch Differenzbildung mit  der Spanne o9E~2 ergibt sich aus (33), wenn man 

beachtet,  dal~ diese Differenzbildung eine fiber ~o lineare Operation ist: 

r v = 0  ,u=0 a~ 

l)blicherweise wird A ~ = 
o) 

gesetzt, u n d e s  ergibt sich dann 

A (z" ~ - " )  = (z + ~)" (~ + ~ )~ -" -  z" ~ - "  
co 

= ~. v ~ m,,_o~f_._,.zOC, ' 
0 = 0  a = 0  
T=Q+O'<v 

(34) 

also ~ ~ =~= ~,=o q=o o=o 
T=Q+~<V 

= Z Z u,,~ co.-o ~7,,-.-~+o z o ~* e (35) 
v=O 0 = 0  \ v = v + l  /2= 0 T - -  Q 

(wenn man die leere Summe = 0  setzt, so ist der Fall n = 0  noeh mit  enthalten). 

Man erkennt unmittelbar,  dal~ A / E ~n-1 gilt. Ja ,  dieses Resultat  sukzessive anwendend, 
O3 

hat  man den 

SATZ 16. Wenn / E ' ~ ,  so ist A /~3n-m-1 (Wo, w~ . . . .  wr~ EO, n>_O, m < n ) .  
Wo~ W 1 . .  �9 W ~  

Speziell /iir m =  n besagt dies: 

3~ ---- ~ (36) 

Von der Formel (35) werden wir im Folgenden aber etwas mehr benStigen. Den 

ffir T = n  ~- 1 sich ergebenden Term von (35) abspaltend, der fibrigens 

n-1 

= 5 ( ( n -  e) ~ uo. n + (e + 1) co uo§ n) z o C -1-~ 
q = 0  

ist, haben wir den 

SATZ 17. Wenn 

v~O /~=0 

so gilt [i~r n>_l,  eaE~: 

n - 1  

n/- 2 ( ( n - e ) v ~ o . - + ( o + l ) ~ u o § 1 6 2  
0=0 

(37) 
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Unte r  Benu tzung  dieses Satzes beweisen wir nun  die lineare Unabhs  der 

Funk t ionen  zU~ ~-~ fiber ~o: 

SATZ 18. Das System der Funktionen zU ~-t" (O<_v<_n, O<_lz<_v ) ist i~ber ~o linear 

unabhiingig. ~ ist also ein (n ~ 2)-dimensionaler Vektorraum i~ber ~ ~ 

Beweis durch vol l s~ndige  Indukt ion :  Fiir n = 0  ist die Aussage trivial. Nun  der 

SchluB yon  n - 1  auf  n: Sei 

Nach  Satz 17 ist 

~ u.~z'$~-'--O, u.~e~ ~ (38) 
~'~0 /~=0 

n-1  
Z ((n - q) ~ up, n + (q + 1) r Up+l, n) 2;~ ~ n - l - ~  ~ 3 n _ 2  ' 

Q=0 

also gem/~[~ Indukt ionsvorausse tzung  speziell 

(n-~)~u~.~+(~+l)o)u~+l ,~O (Q=0,  1 . . . .  n - l ) .  (39) 

Zun/ichst wird (39) fiir Q = 0  ausgenutzt ,  und zwar co = Wl und  co = 0) 2 setzend. Wenn  

die zu co 1 und  w2 gehSrigen ~-Werte wie iiblich (z. B. in Hurwi tz -Couran t  [3]) mit  

~1 und  ~/, bezeichnet werden, so gibt  dies 

?'b ~ ;  UOn ~- r 1 Uln ~-- O, 

~2 Uon + o~z Uln ~--0. 

Dies homogene Gleichungssystem ffir u0n, uln ha t  die Determinante  n (~1 c~176  

die nach der Legendreschen Relat ion den Wer t  2 g i n ~ O  hat.  Also folgt u 0 ~ 0 ,  

ul~-------0, und  je tz t  ergibt sich mi t  einem ~o:~0 aus (39)ffir  ~ = 1 ,  2 . . . .  n - 1  sukzessive 

Nach  Indukt ionsvorausse tzung 

tisch Null. 

~ 2 n  . . . . .  U n n ~ - O .  

sind dann  aber auch die fibrigen 

SATZ 19. Wenn /i~r die Funktionen hi, h2E~n_ 1 

A hi = A h~ 
f~ f~1 

gilt, so gibt es eine ~'unktion te~n,  so daft 

u,~ in (38) iden- 

(40) 
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A ) 

A / = h2.1 
(4]) 

Der Satz ist ftir n = 0  unin te ressan t .  Wir  kSnnen  uns  auf  n >  1 beschrKnken. 

Wir  beweisen zunKchst, dab un te r  den Vorausse tzungen des Satzes eine F u n k -  

~ion ]1 E ~  existiert,  so dab 

A /~-hlE3~-2, 

A /1- h~ E 3.-,~ 

gilt. Sei 
n - 1  

h i =  ~-lz=~ ~ a'zt'~n-t-'~+gl) ate' b'E@~ 

It=O 

Wie .wirkt sich die Bedingung  (40) auf die al, , b t, aus? Ffir n = 1 stellt  sie gar keine 

Bedingung dar, und  ffir n_> 2 muB nach Satz 17 gelten: 

( ( n -  1 - ~) ~2 ae + (~) + 1) co 2 a o+1) z q ~ - 2 - o  
~)=0 

~z-2 

-- ~ ((n -- 1 --~))r]lbo-~-(~)+ 1) oJibo+~)z ~ 2-~ o " ~n-3.  
o-0 

Nach Satz 18 folgt je tz t  

(n-l-o)~2aq+(Q+l)c%ae~=(n 1-q)~hb~+(~+l)wzbq+~ (Q=0,  1 . . . .  n - 2 ) .  (42) 

Wir  setzen je tz t  /1 in der Form 

n 

.u=O 
(43) 

an  und  suchen die u ,  passend zu bes t immen.  Gem~B Satz 17 ist 

(o I 4=0 

1 Dal3 die Bedingung (40) notwendig fiir die L6sbarkeit des Differenzengleiehungssystems (41) 
ist, ist trivial. Der Satz sagt, dab die Bedingung auch hinreiehend ist, ja, dab dann sogar eine 
L6sung in a n  existiert, die dann natfirlich bis auf eine additive mit ~ol, co, periodische Funktion ein- 
deutig bestimmt ist. 
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und  es ergeben sich also nach  Satz  18 ffir d ie  u~ die Gle iehungen 

165 

(n - ~) ~1 uo + (~ + 1) ~o 1 u o+l = % } 
( n - ~ ) ~ ] e u o + ( ~ + l ) ~  0 = 0 ,  ] . . . .  n 1. (44) 

F i i r  n =  1 ga ran t i e r t  die Legendre re la t ion  fiir bel iebige %, b U die L6sba rke i t  von 

(44) in F u n k t i o n e n  uo, u 1, die nat f i r l ich  ~o angeh6ren.  F i i r  n >  2 g a r a n t i e r t  uns  (42) 

Iiir  die LSsbarke i t ,  wie m a n  e twa  fo lgendermaBen einsehen kann :  Das  Gleichungs-  

sys tem (44) is t  i~quivalent mi t  dem folgenden (bei Bi ldung  der  Inver sen  der  Mat r ix  

( (n--Q) hi,  (Q + 1) 0)1~ 

(n - e) W, (~ + 1) e%] 

Legendresehe  Re la t i on  beaeh ten  !): 

2 ~ i ( n - ~ ) u Q  = w 2 a o - w l b o  1 
2 ~ i ( ~ + l ) u e + l = - ~ 2 a q + ~ l b 0 j  i f = 0 ,  1 . . . .  n - - 1 .  

Dies Gle ichungssys tem is t  of fenbar  genau d a n n  16sbar, wenn fiir Q = 0, l . . . .  ~ - 2 gilt:  

(q + 1) (o) 2 a0+l - o~ i be+l) = (n - O - 1) ( -  ~]2 ae + ~]1 bo). 

Das abe r  is t  gerade  die ]~edingung (42). 

W i r  beweisen je tz t :  Ff i r  jedes  m ( l _ < m ~ n )  g ib t  es ein [ m e ~ , ,  SO da[~ 

A / m - h l e ~ n - :  m, 
{o  1 

A / m - h~ e 3,~- i m. 

Fi i r  m =  1 is t  der  Beweis  soeben e rb rach t  worden.  N u n  der  SehluB yon  m - - I  auf 

m (1 _< m -  1 ~< n -  1). I nduk t ionsvo raus se t zung  ist  also, dab  eine F u n k t i o n  /m a E ~,,  

exis t ier t ,  so dab  die F u n k t i o n e n  

gl = A / ~ - 1  - hi, (45) 

g2 = A [ ~ - 1  - h~ (46)  
r 

zu ~ , - m  geh6ren.  Offenbar  gi l t  nun  a b e t  auch 

A gl  = A g2, 
~o| o) 1 

und  das  vorher  Bewiesene,  Ifir den  I n d e x  n - m anste l le  yon  n - 1 angewand t ,  s ichert  

uns  die  Exis tenz  einer  F u n k t i o n  ~ 0 m E ~ - ~ + l ,  so dab  
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( j = l ,  2), 
%. 

also auch g j -Ac fm f i~n_m-1  ( j = l ,  2) 

ist. Wegen (45), (46) ist also 

A ( / m - 1  - -  ~ m )  - -  h j e  3 . . . .  1 ( i  = ] ,  2 ) ,  
~j 

und da ein Element yon ~ m-1 erst recht ~ angehSrt, haben wir in/m = /m_l -~v~  

eine geeignete Funktion gefunden. 

Wenn wir das Resultat  speziell ffir m = n  ausspreehen, haben wir die Aussage 

yon Satz 19. 

SATZ 20. Es ist 

~ = ~* = 3 - .  (47) 

Beweis: Gem/~l~ (32) und (36) bleibt nur noch 

zu beweisen. Das ist fiir n = 0  trivial. Schlul~ von n - 1  auf n(n>_l) :  Sei ge~*, 
gelte also ffir beliebige der Werte  wl, cos f/ihige Zahlen w0, w 1 . . . .  w,: 

A g = 0 ,  
wo, wa, �9 �9 �9 Y)n  

d .h .  A A g = O .  
w 1 . . . .  wrt we 

Es geh6ren also die Funktionen (wo=col, e% gesetzt) h i =  A g und h~= A g zu ~*-1, 
0) 1 ~o a 

gemi~B Indukt ionsannahme also auch zu ~ , -1 .  Trivialerweise ist A h 1 = A h2, und Satz 19 
eoj 

sagt die Existenz einer Funkt ion /E  ~ aus, fiir die 

A / = A g  ( i=1 ,  2) 
co I co/ 

gi l t ,  d . h .  A ( / - : g )  = 0 (j = 1, 2).  

Es ist also / - g E ~ ~  also aueh g E ~ ,  w. z. b. w. 

Schon aus Dimensionsgriinden ist es hiernach klar, dab f i i r n  > 1 die Differenzen- 

gleiehung (30) nieht eharakteristisch ist ffir die Funktionen / aus ~ .  Vielmehr ist ~ ein 

Unter raum des (n + 2]-dimensionalen Vektorraumes fiber ~~ den die (n + 1)-dimensionaler 
\ z /  
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(30) geniigenden Funk t ionen  bilden, und  zwar  ist es der  yon 1, v, v 2 . . . . .  v n aufge- 

spannte  Un te r r aum,  wenn v E ~ ,  (~ ~0. Die einfachste derar t ige  Funk t i on  v diirfte 

eine L inea rkombina t ion  blz§ b2~ von z und  ~ mi t  kons t an t en  Zahlen bl, b 2 sein. Da$ 

solehe K o n s t a n t e n  existieren, 1/s sich leieht zeigen: Die Forderung  blz+ b e ~ + ~ E ~l 

besagt  

blr176 + b2~i = - 5)I' t (48) 
b~ o~ 2 + b~ ~]z = ~ ,  J 

und  die Legendresche Rela t ion  garan t ie r t  die (eindeutige) AuflSsbarkei t  nach bl, b e. 

w 5. Verallgemeinerung der Weierstra6schen ~.Funktion 

C1. Miiller ha t  die Un te r suchung  der  Funk t ionen  

~(~)=(~+1) ~ + . ~ a  ~( ;~_-~ ~ .  (49) 

angeregt  und  selbst  erste Ergebnisse  erzielt. I ) ag  die in (49) auf t re tende  Reihe ftir 

z ~/~ konvergier t ,  und  zwar  absolu t  und  in jedem abgesehlossenen Teilgebiet  dieser 

P u n k t m e n g e  gleiehm~Big konvergier t ,  ist  wie im klassisehen Falle leieht e inzusehen;  

es k o m m t  dabei  auf  die Konvergenz  der Reihen  ~ '  1 ~ a [~-~ fiir j > 3 an. Aueh die 

Periodizit/~tseigenschaft yon  Pn wird ~hnlich wie im klassischen Fall  bewiesen:  Often- 

bar  gehSren die Funk t ionen  

D l ' ~  ( z - D ) n  ~n (z- ~)~+3' (50) 

D~ (z-co)n+2 (51) 

zu ~. Es  gilt  also jedenfalls  

p~ (z+ ~ ) -  ~ (z)~-c (~) (52) 

fiir ~o E ~ .  Wenn  m a n  in (49) z dureh  - z  und  zugleich in der unendl iehen Reihe 

r dureh  - o  ersetzt ,  so folgt  

On ( - z) = pn (z). (53) 

Wird dies beaeh te t  und  in (52) z = -  �89 o) gesetzt ,  so haben  wit  c (w)=  0, also den 

SATZ 21. Es ist p ~ e ~  n. 

(50) und (51) zeigen die Giil t igkeit  des folgendes Satzes:  
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S A T Z  22. Es  ist ]iir n>_l  

D o, 1 p~ + D 1, o p~_ 1 -  0. (54) 

Die nullte Koeff iz ientenfunkt ion  K0{Pn } yon p ,  wollen wit mi t  ~a, bezeiehnen. 

N u n  gilt  aber  al lgemein 

} x 

(v ! P~ (v = 0, 1 . . . .  n) ,  (55)  

und da sich 8us (54) sofort  r ekur ren t  die Formel  

D ~ 1 7 6  . . . .  ( v = 0 ,  1 . . . .  n) 

hevleitet, haben wit- K,,{pn} <~.~)~Ko{D" '~  . . . .  } 
u  

( -  1y (o (56) 
v! 

SATZ 23. E8 ist ~,~ = ~ ~ ~ ( ; ~ .  (57) 
v = 0  "P'~ 

die Weierstraflsche ~-Funl~ ion ,  wdhrend /iir n > 0 gilt ." 

~), = (n + 1)~en ~ '  ~ _ z)n+ 2 ~o~-+z �9 (59) 

Die noch unbewiesenen Aussagen (58), (59) des Satzes werden unmi t t e lba r  aus 

(49) abgelesen. 

~a~ ist Iiir n > 0 im Nu l lpunk t  reguliir, verschwindet  dor t  sogar, w~hrend in allen 

anderen P u n k t e n  des Git ters  f2 und  nur  an diesen P u n k t e n  Pole liegen, und zwar  

Pole ( n + 2 ) - t e r  0 rdnung .  Da  ersichtlich to~ eine gerade Funk t i on  ist, kSnnen wir 

die Entwieklung im Nu l lpunk t  so anschreiben:  

1 ~0 
~o o = z~ + ~_~ Co k z 2 k, (60) 

~n ~ c z ~k = ,., (n_> 1). (61) 
k = l  

Aus (58), (59) ist  leicht ersichtlich, dal~ fiir diese Koeff iz ienten gil t :  

c . ~ = ( n + l ) \  n + l  ] o , ~ a o )  '~+2+2~" 
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In  dieser Rechnung  maeht  sich die Tatsache, da6 ~>~ eine gerade Funkt ion  ist, dutch  

~ '  - 0  fiir ungerades /~> 1 
toe~ (Dn+2~It 

bemerkbar.  

SATZ 24. Die Funkt ion  ~d~ geniigt der Di//erentialgleichung 

~ = 6 ~ ~>~:~ - 10 C n l .  1 (63) 
v = 0 

Beweis: Wir setzen D 2 " ~  ~ p : p ,  , - ~ ,  (64) 
~'=0 

und offenbar ist ~.E@n. Wenn  wir beachten,  dab PoE~~ also D ~ --0 ist, so 

haben  wir 

v=O v=O 

n - 1  

v = l  v--O 

Wenn wir jetzt  noch Satz 22 beriicksichtigen, so ergibt sich ffir n > 1 

r t - 1  

D~ fn = - D a ' ~  1 + 6  ~ (Dl'~ ,)pn ,,-~ 6 ~ O,,D~'~ 1 
v = l  v = 0  

n - 1  n - 1  

= - D a ' ~  ~. (Di'~ P . . . . .  1 +6 ~ p v D " ~  .... 1 
v=O v = o  

= - D  1 ' ~  D 2 ' ~  ~, P~P~ 1 ~ , 

also D~ - D"~  ~n_1 (n >_ 1). (65) 

Nun  wird gezeigt, daI~ ~ eine Kons tan te  ist. Fiir n = 0 ist es aus der Theorie 

der ~ -Funk t ion  bekannt ,  und  zwar ist 

~o-- - 10 col. 

Sei diese Behaup tung  nun  fiir den Index  n -  1 bewiesen. Dann  folgt aus (65), dab 

D ~  also ~ E ~  ~ ist. Aus (64) lesen wir je tz t  ab :  

fn = ~o~' - 6 ~ to~ ~Pn :~. (66) 
v=O 

1 F i i r n  = 1 handelt es sich bei der zugeh6rigen homogenen Differentialgleichung urn eine 
Lam6sche Differentialgleichung. 
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Ersichtlich ha t  die elliptische Funkt ion  (66) hSchstens in den Gi t te rpunkten  Pole. 

Da aber fiir n_> 1 
t~ 

~9a = 2 c ~ +  ..., 

~)o ~oa = c~ ~ + -" ", 

~p~ ~9 .... - 0 + "'" (v = 1., 2 . . . .  n - 1 ; 
fiir n = 1 ]eere Aussage) 

die Entwicklungen im Nul lpunkt  sind, liegt im Nul lpunkt  kein Pol vor. ~ ist also 

iiberall regular, also eine Konstante ,  w . z . b . w .  Aus (66) ist fiir n _> 1 diese Kons tan te  

sofort  zu - 10ca1 ermittelt .  

SATz  25. Die Di//erentialgleichung (63) ldfit sich durch Quadraturen 15sen, und 

zwar ist ]i& n >_ 1 

Z 

~ (z) = 6 ~do(Z) ~o('V) ~)~(~)~) . . . .  (v) d z  d a -  
0 0 

( r - -  f 1 
, ~So ( ~ )  4 ' 

~ ~ O Cn l ~O ~ f ) 0 2 ( ( ~ d a - 1  ca2~o(Z) ~ d a .  ~ (67) 
~ o  ( a )  

0 0 

Beweis." Durch Multiplikation von (63) mit  ~oo ergibt sich, wenn man  noch  

beaehtet  : 

t t t !  

12 Po po = ~do 

n - 1  
! t !  t t !  t ! 

~?o gs~ - po gsn = 6 po ~ gs~ ~oa-~ - 10 c~ 1 ~Oo, 
v = l  

n - 1  
v r t t  t 

( f o p n - p o  ~d,~+ lOal pO)'=6gO0 ~ g~, gS~_,,. 
v = l  

Da, wie m a n  an H a n d  der Entwicklungen im Nul lpunkt  leicht nachpriift ,  die Funk t ion  
r t / !  ~ o ~ - ~ o  ~ + lOcal ~o im Nullpunkt regular ist und dort den Wert -14c~2 an- 

nimmt,  ist 

f n-1  
y=] .  

0 

also + 10c~1 14cn2 - - ~ - - - -  ~Oo (v) ~ ~ ( v )  ~ _ ~ ( v )  d r .  (68) 
~Oo / ~Oo 2 ~Oo - ~Oo ~ ~= 

0 

x Die In tegra le  s ind so zu vers tohen,  d~B sie 1/~ngs eines beliebigen, die Pole der  I n t e g r a n d e n  

me idenden  Weges zu ers t recken sind. 
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Wir  werden jetzt  zeigen, daI] die Funkt ionen  ~)o/~02 und  l/Q02 meromorphe  Stamm- 

funkt ionen besitzen. / ) ann  kann  in (68) unbes t immt  integriert  werden, und  beim 

l~bergang zum bes t immten In tegra l  darf der Integrat ionsweg im Nul lpunkt  beginnen, 

da im l~ullpunkt Regularit / i t  aller In tegranden  vorliegt, wie man  sich leicht fiber- 

legt. Dami t  ist der ~be rgang  yon  (68) zu (67) gew/~hrleistet, wenn man  noch beach- 

tet ,  dal] ~n/~o  im Nul lpunkt  verschwindet.  

Wi t  brauehen also nur  noch zu zeigen, dab ~)o/~'o 2 und l /p02 fiberall die Residuen 

0 haben, und  diesbeziiglich brauchen wit nur  die Gi t terpunkte  als Polstellen yon  ~o 

und die Punkte ,  die halbe Perioden, aber keine Perioden sind, als Nullstellen yon  ~'0 

zu untersuchen,  und  zwar nur  in einem Periodenparallelogramm. In  den Gi t te rpunkten  

sind die beiden Funkt ionen  sogar regular, wie oben bereits festgestellt wurde. Als 

Nullstellen yon  ~o in einem Periodenparal le logramm bet rachten  wir je tz t  

0)1 0)1 § 0)2 0)2 
Zl-- 2 '  Z2 2 ' Z3 2 ' 

WO 0)1, 0)2 wie stets ein primitives Per iodenpaar  ist. 19o ist aber bekannt l ich eine 

gerade Funk t ion  von  z - zj (] = 1, 2, 3) - -  es ist ja ~0 ( - (z - zi)) = ~o ( - z - zj) - ~0 (z + zj) - - ,  

also ist ioo eine ungerade und  Sdo 2 wieder eine gerade Funk t ion  yon  z -  zj. ~o/po 2 

und  1/~0 ~ sind demnaeh gerade Funkt ionen  yon  z -  zj, und  haben in z] also jedenfalls 

das Res iduum 0, w . z . b . w .  

Aus (67) erkennt  man  induktiv,  dab die Koeffizienten der Potenzreihenentwick- 

lung yon  ~n um den Nul lpunkt  die Gestal t  

cn~= P~k § cnlpkl  § cn2pk2 (69) 

haben, wo Pkl und  pk~ yon n unabhiingige Polynome von c01, %2 mit  rat ionalen 

Koeffizienten sind und  Pnk ein Po lynom yon  c~1, c~2 ( v = 0 ,  1 . . . .  n - 1 )  mi t  rat ionalen 

Koeffizienten ist ( n > l ) .  Man erkennt  aus (67) nicht  unmit telbar ,  dab die Koeffi- 

zienten dieser Po lynome alle > 0  sind. Aber  auch eine solche Aussage ]~Bt sich ge- 

winnen, und  zwar aus (63). Die Entwicklungen (60), (61) in (63) einsetzend, ergibt  

sich n~mlich ffir n _> I 

k=l v=O 0=1 a=l k=l 

und  naoh Koeffizientenvergleich 

( 2 k + 3 ) ( k - 2 ) c n ~ = 3  ~.. k-~ ~, CvO(3n_,, k _ l _  q (k>_3) 
v=0 0=1 

(70) 
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(im fibrigen gilt diese Formel. wie wir nachtri~glieh feststellen, auch noeh ffir n = 0). 

Durch Induktion fiber n und k schlieBt man hieraus 

SATZ 26. Der Koe//izient c~k der Potenzreihenentwicklung von ~o~ um 0 ist als 

Polynom von G1, c~2 (v=0,  1 . . . .  n) mit  rationalen Koe]/izienten >_0 darstellbar. 

Es kann nicht unmittelbar gesehlossen werden, daft dies Polynom, wie w i r e s  

induktiv aus (70) erhalten, mit dem aus (67) erhaltenen Po]ynom (69) fibereinstimmt, 

obwohl es wahrscheinlich sein dfirfte, aber nur ffir die niedrigsten FKlle rechnerisch 

nachgeprfift wurde. Der Induktionsschluss kann aber so geffihrt werden, dal3 man 

erkennt, dab auch das aus (70) sich ergebende Polynom linear in c~l und c~e ist, 

und daft die Faktoren yon c~l und c~2 yon n unabh/ingige Polynome yon %1, c02 sind. 

Tabelle der c~k /~ir die niedrigsten Fglle 

]c 0 1 2 3 

r 
3 1 2 1 2 "~ CO 1 2 CO 1 C11 2 CO I C21 @ 3 C11 ~ CO 1 C31 ~ -23 C11 C2 l 

,~ 3 CO 1 CO 2 ~ CO2 Cll JF ~ CO1 C12 ~ CO2 C21 @ i~1 CO1 C22 @ 3 C02 C31 @ 3 C01 C82 @ 

Jr- I~ Cli C12 3 3 + ~X el2 r + ii cii r 

5 C31 1 I C022 ~g C021 Cl I _~ .23 CO 2 C12 ~ Col C:21 ~ 1~3 C02 C22 
, 2 2 TigC01CllQ 1 C122 @14~C01el 1C21+ 

+ ~ c~1 + ~ c1~ c~2 

2 2 
{} C02 CII ~- 33C01 C12 Col Co2 C01 

b 43 c01 e l l  el2 + 

~ cot %2 c3t + ~ Co21 ca2 + 

jr_ 4] C01 Cl 2 C21 ~_ 

-~- 43 C02 Cll C21 ~- 

~- 3~ C01 Cll ~ g C22 + 33Cll C12 

Es werde jetzt 

i~ (71) t P -  ~o 

gesetzL Dann ist p +  5 e ~1, und gemgB Satz 10 gibt es eindeutig bestimmte etlip- 

tischc Funktionen u~o, unl . . . .  un~, so dab 

~ = ~ un~ p" (72) 
v~0 

grit. Satz 9 zeigt nun, wenn man noch (56) beachtet, daft diese elliptischen Funk- 

tioncn sieh wic folgt berechnen: 
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1(,,) u,,,  = (-- ~),' V ;;i sJi:' '  p' 
v = p  [I 

Da mi t  (72) zugleich 
7~ 

p,, := ,v :),, 
r = 0  

(73) 

gilt  (vgl. Anm.  1, S. 159), folgt wegen Satz 22: 

Un,. l~Utn 1 .... 1 Un-l, , .  
P 

(~ .... l, "2 . . . .  ~ 1), 

1 / 
u,,~: . . . . .  u,,_~,,~ 1 (n -_>: l), 

n 

und  diese Formeln  zeigen, wie sich die u,,, aus den U,,o berechnen.  

S a T z 27. Die Funktionen 

" 1 if' 
r = o  

sind elliptisch (d. h. E ~o). 

Ffir n - 0 ,  1 ist die Aussage dieses Satzes uninteressant .  Aber  ffir n ~ 2 gibt  sie 

uns eine MSglichkeit,  die Funk t ionen  ~9~ auf p und  elliptische Funk t ionen  zurfick- 

zuffihren. Die Berechnung der U~o anhand  yon (74) geht  so vor  sich: Wir  setzen 

m =  [ �89 dann  ha t  die elliptische Funk t ion  

{ ~  ( 1)" (~) . . . . .  
. . . .  ~ ~9o ffir gerades n, ] 

~o 2m p~O ! 
Uno (-11" f;~ ,-,, ] (75) 

~=o ~ ~p(~)-~ ~p[ ffir ungerades  n, 

hSchstens in den Gi t t e rpunk ten  Pole (man bcachte,  dal3 bekannt l ich  ~)(on)/~o ffir unge- 

fades  n ein Po lynom yon go ist. (75) ist eine gerade Funkt ion ,  deren Lauren ten t -  

wicklung im Nu l lpunk t  mi t  
, 2 2  m 

0 2 m u  ~o nO=z--C~-2(Cn~ +C,,~Z2+'") 

beginnt ,  wie m a n  sich leicht fiberlegt. Also g ib t  es K o n s t a n t e n  Ano, so dal3 

3 m - 2  

~o 2muno- ~ An~(o ~) 
s 

im Nul lpunkt ,  also fiberall regulgr  ist, also eine K o n s t a n t e  An ist. D a m i t  haben  wir 

uno=Tr~-~ A n +  ~ A~o ~)~ 20) �9 
~)0 ~ 0  
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An und  die An~ sind natfirlieh Po lynome der c,~ (v<~n) mit  rat ionalen Koeffizienten,  

und  zwar yon  solcher speziellen Gestalt,  dab Linearit/~t in den c,,e mi t  2 < _ v ~ n  

herrscht.  Speziell die c~k sind dabei ffir k =  1, 2 . . . .  3 m  beteiligt. 

Die Durchrechnung der niedrigsten F/~lle (%0 = $)o und  Ul0 = 0 sind tr ivial) :  

$)o 2 ~ ~_ u2o = 4 c21 $)o , 4 c22 $)o + 4 C2a - 16 %t c21 + 7 c~1, 

$)02 U3o = 4 C31 $)02 ~- 4 C32 $)0 -~ 4 c3a - 16 C01 C31 ~- 4 c n C21. 

Je t z t  lassen sich $)2 und  $)3 ausreehnen, und  zwar 1/s sich das Ergebnis  so schreiben:  

1 t 2 t  
~92 = u20 + ~ ($)0 P ) , (76) 

' 1 /~ '  ~a~,, (77) $)3 = u30 -- Uuop -- ~ ~,o ~, I �9 

Bei diesen Entwicklungen  wurde das Sys tem 1, p, pe . . . .  p~ als Ninimalbasis  yon  

~ zugrundegelegt ;  das wurde durch die Besch/~ftigung mit  den veral lgemeinerten 

$)-Funktionen, zu denen im wesentlichen ja auch die Funk t ion  p geh6rt,  nahegelegt.  

Jenes Basissystem ist abet  an sich in keiner Weise vor  anderen ausgezeichnet.  Viel- 

mehr  wird m a n  das am Schlusse des w 4 angegebene Basissystem 1, q, q~ . . . .  q'~, wo 

q = b 1 z + b~ ~ (78) 

ist (bl, b 2 aus (48)), als in gewisser Weise einfacheres bezeichnen k6nnen, ha t  doch q 

im Periodenparal le logramm nur  einen einzigen Pol, w/s p dor t  im allgemeinen 

drei einfache Pole hat.  

Nach  Satz 10 existieren eindeutig bes t immte  Funk t ionen  vn~ E ~o, so dab 

$)n = ~ v~ ,q  ~ 
v ~ O  

gilt, und  gem/~g Satz 9 ist (man beachte  (56)) 

1 q, 
v~o= ~ ~ $)(~%. 

v=0 

Ein dem Satz 27 analoger Satz ist also 

S AT Z 28. Die  F u n k t i o n e n  

v , 0 =  ~ l$)~)_ ,q ,  (79) 
v=0 

s ind  eUiptisch. 

Aus der klassischen Theorie ist bekannt ,  dab bei Vorgabe zweier Zahlen Col , Co2 , 

die nur  der Bedingung 
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4" (5 Col) a - 27.  (7 Co2) 2 ~ 0 (80) 

genfigen, s te ts  ein Gi t t e r  ~ exis t ier t ,  so dab  

1 1 
% 1 = 3 .  ~ '  - -  5 .  ~ '  - -  ( s l )  m �9 ~'~ C04 ' C02 ~ 0)6 o~e~ 

gilt ,  ja ,  das  Gi t t e r  s is t  sogar  e indeut ig  bes t immt .  Es  s ind also die cn~ f/Jr alle 

n > 0 u n d  fiir a l l e n  = 0, k >  3 als F u n k t i o n e n  yon  Col , Cos (mit  (80) als einziger  Ein-  

schr/ inkung) aufzufassen.  Wie  sich die cnk aus  den  Col , Cos , c l l  , c12 . . . . .  c~1, cn2 auf-  

bauen,  s ag t  Satz  26 aus  und  zeigt  genauer  F o r m e l  (70). W i r  werden  nun  cll , cle 

auf  Col , cos und  die k lass isehen GrSBen ~1, ~2 zur t ickf i ihren und  ansch l iegend  zeigen, 

wie sieh die  c~1, cn2 aus  den  Col, %2, c11, c1~ berechnen.  - -  Dami~ is t  d a n n  diese ganze  

F rage  der  Ri ickff ihrung der  cnk auf  die Col , Cos zu einem gewissen Abschlu2  g e b r a c h t ;  

a l lerdings wird  die K e n n t n i s  de r  ~1, ~2 als F u n k t i o n e n  yon  CoD %2 dabe i  vorausgese tz t .  

Gemiig Satz  28 is t  vlo = g l  + go q eine e l l ip t ische Funk t ion ,  und  zwar  of fenbar  

eine solehe, die nur  in den  G i t t e r p u n k t e n  Pole  hat .  D a  abe r  

, 2 b 2 2 b 1 8 
~)1 + g o  q Z a Z~ § ~ %1 b2 § " '"  

P 1 /I gilt ,  i s t  g l  + goq + be (~ go - 32 col)+ 2 b I go eine i iberal l  regul/~re el l ipt ische F u n k t i o n ,  

also eine Kons t an t e ,  und  zwar  die K o n s t a n t e  s co 1 b2" D a m i t  h a b e n  wir :  

__ t 1 H ~ t 
g l  = (2 go + z go) bl + (~ ~o Col + go ~) b~. (82) 

Vergleieh der  Koef f iz ien ten  yon  z 2 und  z 4 der  Po tenzre ihenen twick lung  yon  (82) um 

den  N u l l p u n k t  e rg ib t :  

- 5 c n = 4 . 5  col b 1 + 6-  7 Cos b e, } (83) 

7 Cle = 6 7 %2 bl + ~ (5 col) 2 be, 

und  d a m i t  is t  die ers te  de r  ges te l l ten  A u f g a b e n  gelSst,  denn  aus (48) e rg ib t  sich 

1 
b~ = ~ (eS, ~]e - ~2 ~1), (84) 

1 
b2 = ~ ((D1 (D2 -- (02 ~ 1 ) .  ( 8 5 )  

Die AuflSsung des Gle ichungssys tems  (83) nach  bl ,  b e i s t  f ibrigens m6glich,  da  gem~g 

(80) die D e t e r m i n a n t e  . 0 ist .  W e n n  wir  zur  Abk i i r zung  

d = 27" (7 Co~) ~ - 4-  (5 Col) 3 ( * 0) (86) 

setzen,  so is t  diese Auf l6sung 
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2 d.  b 1 : :  2.  (5 Col) 2. 5 q l  - 9- 7 Coo - �9 7 c12, (87) 

2 d . b  2= 9 . 7  coo - �9 5c  n ~.- 6 .5Col .  7 c12. (88) 

SATZ "2(.}. cn, C12 driicken sich gemiifl (83), (84), (85) dutch die klassischen Gr6flen 

col, Co2, ~]1, ~h aus. ~a 1 ist vermSge (82) au/ klassische Funkt ionen zuriickge/iihrt. 

Um uns im Folgenden bequem ausdrficken zu k6nnen,  wollen wit von einer 

Gr6Be (Funkt ion  eines Gitters g2), die sich als bzgl. cn, c12 yore Grade n homogenes 

Po lynom yon col, Co2 , cn, c12 mit  rat ionalen Koeffizienten schreiben lgBt, sagen, sie 

babe die Eigensehaft  ~ .  Allgemeiner sagen wit yon einer Funk t ion  / ( z ; ~ ) )  einer 

komplexen Variablen z und eines Gitters s die als Funk t ion  yon  z meromorph  ist, 

sic habe die Eigenscha/t ~ , ,  wenn alle Koeffizienten der Laurententwicklung um den 

Nul lpunkt  die Eigenschaf t  ~ haben. 

SATZ 30. Die Funkt ion d'~.)~ hat die Eigenscha/t ~ ,  d.h.  alle GrSflen d'~c,k 

haben die Eigenscha(t ~ , .  

Dec Beweis kann  so gefiihrt werden, dalt die elliptische Funkt ion  V,o des Satzes 

28 dureh Bes t immung des Haupttei[es  der L~urententwicklung der rechten Seite yon 

(79), zu dem ~.)~ (und iibrigens aueh $9~ 1) nichts beitri~gt, explizit angegeben wird 

und  d~nn der Induktionssehlul~ gemacht  w i r d . -  Es erscheint uns ~ber einfacher 

und durchsichtiger,  etwas anders vorzugehen:  Wir  multiplizieren ( 7 9 ) m i t  ~ao bzw. 

tao ~J'o und brauchen uns dann  nu t  mit  den Residuen der ents tehenden Funk t ionen  
t 

im Nul lpunkt  zu beschgftigen, res {~.)oV~o} und res {9o~9'oV~o} sind 0, da ~ov~o und 
o 0 

~a o ~fov, o elliptische Funkt ionen  sind, die nur in den Gi t te rpunkten  Pole haben,  und 

ersichtlich brauchen wir uns um die Berechnung von V~o also gar nicht  zu kt immern.  

Es gilt demnach :  

,.~o ;i reso {#' ,  )(~) 

~ 1 
.... ov i  reso [eo~')' ~ "/') . . . .  q"} :0. 

�9 2 C n l  
Da aber fiir n ~1 ~.)o~a~ ~ . . . . . . .  ~ " " ,  (89) 

Z 

, 2 Cn I 2 Cn 2 
~ao ~ao ~),~ : . . . . . . . . .  z a z t ( 9 0 )  

! 

ist, hab('n wit welter:  2 c n , =  ~ vi  res {~ao ,,q"}, (91) 
v-- 1 0 

n 1 
2c,~o- = E v! res {g.,o~,o ~9(~q~}. (92) 

v 1 0 
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N u n  ist der Indukt ionssehluB leieht. Induk t ionsvorausse tzung  ist, dab d ~ ~ ~o~ ~ ftir 

... d n-~ ~(~) v =  1, 2, n die Eigensehaf t  ~ _ ,  hat ,  also auch die r - te  Ablei tung ~ . . . .  Ge- 

m~tB (87), (88) ha t  dq  die Eigenschaf t  ~a,  also (dq) ~ die Eigensehaf t  ~ .  J ede r  der 

Funk t ionen  d ~ ~a~)_~ q"= ~/'~-~ (~) ~n_~(dq) ~ k o m m t  hiernach die Eigensehaf t  ~ zu, und  

die entspreehende  Aussage bleibt  naeh Mult ipl ikat ion dieser Funk t ionen  mi t  l)~ bzw. 

taogd~ offenbar  gfiltig. Speziell die Res iduen der Funk t ionen  d'gao~,)(,~)_~q ~ und 

d~o0 ~9o ~J~)-,q~ haben  also die Eigenschaf t  ~ ,  wegen (91), (92) also auch die d~c,1,  

d'~c,~2, und aus (70) e rkenn t  m a n  schlieglich indukt iv ,  dal~ dann  alle d"c ,k  die Eigen- 

schaf t  ~ haben,  w . z . b . w .  

Die Aussage yon Satz 30 li~Bt sich verbessern.  Ffir n = 1 z .B .  ha t  schon d "-1 i), 

die Eigensehaf t  ~ ,  nnd  wit werden dies aueh ffir n = 2, 3, 4, 5 nachweisen,  allerdings 

durch ziemlich mfihsame Rechnungen.  Mit dem gleichen Beweisprinzip,  das uns zu 

Satz 30 Ifihrte, sind wir gescheitert ,  da  es nicht  gelang zu zeigen, dag schon 

d ~-~ res {~3o gg~)q~} und  d ~-~ res {~o ~3o ~9~ ~)q~} 
0 0 

die Eigenschaf t  ~ haben.  Ffir n = 1 sind diese Rechnungen  noeh leicht durehzu- 

ffihren, aber  da  ist das anges t reb te  Resu l t a t  ja  sowieso trivial .  Fiir n = 2 und erst  

reeht  ftir n > 2  werden die Reehnungen  aber  sehon so langwierig, dab es uns be- 

quemer  sehien, anders  vorzugehen,  wenn es aueh dann  nieht  gerade miihelos geht .  

Gemgg Satz 27 ist ~)~ + ia~ P + �89 ~a'o' p2 ~ ~0, 

also aueh p'o ~a~ - ial ~a~-~- �89 tao iao' p~ ~ @0, (93) 

t ~, r t! 
gao ~o p~ - Po ~.h Sat + �89 ioo ~ao t~o pZ s @o. (94) 

(93) und (94) wcrden fiber den R a n d  ~ (posit iv orientiert)  eines Fundamen tMpara l -  

le logramms integriert .  Dabei  gehe dies Fundamen ta lpa ra l l e log ramm aus dem von ~o~, ~o z 

gebi ldeten Per iodenpara l le logramm durch Paral le lverschiebung hervor,  derar t ,  daI3 0, 

z~ = ~ coa, z~ = �89 (co~ + wz), z~ = �89 eo 2 in seinem Inne rn  liegen. Da  das fiber ~ ers t reckte  

In tegra l  einer e]liptisehen Funkt,  ion versehwindet ,  ist also 

Es  gilt  jetzt ,  die in Frage  k o m m e n d e n  Residuen zu bes t immen.  Die In t eg randen  

~199 t und  Sao~di~.h sind innerhalb (~ regular,  wghrend ~.~o~a2 bzw. ~.90~9oi)., nur  im 
1 2 -  573804. Acta mathematical, 97. h n p r i m d  le 17 ju iu  L957. 
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Nul lpunkt  einen Pol haben,  und zwar mi t  den Residuen -2c21  bzw. -2c22.  J e t z t  
t /P t I , "  2 

bleibt die Behandlung der In tegranden  iOo too p2 und  ~o too iOo P ,  die im 5Tullpunkt 

reguli~r sind, aber in zl, z2, z a und  nu t  dor t  Pole haben.  Wird  wie fiblich der Wer t  

yon  ~o o an der Stelle zs m i t e r  bezeichnet,  so ist bekannt l ich 

WO 

9o = ei + rj (z  - zj)  ~ + ..-, 

rj = 3 e~ - 5 Col ~= 0 

(95) 

ist. Da  gem/~B (68) p, = 10 Cll ~i) 0 ~- 14 c12 
~o ~ 

ist P '  10cll  e;r+ ~ 14c12" 1 
- ( z -  z j) ~ + ' " '  

10 Cll e] -~- 14 c12 1 4- - . . .  ( 9 6 )  
P = 4 r~ z - zs 

Daher  gilt 9o~o P d z = 2 ~ i j ~  1 

)' , ,, 5cllei-~7c12 
~o 9o ~0 p2 d z = 2 ~ i  ej 

i ~  1 r j  

E s  i s t  a l so  4r ]=1\ ~ (5Clle/~rJ 7015) 2, (97) 

f 
t~ 

' ) (98) 

Ganz entsprechend folgt aus 

d .h .  

! r! ttp 3 
9 3 - ~ 0 2 ~ 9 - 4 - 1 ~ 1  p 2 + l ~ 0 0  ~0 ~ 0 ,  

, , t t  2 ' 3 
p ~ + i o e P + � 8 9  P + 2 p o p o P  E ~  ~ 

! ! 
wieder mit  ~Oo bzw. mi t  9o 90 multiplizierend und  dann  integrierend:  

2c~.2~i=�89 f 9o ~'P~dz+2 f 9o 9JP 8dz, 

, ,, 2 9o~ p8 

W e n n  wir noch (63) fiir n = 1 verwenden, so haben wir :  
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2cal.2=i=-5cnf ' ~ 4 f  '=pa pop d z -  ~o ~o dz, 

2ca~'2~i=-5clef ' ~o ~o p d z - 4 f ~ ~o ~ p3 d z, 

5 ~ (5 C11~Y + 7 C12)2 ~ (5 r + 7 c12)3 (99) 
also 2 c31 = - -  ~ el l  3 + 2 e~ ~ , 

Y = 1 r1 Y= 1 ry 

5 3 (5 c n e~ + 7 c~)  ~ ~ e~ + 7 c~)  a 
2 ca~ = -- 5 c1~ ~ e~ + 2 e~ ( 5  C l l  . (too) 

I n  d e n  F~ l l en  n =  4 u n d  n = 5 e r sch ien  es uns  z w e c k m ~ i g e r ,  e t w a s  a n d c r s  vor -  

zugehen .  Aus  d e n  F o r m e l n  

'8 
~2 P T ~ ) I  ~/~ T ~ p 0  1 ~ ] d z = O ,  

~3 ~ ~v 2 _~_ 1 ' ' '  3 --  f~o~o (~a+~aP+�89  P ~ P ~-~(o~)Pa) dz=O 

u n d  f '3 ' ,v " '  3 ~_ 1 ~(4) 1 ~(5) ~5~ ~o (~5+~4P+�89 P2+~2 P ~ 1  P 4 + ~ o  F jdz=O, 

'3 ' " p2 1 ' "  p3 ~)(4) p4 ~0(5) f ~o~o (~5+~4P+�89 + ~  +~4 + 1  pS)dz= 0 

e r g i b t  s ich e n t s p r e c h e n d  wie  o b e n :  

0 = 2 ~ i  ( - 8cn~ + 2 4 c o l C n 2 + 4 8 c o u c n l  - 1 6 C l l C n - 1 , 2 -  8c12c ,  1,1) + 

0 = 2 g i ( - - 8 c . ~ +  1 6 c o l c n a + 4 0 % 2 c n 2 + 6 4 C o a C ~ l - -  

ffir  n = 4, 

ff ir  n = 5, 

-- 24Cll Cn_1,3-- 16Cl~C,~_L2 + 4C13Cn-1,l-- 2C~l Cn-~,l) + 

[ e ~ f  ,a (4) a f f i r n = 4 ,  ~do~o tdo P d z 

1 '3 (4) 4 ] '3 ~ f  ~opo ~1 p d z + ~ f  popo p(oS)p5dz ffirn=5. 
+ 

W e n n  m a n  b e a c h t e t ,  daft w e g e n  (63) 

p~4) = 12 (30  ~o ~ ~1 - 30  Col ~1 - 3 0  c n ~)o - 28  c12 ) 
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ist, so erh/~lt man  aus diesen Gleichungen:  

8Cn4-- 24ColCn2-- 48Co2Cnl + 16CllCn_L2 + 8ClgCn-IA 

121 ( 5 c n e ' +  7 c~2)4 1 ~ e r  a 
j= 1 ~j 

- ~ (15(e~-Col)(5Cnej+7c1~)-rr162 (5cner 

I + ~ (2e~+rj)  (5ClleS+7c12)5 
1 1=1 r~ 

fiir n = 4, 

fiir n = 5, 

(101) 

8 c,~ ~ - 1 6  % 1  cn .~ - 40 %2 c~ 2 - 64 Co3 c,~ 1 + 24 c n cn- 1, 3 -~- 

+ 16cI~c~-L~- 4clack_l.1 + 2c~lc~_%t 
1 ,~ (5e  n e r  4 
5 ~ 4 1=1 ?'j 

1 (5 ej + 7 c12) ~ 
~_~ ej (15  (e 2 -- C01 ) (5 Cll ej -~ 7 C12 ) --  ?" (15 c n ei § 28 c12)) cu  + 

j=l  

3 ~  (5 ej ~- 7 C12) 5 
"~- ej (2 e 2 + r j)  Cll 6 

j= 1 rj 

fiir n = 4, 

fiir n = 5. 

(102) 

Zur Wei terbehandlung der Formeln  (97), (98) und  (99), (100) und (101), (102) 
3 x 

miissen wir uns nun  mit  den Ausdrficken ~ .~ besch~ftigen. Wir  setzen 
tffil r j  

3 x 
R ~  = 5 ~ (103) 

j-1 r) 

und werden ffir die R.~ eine Rekursionsformel entwickeln, und  zwar gilt es dabei nu t  

zu beachten,  dab 

e l +  e2 + e 3 =  0~ ele2 + e2e3 + e3el = -- 5 Col ,  e~e2e3=7co2, 

so dal3 also neben dem trivialen Resul ta t  Roo= 3 sich Rio = 0 ergibt. Ffir n>_ 2 ist 

R ~  = Y e~ 

= Y e7 -1" Y era-- ~ e~ -1 em 
j m J~m 

= - j~n eT= 1 ez 

(ej +em ). -- J~<m el em u-2 x-2 (104) 
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Es  is t  also R2O= 10Col, 

u n d  w e n n  wir  fiir ?" ~= m die Z a h l  (], m) d a d u r c h  def in ie ren ,  dab  ], m, (], m) eine Per -  

m u t a t i o n  v o n  1, 2, 3 sein soll, so h a b e n  wir  aus  (104) wel te r  ( je tz t  u_>3) :  

~ ~ t -2- -  ~ 2 u 2 R ~ o = -  ~ eiem(ej •  +e(j,m))+ ~ ejeme~j,,~) 
i<m J<m 

-- 5col R~ 2.0 + 7Co2 R,~-~,o. 

Fi i r  ~ _> 2 is t  

e~ 1 e~-2(rj+5Coa) I ( R  ~ 2o+5ColR~_2,1)  ' 

u n d  wir  mi i s sen  j e t z t  Rol u n d  R n b e r e c h n e n :  

2 15Co 1 ~ (e2+e2n)+3.(5Co1)2, r l  r2 ra Rol = Z rj rm = 9 Z e~ em - 
i<m i<m i<m 

u n d  da  2 ~  2 2 ~, ~ = ( ~  ~)~ - ~ 4 = R~o - R,o = 2 .  (5 ~o~) ~, 
j<m J J 

2 2 
(e  i + era) = 2 R 2 o  = 2 0  col , 

j<~n 

h a b e n  wir  rlr2r2Rol = (5 Col) 2. (9 - 12 + 3) = 0. 

F e r n e r  i s t  

F i i r  1_> 2 is t  

r 1 r 2 r 3 R l X  = ~ r1 rm e(], m) 
)<m 

= ~ ( 3 e ~ -  5C01 ) (3e2m - -  5C01 ) e(Lm ) 
]<m 

2~2 e - -  1 5 c o l  ~ ( e 2 ~ - e  2 )  ~- ( 5 c o l ) 2 . ~ .  e(],m) = 9 ~ e j  m r er 
l<m l<m 3<m 

= 9 . 7  co2- ( - 5 Cos ) - 15 col (R2o Rio - R3o ) + (5 cOl) 2 Rio 

= 0 .  

R ~  = . r~ r ~  " r -~ -  t r~ -1 rm t.m2 r~-X r~' 

u r x 2 

r I r 2 r 3 R ~  = - ] ~ m  r~ - 2  t ~ m  r~ - 2  

Andere r se i t s  i s t  

e7 e~ e~ (j, m) 
�9 r ~ - 2  ' j l~m J4:m 
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also r 1 r 2 r 3 R ~  = 3 Rz+2A-2 - 20 Col R~,~ 3. 

Schlieglich berechnen  wir noch 

r 1 r 2 r a = (3 e 2 -- 5 Col ) (3 e~ - 5 col ) (3 e~ - 5 %1) 

2 2 2 = 27 el e2 e3 - 9 . 5  col (e~ e~ § 2 ~ 2 2 el e 3 + e2 e3) + 3"  (5 COl) 2 (e 2 + e22 § e32) --  (5 col) 3 

= 27" (7 Co2) 2 - 4" (5 col) 3 

~ d .  

ZusammengefaBt  

R ~  also : 

Roo=3,  R i o = 0 ,  R2o=10col,  R,,o=5ColR~ ~,o§ 

ROl=0,  R l l = 0 ,  R,a=l(R,,-2.o+5colR,, 2.1) (u_>2), 

R 1 ~=d(3R~+2,~_~-20coiR~,~_2) (~_>0, ~_>2). 

l au ten  die von  uns  hergelei teten Rekurs ionsformeln  ffir die 

(u _ 3 ) ,  

(lO5) 

Durch  I n d u k t i o n  fiber 2 ergibt  sich u n m i t t e l b a r  der 

SATZ 31. dE�89 ist ein Polynom von c01 , %2 mit rationalen Koe//izienten. 

Dieser Satz ges ta t te t  es nun ,  aus (97), (98) und  (99), (100) abzulesen,  dab ffir 

n = 2  u n d  n : 3  die GrSBen dn-lcnl u n d  d~-1c~2 die Eigenschaf t  ~n ,  gem~B (70) 

also alle dc2k, d2c3k diese Eigenschaf t  haben.  Die A n w e n d u n g  von  Satz 31 auf  (101), 

(102) liefert un te r  Beach tung  der soeben gemachten  Fests te l lung,  dab ffir n = 4 u n d  n = 5 

d n-2 (cn, - 3 col C n 2 - -  6 %1 cn 1), (106) 

d ~ - 3  ( c .  5 - 2 %1 cn 3 - 5 %2 c~ 2 - 8 Co3 c~  1) (107) 

die Eigenschaft  ~ n  haben.  Wir  benu tzen  je tz t  (70) ffir I t=  3, 4, 5:  

k-2 n -1  k-2 
( 2 k + a ) ( k - 2 ) c n ~ = 6 " ~  CoeCn,k_l_e-t- 3 ~ ~. CveC . . . .  k - l - e ,  

0=1 ~ffil 0=1 

u n d  zwar zun~chst  ffir n : 4 ,  u n d  nachdem wir bewiesen haben,  dal3 die dac4~ die 

Eigenschaf t  ~4 haben,  in  genau  der gleichen Weise f fir n = 5. I n  dieser Weise vor- 

gehend,  schlieBen wir aus 

Cn $ : ~ Col Cn l § �9 

Cn 4 : 1~ (C01 Cn 2 + C02 Cn 1) + ' ' ' ,  

Cn5 = ~3 ( c21cnl  ~- (~02 (~n2) §  
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dab mi t  (106), (107) auch 

d n-e (21 Cos cn x + 10 Cox c,~ ~), 

d ~-3 (50 Co~ c~ ~ + 63 %2 c,~ ~) 
(lO8) 

die Eigenschaf t  ~ haben,  also auch jede L inea rkombina t ion  mi t  ra t ionalen Koeff i -  

zienten. D a  die Matr ix  der Koeff iz ienten von  c~x, c~e in (108) (yon den F a k t o r e n  

d "-2 abgesehen) gerade die De te rminan te  d hat ,  haben  also d"-XC, l, dn-Xc,~ die 

Eigenschaf t  ~ ,  le tz ten Endes  gem~l~ (70) alle d"-Xc,  k. 

SATZ 32. Fiir n = 2 ,  3, 4, 5 haben die d ~ l c ,  k ( k =  1, 2, 3, . . .)  die Eigenschaft ~ .  

Die Berechnung ist. wie schon die Formeln  (101), (102) zeigen, ffir n = 4  und  

n = 5  sehr langwierig. Aber  ffir n = 2 ,  3 lassen sich die bis (97), (98) bzw. (99), (100) 

gediehenen l~echnungen mi t te ls  (105) doch noch leicht  zu Ende  fiihren. Es  ergibt  sich 

4 c., x = R~2 (5 Cxx) 2 + 2 Rx2.5 Cxl" 7 cx~ + Ro~ (7 Cx2) ~, (109) 

4c22 = R32 (5 cxx) ~ + 2R22.5c11- 7 Cx~ + Rx~ (7 Cx~) ~, (110) 

4 c3x = (4 R44 - R~3) (5 clx) 3 + (12 Ra~ - 2 Rla ) (5 c11) 2. 7 cx2 + 

+ (12 R~4 - Ro3 ) �9 5 Cxl. (7 cx~) 2 + 4 R~4 (7 cx~) 3, ( 111 ) 

4 c3~ = (4 Rs~ - R33 ) (5 Cxl) a + (12 R~4 - 2 R~3 ) (5 cx~) ~- 7 c~ + 

+ (12 Raa - Rxa ) �9 5 c~ .  (7 c12) 2 + 4 R ~  (7 ca2) 3, (112) 

und  hierin sind 

d R o 2 = - 6 . 5 c o l  , dR le=9 .7Co2 ,  d R 2 z = - 2 . ( 5 % 1 )  2 , dR32=3 .5Col '7coe  , (113) 

d R 0 a = 3  , d R l a = 0  , d R 2 ~ = - 5 % 1  , dR3a=3 .7co2  , ( l l4 )  

d~ R14 = - 2 7 " 5 c 0 1 . 7 c o 2  , d~ R24 = 2 " ( 5 CoOa + 27 " (7 Co2) ~, 
(115) 

d2R34= - 9 .  (5%1) 2. 7%2 , d2R44=2 �9 (5cox) 4, d2R54 = ( - 7 .  (5Cox)3+'27 �9 (7%2)2) �9 7co~ J 

w 6. Anwendung auf die Fi/lle des quadratischen Gitters und des Sechseckgitters 

I m  Falle des quadra t i schen  Git ters  in dem 

gesetzt  werden darf,  ist 

0)n+2k+2 

0)2 = i 0) 1 

~ '  (i0))n 1) n+k+l ~"  ~ n  
(i0)).+2k+2 ( -  0 ) . + ~ '  
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und also jedenfalls 

Aus (87) folgt: 

Cnk = 0 

und aus (85) 

(88) ergibt jetzt  
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fiir n J , - ] c + l ~ 0  (rood 2). 

b l = O  1 

b2 = _ to1601, 
:rg 

2 
7 C12 = 3~  tot (D1 ( 5  C01) 2. 

Wenn wit nun mit Hurwitz [1], [2] 

w~hlen, dann kSnnen wir o. B. d. A. 

wie man sofort aus 

erschlieBt, v=  c2 liefert 

(116) 

5 %1 = l 

m~ positiv reell annehmen, und zwar ist 

1 

f d~ (117) 

0 

'2  po : 4 ~)~ - 4 ~0 

1 

f d a  (118) w i : 2  V 1 -  a 4" 
0 

Da die Co~ alle rational sind, also auch d rational ist, folgt aus Satz 30 in Ver- 

bindung mit (116) (man beachte, dab c n = 0 ist) die Existenz yon rationalen Zahlen 

a'k, so dab 

Cnk  : O~nk 

ist. Ja, mittels (109), (112), (113), (115) l~Bt sich erschlieBen, dab c21 und c32 grSBer 

als 0 sind (man beachte, dab d < 0, ni~mlich d -  - 4  ist), und aus (70) folgt nun, dab 

alle c,,k mit n + k + l ~ 0  (rood 2) grSBer als 0 sind fiir n = 0 ,  1 ,2 ,3 .  

t (84) in Verbindung mi t  der  Legendroschen Relation zeigt je tz t  tibrigeas, dal] 

~ - -  , ~ 2  = - -  

(D I CO 1 

gilt, und nach bekann ten  Entwicklungen aus der Theorie der Thetafunkt ionen  ist also 

e2~ ~ = 1  - 1 12 

(Vgl. t~A~ANUJ~ [6], Seito 34.) 
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Wenn  wir beachten,  dab c.~ bis auf  einen posi t iven ra t ionalen F a k t o r  gleich 

ist, haben  wir also den 

SATZ 33. Es  ist 

~ '  ( m l _ i m _ 2 ) .  _ r 2. 2 r > - n + 2 ,  
. . . . . .  (ml + i m ~ ) 4 r _ . -  ~.r ,~ , 

wo ~,~ rationale Zahlen sind, die /iir n <_ 3 ~eden]alls positiv sind. 

I m  Fal le  des Sechseckgit ters ,  in dem 

2~i 1 
eo2=eeo , mi t  e = e 6 - = ~ . ( 1 - - , ~ i ~ / 3 )  

gesetzt  werden darf,  ist 

und  also jedenfalls  c n k = 0  ffir n + k + l : ~ O  (mod 3). 

Analog wie im Falle des quadra t i schen  Git ters  erhal ten  wir je tz t  

V3 
b 1 = 0, bz . . . .  2 ~  ~ ~51' 1 

3 V3 
5 cll = - - ~  a h e~ 1 �9 7 Co2. ( l l 9 )  

Wir  setzen j e t z t  7%2= 1. 

D a n n  ergibt  sich aus  t2 
po = 4 p ~  - 4 

sofor t  0.) 1 f d~ 
V~ ~- i 

2 ~  
1 H i e r  i s t  W1 ffi 7f- ", ~h ~ ~ W1, 

V3 ~i 

u n d  aus  de r  Theor ie  de r  T b e t a f u n k t i o n e n  e rg ib t  s ich 

1 1 ~: s 
o 

24 4 i ~  ~ , -1  ( -  j~")" - l 
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Aus e 3=:  - - ~ e l ,  e lq-e 2+e 2=0, e le 2e 3=1 

ergibt sich nun aber sofort e i ~  l .  

Also ist ( D I ~  

1 

oder (T = 1/a~): 

1 

o 

Analog wie im Falle des quadratischen Gitters ergibt sich jetzt  

S A T Z  3 4 .  Es ist (s=�89 (1 +i V3)) 

~, (~+ ~ ) n  (~)~ 
..... "~m. (ml + ~ m2) r n /~nr (916r -2n, 3 r>_ n +2 ,  

wo fl,~ rationale Zahlen sind, die /iir n ~  3 ~eden/alls positiv sind. 

(12o) 

(121) 

w 7. Beschr/inkte doppeltperiodische Funktionen 

In w 2 haben wir gesehen, da~ es auger den Konstanten noeh andere in der 

ganzen Ebene beschr~nkte Funktionen aus ~ gibt, n~mlich die Funktionen aus ~n. 

~ 1 5 - v  
Es gibt aber auch komplizierter gebaute Funktionen dieser Art, z . B . ~ x  v 2 z-v ' -  Wir 

zeigen nun, dag es auch in ~n ausser den Konstanten solche Funktionen gibt. Wenn 

E @1, r @0 eine solche Funktion ist, so auch ~nE @~, ~ ~ 1. __ Wir legen dabei ein 

beliebiges Periodengitter ~ zugrunde. 

Ffir n ~  1 kSnnen wir sogleich die allgemeinere Aufgabe 15sen, die beschr/inkten 

unter den Funktionen aus @~ genau zu eharakterisieren. Sei 

f = Uo + ul .  (q + ~) (Uo, ul ~ ~o), 

=Uo+Ul"(q+Zo)+(z-%) Z-Zo 
Ul  Z - -  Z 0 

(q siehe (78)). Notwendig und hinreichend ffir die Beschr~nktheit yon ~ sind "nach 

Satz 3 und nach dem Heine-Borelschen ~berdeckungssatz, angewandt auf ein Funda- 

mentalparallelogramm yon ~, die Bedingungen 

O {U0-[- Ul  * (q-}- Z0} ~ 0 , IJ { ( Z - -  Z0) Ul}  >___ 0 (122) 
ZQ Z o 
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(fiir jedes z 0 des Fundamentalparal le logramms) .  Notwendig darf  also u I hSchstens Pole 

erster Ordnung haben. AuBer an endlich vielen Stellen 0, al, a s . . . .  a~ eines Funda-  

mentalparal le logramms (welches den Nul lpunkt  enthal ten m6ge) ist u 1 regul/~r. Sei 

ul = A ~  Co+ . . . ,  

A~ 
u 1= - - + . . .  ( / ~=1 ,2  . . . .  m), 

Z - -  ar t  

dann  ist A o = -  ~ A~, (123) 
p = l  

die einzige Einschr~nkung, der die Kons tan ten  A0, A 1 . . . .  Am, C o zun/~chst unterliegen. 

Die erste der Bedingungen (122) besagt nun, dab u o die Entwicklungen 

- u o = A @ 2  +C-ob2 + ..., 
Z ~ Z 

A ,  (b 1 a,  + b~ ~ (a,) + 51,) 
- -  U o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ . . .  

z - air 
(~t = 1~ 2 . . . .  m )  

besitzt und  ansonsten im Fundamenta lpara l le logramm reguli~r ist. Hieraus folgt dis 

zweite und  einzige weitere Einschr/inkung, der die Kons tan ten  Ao, A 1 . . . .  Am, C O 

unterliegen mfissen : 
m 

C O b 2 = - ~ A/, (b I a~, + b 2 ~ (a1~) + c7~). (124) 
It=l 

Das Ergebnis ist also: al, a 2 . . . .  am * 0 dfirfen beliebig in einem den Nul lpunkt  

enthal tenden Fundamenta lpara l le logramm gegeben werden. Ferner  dfirfen A1, A s . . . .  Am 

beliebig gegeben werden. Gemi~B (123) berechnet  sich A o und gcm~B (124) C o (man 

beaehte, dab stets b ~ * 0  ist). Die elliptische Funkt ion  u 1 berechnet  sich hieraus je tz t  

naeh obiger Vorschrift  eindeutig, die elliptische Funkt ion  % dagegen nur  eindeutig 

bis auI  eine addit ive Konstante .  Die so ge/undenen t~unktionen U0@~t I " ( q @ Z ) E @  1 

sind beschrdnkt in der ganzen Ebene, und umgekehrt liiflt sich ]ede in der ganzen Ebene 

beschrdnkte Funk t ion  aus @1 in dieser Weise gewinnen. 

Bemerkenswert  ist, dab man  bei einfachperiodischen Funkt ionen  so nicht  zum 

Ziel kommt .  Ich  sehe da auch noch keine M6glichkeit. Es ist daher  immer noch 

nicht  ausgeschlossen, dab sine periodische beschriinkte Funk t ion  aus ~ stets doppelt-  

periodisch ist. 
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