UBER GEWISSE KLASSEN DOPPELTPERIODISCHER
FUNKTIONEN

VON

FRIEDHELM ERWE

in Bonn

§ 1. Einfithrung

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir Real- und Imaginérteil
einer komplexwertigen Funktion f(z) des komplexen Arguments z=xz+iy (z, y reell)

lauten:
e .0
(% “zfy) i=0.

Man kann nun die Frage nach denjenigen in einem Gebiet & bis zur Ordnung n+ 1

stetig differentiierbaren Funktionen { stellen, die dem Differentialgleichungssystem

o ) n+1
(e vizy) 10

geniigen. Dabei bedeutet (2/02+1(9/0y))"*" den (n + 1)-mal angewandten Differential.
operator d/dz+1(0/0y), also nicht anderes als den Differentialoperator

n+1 n+1 Y 8n+1
)

O T et
s ¥ axn+l vayv

Sukzessive Integration zeigt sofort, dafl die Menge der Lésungen dieses Systems iiber-

einstimmt mit der Menge H" (®) der Funktionen
fR)=fo@+fi(R)z+  +fu(2)2" (1)

mit in & reguliren Funktionen f,(2), f,(2), ... fo (z). Abgesehen davon, daB die funk-
tionentheoretischen Eigenschaften dieser Klasse an sich einer Untersuchung wert sein
diirften, ergibt sich von diesen Funktionen aus ein bequemer Zugang zu anderen

Fragen. Z.B. beherrschen sie auch die Differentialgleichung
10 - 573804. Acta mathematica. 97. Imprimé le 14 juin 1957.
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2 o\l
(Wa?) §=0
E. Peschl konnte nimlich zeigen, daB die Menge der reellen Losungen g dieser Dif-
ferentialgleichung ubereinstimmt mit der Menge der Realteile der Funktionen aus
9" (@)

Sei jetzt & speziell die ganze Ebere mit Ausnahme von hochstens isolierten
Punkten, und werde zusitzlich gefordert, daB auch in diesen Punkten die Koeffizi-
entenfunktionen  f, aus (1) noch meromorph sind. Die Vereinigungsmenge aller der-
artigen Funktionenklassen (bei festem n) wollen wir mit IR" bezeichnen. Cl. Miiller
hat die Untersuchung der doppeltperiodischen unter diesen Funktionen angeregt. Er
wurde dazu durch die Frage nach den Werten Heckescher Zetafunktionen

, R,

|N+s ’

C(N; 2;8)= 2 N ganze Zahl, Rs>2, (2)

we) |w

gefithrt. Q ist dabei der von den Zahlen 1, ¢ erzeugte Modul komplexer Zahlen.
Die Funktionen
die natiirlich der Klasse " angehoren und, wie man leicht zeigt, doppeltperiodisch
mit £ als genauem Periodenmodul sind, bieten einen Zugang zu solchen Fragen, wie
Cl. Miiller fiir die Fille =1 und n=2 nachwies. Sein Bemiihen richtet sich dabei
auf die Herleitung einer Differentialgleichung fiir die Funktionen (3), die dann Aus-
sagen uber die Ausdriicke (2) zu machen gestattet. Entsprechende Untersuchungen
fiir beliebiges n enthidlt diese Arbeit. — Eine Drucklegung der Ergebnisse von Cl.
Miiller ist noch nicht erfolgt. In einem Vortrag, den er im Rahmen des mathema-
tischen Kolloquiums an der Universitit Bonn im Wintersemester 1956/57 gehalten
hat, legte er seine Untersuchungen zu diesem Thema dar, und mit seinem freundlichen
Einverstindnis darf ich unter Bezugnahme auf diesen Vortrag meine eigenen darauf
aufbauenden Untersuchungen verdffentlichen. Ich bin Herrn Cl. Miller zu grofem
Dank verpflichtet und hoffe, hier-in der Einleitung und auch spiter im Text seinen
entscheidenden Anteil an der Behandlung der Fragen gebithrend hervorgehoben zu
haben.

Die Aufkldrung der algebraischen Struktur der Menge der doppeltperiodischen unter

den Funktionen aus " erdffnete neue Méoglichkeiten auch zur Behandlung der Aus-

1 Der  am Summenzeichen besagt wie iiblich, daB bei der Summation w =0 auszulassen ist.
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driicke (2), und die in dieser Richtung verlaufenden Untersuchungen bilden den Haupt-

inhalt der vorliegenden Arbeit. Als vielleicht wichtigstes Resultat ergab sich dabei,
=2r—t

daBl der (-Wert £ (4r;2; 28)= >’ % fir natiirliche Zahlen 7, ¢ mit 2<¢{<27¢ ein
w

we)

rationales Vielfaches von w}/n*"*

1

bei Hurwitz [1 ( _a 2T )
el Hurwitz [1] {w,= Vi
0

ist. Diese Aussage findet sich fir den Fall n=0

Die Klasse der Funktionen (1) mit meromorphen (gemeint ist stets: in der ganzen
Ebene meromorphen) Koeffizientenfunktionen f,, f,, ... fr wollten wir mit IR" be-
zeichnen; IM° ist also der Korper der meromorphen Funktionen selbst. Es erweist
sich als zweckmiBig, noch IM™* als die nur aus der Konstanten 0 bestehende Funk-
tionenmenge zu definieren. Die Vereinigung aller " wird I8 genannt. — Die mero-
morphen Koeffizientenfunktionen f, einer Funktion f€IN in einer Darstellung (1) sind
eindeutig bestimmt. Wir dirfen also etwa f, =K, {f} schreiben.

Die Menge derjenigen Funktionen aus IR*, die alle Zahlen eines gegebenen Mo-
duls Q zu Perioden haben, d.h. deren Periodenmodul Q umfafit, werde mit €" (Q)
bezeichnet, oder kurz mit €", wenn wir uns auf einen Modul Q festgelegt haben
und auf seine immer wiederholte Angabe verzichten kénnen. Selbstverstdndlich ist
C" 1 (Q)sE" (Q). Die Vereinigung aller & (Q) (bei festem ) wird € (Q) genannt
oder kurz €. — SchlieBlich wollen wir noch die Menge aller als v-te Koeffizienten-
funktion K, {f} von Funktionen f€E" () vorkommenden meromorphen Funktionen
mit £ (Q) bezeichnen oder kurz mit &). Es gilt wieder K7 1< K.

€ ist ein Integritdtsbereich mit Einselement. Die Eindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegung, die schon in IN gilt, da I als zum Ring der Polynome iiber IM® in einer
Unbestimmten isomorphe Menge Hauptidealring ist, gestattet den Beweis des folgenden
Sachverhaltes, der nicht in diese Arbeit aufgenommen wurde und nur am Rande er-
wihnt sei: Die Menge derjenigen Funktionen des Quotientenkirpers von IR, die jedes
w €L zur Periode haben, ist gerade der Quotientenkérper von € (Q).

Zum Schlufl dieser Einfiilhrung sei ein kurzer Bericht iiber den Inhalt der fol-
genden Paragraphen gegeben. § 2 bringt vorbereitend einige spiter zu benutzende Sitze
iber die Klasse M. — § 3 beschiftigt sich allgemein mit den Funktionen aus " und
. Die als Periodenmoduln vorkommenden Moduln zweiter Art (Hurwitz-Courant [3])
konnten leicht charakterisiert und die zugehorigen Funktionen beschrieben werden.
Von den Moduln erster Art interessierten nicht so sehr diejenigen mit einem erzeu-

genden Element als vielmehr die mit einem primitiven Erzeugendenpaar w,, w, (wir
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nennen einen solchen Modul auch ein Gitter), die wir stets so numerieren wollen, dall
o=
S (@ w5) >0

ist, eine Festsetzung, die sich bei gewissen der zu benutzenden Formeln auswirkt. —
Ein Differenzengleichungssystem, das die Funktionen aus & erfillen, ist der Anlaf},
in § 4 allgemein derartige Systeme zu untersuchen. — § 5 bringt die verallgemeinerten
Weierstrafischen p-Funktionen, wie man die von Cl. Miiller eingefiihrten Funktionen
(3) wohl nennen kénnte, ihre Differentialgleichungen und im Anschlul daran die
Untersuchung der Ausdriicke {2). Es konnte hier nicht alles geklirt werden. — In
§ 6 werden Nutzanwendungen auf die Fille des quadratischen Gitters und des Sechs-
eckgitters gezogen. — § 7 schlieBlich behandelt die Frage beschrinkter Funktionen

aus §*, die von E. Peschl angeregt wurde.

§ 2. Einige Siitze iiber die Funktionen aus I

Die Differentialoperatoren

o 1lf{o .o o 1{o .o

525(6—9&_’@)’ 8_225(876+’@)
lassen sich auf jede in einer Umgebung eines Punktes z, definierte, in z, partiell nach
x und y differentiierbare komplexe Funktion f(z) der reellen Verinderlichen z, y
(z=x+1iy) in 2z, anwenden. Bei den nétigen Voraussetzungen iiber Differentiierbarkeit
und Stetigkeit der Ableitungen (zwecks Vertauschbarkeit der Differentiationsreihen-
folge) der Funktion f(z) liBt sich der durch Iteration in iiblicher Weise erklirte Ope-
rator 8% /92* 9%, den wir, wenn wir auf die Angabe der Variablen z verzichten diirfen,
ohne MiBverstindnisse hervorzurufen, auch kurz D%! schreiben wollen, auf f(z) an-
wenden. Fiir die von uns betrachteten Funktionen €I ist dieser Operator in der
ganzen Ebene bis auf hochstens isolierte Punkte (Pole der Koeffizientenfunktionen)
anwendbar, und zwar fiir beliebige ganze Zahlen k, 1>0 (selbstverstandlich ist D*°f=f
zu verabreden). Es ist (f, €IM°):

DY (fy+ it fatt ot B ) =fot fii+faB2 o+ [n 2" €M,

Do’l(f0+f12+f222+ '+fn 5n):" fl'*'2f22+ ---+n/n 2"'169)?.
Aus f@)=fo+hz+ - +f2"=0, f,€M° (4)

folgt D% f(z)=n!f,=0,
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also f,=0. Durch indirekten Beweis oder durch Induktion erhalten wir also, daf} alle

f, in (4) identisch verschwinden miissen. D.h. das Funktionensystem 1, Z, ...

ist

linear unabhingig iber IM°. Nach leichten erginzenden Uberlegungen haben wir da-

mit den

Satz 1. " ist ein (n+ 1)-dimensionaler Vektorraum diber IN® mit 1, %, Z°, ...

als einer Minimalbasis. Ein Funktionensystem

fu= gof,w.%” (u=0,1, ... n), f, €D,

ist genau dann eine Minimalbasis, wenn die Determinante der Matrix (f..) (g, v=0,1,.

nicht die Konstante O ist, also jedenfalls dann, wenn

fEMH, ¢ Mt (u=0,1,...7m)
ist, speziell, wenn fu=f(u=0,1,...m), f €I, ¢,
tst.

In Matrizenschreibweise lautet (1):

1

2 \
f(z):(fo»flafz:---fn) 2.2 ) )
5

und wenn wir k-mal partiell nach z differentiieren (£=0, 1, 2, ... ), so haben wir

f fo o foo - fn 1
D*°§ foo fis for it z
D*f | =1 f', i’ fas o fa 7
DnjOf ﬁ)n), ﬁm, f(zn), f(nn) 5‘"

..n)

Wird (6) k-mal nach Z differentiiert (£=0, 1, 2, ... »), und wird der Matrizenoperator

D0,0 DO,l D0.2 . D(),n
DI,O Dl,l D1,2 Dl,n
D> D' D*? .. D*" | =A,

Dn,o Dn,l Dn,2 .”Dn,n

eingefiihrt, so haben wir die Matrizengleichung
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fo f fo o fa 1

foo  fio foo e fn z 1 0
AuF=1{ fo, 15 s o fr P 2z

150, 10, 15, P AR AR S|

Determinantenbildung und Beachtung des Determinantenmultiplikationssatzes fiihrt

zum folgenden Satz (W {fy, f1, ... fx} sei die Wronskideterminante von f, f, ... fz):

Sarz 2. Wenn {=fy+fz2+ - +f. 2", {EM, so gilt:
det Apf=co W{fo, f1r .- fn} (cn = 11(1}!)) . (6)

Um das Verhalten einer Funktion {€I1* in der Umgebung eines Punktes 2, etwas

naher zu studieren, schreiben wir die Reihenentwicklung

f(z) = 20 2 G (2= 2) (E— %) (7)
y=0 pu=r
(dabei ist r eine von z, abhdngige ganze Zahl) in der Form
n o0 2_5 v
f ()= Z Z Ay (2 — zo)#ﬂ, (____0) : (8)
v=0 u=r Z2—2
Wenn die Menge der in |z|>0 definierten Funktionen
z z"
T(e)= Aot Ay-H o+ Ay (9)

mit Konstanten 4, 4,, ... 4, mit {" bezeichnet wird, so 148t sich (8) in der Form

oc

f(z): 2 T (2 —2z9) " (2 29)", . €N",

p=r

min(n, 4—7)

mit T(2)= D Quoy,
r=0

[

™

schreiben.  Ks kann nun sehr wohl vorkommen, dafl r,=0 ist, auch wenn in (7) der
Index r groftmoglich gewahlt war (d. h. nicht alle @, =0(»=0, 1, ... n), was natiir-
Jich § 0 voraussctzt). Der kleinste Index u, fiir den 1, £0 ist (f £0), sei s:

o0

f2)= 2 tu(z—2,)  (2—2)", 1,%0. (10)

u=s

s heifit dic Ordnung der Funktion f(z) im Punkte z, und wird mit o {f (z)} bezeichnet.
2,
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In den folgenden Uberlegungen wollen wir der Einfachheit und Ubersichtlichkeit
halber z, zu O normieren. Das Ergebnis gilt aber allgemein und wird auch in der
allgemeinen Form spiter als Satz formuliert. Sei jetzt also in einer in 0 punktierten

Umgebung des Nullpunktes
fl2)= > 1.(2)-2", 1.€R", r,==0. (11)
p=s

Fiir s=0, erst recht also fiir s> 0, ergibt sich die Beschrinktheit von f{(2) in einer
(punktierten) Umgebung des Nullpunktes. Es ist n&mlich fir s=0

S tu() 2 (12)

p=n

n-1
CIEPNLACHETR

Die Funktion > 1,(z)2z" besitzt bei Entwicklung nach Potenzen von Z lauter in 0
u=n

regulire (regulir erginzbare!) Koeffizientenfunktionen, ist also in einer Umgebung von
0 beschrinkt. Da ferner in einer punktierten Umgebung von 0, ja, in der ganzen in

0 punktierten Ebene jede der Funktionen (9) aus R" beschrinkt ist, ndmlich
Z A
Ayt Ay + T An <|Ady|+|AL]+ - +]44],

folgt gemidB (12) sofort die behauptete Beschrinktheit von f(z). — Jetzt folgt auch
leicht, daB f(z)—>® strebt fiir z—>0, falls nur in (11) s> 0 ist, einfach derhalb, weil
f(z) das Produkt von z und einer Funktion einer Ordnung >0, also einer in der
Nihe von O beschrinkten Funktion ist.

Jede Funktion aus R" ist auf einer Geraden durch 0 konstant; (9) nimmt auf der
Geraden z=¢ (¢ mit || =1 fest, ¢ beliebig reell) iiberall die Zahl 4,+ 4, &+ -+ + A, e
an. — Sei nun s<0. Auf jeder Geraden durch 0, auf der r;(z)+0 (und das sind

alle bis auf hochstens n Ausnahmen), gilt: Die Funktion

Z tu(2) 2" =15 (2) + E tu(2)2"7°
pn=s p=s+1

strebt fiir z—0 (Anndherung nur auf der Geraden) gegen einen Grenzwert, nimlich
den Wert von 1, (z) auf dieser Geraden, und dieser Grenzwert ist =0. Deshalb strebt

auf jeder solchen Geraden die Funktion

fe) =2 S tu(e) &

pu=3
gegen oo,
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Fir s=0 gilt noch, wie man dhnlich leicht einsieht, daB} die Menge der Hdufungs-
werte von f(z) beim Grenziibergang z—>0 gleich der Menge der Werte von t,(z) ist,
ja, nach Vorangegangenem gilt dies auch fir s>0, da in diesem Fall 1r,=0 zu

setzen ist.

Satz 3. Eine Funktion [E€IN" ist genau dann in einer (geniigend kleinen) Um-
gebung wvon z, beschrdinkt, wenn 0{f} =0 ist, sie strebt genau dann gegen O fiir z—2,,

2o

wenn 0 {f} >0 ist.
24

§ 3. Allgemeines iiber periodische Funktionen aus )

Sei w eine Periode der Funktionen f,, f,€M{. Dann haben f,+f, und f;f, auch
die Periode w. Ebenso klar ist, daB mit €M auch D"°f und D*'{ (€M) die Periode

o haben.

Sarz 4. Wenn o eine Periode von f=fy+fiZ+ -+, 2" (f, €M) ist, so gilt:

filz+w)—filz)= 2 (—1)%1(1}) @) (A=0,1,...n) (13)
v=A+1 l
(dabei ist wie diblich > -+ =0 zu interpretieren) .
A=n+1 /

v

Beweis: Der Beweis braucht nur fiir A= 0 gefithrt zu werden, denn mit f=2 1)z
»=0

hat auch
1 Zof(v
il 5 LT (2) 5 14
TR “Z_l(z)f(Z)z (14)
die Periode o, und die Formel (13) mit A=0, auf die Funktion (14) statt auf | selbst

angewandt, liefert die allgemeine Formel (13).

Mit o ist auch — o Periode von f. Es gilt also fiir alle z

f(z“w):f(zﬁ
d. h. S:Of,, z—o)(E—-w) = %)f,, (2)2". (15)

Vergleich der von Z freien Anteile liefert (Anwendung von Satz 1):

n

2 fhz—w) (= &) =f,(2).

v=0
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Wenn jetzt z durch z+4 w ersetzt wird, steht die behauptete Formel da. (Vergleich
der Koeffizientenfunktionen von 7' in (15) liefert iibrigens die Formel (13) fiir be-
liebiges 4.)

SATZ 5. Seien wy, wy, ...w, beliebige Perioden von f=f,+f 2+ -+ +f. 2" (f, €M),
dann gilt:
A f(z)=01 (16)
W WY g 1o Wy
Der Beweis ergibt sich rekursiv unmittelbar aus Satz 4. Fir A=n ist (16) eine
Aussage von Satz 4. Der Schritt von 1+ 1 zu A(0<A<n) geht so vor sich: (13) be-
sagt fir o =w;
n O
Afi@)= 2 (=1y A(l)wz o (2).
wj, y=A+1
Wird hier die Differenz mit den Spannen w;,4, ... w, gebildet und die Linearitidt der

Operation der Differenzbildung beachtet, so haben wir

A b= S (—I)V*Z(Z)wz-l A L)

Wa Witls .- Wy v=A+1 Wi4-1s-++ Yn

Diese Gleichung la8t sofort den rekurrenten Schlufl zu: Aus A f,=0(»=4i+1,...n),

w, Wy

also erst recht A f,=0,folgt A f;=0, w. z. b. w.

Wy 415 - Wy Wy, ee o Wy

In diesen Sitzen war die Moduleigenschaft der Periodenmannigfaltigkeit belanglos.
Wir wollen uns jetzt aber den Periodenmoduln zuwenden und zunichst untersuchen,

wann ein solcher von der zweiten Art ist.
Satz 6. Das zu IN" gehérige Polynom
f=ay+a,(tz—e2)+ - +a,(Fz—e2)", |e|=1, (17)

(@gs @y, ... an konstante Zahlen) hat genau die Menge aller Zahlen w=ct (t beliebig reell)
zu Perioden, wenn nicht alle a, ... a, verschwinden, d.h. wenn §¢IN° (wenn F€M®, also

in diesem Fall § eine Konstante ist, so ist jede Zahl Periode).

Beweis: DaB jede Zahl et (t reell) Periode von (17) ist, ist leicht zu verifizieren

(es geniigt zu priifen, dal &¢ Periode von gz—g7 ist).

1 Wir bedienen uns der in der Differenzenrechnung tiblichen Bezeichnung A  f (z) fiir die k-te
Ayyoen ak

Differenz von f (z) mit den Spannen a,, ... ag.
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Sei nun w =0 eine Periode von (17). Dann ist w auch Periode von

1 1
— @y 1+ D" =a, (52—e3).
n n!

Wir haben hier schon n>1 angenommen und kénnen weiter o. B. d. A. a, =0 setzen.
Dann muf  auch Periode von £z—e&Z sein, d. h. es muB gw—-e@=0 gelten, also

gw reell sein, w. z. b. w.

Sarz 7. Der Periodenmodul einer Funktion {€IR ist genau dann von der zweiten

Art, wenn | ein Polynom von gz—eZ ist (|e|=1).

Beweis: Wenn { ein solches Polynom ist, so ist sein Periodenmodul von der
zweiten Art, wie Satz 6 zeigt.

In der anderen Richtung beweisen wir den Satz durch Induktion iiber den Index
n der { enthaltenden Funktionenklasse I". Fiir n =0 ist der Satz klassisch. Sei nun
f=fot11Z(fo, LEM, f,£0) mit in 0 sich hidufenden Perioden. Zumindest diese Peri-
oden haben auch D%!f§={, woraus f, =constans folgt, und D“°f=f;+f; 2= fo, woraus

fo = constans folgt. Es gilt also, wenn w eine Periode =+0 ist,

— fr—a¥e3 - “
f=ay+a,6z—afez (s |w|)

mit geeigneten Konstanten g, a,, af. f(2+w)={(2) besagt nun

g, Ew—ayew=0,
d. h. atf =a,.
Damit ist die Aussage auch fiir n=1 bewiesen. — Werde sie nun fiir den Index n—1
als bewiesen angenommen (n>2). Habe j€IR", ¢ "~ beliebig kleine Perioden. Dann
hat diese Perioden auch D®feii™~!, ¢IM"~2 so daB gemiB Induktionsvoraussetzung

etwa
D''f= —g(a;+2a,(Ez—eZ)+ - +na, (Ez—e2)") (18)

folgt, und zwar mit geeigneten Konstanten a,, a,, ... @ (@, =0) und einem geeigneten
e mit |g|=1. Also ist
f=ap(z)+a,(Ez—€2)+tay(6z—e2)?+ - +a,(z—e3)" (19)

mit a,(z) €M°. Wegen a,=+0, n>2 konnen wir Satz 6 entnehmen, daB die Perioden
von (18), also auch die von f selbst, héchstens auf der Geraden w =&t (¢ reell) liegen.

Jede derartige Periode ist aber auch Periode von
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a,(Ez—€2)+a,(z—eZ’+ - +an, (Ez—¢e2)",

also auch von

f—(a, (Ez—e2)+ay(Ez—eZ)?+ - +a,(Ez—e2)")=a, (2),
woraus a, (z) = constans folgt, w. z. b. w.

An Periodenmoduln erster Art treten bekanntlich die mit einem erzeugenden
Element und die mit zwei unabhingigen erzeugenden Elementen auf. Nachdem wir
somit eine Ubersicht iiber die vorkommenden Periodenmoduln erhalten haben, kénnen
wir uns anderen Fragen zuwenden, dabei stets einen Periodenmodul Q zugrunde-
legend, auf dessen dauernde Erwihnung aber verzichtet wird. Der zugrunde gelegte
Modul Q) mag dabei immer von der ersten Art sein. Zwar bleibt vieles auch fiir
Moduln zweiter Art giiltig, aber all das ist von uns bereits erledigt und wiirde uns

nur belasten.

Satz 8. € ist ein (n+1)-dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper & als
Skalarenbereich. Insbesondere gibt es also Funktionen fy, f;, ... fn €€, derart, dap zu
jedem {€E" eine Darstellung

f=upfotufit - +unta (20)
mit eindeutig bestimmien Funktionen w,, uy, ... u, €G° existiert.

Beweis: Zunichst werde bewiesen, daB es Funktionen f, €€ gibt, die nicht zu
G*~! gehoren. Wir brauchen das nur fiir »=1 zu beweisen, denn mit f, €&, ¢ €° ist
f.=fie®, ¢C.

Wenn Q von einem einzigen Element erzeugt wird, etwa von e, ({¢|=1, ¢, reell)

so ist, wie wir wissen,
fi=82—¢%
eine geeignete solche Funktion. Wenn Q ein Gitter ist, so ist, wie die Theorie der

Weierstrafschen gp-Funktion zeigt, durch die Reihe >’ ;w); in der ganzen Ebene

oeq Z—o
bis auf die Gitterpunkte eine Funktion f{, definiert, die zu @', nicht aber zu €° gehort.
Wir beweisen nun durch Induktion, daf zu jedem f€E" eine Darstellung (20)
mit u,€E° existiert, wenn f,€E", ¢! (&' besteht nach Verabredung nur aus der
Konstanten 0). DaB diese Darstellung dann eindeutig ist, wissen wir aus Satz 1.
Fir n=0 ist die Behauptung trivial, da € ein Kérper ist. Sei sie nun fiir den

Index n—1 bewiesen, und sei
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f =fo+hz+ - +1,2"€C", (21)
fo=frotfaiZ+ - +fan2" €C", ¢€1 (22)

(., fny €MO). Da auch (1/n!)D*"f=f,€E", also sogar f,€E’, und ebenso f,, €&’ ist,
aber f,, £0, so gilt auch:

Mjlfne@"’

nn

ja, weil in f— (fx/fnn) f» der Koeffizient von " verschwindet, gilt schon

fﬂ n-1
——f. €6,
fnnf

nach Induktionsvoraussetzung also etwa
. _.fl = €T
f f"“uofo'u1f1+"'+un—lfn—1
nn

mit %y, %, ... un-1 €E" und natiirlich auch u, = f,/fnn €E°.

In Erginzung dieses Satzes wollen wir noch die explizite Beziehung zwischen den
Funktionen f, f;, ... f» aus (21) und %, u,, ... %, aus (20) herstellen, wenn als Minimal-
basis des Vektorraumes €" ein System 1, f,, f3, ..., ff mit f,€E', ¢€° zugrunde ge-
legt wird. Dabei kénnen wir sogar o. B. d. A. f, in der Form f,=v+Z(v€IN’) an-

nehmen.

Sartz 9. Sei fi=v+z2€E, und gelie

e Shr=Sul,  LEM, u et (23)
=0 =0
w0 ist LS (/‘) P (24)
pu=v \¥
=3 (~ 1y ( ”) o, (25)
ve=pt ,LL

Beweis: (24) folgt unmittelbar durch Vergleich der Koeffizienten von 2* in (23), wih-
rend sich (25) aus (24) unter Beachtung der Formel

n e ;,_1fﬁrl=,u
,Z”(_l) (,u) (v)_<0 fiir }.>,u} (26)

ergibt,.
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Wir zeigen nun, daB das System 1, v, v% ... v* linear unabhingig iber G° ist.
Fir k=0 ist das trivial. Sei es nun fir einen Index k—1>0 als bewiesen ange-

nommen. Wenn in

k
Y
> u, =0
p=0

ux=0 ist, so sind wir nach Induktionsvoraussetzung fertig. u,*0 wollen wir nun

zum Widerspruch fiithren.

%
> =o'+ =0.
v=0 Uk

Differentiation liefert:

k-2 ’ ’
> ’&) +@(v+ l)v')v“r %—‘}) +kv' ) o 1=0.
p=0 Uy U Uy

GemdB Induktionsvoraussetzung gilt speziell

(uk_l) +kv'=0

Uk

(man beachte namlich, daB v’ =D"°f €& ist), d.h.

U1
—— 4+ kv=c = constans.
U
Wir wihlen nun eine Periode w =0 aus Q. Die Funktion Up_1/uk — ¢ besitzt diese

Periode, wihrend gemiB Satz 4
vzt w)-v(R)=—0

gilt. Damit sind wir zum Widerspruch gekommen.

Da sich die Menge der Funktionen {€G” und die Menge der (n+ 1)-Tupel
(Ugs Uy, ... us) von Funktionen aus €° gemiB (23) umkehrbar eindeutig entsprechen,
fithren beliebige Funktionen w,, u,.q, ... u, € €® gemifl (24) zu einer Funktion f, € {7
und existieren umgekehrt zu jedem f,€R; Funktionen w,, u,.q, ... u, €E°, so daB (24)

gilt. Da auBerdem die Funktion v zu jeder der Mengen R (v <n) gehort (es ist

namlich

1 1
" (wHzy = o+ o 2" €@"), ist die Menge &7 ein Vektorraum iiber

€ mit 1,v,...v"" als einer Basis. Es wurde aber vorher bereits gezeigt, daB das

Funktionensystem 1, v, ...%"”" linear unabhingig iber G° ist, so daB n—»+1 die
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Dimension des Vektorraumes ist. — Als besonders bemerkenswert heben wir aus diesem

Resultat das Bestehen der Gleichung

=8
hervor. DaB KK} =1,
also letzten Endes fRrc K

gilt, folgt unmittelbar aus der Feststellung, daB mit f€B" gilt: D> feE

Satz 10. § ist fiir 0<v<n ein (n—v+ l)-dimensionaler Vektorraum iiber &°
mit 1, v,...0" " als einer Minimalbasis (v+Z€@)2

Wir stellen jetzt die Frage nach der Bestimmtheit einer Funktion {€€ nach

Vorgabe ihrer »-ten Koeffizientenfunktion K, {f}. Sei also f beliebig aus einer Klasse

f" vorgegeben (0<y=<n). Dann gibt es eindeutig bestimmte Funktionen

0
Uy, Uys1y - unecs' ]

so daf} f=> (‘l:) o, (27)
p=v \

gilt. GemiB (24) sind damit die Funktionen f=f{,, f,41, ... f» in (23) zu berechnen.
Fir zwei Funktionen f, {* €€ mit der gleichen y-ten Koeffizientenfunktion gilt also
jedenfalls, daB f—{*€M", also f—f*€E ! ist. Andererseits édndert eine additive

Funktion aus € ' die »-te Koeffizientenfunktion nicht. Wir haben also

Satz 11. Die Menge aller Funktionen [€E", die die gleiche v-te Koeffizientenfunk-

tion besitzen, lift sich durch

1 Es sei an dieser Stelle erwithnt, daf die Auszeichnung des Nullpunktes, die bei der Defini-
tion der Funktionenmengen Qf vorlag, dadurch néamlich, daB in einem Ansatz

k]
f= Z gu(Z— 50)"‘9 gu € gj\o,
#=0
2z, zu 0 normiert wurde, belanglos ist. Koeffizientenvergleich mit (23) liefert namlich

n
v b
Gu= Z ( )fvz—() #’
p=pt \M

und mit f, € &} gilt auch £, € K% fir >y, also auch g, € K.
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f=f"+g
charakterisieren, wo {* eine derartige Funktion aus G ist, und q alle Funktionen aus
&1 durchliuft.t

Sarz 12. Jede Funktion f€RE, ¢85 " (n>=1) geniigt einer linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung mit Koeffizientenfunktionen und Storfunktion aus G°, und zwar

von folgender spezieller Form.:

WAt fisvn fur = @k (28)

Beweis: Es gibt eine (nach Satz 11 eindeutig bestimmte) Funktion f€@", die
f=fo zur nullten Koeffizientenfunktion besitzt. Wir wihlen f,, ... f, der Reihe nach
als die iibrigen Koeffizientenfunktionen und weisen fiir sie die Behauptung nach.
DaB @=W {fy, f1, ... fa} €E° ist aus Satz 2 herauszulesen, da mit {€E" jedenfalls auch
det A, f€E" gilt. Der Beweis zu Satz 2 zeigt aber, wie wir zu beweisen haben, daB

die Koeffizientenfunktionen der Differentialgleichung (28), ndmlich die Funktionen

flr fzy fn
. » f(lvwl)’ ”(21’-1), ,(;—1)
(—1) det f§v+1), fgwrl), f(:r»—l)
R,
zu @° gehoren. — KEs bleibt nur noch einzusehen, daB (28) die Ordnung = hat,

d.h. daB
Wty fos - f2) 0.

In geringfigiger Abwandlung hiervon (wie geringfiigig die Abwandlung ist, wird einige

Zeilen tiefer deutlich) haben wir also zu beweisen:

1 Jetzt ist der folgende Sachverhalt unmittelbar einleuchtend: Wenn gema8 Satz 10
n
K, {f} = Z uy 0"
r=0

n
gilt, so ist f= z uy (v +3).

2 Es sei erwihnt, daB3 sich auf Grund der Determinantenformel

WAt oo fnd (WG fay e Fnet}) = (W {fgs oos fdY WEE fo oo fnet}
=Wty oo fnot} W f1s oee fn}s

die fiir n>2, bei geeigneter Interpretation auch noch fiir n=1 gilt, diese Differentialgleichung durch
Quadraturen 15sen laB3t.
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Sarz 13. Wenn T€G", ¢€" ' die Darstellung
f=fothz+-+1n 2, f €M,
hat (also f,=£0), so ist W {fo, f1s -« fn} =0,

Beweis durch vollstindige Induktion: Fir n =0 ist die Aussage trivial. Sei sie
nun fiir den Index n—1>0 als bewiesen angenommen. Wir wollen W {f,, f,, ... fr}=0
zum Widerspruch fithren. Da D®'f=f,+2f,z2+ - +nf, 2" 1€}, ¢E"2 ist, gilt

nach Induktionsvoraussetzung
Wi, 2fp ... nfa} £0,
also auch W {f1, fas - [n3 £O.
Deshalb gibt es bekanntlich eindeutig bestimmte Konstanten ¢, ¢,, ... ¢a, s0 daB
fo=cifitefat - Fcentn (29)
ist (siche z. B.: Kowalewski [4]). Gleichung (29) schreiben wir fiir das Argument z+ w

hin (w=0 aus ) und benutzen sofort Satz 4 (statt f, (z) schreiben wir wie bisher

einfach f,):
S(-Waf=3ad (- I)M(Z) & f,.
A=1 v

»=0
Schon der Vergleich des Koeffizienten von f; mit dem in (29) fithrt zum Widerspruch:
¢+ o=cq.

SchlieBlich sollen noch zwei Sitze Erwihnung finden, die sich auf Periodengitter
Q) beziehen, also auf einen Periodenmodul erster Art mit einem primitiven Erzeu-
gendenpaar. Die Beweise kann man durch Induktion fithren, &hnlich wie bei Satz 7.

Sarz 14. Nur die Konstanten sind in C" elementare Funktionen! (Q Perioden-
gitter).

Sartz 15. Wenn f=fo+ 2+ - + 1. 2" €E", und wenn die f, ganze Funktionen sind

(»=0,1,...n), so ist { eine Konstante ({0 Periodengitter).®

1 Gemeint sind Funktionen, die sich durch Hintereinanderschalten von rationalen Funktionen
und Exponentialfunktionen ergeben.

2 s sei erwahnt, daB bei einem Periodenmodul {) mit einer Erzeugenden ¢ ¢, (,8] =1, t, reell)
die Menge der die Voraussetzungen des Satzes erfiillenden Funktionen durch

f=u,,+ul (Bz—gZ)+ - +un (Ez—e2)"

gegen ist, wWo g, u,, ... un (eindeutig bestimmte) ganze Funktionen aus $° sind.
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An diesen letzten Satz schliefit sich die Frage an, ob es auBer den Konstanten
noch beschrinkte Funktionen aus € gibt. DaB I solche Funktionen aufweist, zeigen
die Funktionen aus R" (sieche § 2); aber auch gewisse unendliche Reihen aus solchen
Funktionen haben diese Eigenschaft. Uberraschenderweise gibt es nun auch nicht-
elementare doppeltperiodische beschrinkte Funktionen. § 7 bringt ein Beispiel hierzu,

bei dem auf Satz 3 und auf § 6 zuriickgegriffen wird.

§ 4. Uber ein Differenzengleichungssystem

Im folgenden soll der zugrunde gelegte Periodenmodul Q stets ein Gitter sein.
Unter w;, w, wollen wir immer ein primitives Periodenpaar verstehen, und zwar in

einer solchen Numerierung, daB

3 (@1 ws) >0
ist.
Satz 5 legt die Behandlung des folgenden Systems von Differenzengleichungen
nahe:
A f(z)=0 fir beliebige w,, w,, ... w, €Q. (30)

Wo, Wiy« - Wy

Daneben kénnen wir uns die Behandlung des Systems

A f(z)=0 fir beliebige der Werte w,, w, fihige
ot n Zahlen 1wy, wy, ... Wy (31)

zur Aufgabe stellen. Die Menge der meromorphen Loésungen von (30) bzw. (31) werde

mit €, bzw. €} bezeichnet. Trivialerweise ist
€, <=6 (32)

Es wird sich zeigen, daf} hier das Gleichheitszeichen gilt.
Die Menge der Funktionen

D U 2, g, € E°, (33)

p=0

Ligs

1 (z) =
wo {={(z) die WeierstraBsche {-Funktion zu dem Modul Q bedeutet, werde mit 3,
bezeichnet. Der Hauptsatz, den wir anstreben, ist, die Gleichheit von 3, und €, zu
beweisen.
ZweckméiBigerweise verabreden wir noch, dafl €_;=€*,=3_, die aus der Kon-
stanten O allein bestehende Funktionenmenge ist.
11 — 573804. Acta mathematica. 97. Imprimé lo 14 juin 1957.
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Durch Differenzbildung mit der Spanne @€ ergibt sich aus (33), wenn man

beachtet, daB diese Differenzbildung eine iiber €° lineare Operation ist:

M+

Af=3 3 un A,

0

“

Ublicherweise wird Af=q (34)
gesetzt, und es ergibt sich dann

AT =@t ) Gy =

u ov—p _
= Z (,U,) ('V ,U') we nvf/t—azg Co’

=0 o=0 9 c
T=pto<w
n oy 4 v—p u\ (v—u
also =3 5 55 (M) (7 e
» »=0 =0 g=0+u:0 4 c
T=pto<y

n-1 n +v—1 .
= z Z ( Z ¢ z Uy (Z) (:_‘:) wh e ,'7”*,“—11-@) ] Cyfg (35)

(wenn man die leere Summe =0 setzt, so ist der Fall n=0 noch mit enthalten).
Man erkennt unmittelbar, daBl A f€ 3,_, gilt. Ja, dieses Resultat sukzessive anwendend,

hat man den

Satz 16. Wenn f€8a, so st A fE€Bn-m-1 (wy, Wy, ... wn €Q, n=0, m <n).

Wo, W1 vvs wm
Speziell fiir m=n besagt dies:

B¢, (36)

Von der Formel (35) werden wir im Folgenden aber etwas mehr benétigen. Den
fir t=n-=1 sich ergebenden Term von (35) abspaltend, der iibrigens

n-1

= 3 (0= Q)N Un+ (@t ) @ Uy n) 2 E7H

ist, haben wir den

Satrz 17. Wenn

f@) =2 5 uw2 0"  un€E, also f€3,,

=0 u=0
so gilt fir n=>1, w€L:

n-1

Af- 20 (R— ) g n+ {0+ 1) @ Upr1,n) 22" T0E B a. (37)
® 0=
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Unter Benutzung dieses Satzes beweisen wir nun die lineare Unabhéngigkeit der
Funktionen z**7* iiber %

Satz 18. Das System der Funktionen 2" " (0<v<m, 0 < u<v) ist iiber & linear

2\ . .
unabhiingig. 3. ist also ein ('n,—;- )-dﬁmenswnaler Vektorraum iber &°.

Beweis durch vollstindige Induktion: Fiir n=0 ist die Aussage trivial. Nun der
SchluB von n-—1 auf n: Sei

n
» U 24 0 TH =0,  u,, €E°. (38)

»=0 u=0

Nach Satz 17 ist
n—-1
Zo (n—0) Ptgn+ (0 + 1) @ tpi1,n) 2L 2€ Buos,
o=

also gemaf Induktionsvoraussetzung speziell
m—)NnUpnt o+ wup1,,=0 (p=0,1,...2—-1). (39)

Zundchst wird (39) fir o =0 ausgenutzt, und zwar w=w, und w= w, setzend. Wenn
die zu w; und w, gehorigen y-Werte wie ublich (z. B. in Hurwitz-Courant [3]) mit
7; und 7, bezeichnet werden, so gibt dies

nrh' Uon + w4 U1, =0,

7 Ny Uon T g U1, =0.
Dies homogene Gleichungssystem fiir ug., 4y, hat die Determinante n (1, w,— 7, @),

die nach der Legendreschen Relation den Wert 247 +0 hat. Also folgt u,=0,

=0, und jetzt ergibt sich mit einem w =0 aus (39) fir p=1, 2, ... n— 1 sukzessive
Ugp = *** :unnEO-

Nach Induktionsvoraussetzung sind dann aber auch die {ibrigen w,, in (38) iden-
tisch Null.

SAaTz 19. Wenn fiir die Funktionen hy, hy€ Bn_1

Ahy=Ah, (40)

s

gilt, so gibt es eine Funktion € 3,, so daf
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Af:hp

a1
Af=hyt (D

Der Satz ist fiir » =0 uninteressant. Wir koénnen uns auf #>1 beschrinken.
Wir beweisen zunichst, dall unter den Voraussetzungen des Satzes eine Funk-

tion f, €8, existiert, so daBl
% f1 - hl 6871'2’

Af1—h268n—2

gilt. Sei
n-1

hy= Zoa#zﬂcnvl_'u'{"% Qs bye@o,
e

n-1

hy= 2 b, 2" C"Alv”‘kgz g1, 92 €8n-z-

je=0

Wie wirkt sich die Bedingung (40) auf die a,, b, aus? Fir n=1 stellt sie gar keine
Bedingung dar, und fir #>2 mufl nach Satz 17 gelten:

n-2
20 ((n—1-— Q) N Ay T (o+ l) W, aQ”) 22 Cnoz—g
0 -

- éo (n=1=0) N1 byt (@ +1) @ b11) 22 L 72€ By

"

Nach Satz 18 folgt jetzt
m—1l-g)ma,+(+t 1) wya,.1=m—1—g)pb+(e+ 1w b1 (6=0,1,...0n—-2). (42)
Wir setzen jetzt f, in der Form

fl — ZO o z.“ Cnvh (43)
t=

an und suchen die u, passend zu bestimmen. GemiB Satz 17 ist

n-1
Af - ZO (n—Q) iU+ (0 + 1) wyupe1) 22" 0€Z0 2 (j=1,2),
(Dj' o=

! DaB} die Bedingung (40) notwendig fiir die Lésbarkeit des Differenzengleichungssystems (41)
ist, ist trivial. Der Satz sagt, daB die Bedingung auch hinreichend ist, ja, daB dann sogar eine
Ljsung in 8n existiert, die dann natiirlich bis auf eine additive mit «w;, w, periodische Funktion ein-
deutig bestimmt ist.
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und es ergeben sich also nach Satz 18 fiir die u, die Gleichungen

n— u,+(g+1 0+l =ty
(n—0) 1%+ (¢ + 1) 0y Upe1 =04 0=0,1,...n—1. (44)

(n—0) N2 Up+ (0 + 1) Wy Ups1=b,

Fiir n=1 garantiert die Legendrerelation fiir beliebige @, b, die Losbarkeit von
(44) in Funktionen wu,, u,, die natiirlich €° angehéren. Fir n =2 garantiert uns (42)
fir die Losbarkeit, wie man etwa folgendermaBen einsehen kann: Das Gleichungs-

system (44) ist dquivalent mit dem folgenden (bei Bildung der Inversen der Matrix

((n—@) M1 (9+1)w1)
(n—0) Nz (0+ 1) w,,

Legendresche Relation beachtenl!):

27 (n— = o — wy b
(o) =yt b }Q=0, 1, ..n—1.
2ai(o+ 1) ugr= —1nya,+ M b,

Dies Gleichungssystem ist offenbar genau dann lésbar, wenn fir ¢=0, 1, ... n — 2 gilt:
(Q +1) (wg Qg1 — Wy bg+1) =(n— [ 1) (- N2 G+ M1 bg)

Das aber ist gerade die Bedingung (42).

Wir beweisen jetzt: Fiir jedes m (1<m<n) gibt es ein fn € s, so daB
A,fm—‘hle.?)n—l—ma
Afm—hze?)n—l—m-
Fir m=1 ist der Beweis soeben erbracht worden. Nun der Schiuffi von m -1 auf

m (1<m—1<n-1). Induktionsvoraussetzung ist also, daB eine Funktion f, €3,

existiert, so daB die Funktionen

gl=§lfm_1—hl, (45)

gzzéfm—l_hz (46)
zu Bn.m gehéren. Offenbar gilt nun aber auch
ﬁ 9= ﬁ G2

und das vorher Bewiesene, fiir den Index n—m anstelle von n»— 1 angewandt, sichert

uns die Existenz einer Funktion ¢, € 3._m+1, so daB
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A¢m_gi€8n-m~1 (7'=1, 2),
@5

also auch G—Apn€Bant  (i=1,2)
@5

ist. Wegen (45), (46) ist also

A(fm—l_wm)_kiegn-mfl (7:‘1’ 2)’
@5

und da ein Element von 53, , i erst recht 3. angehért, haben wir in fn =fn_1 — @m
eine geeignete Funktion gefunden.

Wenn wir das Resultat speziell fiir m =n aussprechen, haben wir die Aussage
von Satz 19.

Sarz 20. Es st
@n=(5/2=8n- (47)

Beweis: GemiB (32) und (36) bleibt nur noch
Cr<3a

zu beweisen. Das ist fiir 2=0 trivial. Schluf von n—1 auf n{n>1): Sei g€€y,

gelte also fir beliebige der Werte w,, w, fihige Zahlen wy, wy, ... wx:

A g=0,
d. h. A Ag=0.

Es gehoren also die Funktionen (w,=w,, w, gesetzt) h;=Ag und h,=Ag zu €54,
gemiB Induktionsannahme also auch zu 3, ;. Trivialerweise ist A b, = A h,, und Satz 19

Wy oy

sagt die Existenz einer Funktion f€ 3, aus, fir die

§f=Ag (G=1,2)

7 @j

gilt, d. h. A(f—-g)=0 (=1, 2).

;
Es ist also f—g€@°, also auch g€3,, w. z. b. w.

Schon aus Dimensionsgriinden ist es hiernach klar, daB fiir n > 1 die Differenzen-

gleichung (30) nicht charakteristisch ist fiir die Funktionen f aus &. Vielmehr ist &7 ein

2 .
(n+ 1)-dimensionaler Unterraum des (n -; )-dimensionalen Vektorraumes iiber §°, den die
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(30) geniigenden Funktionen bilden, und zwar ist es der von 1, v, %, ...,v" aufge-
spannte Unterraum, wenn »€K), ¢ E°. Die einfachste derartige Funktion v diirfte
eine Linearkombination b,z +56,{ von z und { mit konstanten Zahlen &, b, sein. DaB}
solche Konstanten existieren, 148t sich leicht zeigen: Die Forderung b,z+ b, +z €@

besagt
bywy+ by = _5)1’} (48)
by wy+bymy= — @y,

und die Legendresche Relation garantiert die (eindeutige) Auflosbarkeit nach &, b,.

§ 5. Verallgemeinerung der WeierstraBschen o-Funktion

Cl. Miller hat die Untersuchung der Funktionen

z" E-a)" &
=0 (e 3 () .
angeregt und selbst erste Ergebnisse erzielt. DaB die in (49) auftretende Reihe fiir
z¢ Q) konvergiert, und zwar absolut und in jedem abgeschlossenen Teilgebiet dieser

Punktmenge gleichméaBig konvergiert, ist wie im klassischen Falle leicht einzusehen;

es kommt dabei auf die Konvergenz der Reihen 3’ (o |, fiir =23 an. Auch die
weQ

Periodizititseigenschaft von p, wird dhnlich wie im klassischen Fall bewiesen: Offen-

bar gehéren die Funktionen

DM0p, = — (n+1)( n+2)‘gﬂ( w‘*)’L;,» (50)
0.1y E—a)!
D*'p,=@n+1) wzm( oy (81)
zu € Es gilt also jedenfalls
P2+ w) — P (2)=c(w) (52)

fiir w€€Q. Wenn man in (49) z durch —z und zugleich in der unendlichen Reihe

o durch — o ersetzt, so folgt

Pn (—2) = Pa(2). (53)
Wird dies beachtet und in (52) 2= —} w gesetzt, so haben wir ¢(w)=0, also den

Satz 21. Es ist p, €E".
(60) und (51) zeigen die Giiltigkeit des folgendes Satzes:
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SaTz 22. Es st fiir n>1

D' Py + D" Py 1 =0. (54)

Die nullte Koeffizientenfunktion Ky{p.} von p, wollen wir mit p, bezeichnen.

Nun gilt aber allgemein

K, {p.} =K, {% D% pn} (r=0,1,...n), (55)

und da sich aus (54) sofort rekurrent die Formel

D" po=(~1D""p,, (v=0,1,...7n)

herleitet, haben wir K, {pn}:(—‘l) VI
_( —V !1)” o0 (56)
Sarz 23. Es ist éo i y@,’),,'". (57)
Dabei ist Po =5+ Py ((z _1w)2 é) (58)

die Weierstrafsche -Funktion, waihrend fir n>0 gilt:

1 1
pn=m+1) 3@ ( T —n) (59)

we w

Die noch unbewiesenen Aussagen (58), (59) des Satzes werden unmittelbar aus
(49) abgelesen.

¢n ist fiir #>0 im Nullpunkt regulir, verschwindet dort sogar, wihrend in allen
anderen Punkten des Gitters Q und nur an diesen Punkten Pole liegen, und zwar
Pole (n+2)-ter Ordnung. Da ersichtlich g, eine gerade Funktion ist, kdnnen wir

die Entwicklung im Nullpunkt so anschreiben:

Z cox 2 (60)

Pn= Elonkz“ (n=1). (61)

Aus (58), (59) ist leicht ersichtlich, daB fiir diese Koeffizienten gilt:

an:(n+1)( nt 1 Z;}W'
@E
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In dieser Rechnung macht sich die Tatsache, dafl p, eine gerade Funktion ist, durch
> ~ =0 fiir ungerades pu>1
w

bemerkbar.

Sarz 24. Die Funktion o, geniigt der Differentialgleichuny

Pn =62 Py pn_, —10cn. (63)
r=0
Beweis: Wir setzen D¥%p,—6 > P, b, =Tn, (64)
r=0

und offenbar ist f,€E". Wenn wir beachten, daB p €@ also D"'p =0 ist, so

haben wir
n

Do,lfnzDz'lp"_ﬁ Z (Doylpr) pn~r #6 Z waOJ pnr r
v r=0

=0

n

n-1
:D?.,lanG Z (DO’IPV)Pnf;-*G Z p,,DO'ID"A,..
v=0

y=1

Wenn wir jetzt noch Satz 22 beriicksichtigen, so ergibt sich fir n=1

n—

n 1
DO,I fn — _D3.0pn _1+6 z (.Dliop,,, ])‘pn"l' 46 Z p,,D]’Opn~y—1
=1 =0

n-1 n-1
= —D*p, 1463 (D"°P)Pny1+6 2 P, D" 0a
y=0 0

=

l

n~1
- DLO (DZ’O pn—l —' 6 z pv pn—l—v) >
v=0
also D*'f,=—-D"f, , (n=1). (65)

Nun wird gezeigt, daB f, eine Konstante ist. Fiir n=0 ist es aus der Theorie

der p-Funktion bekannt, und zwar ist

fo=—10¢g.

Sei diese Behauptung nun fiir den Index n— 1 bewiesen. Dann folgt aus (65), da
D*'§,=0, also f,€E° ist. Aus (64) lesen wir jetzt ab:

fn=@7,zl”‘6 Zosov Pn—v- (66)

1 Fiir n=1 handelt es sich bei der zugehérigen homogenen Differentialgleichung um eine
Lamésche Differentialgleichung.
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Ersichtlich hat die elliptische Funktion (66) hochstens in den Gitterpunkten Pole.
Da aber fir n>1
Pr=2ca1+ -,
8‘)0 Son ch1+ ceey
PpPnv=0++  (»=L12,...n-1;
fiir n=1 leere Aussage)

die Entwicklungen im Nullpunkt sind, liegt im Nullpunkt kein Pol vor. f, ist also
iiberall reguldr, also eine Konstante, w.z.b.w. Aus (66) ist fiir n > 1 diese Konstante

sofort zu — 10¢,q ermittelt.

SaTz 25. Die Differentialgleichung (63) lipt sich durch Quadraturen losen, und

zwar st fir n=>1

-1

pn(2)=6 gaé (2) !‘ (KJ(,]TI(GSJQ()(I)VZ @5 (T) P (T) dr) do—

=1
0
z

_ / Polo) , ’ f 1 1
10¢,y o (z) 5( 89(,)2 (o) do—14 Cnzfdo (=) J {4)62 (0) do. (67)

Beweis: Durch Multiplikation von (63) mit g, ergibt sich, wenn man noch
12 pg o= 0
beachtet :

n—

1
Do — o Pn="6 o 21 @y Pn—v— 10 a1 Po,
7 7 17 'n_l
(9o Pn— 9o Pnt+10n19y) =690 ; Oy Pr—re

Da, wie man an Hand der Entwicklungen im Nullpunkt leicht nachpriift, die Funktion
P09n— 0 Pn+10¢a1 0o im Nullpunkt regulir ist und dort den Wert —l14c,z an-

nimmt, ist
3 n-1
g)(') g:i; — {47(/)' Pnt+10ca1 =16 J. SOCI' (t) zlg), (T) Pn-—v (7) dt—14¢po,

0

Z

Pn\’ Po 1 6 PN
also - + 10 Cn1 —@-*-14 Cne T3> "3 ©o (T) z v (T) pn—v(r)df. (68)
#o #o Po o »=1

1 Die Integrale sind so zu verstehen, daff sie langs eines beliebigen, die Pole der Integranden
meidenden Weges zu erstrecken sind.
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Wir werden jetzt zeigen, daB die Funktionen p,/p,* und 1/p,* meromorphe Stamm-
funktionen besitzen. Dann kann in (68) unbestimmt integriert werden, und beim
Ubergang zum bestimmten Integral darf der Integrationsweg im Nullpunkt beginnen,
da im Nullpunkt Regularitit aller Integranden vorliegt, wie man sich leicht {iber-
legt. Damit ist der Ubergang von (68) zu (67) gewihrleistet, wenn man noch beach-
tet, daB p,/po im Nullpunkt verschwindet.

Wir brauchen also nur noch zu zeigen, daB p,/@,* und 1/p,* iberall die Residuen
0 haben, und diesbeziiglich brauchen wir nur die Gitterpunkte als Polstellen von g,
und die Punkte, die halbe Perioden, aber keine Perioden sind, als Nullstellen von ga(;
zu untersuchen, und zwar nur in einem Periodenparallelogramm. In den Gitterpunkten
sind die beiden Funktionen sogar reguldr, wie oben bereits festgestellt wurde. Als
Nullstellen von gp in einem Periodenparallelogramm betrachten wir jetzt
o _oite, o

=

ey AT BT
WO @, w, wie stets ein primitives Periodenpaar ist. g, ist aber bekanntlich eine
gerade Funktion von z —z; (=1, 2, 3) — es ist ja po(—(2-2)) = po{—2-27)=@o(2+2;) —,
also ist @, eine ungerade und p¢® wieder eine gerade Funktion von z—z;. g,/po’
und 1/p,* sind demnach gerade Funktionen von z—z;, und haben in z; also jedenfalls
das Residuum 0, w.z.b.w.

Aus (67) erkennt man induktiv, daB die Koeffizienten der Potenzreihenentwick-

lung von g, um den Nullpunkt die Gestalt
Cne=Pnr+ Cn1Pr1+ CnaPre (69)

haben, wo pi; und pxz von = unabhiingige Polynome von ¢y, ¢y, mit rationalen
Koeffizienten sind und P, ein Polynom von c¢,i, ¢,2 (=0, 1, ... 2 —1) mit rationalen
Koeffizienten ist (n>1). Man erkennt aus (67) nicht unmittelbar, daf die Koeffi-
zienten dieser Polynome alle >0 sind. Aber auch eine solche Aussage laBt sich ge-
winnen, und zwar aus (63). Die Entwicklungen (60), (61) in (63) einsetzend, ergibt

sich namlich fir n>1

o0 ==
2k@2k—1)cak 2 ?=6 3 3 3 pCnna? 2+ 12 3 0 2? TP—100ny,

1 v=0 g=1 o=1 k=1

M8

k

=

und nach Koeffizientenvergleich

n k-2

2k+3)(k—2)cnk=32 3 Cplnnii1, (k=3) (70)

=0 g=1



172 FRIEDHELM ERWE

(im tbrigen gilt diese Formel. wie wir nachtriglich feststellen, auch noch fir »=0).

Durch Induktion iiber n und % schlieBt man hieraus

SaTz 26. Der Koeffizient ¢y, der Potenzreihenentwicklung von p, um 0 ist als

Polynom von ¢y, ¢,z (#=0,1,...n) mit rationalen Koeffizienten =0 darstellbar.

Es kann nicht unmittelbar geschlossen werden, dafi dies Polynom, wie wir es

induktiv aus (70) erhalten, mit dem aus (67) erhaltenen Polynom (69) tbereinstimmt,

obwohl es wahrscheinlich sein diirfte, aber nur fiir die niedrigsten Fille rechnerisch

nachgepriift wurde. Der Induktionsschluss kann aber so gefilhrt werden, daf} man

erkermt, daB auch das aus (70) sich ergebende Polynom linear in ¢,y und ¢,q ist,

und daB die Faktoren von c,; und ¢, von n unabhingige Polynome von ¢y, ¢y, sind.

Tabelle der ¢,y fir die niedrigsten Fdlle

a

8 0 1 2 3
1,2 2 2 1,2 2 12
3 3 Co1 5Co1C11 3 Co1 C21 + 3 C11 5C0n Cn t 3 011 Co1
: 3 3 1.3 3 3 3 3
4 |11 Co1 Coz 71 Co2 ‘11 1 11 Co1 C12 11 Co2 €21 T 11 Co1 Coz T 1 Coa €31 1 11 Co1 C32 +

3
+11C11 42

3 3
+ 7% €19 Co1 t 17 €11 Cn2

r l2 .3 ;1.2 )2 .2 2 2 2 . 2 2 2 2
O 155601 T 3 Coz | 15 Co1 C11 13 Coz C1a 13 €01 Cay T 13 Coa C22 1501 Cg1 T 75 Coa Cag T
2 2 1 .2 4 B
13 gy €11 1 15 C12 13 Co1 €11 €1 7
2 .3 2
45 €11+ 1§ C12 Cos
H 2 2 4 1.2 .2 4 L2 a2 4 2 .2
6 | 43 Con Coa & Co1 Can C11 T 5 €01 Cyz | 54 Cor Co2 Ca1 T 35 €01 Cag + | 3% Cay Coz C31 1 33 Co1 Caz +

4
33 Co1 €11 012

2 . 2
+ 45T 1

4
+ 33 Co1 C12 Ca1

4 3
+ 33 Co2 €13 Co1

4 2.2
+ 35 €1 C11 Caz 33011 Caz

Es werde jetazt
_#

p= o6

(71)

gesetzb. Dann ist p+Z€E', und gemaB Satz 10 gibt es eindeutig bestimmte ellip-

tische Funktionen wu,y, %ni, ... %na, so dab

n
Pn= ZO Uny P

(72)

gilt. Satz 9 zeigt nun, wenn man noch (56) beachtet, daBl diese elliptischen Funk-

tionen sich wie folgt berechnen:
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n

1 '7')
(1S D " o
Uny= (1) ! (/l YnieP

Da mit (72) zugleich Vo= Sy, (pa ) (73)

il

gilt (vgl. Anm. 1, S. 159), folgt wegen Satz 22:

1,
7 .
Uny = = U gyt~ P Unoy (=12 .00 1),
4 ~,
Unp = — = Un_1,n 1 (1),
n

und diese Formeln zeigen, wie sich die w,, aus den w,, berechnen.

Satz 27. Die Funktionen
n
N -
Uno = A’g.)(n‘l,.fp VES!
v=0V:
sind elliptisch (d.h. €E°).
Fir n=0,1 ist die Aussage dieses Satzes uninteressant. Aber fiir n>2 gibt sie
uns eine Moglichkeit, die Funktionen g, auf p und elliptische Funktionen zuriick-

zufithren. Die Berechnung der u,, anhand von (74) geht so vor sich: Wir setzen

m=[4n]; dann hat die elliptische Funktion

— 1 4 ,
2 ( ,,v) Pa e wige” " fiir gerades n, ]
e 1 ’ (75)
2 (—““)‘8951”)—»3‘)1 po" 17" fiir ungerades n,J
hochstens in den Gitterpunkten Pole (man beachte, daB bekanntlich i/, fiir unge-
rades n ein Polynom von g, ist. (75) ist eine gerade Funktion, deren Laurentent-

wicklung im Nullpunkt mit

22m
2m . 2
o u"0—26m~2(c"1+cn2z +---)

beginnt, wie man sich leicht iiberlegt. Also gibt es Konstanten 4,,, so daB
3m-2

’2 2
Po "Uno— 2 Ang pt?
e=0

im Nullpunkt, also iiberall regulir ist, also eine Konstante A, ist. Damit haben wir

1 3m-~2
Uno = 7 (An + 2 Anggoéz"’)'

0 e=0
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A, und die 4,, sind natiirlich Polynome der ¢,, (v<n) mit rationalen Koeffizienten,
und zwar von solcher speziellen Gestalt, daB Linearitit in den c¢,; mit 2<y<n
herrscht. Speziell die ¢, sind dabei fir k=1,2, ... 3m beteiligt.

Die Durchrechnung der niedrigsten Fille (ug,= p, und u,,=0 sind trivial):

PO Ung =4 Cyy 05+ 4 Cog Pg + 4 € — 16 Coy Coy + 7GR,
Do Ugp =4 €33 5 + 4 Cgp P+ 4 €33 — 16.Coy 31 + 4 €y Coy.

Jetzt lassen sich p, und p; ausrechnen, und zwar 13t sich das Ergebnis so schreiben:

P2 =a +} (90 ), (76)
g)a:uao—uéop~%(soép3)". (77)

Bei diesen Entwicklungen wurde das System 1, p, % ... p" als Minimalbasis von
®6 zugrundegelegt; das wurde durch die Beschiftigung mit den veraligemeinerten
@-Funktionen, zu denen im wesentlichen ja auch die Funktion p gehért, nahegelegt.
Jenes Basissystem ist aber an sich in keiner Weise vor anderen ausgezeichnet. Viel-

mehr wird man das am Schlusse des § 4 angegebene Basissystem 1, ¢, ¢% ... ¢", wo

g=byz+b,¢ (78)

ist (b, b, aus (48)), als in gewisser Weise einfacheres bezeichnen kénnen, hat doch ¢
im Periodenparallelogramm nur einen einzigen Pol, wihrend p dort im allgemeinen

drei einfache Pole hat.
Nach Satz 10 existieren eindeutig bestimmte Funktionen vn €@, s0 daB

n
Pn = Z vnqu
y=0

gilt, und gemiB Satz 9 ist (man beachte (56))

n
1
Vno= 2, ﬁq” P .

r=0

Ein dem Satz 27 analoger Satz ist also

Sarz 28. Die Funktionen

A |
Vo= 2 —@nq" (79)
y=0 V!
sind elliptisch.

Aus der klassischen Theorie ist bekannt, daB bei Vorgabe zweier Zahlen ¢, ¢go,

die nur der Bedingung
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4-(504)° 27 (Tcge)? =0 (80)

geniigen, stets ein Gitter ) existiert, so daf8

cOl:g.mzs;zwib 00225'0,2521201—6 (81)
gilt, ja, das Gitter Q ist sogar eindeutig bestimmt. Hs sind also die ¢, fiir alle
n>0 und fir alle n=0, k=3 als Funktionen von ¢, ¢, (mit (80) als einziger Ein-
schrinkung) aufzufassen. Wie sich die ¢, aus den ¢y, €p2s €155 Cigs -v» Cn1, Cnz auf-
bauen, sagt Satz 26 aus und zeigt genauer Formel (70). Wir werden nun €115 C1p
auf ¢y, ¢y, und die klassischen GroBen 7, 5, zuriickfiihren und anschliefend zeigen,
wie sich die c,1, cn2 aus den ¢y, ¢y, €1y, 6, berechnen. — Damit ist dann diese ganze
Frage der Riickfiilhrung der ¢, auf die ¢, ¢y, zu einem gewissen AbschluB3 gebracht;
allerdings wird die Kenntnis der #,, 5, als Funktionen von ¢y, ¢, dabei vorausgesetzt.

GemdB Satz 28 ist v,y=gp,+ pog eine elliptische Funktion, und zwar offenbar
eine solche, die nur in den Gitterpunkten Pole hat. Da aber

, 2b, 2b, 8
P11 Poqg= A2 +5001b2+"'

gilt, ist o, + fpé g+b,( 506' —Z%cy) 2y, eine iiberall regulire elliptische Funktion,

also eine Konstante, und zwar die Konstante §c¢y b,. Damit haben wir:
— p1=(2 @y + 2 o) by + G o — Lo+ pol) by (82)

Vergleich der Koeffizienten von 2® und z* der Potenzreihenentwicklung von (82) um
den Nullpunkt ergibt:

—Bcyy=45¢5,b,+6-Tcyyby, } (83)
—T ¢ =67 by +4(5¢y1)? by,
und damit ist die erste der gestellten Aufgaben gelost, denn aus (48) ergibt sich
I -
b, = 34 (@17 — Do), (84)
by = L (0, @ 4) (85
2 T g g \ W1 Wy T W ). )

Die Auflosung des Gleichungssystems (83) nach by, b, ist iibrigens moglich, da gemif

(80) die Determinante =0 ist. Wenn wir zur Abkiirzung
d=27-(Tce) ~4-(5cgy)®  (+0) (86)

setzen, so ist diese Aufl§sung
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2d by~ 2+ (5eg)? 5oy — 9T o T Cpn: (87)

2d-by= —9-Tcy Beyy +6-5cy -7 ey 88)
02 11 01 12

SATZ 29. ¢y, ¢ driicken sich gemif (83), (84), (85) durch die klassischen Groflen
Cors Coa» s Mg @US. O, ist vermdge (82) auf klassische Funktionen zuriickgefiihrt.

Um uns im Folgenden bequem ausdricken zu koénnen, wollen wir von einer
GroBe (Funktioh eines Gitters (), die sich als bzgl. ¢y, ¢, vom Grade n homogenes
Polynom von ¢y, g, €11, ¢33 mit rationalen Koeffizienten schreiben laft, sagen, sie
habe die Eigenschaft B,. Allgemeiner sagen wir von einer Funktion f(z; Q) einer
komplexen Variablen z und eines Gitters ), die als Funktion von z meromorph ist,
sie habe die Eigenschaft ,, wenn alle Koeffizienten der Laurententwicklung um den
Nullpunkt die Eigenschaft 3, haben.

Sarz 30. Die Funktion d"p, hat die Eigenschaft P3,, d.h. alle Grifen d"cnx
haben die Eigenschaft L,.

Der Beweis kann so gefithrt werden, dafl die elliptische Funktion v,, des Satzes
28 durch Bestimmung des Hauptteiles der Laurententwicklung der rechten Seite von
(79), zu dem g, (und ibrigens auch @, ;) nichts beitrigt, explizit angegeben wird
und dann der Induktionsschluff gemacht wird. — Es erscheint uns aber einfacher
und durchsichtiger, etwas anders vorzugehen: Wir multiplizieren (79) mit po bzw.
o p(', und brauchen uns dann nur mit den Residuen der entstehenden Funktionen
im Nullpunkt zu beschiftigen. res {povno} und res {0 Povso} sind 0, da @gv,, und
oo Vao elliptische Funktionen sind, die nur in den Gitterpunkten Pole haben, und
ersichtlich brauchen wir uns um die Berechnung von v, also gar nicht zu kiitmmern.

Es gilt demnach:

n

G | ,

> L1 e {po W '}=0,
po0 V!

n
1 Cr
= res {g o g} 0.
v-0 ¥V 0
, 2¢,
Da aber fir n =1 Pon = o ——2—'-11% e, (89)
' 2¢enn 2 Cng
{o o P T — R Ao (90)
. . . ¢ o 1 I PRAPN O
ist, haben wir weiter: 2¢,1= 2 SIS o Pn v S 91)
vi oo

1 ’
2¢,9= 2 Ly Tes {90 00 P 0} (92)
vl
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Nun ist der Induktionsschlufl leicht. Induktionsvoraussetzung ist, dafl d"~* g, , fir
=1,2,...n die Eigenschaft ,_, hat, also auch die »-te Ableitung d"” p%’,. Ge-
miB (87), (88) hat dg die Eigenschaft B,, also (dq) die Eigenschaft B,. Jeder der
Funktionen d"p%’,q" =d" " p3’,(dg)’ kommt hiernach die Eigenschaft P, zn, und
die entsprechende Aussage bleibt nach Mnultiplikation dieser Funktionen mit p, bzw.
@0 offenbar giiltig. Speziell die Residuen der Funktionen d" g%’ ,¢" und
d" 0o po %2, ¢ haben also die Eigenschaft PB,, wegen (91), (92) also auch die d"¢,,
d"c,s, und aus (70) erkennt man schlieBlich induktiv, daB dann alle d" ¢, die Eigen-
schaft 5, haben, w.z.b.w. .
Die Aussage von Satz 30 lifit sich verbessern. Fiir n =1 z.B. hat schon d" ' p,

die Eigenschaft %B,, nnd wir werden dies auch fiir n =2, 3, 4, 5 nachweisen, allerdings
durch ziemlich miihsame Rechnungen. Mit dem gleichen Beweisprinzip, das uns zu

Satz 30 fithrte, sind wir gescheitert, da es nicht gelang zu zeigen, dal schon
d" ' res {po gt und @™ " res {p, o ¢"}
0 0

die Eigenschaft P, haben. Fiir n =1 sind diese Rechnungen noch leicht durchzu-
fihren, aber da ist das angestrebte Resultat ja sowieso trivial. Fir n=2 und erst
recht fir n>2 werden die Rechnungen aber schon so langwierig, da es uns be.

quemer schien, anders vorzugehen, wenn es auch dann nicht gerade miihelos geht.

Gema Satz 27 ist Pt 1P+ po pPeC,
also auch 9o P2 — 1 1+ § oo PP EEY, (93)
Wo 90 2 — Po 91 91+ 9o o g0 P EE. (94)

(93) und (94) werden iber den Rand € (positiv orientiert) eines Fundamentalparal-
lelogramms integriert. Dabei gehe dies Fundamentalparallelogramm aus dem von wy, w,
gebildeten Periodenparallelogramm durch Parallelverschiebung hervor, derart, da 0,
zi=%twy, 2= % (0w, +w,), 23=% w, in seinem Innern liegen. Da das iiber € erstreckte

Integral einer elliptischen Funktion verschwindet, ist also

fg.)() o dz— f&){ P dz it} f wo w0 prdz=0,
€ ¢ ¢

f Qo 0 P2 dz— f Powt prdz+ i f Vo g0 o P dz=0.
¢ € 5
Es gilt jetzt, dic in Frage kommenden Residuen zu bestimmen. Die Integranden
P19, und g @1y, sind innerhalb € regulir, wihrend $ags bzw. gopo s nur im

12 — 573804. Acta mothematica, 97. ITmprimé le 17 juin 1957,
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Nullpunkt einen Pol haben, und zwar mit den Residuen —2c¢, bzw. —2¢,,. Jetzt
bleibt die Behandlung der Integranden ¢ o p* und o 9o o p°s die im Nullpunkt
reguldr sind, aber in 2, z,, 2, und nur dort Pole haben. Wird wie iiblich der Wert

von g, an der Stelle z; mit ¢; bezeichnet, so ist bekanntlich

po=eitriz—2)+ -, (95)
wo ri=3e; —5cy =0
10 + 14
ist. Da gemiB (68) p =Pl 2,
#o
. , 10¢,; ¢+ 14¢yy 1
ist = 477 (2_27)24- )
10¢, ¢, +14¢cy, 1
S . 9
P 47‘,2 2 —2z; ( 6)
r 3 5 . 2
Daher gilt f&OOfPO pPdz=2mi S ( 6116;4-7612) ,
=1 7
¢
L 5 (Bey e 2
JPWW pzdz=2nizej(‘clﬁlﬂi12) .
a j=1 7y
¢
3 5 2
Es ist also doy= 3 ( C11 ej+7012) ’ o7)
j=1 7
5 (BeyeitTe,\?
4oy = 21 € (hllir*"m) : (98)
i= 1

Ganz entsprechend folgt aus
pstpep+ipl PP g pPEC,
d. h. Pat pap+ipl PP+ 2p0 pop® €E,

wieder mit o bzw. mit 9o po multiplizierend und dann integrierend :

2031-2:@@':%”06 Xo{'pzdz+2fg)o po> Pt dz,
15 &
2ey-2mi=1 [ o popr PPd2+2 [ of pi* p*dz.
& &

Wenn wir noch (63) fiir n=1 verwenden, so haben wir:
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2¢y 2mi= —5¢ optdz—4 | v, o2 ptdz
31 11 ] Yo P Yoo P »
¢ €

2059+ 21 = “5011j$0084’0P dz~4fpoipz ddz,

(5 56
also 2, = 611 Z (9Cq1 €5 + 7 c12 Z ‘nn el,.+ 7 c12) , (99)
] j=1 7
5 +17 5,6 +7
2 Cap = 011 Z e i1 eﬂ +9 Z e]2 (_Eﬂffii—cm)_ . (100)

j j=1 7

In den Fillen n=4 und n=25 erschien es uns zweckméBiger, etwas anders vor-

zugehen. Aus den Formeln

f@o (patpspthp: P +ip PP +k o p')dz=0,

4) 4

[ 909 (pat papt+3 g PP il Bo & o pY dz=0
6
und fSOO (ps+pep+ s PP +ip) PP+ p'+ ik 8 PPy d2=0,
fsoofpo (ps+@ap+31ps P +hpe PP+l 0+ o8 p°) d2=0

ergibt sich entsprechend wie oben:

0=2mi(—8¢ps+24cHCnaT48¢pCn1—16¢11Cn_1,2—8C50n_1,1) +

_]'g) ps’ ptdz fir n=4,

+
Mf&oo PPt dzt ks [ o o p°dz fiir n =5,
&

0=27m1(—8¢ns+16cy CasT40ChpCn2+64co6n1 —

2
—24c¢y 01,3 16c560-1,2+ 4013 Cn-1,1—2C11Cn2,1) +

W ptd fiir n =4,

24f Po 0”6

..l.
4) .4

g;_l'po po° P p dz+ﬁfposoé3so§,5)p5dz fiir n=>5.
5 &

Wenn man beachtet, daB wegen (63)

912 =12 (30 05 91 — 30 ¢y 1 — 30 ¢4y o — 28 ¢15)
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ist, so erhdlt man aus diesen Gleichungen:

8Cna—24c5Cra—48¢oaCn1+16¢6n_1,2+8¢06n-1,1
3
z e, (Beyyes+ 7ey e,—{— 7012) fiir 0 — 4,
]
1 . (Bey e+ Tep)t

BE ng (15 (ef —cgy) (Beyy €5+ Tepp) — 75 {15 €1, 25+ 28 ¢45)) \**?——_‘ +

3 3 (5eyy e+ 7o)
— AL L fiira=5
+ 10 El (2e+1) ; ir n=>5,

(101)

8cns—16¢y 6,3 —40¢uCno—64co5¢n1+24¢1Cn1,3+

2
+16¢6156n 10— 4C3¢0 1,1+ 26116021

1 & (et Tep)
- fir n=4
5 % e ir n=4,
1 3 Beyy e+ 7¢y,)
13 & ¢; (15 (6]~ cq1) (Beyy e+ Teyy) =7 (156, €5+ 28¢45)) (41;‘@;12* +
= J
5 .
+"3— > e(2ef+ ])( C“e]—t7012) fir n=5.
10 i=1 ¥y
(102)
Zur Weiterbehandlung der Formeln (97), (98) und (99), (100) und (101), (102)
3 x
miissen wir uns nun mit den Ausdriicken > -; r‘ beschiftigen. Wir setzen
j=1

% (103)

->-.»|-x

und werden fiir die R,; eine Rekursionsformel entwickeln, und zwar gilt es dabei nur
zu beachten, dal

e +e,+e3=0, €16+ e e5+ege,= —bcyy, €1 €383 ="TCgq,

so dafl also neben dem trivialen Resultat By =3 sich R ;=0 ergibt. Fir »>2 ist

R"()= ; e;-‘
=2 Den— 26 en
J m jEm
== > €& en
jEm
= = T een(ef ). (104)

j<m
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Es ist also Ry=10¢,,

und wenn wir fiir j=m die Zahl (j, m) dadurch definieren, dal j, m, (j, m) eine Per-
mutation von 1, 2, 3 sein soll, so haben wir aus (104) weiter (jetzt »>3):

-2
Ro=— 2 ejen(ef >+ e Ereli i+ Ze,emeum)

J<m
=5Cy B, o0+ Tcy, R, _s0.

Fir »>2 ist

(Ry_2.0 +5co Byo21),

1.¢ 1
Ra,=SZ_Z -
S 3% 7 3

und wir miissen jetzt Ry und R, berechnen:

TN i/ Z Pirm=9 Z € ey — 15¢y > (e + ) +3 - (Bcy)?
j<m
und da 2> efeh=(2 €)P— 2 ef=Ri— Ryy=2-(5¢,)%
j<m ) j

S (24 e%) =2 Ry =20¢,,,

i%em
haben wir 7797y Ry = (5¢e)? (9—12+3)=0
Ferner ist
7y Tetry By = igﬂ 5 ¥'m €G,m)
= j;m (3€2—5cy;) (365 — B cyy) € m

9j2 €f e egmy — 15001 Z (€] + €n) eg,m + (5¢4y) Z €, m)
<m

I

=9-Tco* (—5cy) — 15y (Bag Byg— Byp) + (5 €o1)’ Ryo

=0,
Fir A1>2 ist

2l &

Z—‘_Z -1 Z—Z -1

ri mPm  jEmTi Tm Am T3 Tm

>

& 7'(1 m) ef e(l,m)
P 7ers Rg= — 2 ~3 > 2P 4 10 ¢y Ra-2
J+m J jEm

Andererseits ist

2 x 2
7 2 €f en €j €y, m)
Rn+2.1—2= -2 Z em — Z -2 :Rn.l—Z R20_ Z -2
7 m j+=m Tj j&m Ty
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also 717573 Ry =3 Ryi0-2—20¢h By 2.
Schlieflich berechnen wir noch

rra7y=(3ef —5cy) (3€3—Bcy;) (3ed—5eyy)
=27efeses—9-5cy (€3 e3+efes +efef)+ 3+ (Beyy)? (63 + e+ e3) — (5egy)®
=27+ (Tcg)?— 4+ (5eg,)?
=d.

ZusammengefaBBt lauten die von uns hergeleiteten Rekursionsformeln fir die
R, also:
Ryy=3, B;;=0, Ry=10cy, Ro=5cyRB, 20+ 7cuR. 30 (x=3),

Ry=0, Ry;=0, Ra=1(Rin0+5c,Rys1) (2x>2), (105)

1
R,= d (B3R, i0,1-2—20¢y R, 1_2) (=0, A>2).

| —

Durch Induktion iiber A ergibt sich unmittelbar der

Sarz 31. d¥MR,; ist ein Polynom von cy, co, mit rationalen Koeffizienten.

Dieser Satz gestattet es nun, aus (97), (98) und (99), (100) abzulesen, daf fiir
n=2 und n=3 die GréBen d" 'c,; und d"'c,, die Eigenschaft P, gemiB (70)
also alle dcgy, d2cy) diese Eigenschaft haben. Die Anwendung von Satz 31 auf (101),
(102) liefert unter Beachtung der soeben gemachten Feststellung, daB fir n=4und n=>5

A" 2 (Cna—3Co1Cna— By Cn1), (106)

A" 2 (Cns—2Cp1n3— B CoyCnz— 8CogCn1) (107)

die Eigenschaft %3, haben. Wir benutzen jetzt (70) firr k=3, 4,5:

k-2 n-1 k-2

(2k + 3) (k_ 2) Cnk = 6‘2 COQCn,k—l—Q +3 Z Z CogCn—»,k—1-p»
o=1

v=1 p=1

und zwar zunichst fiir n=4, und nachdem wir bewiesen haben, daB die d®c,; die
Eigenschaft B, haben, in genau der gleichen Weise fiir n=5. In dieser Weise vor-
gehend, schlieflen wir aus

Cn3=5Cp1 Cn1t "+,

cn4=%(001cn2+cozcnl)+ Tty

2
Cn5 =5 {C010n1 -+ CoCn2) + 7,
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daB mit (106), (107) auch

dn—2(210026n1+ 100010,,2),} (108)

d" 2 (50¢31¢n1+63co5¢r2)

die Eigenschaft 3, haben, also auch jede Linearkombination mit rationalen Koeffi-
zienten. Da die Matrix der Koeffizienten von ¢,;, ¢,z in (108) (von den Faktoren
d""* abgesehen) gerade die Determinante d hat, haben also d" 'c,;, d" 'c,. die

Eigenschaft P, letzten Endes gemaB (70) alle d"'¢,,.
Satz 32. Fiir n=2,3,4,5 haben die d* ‘¢, (k=1,2,3,...) die Eigenschaft L.

Die Berechnung ist. wie schon die Formeln (101}, (102) zeigen, fiir n=4 und
n=>5 sehr langwierig. Aber fiir n=2, 3 lassen sich die bis (97), (98) bzw. (99), (100)
gediehenen Rechnungen mittels (105) doch noch leicht zu Ende fithren. Es ergibt sich

dcy =Ry (5 €1)*+2Ry5-5 Crp° T+ Ryy (7 612)2, (109)
40y=R3 (5 c11)2 + 2Ry 50T+ Ry (7 c12)2, (110)

dcy) = (4 By — Ry3) (6 c11)3 + (12 Rys— 2 Ry3) (5egy)? - Teya+
+ (12 Ryy— Ryg) B¢y - (Teyg)* + 4 Ryy (7 ¢55)’, (111)

dcg,=(4 Bsy— Ryy) (5 )+ (12Ry —2 Ryg) (Beyy)?-Tegpt

+ (12 Ry~ Ry3) 50317 (T015)° + 4 By (Tey)?, (112)
und hierin sind
dRyy= —6-5cy, dR;=97Ch, dRyy=—2:(8¢y)% dRy3=35c"7cy, (113)
dRy;=3, dR,;3;=0, dR,;= —bBcy, dR;=3"Tcy, (114)

BRyy= — 275y - Ty @2 Roy=2+ (5c0y)*+ 27 (Tcgs),

(115)
d2R34= —9-(5 c01)2 * T @ R44=2 : (5001)4, a2 Ry =(-7- (5001)3+27 - (7 002)2) ' 7002}

§ 6. Anwendung auf die Fiille des quadratischen Gitters und des Sechseckgitters

Im Falle des quadratischen Gitters in dem

Wy =1 Wy
gesetzt werden darf, ist

w
"= O et = (— )RS
wén wn+2k+2 aea (,,Iw)n+2k+2 oea wn+2k+2
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und also jedenfalls Cn=0 fir n+k+1%=0 (mod 2).
Aus (87) folgt: b,=0"
und aus (85) by= — Q11
7
g 2 - 2
(88) ergibt jetzt 7612:3710)1 @y (5egy)” (116)

Wenn wir nun mit Hurwitz [1], [2]
5¢y =1

wihlen, dann kénnen wir 0. B.d. A. w, positiv reell annehmen, und zwar ist

1

dt

w = | ==, (117)

' Ve—1°

0
wie man sofort aus poi=4pi— 4y,
1
erschlieBt. 7= o0? liefert =2 do . (118)
1—
O o

Da die ¢y, alle rational sind, also auch d rational ist, folgt aus Satz 30 in Ver-

bindung mit (116) (man beachte, dal ¢;, =0 ist) die Existenz von rationalen Zahlen

-\ 7
wqyw
* 11
Cnk = Onk
7T

ist. Ja, mittels (109), (112), (113), (115) liBt sich erschlieBen, daBl c,; und ¢z, grofer
als 0 sind (man beachte, da3 d <0, nimlich d= —4 ist), und aus (70) folgt nun, daB3
alle ¢hy mit n+k+1=0 (mod 2) groBer als 0 sind fiir n=0, 1, 2, 3.

onx, so dal3

1 (84) in Verbindung mit der Legendreschen Relation zeigt jetzt {ibrigens, daf

n e
M= T, N2 =
Wy %

gilt, und nach bekannten Entwicklungen aus der Theorie der Thetafunktionen ist also
oo

Z 2y _7!—3
S el 12

(Vgl. RamMaNuJsaw (6], Seite 34.)
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Wenn wir beachten, daB ¢, bis auf einen positiven rationalen Faktor gleich

—_n — 7 N n
o = z’ w _ P (my —imy)
nk = TRa2kt2 | re2ke2 L L T\ n %k 2
we @ (0 T e, (Mg 2 M,) i
ist, haben wir also den
Satz 33. Es st
- n 4r-2n
m,—1m ) .
‘- "("7'1’:7*"3‘)*#" = anr ;‘*, 2 7.2 n + 2,
Wy My (ml + 2m2) T

wo o, rationale Zaklen sind, die fiir n <3 jedenfalls positiv sind.

Im Falle des Sechseckgitters, in dem

2ni
. =1 . /a
wy=em; mit g=e S =_(1+1 V3)
gesetzt werden darf, ist
’ d-)n N4 (é u_))n “2(ni ki 1) ' (’T)n
mZEQ PRETEE @%Q (e )" vERT2 =& w%n wn+2k+2’
und also jedenfalls =0 fir nt+k+1%£0 (mod 3).

Analog wie im Falle des quadratischen Gitters erhalten wir jetzt

V3

b, =0, T L P
1 2 92 W, 3y
3V3
5oy~ 23 0 - Teo, (119)
n
Wir setzen jetzt 7o =1.
Dann ergibt sich aus Poi=4p—4
oQ
sofort W, = f _dr
V-1
L
. 2n -
1 Hier ist = ~, s = €Ny

Vaw,
und aus der Theorie der Thetafunktionen ergibt sich
1 1 & v

24 4¥3a sa1(— By
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Aus e3= —E&e,, e, T et+e,=0, eee,~=1
ergibt sich nun aber sofort e, =1.
Also ist Wy = ﬁ_ , (120)
Vo8 —1
1
1
do

Oder (‘L’-’-— 1/0‘2)5 w =2 Ep————— (121)

! V1-o°

Analog wie im Falle des quadratischen Gitters ergibt sich jetzt
Sarz 34. Es ist (e=1(1+7V3))

7

(m,+ & mz)f

mmy (M + & My

_ﬂnr(@) w(i)r—2n’ 3r=n+2,

)61’——n g

wo f,, rationale Zahlen sind, die fiir n<3 jedenfalls positiv sind.

§ 7. Beschriinkte doppeltperiodische Funktionen

In § 2 haben wir gesehen, dall es auBer den Konstanten noch andere in der
ganzen Ebene beschrinkte Funktionen aus IR gibt, nimlich die Funktionen aus $R".

o0 1 3> __
Es gibt aber auch komplizierter gebaute Funktionen dieser Art, z.B. > —22 :
y=1 7V -

. Wir

zeigen nun, daf es auch in €" ausser den Konstanten solche Funktionen gibt. Wenn
f€E', ¢€° eine solche Funktion ist, so auch {*€€", ¢ " '. — Wir legen dabei ein
beliebiges Periodengitter () zugrunde.

Fiir n=1 konnen wir sogleich die allgemeinere Aufgabe losen, die beschrinkten

unter den Funktionen aus €" genau zu charakterisieren. Sei

f=wug+u - (g+2)  (u, u; €E,

_ Z—7Z
=+ uy- (g+7)+(z—2) uy _ 0
z2—2,

(¢ siehe (78)). Notwendig und hinreichend fiir die Beschrinktheit von f sind nach
Satz 3 und nach dem Heine-Borelschen Uberdeckungssatz, angewandt auf ein Funda-

mentalparallelogramm von f, die Bedingungen

0 {ugtu - (g+7} =0, 0 {(z—2) Uy} 20 (122)
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(fiir jedes z, des Fundamentalparallelogramms). Notwendig darf also u, hochstens Pole
erster Ordnung haben. AuBler an endlich vielen Stellen 0, ¢, a,, ... @, eines Funda.

mentalparallelogramms (welches den Nullpunkt enthalten mége) ist -, regulir. Sei

A4

Uy =24 Cy+ -,
z
Ay

= =1,2 ,
ul z_a#+ (;u > b m)
dann ist Ay=— > A4, {123)
=1

die einzige Einschrinkung, der die Konstanten 4., 4,, ... 4,, €, zundchst unterliegen.
Die erste der Bedingungen (122) besagt nun, daBl », die Entwicklungen
:Ao by  Cyb

2
—u, -
¢ 2 z ’

A 12 c {2 7 {3
= Ap(byant by (@) tan) (t=1,2, ... m)
z— ‘
besitzt und ansonsten im Fundamentalparallelogramm reguldr ist. Hieraus folgt die
zweite und einzige weitere Einschrinkung, der die Konstanten 4, 4, ... 4., G,

unterliegen mtissen :

Coby= — 2 Au(bya,+by (a1 au). (124)
r=1

Das Ergebnis ist also: a,, a,, ... a, =0 diirfen beliebig in einem den Nullpunkt
enthaltenden Fundamentalparallelogramm gegeben werden. Ferner diirfen 4,, 4,,... 4,
beliebig gegeben werden. Gemifi (123) berechnet sich 4, und gemiaB (124) (| (man
beachte, daBl stets b,+0 ist). Die elliptische Funktion u, berechnet sich hieraus jetzt
nach obiger Vorschrift eindeutig, die elliptische Funktion u, dagegen nur eindeutig
bis auf eine additive Konstante. Die so gefundenen Funktionen w,~+u,-(q+2)€E
sind beschrankt in der ganzen Ebene, und wmgekehrt lift sich jede in der ganzen Ebene
beschrinkte Funktion aus &' in dieser Weise gewinnen.

Bemerkenswert ist, dal man bei einfachperiodischen Funktionen so nicht zum
Ziel kommt. Ich sehe da auch noch keine Moglichkeit. Es ist daher immer noch
nicht ausgeschlossen, daB eine periodische beschrinkte Funktion aus I stets doppelt-

periodisch ist.
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