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in Ziirich

Auf einer Riemannschen Fliche R sei eine konforme Metrik
ds=¢"®|dz| (1)

(z= Ortsuniformisierende) definiert. (Ein konformer Parameterwechsel z= @ () soll also

die Transformation (%) =u(p({))+log|¢’ ()] bewirken, so dass
ds=e"®|dz| =ea©|d§'|

invariant bleibt.) Dabei werde vorausgesetzt, dass u sich lokal als Differenz subhar-
monischer Funktionen darstellen ldsst?2

u(2) = uy (2) — uy (2) (2)
{z = Ortsuniformisierende).

In bekannter Weise (F. Riesz [10]) sind den Funktionen %, und u, positive Mas-
senbelegungen, g, und u,, zugeordnet (vgl. Formeln (6) und (7) dieser Arbeit). Natiir-
lich hingen diese von der Wahl der Zerlegung (2) ab. (Letztere ist nie eindeutig
bestimmt; man kann beispielsweise stets dieselbe subharmonische Funktion zu «; und u,

addieren.) Hingegen darf die Differenz
1 (€)= puy (€) — iz (e) (3)

als eine auf der Riemannschen Fldche definierte, vollstindig additive Mengenfunktion
aufgefasst werden. Der Wert von y ist ndmlich unabhingig davon, welche Darstellung (2)

und welche Uniformisierende z man wiahlt.

1 Diese Arbeit wurde zur Hauptsache an der University of Maryland in College Park (Maryland)
ausgefithrt und unterstiitzt durch die United States Air Force unter Contract No. AF 18 (600)-573.
 Dies ist z. B. stets dann erfiillt, wenn » von der Klasse O? ist. Beziiglich Definition und all-
gemeine Eigenschaften subharmonischer Funktionen verweisen wir auf das Buch von T. Rapé [9].
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Es bezeichne pu({e)=pu"(¢)—u (e) die Jordansche Zerlegung (siehe [11], p. 11),
welche dadurch ausgezeichnet ist, dass fiir eine beliebige Borelmenge e¢ und eine will-
kiirliche Darstellung (3) stets u™ (e) < u, () und pu~ (e) < u, () ist.

Sei nun y eine lokal rektifizierbare! Jordankurve auf R, welche ein einfach zu-

sammenhingendes Gebiet w umschliesse. Wir fithren die Abkiirzung a= ™ (w) ein.
Sarz. Die Ungleichung
(fe"[dz|)2g4n(1—oc)H62"dxdy (z=x+1y) (4)
Y [

st stets erfiillt. Qleichheit gilt dann und nur dann, wenn o<1 und
u(z)=log | @' (2) (D (2))"*| +¢, (5)

wobei w=® (2) eine beliehige konforme Abbildung von w auf |w|<1l und ¢ eine will-

kiirliche reelle Konstante bedeuten.

Die Integrale in (4) sind nicht notwendigerweise endlich. Wir behaupten lediglich:
Ist a<1, und existiert das linke Integral, so existiert auch das rechte und die Un-
gleichung ist erfiillt.

Obiger Satz ist im Wesentlichen bereits bekannt. Er findet sich in etwas spezieller
Form in {7] (vgl. hierzu auch Fussnote 3 in [8]). In der vorliegenden Arbeit soll nun
ein besonders einfacher Beweis gegeben werden. Um unnétige Léngen zu vermeiden,
beschrinken wir uns darauf, den Kern der Uberlegung wiederzugeben, und iiberlassen
verschiedene (hauptsichlich durch Fragen des Randverhaltens bei konformer Abbildung
verursachte) technische Details dem Leser.

Zunéchst schliessen wir aus den lokalen Voraussetzungen auf die Existenz einer
Zerlegung (2), welche in ganz o Uy giltig ist. Wir diirfen ausserdem verlangen, dass
my=p" und p,=p".

F. Riesz [10] hat die Existenz der Darstellungen

uy (2) = hy (2) — [ (2, £) dpay (e2) (6)

und Uy (2) = by (2) ~ [ 9 (2, £) d py (&) (7)

in w bewiesen. Dabei bezeichnen g die Greensche Funktion von w und h; (bzw. k)

die beste harmonische Majorante von u; (bzw. u,) in diesem Gebiet. Wir definieren .

h(z)=hy (2) — kg (2). (8)

1 d.h. zu jedem Punkt p auf y und jeder zugehérigen Ortsuniformisierenden z gebe es einen
(beziiglich z) rektifizierbaren, p enthaltenden, offenen Teilbogen von y. In schlichten Bereichen ist
dies mit der Rektifizierbarkeit im Grossen gleichbedeutend.
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Wir machen nun die Annahme, dass der Rand 9 von w analytisch und dass A
auch auf y harmonisch sei. Von diesen zusitzlichen Voraussetzungen kann man sich
mit Hilfe bekannter Methoden befreien, worauf wir aber hier nicht eingehen.

Wir behandeln zuerst den speziellen Fall, da u, identisch verschwindet und u,

eine Punktmasse ist.
Hirnrssarz. Sei u(z)=h(z)+ag(z, {,), wober [(€w und 0=a<1. Dann ist

(fe"[dz[)zzéin(l—oc)ffez"dxdy. (9)

Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn
u (z)=log | @' (2) (D (2))"*| +c. (10)

Dabei bezeichnet w—=® (z) eine beliebige konforme Abbildung von w auf |w|<1, welche
im Falle «>0 die Zusatzbedingung ©({y) =0 zu erfillen hat. c ist eine willkiirliche

reelle Konstante.

Zum Beweise nehmen wir vorerst an, dass w={|z|<1] und {,=0 sei. Wir de-

finieren
f(2)=exp {h(2) +ih* (2)}, (11)

wobei A* eine beliebige (bis auf eine additive Konstante bestimmte), zu % konjugiert

harmonische Funktion bedeutet. (9) ist dquivalent mit

1 4m

( jnlf(eiQ)]d®)2£4n(1—a)6[_f |f(re®Er-2*drdo. (12)

Diese Ungleichung verifizieren wir unter Anwendung einer von Carleman stammenden

Schlussweise [4]. Wir setzen

@) =Vi@) = exp {(h(2) +ih* 2)/2} = 2,7

oo
Dann ist f2)= ¢ 2,
»=0
wobei =030, +a,a,_1+ -+ a,a,

+n

Daraus folgt f|f(ei®)|d®= f (Ea,ei”@)(id,e“"@)d@
v=0 =0

-7t

=272 |a* (13)
»=0

7—573804. Acta mathematica. 97. Imprimé le 12 avril 1957,
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1 +n

und ff|f(rei®)|2rl‘2“drd®
0 —-=n
1 +n#
ff (Z c, 7" “’9) (2 c'vr,e_i"@) ?2drd@
v=0
= § e (14
- yo v+ l—oc
Nun ist aber
I-a)|e|f=1-a)|aa+a,a, 1+ +a,a
s(l-a)w+1)(aol?|a?+ e P lawa P4 +]a, [l ag[P)
s@w+1—a) (|| |a P+ |a P lava P+ -+ | a?] a0 [%). (15)
0 |c |2 1 o0 2
Daraus schliesst man 2 v+1’_a§m [’§0|av|2] . (16)
(12) folgt nun unmittelbar aus (13), (14) und (16).
Zur Diskussion der Gleichheit unterscheiden wir zwei Fille:
(I} «=0.
Aus der Gleichheit in (12) — und damit in (15) — folgt
gy =0y 8y =+ =, 0Q
fiir v=1,2,3,.... Daraus schliessen wir, dass a,/a,.1 = const., somit a, = ay¢" (v =1,2,3,...),

@ (2) = ay/(1 —qz) und f(z)=daj/(1—qz)®. Da offenbar a,= ¢ (0)+ 0, ist die Transforma-
2
tion w=F(z)= f f(z) dz bilinear, bildet also |z|<1 auf das Innere eines Kreises in der

w-Ebene ab. Durch geeignete Wahl von z, kénnen wir erreichen, dass w=0 dessen
Mittelpunkt ist. Dann ist F (z)=C% (z), wobei w =" (z) eine konforme Abbildung von
|zf <1 auf |w|<1 und C eine positive Konstante bedeuten. Daraus folgt f (z) = C'¥" (2).
Mithin

u(2) =h(z)=log | ¥ (¢)| + log C, (17)
d.h. » ldsst sich auf die postulierte Art darstellen. Die Umkehrung ist leicht zu be-

weisen.

(II) 0<a<l.
Aus (15) folgt, dass

|ao[*la+]ay [*laa [P+ - + ] [* @ [P~ 0
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fir »=1,2,3,.... Da a,=¢(0)+0, impliziert dies a,=0 (»=1,2,3,...). Die Funk-
tionen ¢, f und A sind also konstant und es gilt

u(z)=ag(0,2)+c= —alog|z|+ec. (18)

Dies ist die behauptete Darstellung, denn im betrachteten Fall ist @ (z) =¢'©z (© reell).
Der Beweis der Umkehrung ist trivial.

Sind die Annahmen w=[|z]<1] und {,=0 nicht erfiillt, so betrachten wir die
Funktion

g (w) =u (D5 (w)) — log | Dg (Bg™ (w)) |- (19)

Dabei bedeute w=®,(z) eine beliebige konforme Abbildung von  auf |w|<1, welche
im Falle « >0 die Bedingung ®,(l,) =0 befriedige. Wie man leicht verifiziert, fallt u,
unter den soeben erledigten Spezialfall. Ferner ist offenbar

'fe“|dz|= f e“ |dwl|
y

lw|=1

und He2“dxdy= ” Edudy  (w=u+iv).

Jw]<1
Wir schliessen:

(I) «=0. (9) ist erfillt. Gleichheit gilt genau dann, wenn
uy (w) = log |V (w) | + ¢, (20)

wobei ¥ einen beliebigen konformen Automorphismus von |w|<1 bezeichnet. Durch
Gleichsetzen der rechten Seiten von (19) und (20) finden wir nach leichter Umformung
+ec.

u(2)=log | £ ¥ (@, (@)

Dies ist dquivalent mit (10).

(II) O0<a<1. (9) ist befriedigt. Das Gleichheitszeichen steht dann und nur

dann, wenn
o (w) = log | ¥ (w) (¥ (w))"*| +e, (21)

wobei W=¢'®w (@ reell). Durch Gleichsetzen der rechten Seiten von (19) und (21)
gelangt man wieder zur Darstellung (10). Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Nun gehen wir dazu iiber, die Punktmasse u, zu verschmieren. Betrachten wir

zunéichst den Fall, da u, aus endlich vielen Einzelmassen besteht: p,a in {, p,a in

Cor ey P I Loy 2 =1, p;>0 (3=1,2,..., m). Aus der Hélderschen Ungleichung
T

(siehe z.B. [6], p. 140] und dem Hilfssatz schliessen wir
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Hexp 2 +2fg<z, O (en] dwdy

=f [T fexp {24 (2) + 209 (=, G} dw dy

i=1
@

IA

ﬁ [ffexp {2h(z)+2ag(z, &)} da dy]pl
i=1

A

1 2 2 v
pipry g (fe'”ﬂdz]) . (22)

Aus einem naheliegenden Grenziibergang ersieht man sodann, dass die resultierende

Abschitzung fir beliebige Massenverteilungen u, giltig ist. Ferner ist

[e"®@|dz|=[e*®|dz] (23)
v e

und, trivialerweise, fg(z, 0) duy(e)=0. (24)
Ungleichung (4) folgt nun aus (6), (7), (22), (23) und (24).

Man verifiziert leicht, dass fiir alle Funktionen von der Form (5) in (4) das
Gleichheitszeichen steht. Ferner findet man, dass unter denjenigen Funktionen, fiir
welche g, identisch verschwindet und u, aus einer Einzelmasse besteht, Gleichheit
nur fiic jene der Form (5) gilt. Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dass Gleichheit in (4)
nur dann méglich ist, falls g, (w)=0 und u, in einem Punkte konzentriert ist. Die
Notwendigkeit der ersten Bedingung ist evident: y, (w) >0 bewirkt Ungleichheit in (24)
und kann nicht auf Gleichheit in (4) fithren. Die Behauptung, dass ein Verschmieren
der Masse u, die Gleichheit in (4) verunméglicht, ist etwas schwieriger zu beweisen.
Wir verzichten auf eine Wiedergabe dieser Abschitzung, welche sich wiederum auf
eine Anwendung der Holderschen Ungleichung stiitzt, und verweisen den Leser statt
dessen auf ([8], pp. 579-581), wo eine durchaus analoge Uberlegung ausfiihrlich dar-
gestellt wurde.

Auf die flichentheoretische Deutung der Ungleichung (4) wurde in [7] hinge-
wiesen, insbesondere auf die Tatsache, dass dieselbe eine Erweiterung der isoperi-
metrischen Ungleichungen von E. F. Beckenbach und T. Radé [2] und von F. Fiala [5]
darstellt. In diesem Zusammenhang ist noch ejne Arbeit von G. Bol [3] zu erwdhnen,
in welcher die Fialasche Ungleichung in anderer Richtung verallgemeinert wurde. Vor

allem aber sind die Forschungen von A. D. Alexandrow aufzufiihren, dessen neueste
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isoperimetrische Ungleichung ([1], p. 514) die unsrige umfasst. Die in [1], [3] und [5]

verwendeten (geometrischen) Methoden sind sowohl voneinander, als auch von der

unsrigen (funktionentheoretischen) génzlich verschieden.

Es sei hier noch hervorgehoben, dass die von Carleman herrithrende isoperi-

metrische Ungleichung fiir Minimalflichen [4] den Ausgangspunkt fir die erwidhnten

Untersuchungen bildete.

Herrn Prof. Dr. M. Riesz sind wir fiir eine wichtige Anregung zu herzlichem Dank

verpflichtet.
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