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Introduction 

Soit A un sous-ensemble ferm6 d'un ouvert f~ de C ne t  T un courant positif ferm6 de 

bidimension (p, p) sur f l \ A .  Existe-t-il un prolongement de T par un courant positif et 

ferm6 d6fini dans Q? 

Les r6sultats obtenus ici pr6sentent une certaine analogie avec le th6or6me bien 

classique de Riemann concernant le prolongement des fonctions holomorphes et les 

th6or6mes analogues obtenus pour les fonctions plurisousharmoniques. On distinguera 

le cas off l 'on suppose que le courant Test  de masse finie (cf. th6or6me II. 1) du cas ofl 

l 'on s'affranchit de cette hypoth~se (cf. th6or~me III.7). 

A certains 6gards les courants positifs et ferm6s, d6finis dans [17] apparaissent 

aujourd'hui comme une g6n6ralisation des sous-ensembles analytiques complexes X ou 

plus pr6cis6ment des courants d'int6gration IX] sur X. Des th6or~mes de prolongement 

ont d'abord 6t6 obtenus pour les sous-ensembles analytiques complexes. 

En 1935 P. Thullen [cf. 29] obtenait une condition n6cessaire pour qu'on puisse 

prolonger une hypersurface analytique d6finie dans le compl6mentaire d'une autre. A 

partir de 1950 l'6cole allemande et notamment W. Rothstein 6tudient d'une mani6re 

plus syst6matique les prolongements des sous-ensembles analytiques complexes et les 

obstructions. 

En 1953 R. Remmert et K. Stein [cf. 22] ont g6n6ralis6 le r6sultat de Thullen aux 

sous-ensembles analytiques sous une hypoth6se de dimension. Mais les probl6mes et 

les m6thodes de ce travail ont leurs sources dans le m6moire devenu classique de P. 

Lelong [cf. 17]. En effet ce m6moire apr~s avoir d6fini les courants positifs, ferm6s, T 

et montr6 l'existence d'un nombre de Lelong v(x, I) fini obtient l 'existence d'un 

courant d'int6gration sur un ensemble analytique X, par un prolongement T du courant 
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d'int6gration T= [fO sur l'ensemble des points r6guliers de X ~ travers l'ensemble ferm6 

X ' = X \ f (  des points singuliers X. Le prolongement T est positif et ferm6 et la 

d6monstration de cette propri6t6 repose essentiellement sur une majoration de la masse 

de T au voisinage de X'. 

En 1964, E. Bishop [cf. 5] a montr6 que si A est un sous-ensemble analytique de Q 

et X est un sous-ensemble analytique de f 2 \ A  de dimension pure p e t  de volume 

localement fini alors ,~" est un sous-ensemble analytique de Q. Ce r6sultat contient des 

r6sultats partiels de Stoll donnant une condition pour qu'une sous-vari6t6 de C" soit 

alg6brique. 

Dans la premi6re partie de ce travail nous avons obtenu le th6or6me suivant : 

THI~ORI~ME II. 1. Soit A un sous-ensemble ferm~ pluripolaire complet d' un ouvert 

62 de C". Soit T u n  courant positif ferm( dans f 2 \ A  de masse localement finie au 

ooisinage de A. 

Alors l'extension triviale T de T par z~ro au-dessus de A est un courant positif 

ferm( dans ~2. 

On retrouve le r6sultat de E. Bishop en appliquant le th6or6me II. 1 au courant 

d'int6gration [X] sur X. En 1975, R. Harvey et J. Polking [cf. 16] avaient obtenu 

th6or6me II. 1 dans le cas particulier otto A est un sous-ensemble analytique complexe de 

dimension pure p 6gale ~t la dimension complexe du courant T. A la m6me 6poque Y. T. 

Siu [cf. 26] a g6n6ralis6 le th6or6me de E. Bishop au cas oO A est ferm6 pluripolaire 

complet obtenant ainsi ccrtains r6sultats sur le prolongement des fonctions m6ro- 

morphes. 

R6cemment H. Skoda [cf. 28] a obtenu la conclusion du th6or6me II. 1 en suppo- 

sant que A est un sous-ensemble analytique de Q. Sa m6thode s'appuie d'une part sur 

une formule du type Lelong-Jensen, d'autre part sur l'6tude du comportement d'un 

courant positif au voisinage d'une hypersurface analytique complexe. Notre m6thode 

pr6sente une certaine analogie avec ce dernier travail, en particulier on 6tudiera les 

troncatures du courant T au voisinage de l'ensemble pluripolaire complet A. L'emploi 

de la formule du type Lelong-Jensen est remplac6 par une 6tude directe donnant une 

majoration du courant TAddCv (cf. 1.8) au voisinage de A d6fini comme ensemble des 

-oo de v. 

Les r6sultats obtenus dans la seconde partie de ce travail concernent une autre 

direction de recherche ofa nous ne faisons plus l'hypoth6se de masse finie de T au 

voisinage de A. B. Shiffman en 1970 [cf. 24] avait montr6 que si X est un sous-ensemble 
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analytique de f l \ R "  de dimension pure p, p~>2 et de volume fini alors X est un sous- 

ensemble analytique dans f2. 

Rappelons que l'intersection R"fl ~ si elle n'est pas vide n'est pas pluripolaire 

dans Q [cf. 21] donc ce r6sultat ne d6coule pas du thgor6me II.1. Pour p=  1, on devait 

supposer de plus X stable pour la conjugaison complexe. En 1972 J. Becker [cf. 1] 

s'affranchissait de l'hypoth6se portant sur le volume de X. En 1978 K. Funahashi [cf. 

12] g6n6ralisant le r6sultat de Becker a montr6 que X se prolongeait ~t travers tout ferm6 

de Rs• k, si on suppose k<p-1 .  En~1979 E. M. Cirka [cf. 7] 6tend ce r6sultat aux 

sous-vari6t6s r6elles de C". Les d6monstrations obtenues dans cette deuxi~me direc- 

tion sont 6troitement li6es ~t des propri6tgs g6om6triques fines des ensembles analyti- 

ques. 

Dans ce travail nous obtenons le th6or6me suivant qui contient et simplifie les 

6nonc6s pr6c6dents : 

THI~.ORI~ME 111.7. Soit M une sous-varigtO r~elle de classe q~2 plong~e dans un 

ouvert ff~ de C". Soient A un sous-ensemble fermO de M e t  T un courant positif, ferm~ 

dans f f2\A de bidimension (p, p). Supposons p>dimc Hz(M)+ 1 pour tout z 6A.  

Alors T e s t  de masse finie au voisinage de chaque point A. De plus l'extension 

triviale T (par zdro au-dessus de A) est l'unique courant positif fermg dans g2 qui 

coincide avec T sur f f2\A. 

L'espace Hz(M) est d6fini comme le plus grand sous-espace complexe de l'espace 

tangent ~t M au point z. On voit ainsi que seule la structure complexe associ6e h la sous- 

vari6t6 M joue un r61e. Quand dimcHz(M)<p-1 cette structure est insuffisante pour 

constituer une barri6re. 

On montrera par un exemple simple qu'il n'est pas possible en g6n6ral de s'affran- 

chir de l'hypoth6se p>dimc Hz(M)+ 1. 

Les d6monstrations font appel aux r6sultats suivants que nous d6montrons d'a- 

bord dans le paragraphe I. 

THt~ORI~ME 1.5. Soit v une fonction, continue, positive, plurisousharmonique dans 

un ouvert g2 de C". Posons A={z  6 Q; v(z)=0}. Soit Tun courant positif dans g 2 \ A  de 

masse localement finie au voisinage de A et ]" son extension triviale (par z~ro au- 

dessus de A). 

Alors ddC[v~ est un courant positif ferm~ dans if2. 

Si v e s t  de classe qCz dans Q \ A ,  ddr coincide avec TAddCv. Ainsi en 

choisissant v tel que "ddCv est assez grand au voisinage de A" ,  on parvient ~ pr6ciser 
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le comportement  de T au voisinage de A. Pour aboutir au th6or6me 111.7 on g6n6ralise 

le th6or6me 1.5 au cas o 0  v e s t  presque-plurisousharmonique continue (cf. th6or6me 

1.10). On consacrera donc un premier paragraphe ~t 6tudier le produit d 'un  courant 

positif ferm6 T et d 'une  fonction presque-plurisousharmonique continue v (l 'hypoth6se 

de la continuit6 de v n 'est  pas essentielle). L 'objet  principal du paragraphe II est de 

montrer le th6or6me II. I e t  de donner certaines applications. Dans le paragraphe III on 

d6montre le th6or6me 111.7, mais auparavant on donne une version r6duite (cf. th6o- 

r6me III.1) applicable dans le cadre des sous-espaces r6els de C n et des vari6t6s 

totalement r6elles. 

Dans le paragraphe IV on d6montre qu 'un courant  T positif ferm6 d6fini dans le 

compl6mentaire d 'une  boule de C ~ est de masse finie au voisinage de la boule. En 

particulier TAft se prolonge en un courant positif ferm6 ~t tout C ~. Ce qui permet 

d'6tablir le th6or6me IV. I. Puis ~ l 'aide d 'un  exemple dO h Sadullaev [23] on construit 

un ensemble pluripolaire, complet et compact  non trivial. 

Notons que les probl6mes qu 'on consid~re sont des probl6mes locaux : la plupart 

des r6sultats obtenus restent vrais si on suppose que f2 est une vari6t6 analytique 

complexe. 

J 'exprime ma profonde reconnaissance ~ Pierre Lelong pour ses conseils et 

l 'attention qu'il a port6e ~ mes recherches. 

I. Sur le produit d'un courant positif ferm6 et d'une fonction 

presque-plurisousharmonique 

Ce paragraphe est consacr6 au d6veloppement de certains outils qui permettent de 

prolonger des courants,  positifs, ferm6s. Les m6thodes qu 'on utilise sont fond6es sur 

l '6tude du produit vT ofa v e s t  une fonction plurisousharmonique continue et T u n  

courant positif  ferm6. On montre notamment  (cf. th6or6me 1.5) que ddC(vT) est un 
t 

courant positif ferm6. On g6n6ralise ce r6sultat au cas o0 v e s t  une fonction presque- 

plurisousharmonique au sens d6fini dans le th6or6me 1.9. 

Rappelons d 'abord quelques notions connues sur les types de positivit6 des formes 

et des courants. 

L'alg~bre ext6rieure A"'"(C n) est orient6e par i"dzlAd~lA...Adz,,Ad&,. Soit 

a E A"'"(Cn), on dira que a est positif si l 'on a : 

a=2i"dz~Ad~.lA...dznAdL, o~ 2 est un r6el positif. 
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D~finition. (1) aE^P'P(C") est dit faiblement positif si pour tout 

fl  . . . . .  fkEAl'~ aAiflAfiA...AifkAfk est positif oia (k=n-p) 
(2) a EAP'P(C ") est dit m-positif (moyennement positiJ) si pour tout fEAk'~ 

on a : aAik2(fAf) est positif 

(3) a E AP'P:C ") est fortement positif si 

N 

a= 2 ifl,jAfldA'"Aifp,JAfp,J oufk,JE Al'~ 
j=l 

On d6signe par (~pk, q(~) (respect. ~k,q(~"~)) l 'espace des formes de classe cck sur f~ 

et de bidegr6 (p, q) (respect. ~ support compact). Pour simplifier les notations on pose 

~.q(Q)=~p~q(f2). Une forme tp E ~p,p(f]) est faiblement positive (respect. m-positive, 

respect, fortement positive) si pour tout z E f~, q0(z) est faiblement positif (respect. m- 

positif, respect, fortement positif). L 'espace des courants d'ordre k et de bidimension 

(p, q) ou de bidegr6 (n-p, n-q) est  par d6finition l 'espace dual de 5~ k, q(fl) muni de sa 

topologie classique. Quand on ne pr6cise pas l 'ordre de T on sous-entend que T est 

d 'ordre infini. 

Un courant TE ~p.p(f2) est faiblement positif (respect. m-positif, respect, forte- 

ment positil0 si (T, q0) (qu'on note aussi J't~ TAtp) est positif pour tout q0E ~p,p(f2) 
fortement positive (respect. m-positive, respect, faiblement positive). 

Tout courant faiblement positif T e s t  d 'ordre nul, ses coefficients sont donc des 

mesures [cf. 19]. Rappelons qu 'on a l e s  implications suivantes : T fortement posi- 

tif=:,Tm-positif=:,T faiblement positif. Pour les bidegr6s (1, 1) et ( n - l ,  n - 1 )  les diff6- 

rentes formes de positivit6 coincident. 

Un point zEC" sera d6sign6 par ses coordonn6es : Z=(Zl,...,Zn) Oi~ Zj=Xj+iyj 
pour l<~j<<,n, la norme Ilzll est dffinie par Ilzll =r ;=,zj On consid~re les opfrateurs 

d6finis sur ~p,k(f~) par : 

a l ( a  __i_~yj) et 0 l ( a  ~yj)  . . . . .  +i  . 
azj axj a~j 2 axj 

Si tp E ~p. k(f~), on d6finit 

a~0 = ~ a~0 ,=,  dz, et gtp = ~ ~ 0q0 d~j. 
j=~ a~j 

L'op6rateur a est du type (1,0) alors que a est du type (0, 1), on note d = a + a  et 

dC=i(a-a) .  Ces op6rateurs se prolongent par dualit6 ~t ~,k(f~). 
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On note fl=~dd~llzl] 2 et flP=flAflA.. .Afl (19 fois) la mesure trace aT d 'un  courant  

positif T de bidimension (p, p) est d6finie par 

a r = I T A  tiP. 
p~ 

le nombre de Lelong vT(z) du courant  T au point z e s t  d6fini par la limite 

or(z, r) 
v(T, z)  = l i m - -  

r-~O r2P ~'2p 

s i l a  limite existe o0 tlz(z, r) est la mesure trace du courant  T port6e par la boule de 

centre z et de rayon r et rEe=a~~ !. Un courant  positif et ferm6 et plus g6n6ralement un 

courant  positif  T tel que ddCTAff'-~ est positif admet  un nombre de Lelong en tout 

point [cf. 8 et 28]. Pour  un courant  T positif  on note ]]T][e la masse de T port6e par un 

ensemble bor~lien E ([cf. 19] pour  la d6finition de la masse). 

On sait [cf. I9] qu'il  existe une constante c qui ne d6pend que de n e t  p telle qu 'on  

ait : 

• ajm <llrll  car(re. 
C 

Une fonction v de C n h valeurs dans [-o0,  +oo[ est dite plurisousharmonique dans un 

domaine G de C n si : 

(1) v e s t  une fonct ion localement int6grable. 

(2) v e s t  semi-continue sup6rieurement  en pr6cisant au sens m6trique, c 'est-~ dire 

avec v(x)=in f{A E R; il existe un voisinage to' de x dans lequel {z Ew' ;  u(z)>A} est  de 

mesure nulle}. 

(3) ddCv est un courant  positif  ferm6. 

On rappelle que si v est  plurisousharmonique et ~ une fonction convexe crois- 

sante, alors ~p o v e s t  plurisousharmonique.  

Dons la suite on aura besoin des deux lemmes suivants : 

LEMME 1.1. Soit u l , . . . , u  n une base de ~~ consid~r~ comme module sur 

(F ~(Q). I I  existe alors une base w I . . . . .  w N, N =  du module ~p,p(~) donnde par : 

o~ chaque fj., k est une combinaison lindaire des ut d coefficients constants. 
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D~monstration. Les  formes Ui, lA.. .Aui,  pAai, lA.. .A~j,  p engendrent  (r 

En raisonnant par  r6currence,  il suffit de prouver  que ulAfl test  engendr6 par  de telles 

formes.  Or on a : 

3 

utA ut = -~ = l~-Ii(ut+iVut) A (Ut+P'Ut), 

ce qui achBve la d6monstrat ion du lemme 1. 

Remarque. Si les ut sont des formes constantes il en r6sulte que les toj le sont 

aussi. 

LEMME 1.2. Soit T u n  courant m-positif  de bidimension (p, p) dans un ouvert ~) de 

C n e t  q9 et ~p E ~~ Alors on a : 

I(T,~AV)-)I ~(T, i~:~A~)§ (T, iP~V)A~-). 

D~monstration. T est positif, il est  doric d 'o rdre  nul, les diff6rents termes de 

l'in6galit6 ont un sens. De plus on a d'apr~s la positivit6 : 

(T, P2(~+2~/,)A(qg+AW))/>0 pour  tou tAE C. 

En donnant  ~t 2 successivement  les valeurs i, - i ,  I , -  1 on obtient le lemme. Remar-  

quons que ce ra isonnement  n 'es t  pas valable si T est suppos8 faiblement positif; on a 

utilis6 la propriSt6 plus stricte pour  T de la m-positivitS. 

Dans la suite, positif  pour  un courant  T signifie que T e s t  faiblement positif. Soit T 

un courant  positif, darts an ouvert  g2 de C", de bidimension (/9, p). Soit v u n e  fonction 

continue dans g2. On dSfinit le courant  vT par la formule suivante : 

(vT, q~) = (T, vq~) pour  tout qgE~,,p(~). 

Puisque T est un courant  positif, ses coefficients sont donc des mesures;  la 

d6finition de oT est donc une cons6quence  de celle du produit  des mesures coefficients 

de T par  la fonction cont inue v. Si T est un courant  positif  ferm6 et v u n e  fonction 

continue on d6finit les courants  TAdv, TAdCv, TAddCo par : 

dd~[vT] = TA dd~v 

d[vT] = TA dv 

d~[vT]--- TA d~v. 
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Les  premiers membres  de ces 6galit6s sont bien d6finis. Lorsque  v e s t  <~2, le courant  

dd~[vT] (respect.  d(vT), dr est le produit  du courant  positif ferm6 T par  la forme 

diff6rentielle h coefficients continus ddCv (respect.  dv, dCv). En effet pour  tout 

(j0 ~ ~p-- l ,p - - l (~ '~) ,  o n  a : 

(ddC[vT], o) = (vT, dace) 

=(T,d(v^  do^ 

= ( T , - d o A  deqo) 

= (T, dC(dvAg))+(T,  ddCvAq~) 

-- (TA ddCv, q~). 

La  1 re 6galit6 est la d6finition de ddC[vT]. La  2 e 6galit6 provient du d6veloppement de 

d(vAdCq~). La  3 e 6galitd est une cons6quence de la fermeture de T. La  4 ~ est simple- 

ment le d6veloppement de d~(dvAcp). La  5 e est une cons6quence de dT=O qui entraine 

OT=OT=O. On a deT=i(O-a) T=0 et dd~v=2iOOv=-2iOOv=-dCdv. 

On va maintenant  6tudier TAdd~v oO v est une fonction plurisousharmonique 

continue. 

PROPOSITION 1.3. Soit T un courant positif fermE dans un ouvert Q de C n de 

bidimension (p, p) et vune  fonction plurisousharmonique continue dans f~. 

Alors TAdd~v est un courant positif ferm~ dans ~.  

DEmonstration. Soit vj une suite de fonctions plurisousharmoniques de classe ~oo 

d6croissante vers v. On a (ddC[vj T], cp) = ( TAdd~vj, oF) pour  tout q~ E ~p,p(f~) o0 

a2~ dzk A d~ s ddCvj = 2i ~ Ozk 0~---~ 
k,s=l 

est une forme diff6rentielle positive h coefficients cr car  vj est plurisousharmonique 

cr Donc les ddC[vj T] sont des courants  positifs ferm6s clans Q. Or (v i T) converge 

pour  la topologie de la masse vers vT, la convergence des vjvers v est uniforme sur tout 

compact .  II en r6sulte que (ddC[vjT]) converge faiblement vers ddC[vT]=TAddr 

Ainsi TAddCo est un courant  positif  ferm6. 

Remarque. Soient vl . . . . .  Ok, k<~p des fonctions plurisousharmoniques continues.  

D'apr6s la proposit ion 1.3 on peut  ddfinir par r6currence 01TAddCvkA...AddCo2 et 

ensuite 
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ddC[vl T A ddCvk A... AddCv2] = T A ddCvk A ... A ddCvl. 

Le courant  TAddCvkA.. .AddCvl est un courant  positif ferm6; de plus il est 

symgtrique en Vl . . . . .  vk (cf. Be fo rd  et Taylor  [4] pour  l '6tude (dd~v)k). 

D~finition. Soit v u n e  fonct ion continue et T u n  courant  positif ferm6; on d6finit le 

courant  TAdvAdCv par  la formule suivante : 

( T A d v  A dev, q~) = ( �89 cp) 

pour  tout q0 E ~p'l,p_l(~"~). 
Quand v e s t  de classe c~2, le courant  TAdvAdCv n'est  autre que le produit  

extgrieur du courant  positif  ferm6 T par  la forme diff6rentielle positive ~ coefficients 

continus dv A dCv. 

THt~ORI~ME 1.4. Soient (v~) . . . . .  (v~); k<~p des suites des fonct ions  plurisoushar- 

moniques continues qui convergent un i form(ment  sur tout compact  de f2 vet's les 

fonct ions  continues et plurisousharmoniques vl . . . . .  vk. Soit T u n  courant posi t i f  ferm~ 

de bidimension (p, p)  dans f2. 

Alors on a : 

(i) limj__,~o v~TAddCv~A...AddCv~ = v, TAddCv2A...AddCvk 

( i i )  " ~ llmj._,| T A d d  ~A.. .AddCvik = TA ddCvtA. . .Add~vk 

(iii) limj_,| TA dd ~v~A... Add  r Adv~ Adr = TA dd r I A... Add  r ~ AdvkAd r k. 

Les  limites ~tant prises au sens de la convergence faible des courants. 

D~monstration.  On convient  d '6crire  T~T '  entre courants  T et T' si et seulement si 

T - T '  est un courant  positif. 

(a) On montre  (ii) par r6currence sur k. Pour  k=0  il n 'y  a rien a d6montrer .  

Supposons (ii) vrai pour  k - 1 ,  on a alors : 

lim TA ddev~ A ... Addevik_ 1 = T A ddCvl A ... AddCvk_l. 
j ---, ~o 

Soit K un compact  de f~; pour  tout e>0,  il existe j(,) tel que pour  j~j(~) on a 

v~e<<-v~<<-vk+e sur K. 
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Comme T A d d ~ A . . . A d d % ~ k _  l est positif, il en r6sulte que sur K on a : 

c >~ o~TA ddCv~A...AddCv~_, (vk+t)lim T ddr A ... Add ~_l~ lim 
j~| j---,| 

~>lim (vk-e)  T A ddCv j A ... AddCvJ k 
j---)  uo 

d'oO d'apr~s l 'hypoth~se de r6currence : 

(vk+e) TA ddr A ... AddCvk_]>~lim v~ TA dd~v{ ...ddCvJk_ ~ 
j .---~ oo 

>~(ok-e)TA ddCvi A ... Addr 

Ceci est vrai pour  tout e>0  et tout compact  K de f l ,  donc on a 

lim vJTA ddr A ... AddCvJk_ ] =okTA ddCvl A... AddCvk_l 
j .--) oo 

donc on a 

lim dd~[v~ A dd~v~ A ... AddCV~_l] =dde[vk T A ddev, A ... Addr 
j - . .  oo 

Ainsi on a prouv6 (ii). 

(b) D'apr6s (ii) on a : 

lim TA ddCv~A ... Add%dk_l = T A  ddCv2 A ... AddeOk_l . 
j-+oo 

D'apr~s la d6monstrat ion de (ii) on a 

lim vJ T dd~v j . ..dd~v~_l = v I T A ddr A ... A d d %  k. 
j -..> oo 

(c) Pour  mont re r  (iii) on remarque d 'abord  que le probl~me est local. Donc quitte 

ajouter une constante  on peut  supposer  que t o u s l e s  (~)  sont positifs, dans ces 

conditions les (~)2 sont des fonctions plurisousharmoniques continues e t  convergent  

uniform6ment sur tout compact  vers (vi) 2. 

Donc  d'apr~s (i) et (ii) on a : 

d d  c i l imTA d d r  Vk_,Ad~Adr  k 
j.--.>~ 
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= lira TA ddCvJA ... Addev~-, A(�89 dd c/''j~2,'k, --"k ' 'j ddCvJ) 
j---~ 

= TA ddCvl A ... Addeok_l A(�89 ddCvk) 

= TA dd~vl A ... Addevk_l AdvkA dCvk. 

Comme cons6quence  de ce th6or6me on a l e  r~sultat fondamental  suivant : 

THI~OR~ME 1.5. Soit vune  fonction continue positive plurisousharmonique dans 

un ouvert f2 de C n. Posons A={zEf~;v(z)=O}. Soit T u n  courant positif ferm~ dans 

Q \ A  de masse finie au ooisinage de chaque point de A. Alors ddr se prolonge en 

un courant positif ferm~ dans f2. 

D~monstration. Consid6rons (v13, c ' es t  un courant  positif dans f 2 \ A ,  ses coeffi- 

cients sont des mesures  (PzI~\al) qui sont de masse localement finie au voisinage de 

A. Ainsi les/~t peuvent  etre consid6r6s comme des mesures sur f~, et par cons6quent  

(v13 est un courant  positif  sur f~. 

Soit v~=sup(v-1/n,O) la fonct ion v,, est plurisousharmonique continue dans f~ 

pour  tout n E N, nulle dans un voisinage de A. Done v~ T e s t  un courant  posit if  dans fL 

Or la suite (vn 13 converge pour  la topologie de la masse vers vT donc ddr 13 

converge vers dd~(vT) au  sens de la topologie faible des courants  sur f~. 

D'apr~s la proposi t ion 1.3 dd~(v~ 13 est positif dans f ~ \ A  de plus par  construct ion 

dd~[vn T] est nul au voisinage de A donc dd~(v~ 13 est un courant  positif ferm6 dans 

~ ,  donc ddr l 'est  aussi. 

En  appliquant ce  ra isonnement  k fois on obtient le r6sultat suivant : 

THI~ORI~ME 1.6. Soient vl . . . . .  vk des fonctions plurisousharmoniques positives de 

classe ~2 (respect. continues) dans un ouvert f] de C n. Posons Ai={zEf~;v,(z)=O}. 

Soit Tun courant positif  fermO de masse finie dans f 2 \  lJ~i=lAi (respect. f 2 \A l ) .  Alors 

TAddCvl A... AddCvk est un courant positif ferm~ dans f~. 

DEmonstration. (1) dans le cas oil les v i sont de classe ~2, TAddCv! est d6fini dans 

f~\t2~=lA i et il est localement  de masse finie dans f l ;  ainsi par r6currence 

TAdd~v~A...Add~vk est d~fini dans f~ 

(2) dans le cas des Vg continus TAddCvl (d'apr6s le th6or~me 1.5) est positif ferm6 

darts f~. D'ofl  TAddCvlA...AddCvk est donc positif ferm6 dans f2 d 'apr6s la proposi- 

tion 1.3. 

Pour  les fonctions f cont inues dans f~ on note Iifl[r,| Le th6o- 
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r~me suivant donne une estimation de la masse de TAddCv~A...AddCvk en fonct ion 

des [Ivi[l~, o~. Il est essentiel lement du ~ S. S. Chern, H. I. Levine et L. Nirenberg [13]. 

THI~ORI~ME 1.7. Soit T u n  courant positif ferm~ de bidimension (k, k) dans un 

ouoert if2 de C n et vl .. . . .  Ok des fonctions plurisousharmoniques continues dans ~2. 

Alors pour tout compact K de ~2 il existe une constante C(K, I) telle qu'on ait : 

Jr TA ddCvl A.. .  AddCvk <~ Cll v,llo, ~. . .  II vkll , (1) 

(2) T^ dd~ d~vk ~Clludl,~...llVk_lll~ll kll~,~. 

Ddmonstration. (1) Par l 'absurde,  en effet, si on a pas (1) alors il existe (apr~s 

~ventuellement une permutat ion des indices) une suite (v~, ~) telle que l 'on ait : 

~< 1 et ~ T A  ddCvt,~AddCv2,~A...A ddCvk,~ >~n 2k, 

ce qui implique 

oo 2 D'ott  la contradict ion avec th6or~me 1.5 car les fonction (En= t oi, n(1/n )) sont plurisous- 

harmoniques continues.  

La  d6monstrat ion de (2) est  identique et le facteur  Ilokll 2 provient de la d6finition 

de dvkAdCvk. 

Comme cons6quence  du th6or~me 1.7 on a le r6sultat suivant : 

THI~ORI~ME 1.8. Soit u une fonction plurisousharmonique o~rifiant u < - 1  dans •, 

telle que e u soit continue. Posons A={zEf~;u(z)=-oo}.  Soit T u n  courant positif 

ferm~ dans ~ \ A  de bidimension (p,p), de masse localement finie au voisinage de A. 

Alors pour tout compact K de Q et tout a>0 ,  on a : 

fh",, T A d u A  dCu ~p-I < 00. 
A U 2 (log (-- U)) I + 

D~monstration. La  fonc t ion  1/[log ( -x ) ]  ~ est convexe croissante pour  x < -  1. I1 en 

r6sulte que v= 1/(log ( - u ) )  ~ est plurisousharmonique dans ~2. La  fonction v e s t  conti- 

nue d'apr~s l 'hypoth~se faite sur e u. 
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D'apr6s le th6or6me 1.5 TAddCv est un courant  positif ferm6 dans f2. Soit (uj) une 

suite de fonctions plur isousharmoniques de classe ~2 d6croissante vers u. Posons 

vj=l/[log(-u;)] a et on suppose ( u ; < - l ) .  On a : 

- a  ddCuj a dujA dCuj dujA deuj ] 
TA ddCvj= T A -~ ~-a(a+l)  2 - - - ~  

uj[log(--uj)] l+a uf [log(--uj)] '+a u) [log(--uj)]2+aJ " 

Les  trois termes entre les crochets  donnent  des courants  positifs; donc 

dujA dCu2 
TA ddCv2 >~aTA 

( uj)2 [log (-uj) ] l +'~ " 

Or sur • \ A  on a : 

TA ddCv =li ra  TA ddCvj >! l i m a T A  dujA dCuj = a T A  duA dCu 
j--.oo j--.oo (Uj) 2 log ( - - U j )  l +a  U 2 (log (-- U)) l+a" 

On a donc,  en observant  que TAddCv est positif dans C~ 

fr , ,  aTA dUA d~uA /~P-' fK a uZ[Iog(--U)] I+a ~< TA ddCvA flP-J < oo 

car TAddCv est un courant  positif  dans f2. 

On remarque que lorsque u est de classe ~2 sur f ~ \ A ,  la d6monstrat ion est 

simplifi6e car on peut  op6rer  di rectement  sur ddCv. De plus l'in~galit~ du th~or~me 

peut dtre rendue plus precise en remplafant 1/[ log(-x)]  a par une autre fonction 
convexe de d~croissance encore plus lente quand x---~-0% 

Pour 6tudier le prolongement  d 'un  courant  positif ferm6 T ~ travers des sous-var- 

i6t6s de C n. On aura ~ consid6rer  le produit  f T  ot3 f est une fonction presque plurisou- 

sharmonique. Soit f une fonct ion continue telle qu'il  existe ul et u2 deux fonctions 

plurisousharmoniques continues verifiant f=ul -u2 .  Alors d 'apres  la proposit ion 1.3 

ddCff = TAddCul-TAddCu2 est un courant  ferm6 d 'ordre  nul car c 'es t  la diff6rence de 

deux courants  positifs. 

Plus g6n6ralement on a l e  th60r6me suivant : 

THI~,ORI~ME 1.9. Soit f=u i -u2  une fonction continue positive dans Q, difference 
d'une fonction continue plurisousharmonique ul et d'une fonction u2 de classe ~f2 

dans f2. Posons A={zEf2;f(z)=O}. Soit T u n  courant positif ferm~ dans ~2 \A  de 
masse localement finie au voisinage de A. 

Alors dd~(fI) est un courant ferm~ d'ordre nul dans Q. 
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D~monstration. Posons 

f "=  s u p (  f - - - [  ' 0 ) n  

su.(., 
v . =  s u p ( u 1 - 1 ,  U2). 

On a dd~[fn T]=dd~[v. T]-ddC[u2 T]. Remarquons que le support de dd~[f. T] est 

inclus dans ~2n=(zEf~;f(z)>~l/n}. Dans g2., le courant ddC[fnT]+TAddCu2 est posi- 

tif. Alors ddC[f .T]+g~\A Tddr est positif pour tout n oh ZQ\a  est la fonction 

caract6ristique de f 2 \ A .  Or ( f .  T) converge pour la topologie de la masse versf / ' .  I Ien  

r6sulte que ddC[f.T] converge faiblement vers ddC[fT].CommeddC[f .T]+ 

X~2\A TAddCuz est positif, on en d6duit que dd~[fT] est un courant d 'ordre nul. 

Remarqu~. On a montr6 plus pr6cis6ment qu'il existe un courant T '= 

~Q\A TAddCu2 de masse finie au voisinage de A, car u2 est de classe ~2 et TAdd~f+ 

T' est un courant positif. Ce qui nous conduit au th60r6me suivant : 

TH~ORI~ME I. I0. Soit f=ul--u2 une fonction continue positive dans un ouvert g2 

telle que u~ soit une fonction plurisousharmonique continue et uz de classe c~2 darts ~'~. 

Posons A={z6g2;f(z)=O}.  Soit T u n  courant positi f  fermO dans f f~\A de masse 

localement finie au voisinage de A, de dimension p. 

Alors pour tout entier k, l <~k~p, il existe un courant Tk positi f  dans g2 avec les 

propri~t~s suivantes : 

(1) TA(dd~f) k est un courant fermO d'ordre nul; 

(2) TA(dd~f)k+ Tk est un courant positi f  dans g2. 

D~monstration. Pour k= 1 on a d'apr6s le th6or6me 1.9 et sa d6monstration 

(I) TAddCfest  un courant ferm6 d 'ordre nul, 

(2) TAddCf+zQ\a TAddCu2 est positif. 

Comme ZQ\A TAddCuz est un courant positif ferm6 dans • \ A  de masse localement 

finie au voisinage de A. Il en r6sulte en appliquant le th6or~me 1.9 k fois : 

(1) le courant TA(ddCf) k est ferm6 d 'ordre  nul, 

(2) il existe un courant Tk positif tel que TA(ddCf)k+Tk est positif. 
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II. Prolongement d'un courant positif ferm~ a travers un sous-ensemble 

ferm4 pluripolaire complet 

Le pr6sent paragraphe a pour  objet essentiel de d6montrer  que l 'extension triviale 

d 'un  courant  positif  ferm6 T par z6ro au-dessus d 'un  ensemble A ferm6 pluripolaire 

complet  est un courant  positif  ferm6. 

Rappelons qu 'un  sous-ensemble A de g2 est dit pluripolaire complet  dans g) s'il 

existe une fonct ion plurisousharmonique u dans Q telle qu 'on  ait : A = { z 6 f 2 ;  

u ( z ) = - ~ } .  On prend tout l 'ensemble des -oo  et cet te  propri6t6 n 'es t  pas h6r6ditaire. 

L 'ex tens ion  triviale /~ d 'un  courant  positif  T par z6ro au-dessus d 'un  sous-ensemble 

ferm6 A est toujours d6finie si T e s t  de masse finie au voisinage de A. Le  courant /~  est 

la limite (r---~0) pour  la topologie de la masse d 'une  suite (4~r T) O1~1 ~r est une fonction 

~r positive rnajor6e par 1, nulle au voisinage de A et telle que pour  chaque compact  K 

de g 2 \ A ,  la fonct ion Zr est 6gale ~t 1 sur K pour  r<.ro(K). Puisque T est d 'ordre  nul il 

suffit de choisir ~r continue ~ support  dans ff2\A.  Le  courant  /~ ne d6pend pas de la 

suite Zr ainsi choisie. 

THI~ORI~ME II. 1. Soit A un sous-ensemble ferm~ pluripolaire complet  d' un ouvert 

Q de C n. Soit T u n  courant pos i t i f f e rm~ dans Q \ A  de masse localement f inie au 

voisinage de A.  

Alors l 'extension triviale ]" de T par z~ro au-dessus de A est un courant pos i t i f  

ferm~ dans f~. 

DOmonstration. La  d6monstrat ion de ce th60r6me comporte  quatre 6tapes. Dans 

une premi6re 6tape on d6montrera  le th60r6me II. 1 dans le cas ofJ Tes t  de bidimension 

(1, 1) et A = { z 6  f2; u ( z ) = - o 0 )  of 1 u est une fonction plurisousharmonique teUe que e" 

est de classe cr sur l 'ouver t  Q \ A .  Dans une deuxi6me 6tape et grace au lemme I. 1 on 

s 'affranchira de l 'hypoth6se  faite sur la bidimension. On passera dans la troisi6me 

6tape au cas of 1 e" est  ton t inue  dans g2. Puis dans la quatri6me 6tape on montrera  que 

tout sous-ensemble A, ferm6 pluripolaire complet  peut  6tre localement d6fini h partir  

d 'une  fonction u plur isousharmonique telle que e u soit continue. 

I re ~tape. On suppose que T e s t  de bidimension (1, 1) et A =  {z E f2; u (z )=-oo  ) of 1 u 

est une fonct ion plurisousharmonique telle que e u est de classe cg2 sur l 'ouvert  g 2 \ A .  

La  fonct ion e u est alors continue sur f~ car u et donc aussi e" sont continues sur 

Q \ A ;  aux points x EA la continuit6 de e" r6sulte de la semi-continuit6 sup6rieure de u 

et de u (x)=-o0 .  
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Consid6rons une fonction Z: R--~R, positive, cr v6rifiant : 

{0 sit<: } 
X(t) = si t > 

Posons Z,(t)=x(t/r). 

Consid6rons la famille (T,) form6e des tronquees du courant T plus pr6cis6ment 

T,=z,(e u) T. Le  support de T, est inclus dans Q,= {z E ff~; u ( z ) ~ -  1 +logr}. De plus on a : 

2?= limT, 
r--~0 

le courant T e s t  donc positif dans ft.  

Pour montrer que T est ferm6 on va extraire une suite qu 'on note encore (T,) telle 

que d(T , )=dx ,AT  converge vers z6ro pour la topologie de la masse. En effet soit 

~v E Do. l(f~) on a alors 

( d(z, T), qg } = - (Xr T, dcp ) = - ( T, zrdcp ) = - ( T, d(ZrACp) ) + ( T, dxrAq~}. 

Comme d(Zr~) est une forme diff6rentielle ferm6e ~t support dans f 2 \ A ,  'on obtient 

(T, d(z, qg))=0. On a donc : 

f (@)e" I ( d ( z , T ) , ~ ) l  = I(T, d x , A r  = TAx' --duA~ 
r 

Or on a 

eU eU TA Z' --duA~= TA Z' --OuA~, 
r r 

car T e s t  de bidegr6 ( n - 1 ,  n - 1 )  et ~ est une (0, l)-forme. 

Soit g une fonction continue positive a support compact K 6gale ~ l au voisinage 

de support de q~. D'apr6s le lemme 1.2, pour tout er positif on a : 

Posons c=llgll~sup(Itz'(t)l;teR). Le nombre C est fini car X'(t) est ~ support 

compact dans R. On consid~re les <, couronnes >> K(r) d6finies par K(r)= 

{z E •; e -  1 ~ p - -  1 e , <  1 } N (support q~), on aura 

<~ e r r  C T A i  OuA Ou+ C---~-- f TAi(gAqg. I(d(z, T), q~)l 
JK 
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Or d'apr~s le th6or~me 1.8 appliqu6 pour  a =  1/2, on a 

fr',, TA duA dr 
A //2 (log (__//))3/2 

< + o o .  

De plus fh-',,a TACic~Aq~<oo car Test de masse finie au voisinage de A. 
- - P n  I1 en r6sulte qu'il existe une suite d 'entiers p ,  telle que si on pose r,=e 

Ou A au <~ 1 
fK(r,) TAi~ Aq~+ Ti Ue[log(_u)]3/2 ~ "  

on ait 

En effet sinon il existerait un entier L tel qu 'on  ait : 

2 f TAi~Aqg+TA duA dr ~ 1 
JlK"xA /12 (log (--U)) 3/2 >pZ>> L P 1ogp 

- -  ~ -Ji- O O .  

Ce qui est absurde ~t cause du th6or~me 1.8 et de l 'hypoth~se de finitude de la masse 

de T. 

Comme les deux termes sous l'int6grale sont positifs on a donc : 

fK ~< I TAi~Aq~ 
(rn) Pn Iogpn 

fK TA duA dCu <~ I ~ fK TAi OuA ,u<~ I (Pn+I)2(I~ 
tr.~ u 2 (log ( -u ) )  3/2 p ,  (logp,) ~j 2 p ,  logp,  

Posons 

On a donc 

1 

ev~ Pn ( log(on))  3/4" 

<~ Cer. f TAi auA ~u+ C f I(d zroT), TAi(oAq~ 
Jr (r.) er. JK(r.) 

(pn+  I) 2 (log (o,)) 3/2 p .  (logpn) 3/4 
<~C ~-C 

p2 (logpn)3/4+l (p.) log (O.) 

Ainsi lim,_,= [(d(Zr./~), q0)[=0 et l 'on a (dT, q~)=0. Une dgmonstration identique per- 

met de prouver que (dT, tp)=0 si tp E ~1.o(f2). Finalement on a d/~=0. La  d6monstra- 

tion du premier cas se trouve ainsi achev6e. Dans l '6tape suivante on va s 'affranchir de 

l 'hypoth6se portant sur la bidimension de T. 

2-848282 Acta Mathematica 153. Imprim~ le 8 aoQt 1984 
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2 ~ ~tape. Test de bidimension (k, k) et A={zE f l ;u(z)  =-Qo} o0 e ~ est de classe 

cr dans f l \ A .  

Soit q0E ~k_l,k(fl), d 'apr~s le lemme 1.1 on peut  6crire ~0 sous la forme 

q~=E~lwjAg j oi~ gjE ~0,1(g2) e t w j  est une forme positive du type wj=ik'lX 
aIAaIA. . .  Aak_ l Aa,_ 1 oO les aj sont des (1,0) formes ~ coefficients constants.  

On a doric (~,dq~)=Ej(~,d(wjAgj))=E~(TAwj, dgj) mais TAwj est un courant  

positif ferm6 du type ( n -  1, n -  1) dans F ~ \ A  car wj est une forme for tement  positive 

coefficients constants.  Les  mesures  coefficients de TAwj sont des combinaisons li- 

n6aires de ceux de T donc TAwj est de masse finie au voisinage de A. De plus on a : 

T A w; = ( T A wj)-. 

Donc d'apr~s les r6sultats de la premiere  gtape appliqugs au courant  TAwj, on a 

Ej(TAwj, dgg)=O, il en r6sulte ( /~ ,&p)=0 et donc T e s t  positif ferm6. Le  cas 

q0E ~t,,k-l(t2) se traite de m~me. 

3 r Etape. Test de bidimension (k, k) et  A = {z E f l ;  u ( z ) = -  ~ } oO u est continue sur 

f~NA. 

D'apr~s la 2 e ~tape on peut  supposer  k = l .  Soit q0 E ~o,~(t2) et uj une suite de 

fonctions plur isousharmoniques de classe qg~ d6croissante tendant  vers u. On a en 

remarquant  que z(e~J/r) est de classe cr174 : 

(dT' cP) = (]" -dq~) =lim-(z (~)  T'dcp ) = limlim~x ( -~)  T'dq~ ) ,--,o j-+| \ 

En effet z(eUJ/r) converge uniform6ment  vers z(eU/r). De plus cpz(e~J/r) est ~ support  

compact  dans g 2 \ A  p o u r j  assez grand, donc on a : 

lim(z (e~-~f )T, dcp >=lim<T,d (Z ( - ~ ) ) A q g >  = lira(T, Z' ( -~)  e~ dujAcp> 

Soit g une fonct ion cont inue positive ~ support  compact  dans Q \ A  qui vaut 1 au 

voisinage de support  z'(e~/r) cp, d'apr~s le lemme 1.2 on a donc pour  tout er>0 

+ 1  lira T,g Z' e~ Ai~A~ . 
Er j_.oD \ r 
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I1 en r6sulte qu'on a : 

I<dL~0){ <-lihalim[GC(T,g dujA deuj)+ C (T,g@Acp) ]. 
r---,O j--->w L 8r 

D'apr6s le th6or6me 1.4 et en choisissant g ~ support dans f ~ \ A  on a : 

I(dT' q~ <'lim[ dCu}+ C r ]" 

Quand g tend vers la fonction caract6ristique du support de x'(e"/r)q~ on obtient en 

posant K(r)={z 6 f2; e-I~e"(Z~/r<~l } n (support r : 

,<dLqJ>l<-limC[e,f~,_.o (,, TAdu^dCu+!fxe, (,, TA@Acp ] 
(En fait TAduAdCu et TAi~Aq9 sont des mesures positives. Donc quand g tend vers la 

fonction caract6ristique du support de x'(e"/r)cp les limites de gTAduAdCu et de 

gTA@Aq~ existent.) 

On choisit donc deux suites (r,) et (e,) comme dans la premiere 6tape ce qui 

permet d'affirmer que {dT, ~p} =0. 

I1 nous reste h montrer la quatri6me 6tape, c'est-~-dire que tout sous-ensemble A 

ferm6 pluripolaire complet peut etre d6fini ~t partir d'une fonction plurisousharmonique 

continue sur f 2 \ A .  Puisque le probl6me de prolongement des courants est local, la 

proposition suivante permet d'achever la dfmonstration du th6or6me II. 1. 

PROPOSITION 11.2. Soit A un sous-ensemble ferm~ pluripolaire complet d'un 
ouvert s de C". Soit Q' c c Q  un ouvert strictement pseudoconvexe d frontidre (~2. 

Alors il existe une fonction plurisousharmonique et continue dans ~ ' \ A  telle 
qu' on a : 

if2' nA -- {zE f2' ; u(z) = -oo}. 

D~monstration. Rappelons le th6or~me suivant du ~ J. B. Walsh [cf. 30]. Soit 

f~ ' ccC"  un ouvert strictement pseudo-convexe ~t fronti~re de classe ~2 et f 6  ~(~ ' ) ,  

on pose ~pQ,(f)=sup {u; u plurisousharmonique et u<~f}. Alors q0Q,(f) est plurisous- 

harmonique continue dans f2'. 

En effet, pour toute fonction g posons g (z)=llmz,_~zg(z). On a 

q~,(f)  ~<f* =f .  
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Puisque tpQ,(f) est un sup de fonctions plurisousharmoniques localement major6es [cf. 
* ) * 18] on en d6duit que tpn,(f est plurisousharmonique, donc q0n,(f)=q0Q,(f ), ce qui 

prouve que tpQ,(f) est semi-continue sup6rieurement. On va montrer qu'elle est une 

sup de fonctions continues. Soit C " ~ Q D D ~ '  et Q E ~2(f2) une fonction strictement 

plurisousharmonique, telle que f l '={z  E Q;Q(z)<0} et soit F E ~2(~) a support com- 

pact dans Q telle que : 

f - 2 e < F < f - e  sur f2'. 

Pour N assez grand F+NQ est plurisousharmonique dans if2. Fixons z 6 f~ et e<0 : par 

d6finition de 9u( f )  il existe une fonction v plurisousharmonique dans fl v6rifiant v<f 
et v>cpn,(f)-e au point z. On d6finit o' par v'=sup(v-2e, F+NQ) sur f~', et par 

v'=F+NQ sur f ~ \ f ~ ' ,  cette d6finition est coh6rente puisqu'on a v-2e<f-2e  sur f~' 

alors qu'on a F+No>f-2e au voisinage de aQ'. La fonction v' v6rifie alors v '<f-e  sur 

f~ et v'(z)>q0o(f)(z)-3e, pour r/>0 assez petit la fonction w=v' .6 ,  7 est plurisoushar- 

monique continue; elle v6rifie w~<fainsi que w(z)~>q0n,(f)(z)-3e. On rappelle que (6 7) 

est une famille r6gularisante. 

Montrons maintenant comment on construit la fonction u de la proposition II.2. 

Soit X, une suite de fonctions continues (0~<X,~<l) d6croissante vers XA. On suppose 

que le support de X, est inclus dans {z 6 f~; v(z)<-n} o0 vest  une fonction plurisous- 

harmonique quelconque qui d6finit A par 

A = {z 6 ff~; v(z) = -oo}. 

La suite qgu,(-X~) est donc croissante et v6rifie -l~<q0u,(-X~)<~0 sur f~' et 

q0n,(-X~)=-I sur A flf~'. De plus on a o/v<~-Z~ donc aussi v/v<~rpn,(-Z~). La suite 

q0n,(-X~) converge donc vers z6ro en tout point de f l ' \ A .  Puisque c'est une suite de 

fonctions continues la convergence est uniforme sur tout compact de f 2 ' \ A .  Soit Kj 

une suite exhaustive de compacts de f ~ ' \ A  et vj des entiers tels que l'on ait 

q0n,(-X~)~ > -  lift sur Kj. La s6rie 

o o  

u =  

j=! 

est une fonction continue dans Q ' \ A  et elle est plurisousharmonique dans f~' et vaut 

-oo sur A. Ce qui r6pond aux conditions de la proposition II.2. 

Remarque. Signalons pa r  ailleurs qu'un th6or6me de Richberg [cf. 13] entraine 
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alors que tout sous-ensemble ferm6 pluripolaire complet A puisse 6tre localement d6fini 

~t partir d'une fonction ~= en dehors de A. 

Donnons quelques applications simples du th6or6me (II. 1). 

THI~ORI~ME 11.3. Soit Y un sous-ensemble analytique d'une vari~tO analytique X. 

Soit Tun courant positif ferm~ sur X"x, Y de masse localement finie au voisinage de Y. 

Alors l'extension triviale T de T par z~ro au-dessus de Y est un courant positif 

ferm~ dans X. 

DOmonstration. Puisque les propri6t6s du courant T (fermeture, positivit6 et 

prolongement) sont locales, le th6or6me II. 1 est valable dans le cadre des vari6t6s. Or 

tout sous-ensemble analytique Y de X est localement ferm6 pluripolaire complet. En 

effet dans un ouvert U de X, Y est l 'ensemble des z6ros communs aux fonctions 

holomorphes fl .. . .  Jk. Alors u(z)=log(Ejk=l If (z)l z) est plurisousharmonique dans U et 

v6rifie A n U={zE U; u(z)=-0o}. D'apr6s le th6or6me II.1 l'extension triviale if" de T 

est un courant positif ferm6. C,Q.F.D. 

Le th6or6me II.3 avait 6t6 6tabli par H. Skoda [cf. 28]. 

THI~OR~ME II.4, Soit A un sous-ensemble ferm~ pluripolaire complet d' une va- 

ri~t~ analytique f~. Soit X un sous-ensemble analytique de f 2 \ A  de volume localement 

fini au voisinage de A. 

Alors J~ est un sous-ensemble analytique de f2. 

D~monstration. Le courant d'int6gration sur l'ensemble des points r6guliers de X 

d6finit un courant [X] positif, ferm6 dont la masse coincide avec le volume de X [cf, 17]. 

D'apr6s le th6or6me II. 1, [)~] est donc un courant positif ferm6 dans f2. Comme il suffit 

de prouver que X est un sous-ensemble analytique aux voisinages des points de A, 

l'aide d'une carte locale on peut se ramener hun ouvert f2' de C". D'apr6s un th6or6me 

de Siu [cf. 25] X'--{z E Q, v([A"], z)~>l} est un sous-ensemble analytique de f2' donc 

ferm6 dans f~', ofl 

err(z, r) 
v ( T ,  z ) = l i m  - -  

r---~0 l'2p r 2p 

Or v([X],z)~>l pour tout z E X  ainsi X c X ' c f ~  car support de [.~qc.~ et [.~q est l'exten- 

sion du courant [X], donc X'=fiL C.Q.F.D. 

THI~ORI~ME II.5. Soit A un sous-ensemble ferm~ localement pluripolaire complet 
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d'une variOt~ analytique complexe ~ et T un courant positi f  ferm~ de bidimension 

(p, p) d~fini dans ~2. 
Alors 1a T e s t  un courant positi f  ferm~ dans Q de bidimension (p, p). 

Remarque. Le Cas particulier o0 A est un sous-ensemble analytique complexe a 

6t6 6tabli par H. Skoda [cf. 28]. 

DOmonstration. Posons T ' = I ~ \  a T ofa 1~ \  a d6signe la fonction caract6ristique 

de f 2 \ A .  On a T -T '= IA  T; d'apr6s le th6or6me II.1, T' est un courant positif ferm6 

dans g2, il en r6sulte que 1a T l'est aussi. C.Q.F.D. 

Le contre-exemple suivant montre qu'on ne peut pas g6n6raliser le th6oi~me II. 1 

un sous-ensemble pluripolaire non localement complet. Posons f l=C"  et A= 

{z~Cn;z2=...=zn=O et  1/2~<[z1[~<1}. 

Le sous-ensemble ferm6 A est pluripolaire non localement complet, en effet route 

fonction plurisousharmonique qui vaut - o0 sur A vaut - ~ sur {z fi C"; z2=... =z,=0}.  

Soit Tle courant d'int6gration sur {z fi C"; z2=... =z ,=0,  Izl I>1}. Le courant Test  

positif ferm6 dans C " \ A  de masse localement finie. Si T' est un prolongement de T 

C", alors {zfi f~; v(T', z)~>l} est un sous-ensemble analytique de C "  qui contient A 

donc il contient {zfiC";z2=.. .=z,=O}. Ainsi v(T',0)~>l. Or T'=T au voisinage de 

l'origine et T e s t  nul au voisinage de l'origine, d'o0 v(T', 0)=0. On a donc une 

contradiction. I1 n 'y a donc ancun prolongement possible m6me si on envisage d'autres 

proc6d6s que l'extension simple. 

Si on choisit un courant T d6fini dans C " \ A  et qui ne charge pas 

{ z 6 C " \ A ; z 2 = . . . = z , = O }  alors T se prolonge de fa~on unique h travers A. Cette 

propri6t6 sera d6montr6e de mani~re plus g6n6rale dans Ie paragraphe IV. 

III. Prolongements des courants positifs ferm~s a travels des sous-vari~t~s 

r~l les  d'une vari~t~ complexe 

L'objet de ce paragraphe est de donner des r6sultats permettant de prolonger un 

courant positif et ferm6 T de f 2 \ M  ~ f~ oil M est une sous-vari6t6 r6elle plong6e dans 

une vari6t6 analytique complexe f2. Les r6sultats qu'on obtient ne font plus appel ~t 

l'hypoth~se de finitude de la masse de T. Puisque ce probl6me est local on supposera 

que g2 est un ouvert de C". Dans le cas oO M est un espace r6el ou une vari6t6 

totalement r6elle, on montre que M e s t  l'ensemble des z6ros d'une fonction plurisous- 
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harmonique convenablement choisie. Puis on g6n6ralise cette m6thode ~ l'aide du 

th6or6me I. 10. Rappelons d'abord quelques d6finitions : 

Soit M une sous-vari6t6 ~r r6elle de dimension m, plong6e dans un ouvert t2 de 

C". Soit Tz(M) l 'espace tangent i~ M au point z. Soit Hz(M)=Tz(M)OiTz(M) le plus 

grand sous-espace complexe contenu dans Tz(M). Lorsque la dimension de Hz(M) est 

constante, on dit que M est une vari6t6 C.R. (Cauchy-Riemann). La dimension com- 

plexe de Hz(M) (dimcHz(M)) est la C.R. dimension de M. Une sous-vari6t6 telle que 

dimcHz(M)=0 est dite totalement r6elle. Une sous-vari6t6 M de classe ~1 et de 

dimension r6elle n e s t  totalement r6elle si et seulement s'il existe une fonction u 

strictement plurisousharmonique dans un voisinage U de M telle qu'on ait : 

M n U = { z 6 U ; u ( z ) = O }  [cf. 14]. 

Soit A un sous-ensemble ferm6 d'une sous-vari6t6 r6elle M plong6e dans un ouvert 

f~ de C", soit Tun  courant positif ferm6 de bidimension (p, p) dans ~ \ A .  Supposons 

dimcHz(M)<p-1 pour tout z s M. Alors T se prolongera d'une mani~re unique en un 

courant positif, ferm6 dans f~. On 6tablit d'abord le th6or~me suivant qui r6sout les cas 

particuliers of, M est une vari6t6 totalement r6elle ou bien un R-espace plong6 dans C". 

THI~ORI~ME III. 1 Soit u une fonction plurisousharmonique, qr et positive dans un 

ouvert f2 de C". Posons A={z  6 t2; u(z)=0}. Supposons qu'il existe un voisinage U de 

A, un nombre r/>2/3 et n - k  indices Jl . . . . .  J , -k  tels qu'on ait dans U et au sens des 

courants l'in~galit~ suivante : 

n - k  dzjz A d~jl 
dd~u >I Z i 

l= 1 U~I 

Alors, si p>k+l ,  tout courant T positif, ferm~ de bidimension (p,p) dans f ~ \ A  se 

prolonge de fa fon  unique en un courant T positif ferm~ dans f2. 

Les cas int6ressants sont donc p>~2 et n~>3 et k<~n-2. 

Remarque. Le nombre r/peut 6tre ramen6 ~t r/>l/2 (cf. th6or6me III. 14 [10]). 

D~monstration. Quitte ~ faire un changement lin6aire de coordonn6es on peut 

supposer 

ddCu >1 ~ i 
dzlA d~t 

I=k+l Url 
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1 re ~tape : On suppose que T est de masse localement finie au voisinage des points 

de A. 

Soit T l 'extension triviale de T par z6ro au-dessus de A. 2r est un courant positif 

dans g2. Pour montrer  qu'il est ferm6 on a besoin du lemme suivant : 

LEMME Ill .2 Soit u une fonction plurisousharmonique continue positive dans un 

ouoert U. Posons A =  {z E U; u(z)=0}. Supposons que 

ddCu >- ~ .  i 
dztA d~t 

I=k+~ 1 U~I 

o~ ~? et un nombre r~el et l'in~galit( a lieu au sens des courants. Soit T un courant 

positif ferm( de bidimension (p, p) dans U \ A  , de masse localement finie au voisinage 

des points de A. Alors pour tout compact K de U on a : 

fKTA flP-IA ~ i  dztA d~, <oo (III.2a) 
l=k+l UVl 

TA ff '-2A E i A i < oo. (III.2b) 
I=k+l /dr/ / I 1 Ur/ 

Rappelons que l'in6galit6 entre courants T'~T' signifie que T - T '  est un courant 

positif. 

D~monstration. D'apr~s le th6or~me 1.6 TAddCu et TAddCuAddCu sont positifs 

et ferm6s dans g2. Soit K un compact  de U, on a les trois in6galit~s suivantes : 

IITA ddCu[IK< oo ; IITA ddCuA adCullg< oo ; TA aacu >~TA ~ i 
dzlA 

l=k+l Ur/ 

Ce qui 6tablit (111.2 a) et (111,2 b). 

Soit q~E~p.p-l(g2) une forme mon6me, c'est-h-dire q~=qgoAdzIAds ofa q~oE 

~o,0(g2) et I=(il . . . . .  ip), J=(Jl . . . . .  Jp-O. Puisque p > k + l  il exis te  deux entiers qui 

appartiennent ~ I e t  qui sont plus grands que k. On suppose que il et i2 sont de tels 

indices. De m6me on peut supposer que Jl est plus grand que k, 

D'apr~s le lemme I. 1, on peut 6crire tp sous la forme 

cp= E w~ 9~A dzitAdzi2Adf% 

or) les w~ sont des ( p - 2 , p - 2 )  formes fortement positives constantes et tpa E ~o,o(f2). 
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Soit Z une fonction ~r r6elle croissante v6rifiant X(x)=0 pour x~<l et X(x) = I pour 

x>~2. On a : 

='im ( T ' I S u A z '  r 

Donc pour montrer  que I(~, d~0)l=0 il suffit de prouver que 

l i m ( T ,  ' O u  ( - ~ - )  ) r--+O r agB d e # A z '  wacpadZilAdZiAdzj, = 0  pour tous f l ,  a. 

Le lemme 1.2 qui est valable pour les courants m-positifs ne s'applique pas ici car 

lorsqu'on multiplie un courant positif (faiblement) par une forme m-positive on n'ob- 

tient pas en g6n6ral un courant: positif. Pour r6soudre cette difficult6 montrons le 

lemme suivant qui permet une majoration. 

LEMME 111.3. Soit T' un courant positif de bidimension (2,2) dans un ouvert f~ de 
C n. Soit f et g E Re(Q). Alors on a : 

I(T',fg dgaA dzbA dzcAdga)l ~ 2(T',iff  dzcAdg=Aidz~A dZa) 

+2(T ' ,  iff dzaAdgdAidz,A dga) 

+2{T' ,  igR dzcAdgcAidzbA dgb) 

+2(T ' ,  ig~ dzaAdgaAidzbA dgb). 

D'oO 

D~monstration du lemme 111.3. On a : 

3 

dzcAded = -L Z iV(dzc+ i~ dZd) A -(dzc+t'' dZd) . 
4 v~O 

I(T',fg d~oA dzbA dz~Ad~}l 

-- i~-~(T'Ai(dzc+i~dzd)A(dzc+i~dze),fg d~a A dzd} 

Or T'Ai(dzc+ivzd)A (dZc+iVzd) est un courant positif de bidimension (I, 1) il est donc 

fortement positif. On peut appliquer le lemme 1.2. 
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3 

1 E [( T' Ai(dzc+t ~ dz d) A (dzc+i ~ dZd),ffdza A d~) I(T',fg d~o^dzb^dz~^dz~)l<~ 4~=0 
3 

I ~ [(T' ̂ i(dzr (dz~+~'Cdze), ig~ dzbA d~b) 
q- " 4  v=O 

Or au sens des formes et courants,  on a : 

i( dzc + F dZd) A (dzc + i v dzd) <- 2z" dzc Ad~c+2i dzd A d~ d 

donc en d6finitive on a : 

I(T',fg d2aA dzbA dzcAd2a)l <~ 2(T',iff dzcAd2r dzaA dz a) 

+2(T ' ,  iff dzdAd2aAi dz~A d2~) 

+ 2(T',ig~ dzr dzbh d2 b) 

+2(T ' ,  ig~ dzdAd2dAi dzbA d2b) 

La  d6monstration du lemme est termin6e. Poursuivons la d6monstration du th6o- 

r~me III. 1. Posons 

A(r)=(TA~oaz' ( - ~ - )  l au dz#AdziAdzizAdz.j, I 

B(r,=(TA waz' (u(-Zr----~) ), l "---~tqga , a dzi2Ad~i2Aidz# A ds 

-~-~ ' r ~a dzj, A d~j, A i dz, A 

I ih~ Ou 2. dziAd~i,) D(r) = (TA ogaz' ( u(~Zr ) ), -~7 ff -~z# aZi2Adzi2 Ai 

E(r)=(TAwaz' (-~-),-~-~ 

La fonction hr est continue positive ~t support compact  et vaut 1 au voisinage de 

(support ~0) n (supportx'(u(z)/r)) (en fait h, va tendre vers la fonction caract6ristique de 

(support qg)n(supportx'(u(z)/r))). En appliquant le lemme 111.3 avec a=fl, b=it, c=i2, 
d=dl, f= 1/(r 1/3) q0~, g=hr(1/r 2/3) (Ou/Oz#) et T'= TAw~z'(u(z)/r). On obtient 

lim ~rl ~ l imB(r)+lim C(r)+limD(r)+limE(r). 
r---~O r--~O r---~O r--,O r---,O 
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D'apr~s le lemme 111.2 premiere in6galit6 on a : 

idzi Ad~izAidz#A d~ 
lim l TA w j '  ( - ~ - )  u ~ 
r-+O JK 

- 0 .  

Pour r/>2/3 on a donc : 

limB(r) = lim C(r) = O. 
r~O r--*O 

La deuxi~me in6galit6 du lemme 111.2 donne 

lim l TA w~z, ( _ ~ )  idzi, Adz~,Aidzi2A dzi~= 0 
r--~O .]K (U) 2r/ 

ce qui prouve 

limD(r) = limE(r) = 0. 
r---~0 r--+O 

On a donc en d6finitive limr~o}A(r)l<.limr~o[B(r)+C(r)+D(r)+E(r)]=O. I1 en r6sulte 

(T, dq0)=0 pour tout q0E~p,p_l(f2). Un raisonnement identique permet d'6tablir 

(T, dqg)=0 si q0E~p_l,p(fl). On en d6duit que 7 ~ est positif ferm6 si Tes t  de masse 

finie au voisinage de A. 

2 e ~tape. Montrons que Tes t  de masse finie au voisinage des points de A. 

Soit zoEA et r assez petit tels que B(zo, r)c{zEf~;u(z)<I/2}. Soit Z' une fonction 

de classe ~2 n6gative dans ~2 telle que 

( : sil 'z-z0" < r  
Z'(z) = 2 

- s i  IIz- z01l r 

Pour e assez petit on a dans B(zo, r), en posant x=ex'  

k 

ddC(u+z)~ - ~  id z~A d~+ ~ i dzjA d~j 
j=~ j=k+] 

car 

dd eu >I 2 ~ ~ i dzj A d~j dans B(z o, r). 
j=k+l  
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So i t  

fl(k,N) =N i d c A  d~j + i dzjA d~j 
\ j = l  j=k+l 

un calcul simple montre que pour N assez grand on a dans B(zo, r) 

ddr A [fl(k, N)] k >i ilk+ 1 

fixons N assez grand et posant a=fl(k, N) et us = sup (u+x-I/s, 0). Soit f~ une suite de 

fonction convexe croissante de classe ~2 nulle au voisinage de l'origine qui converge 

uniformdment sur tout compact  vers sup ( t -  1/s, 0). On a : 

ddC(us.ak) = lira ddC(fvo(u+z) Aa k) 

= lim f'~(u +X) dd ~ (u +Z) A ak+f'v(U +Z) A d(u +X) A d C(u +X) A a k 
V ~ o o  

donc ddr �9 a k) est un courant positif v6rifiant 

ddC(us, ae) >~flk sur {z EB(zo, r); us(z) > 0}. 

Remarquons qu'il existe 6>0  ind6pendant de s tel que IIz-@>6 pour tout z v6rifiant : 

uAz)>0 et Ilz-zoll=r, et pour tout ~EA. De sorte qu'il existe une fonction g de classe 

cr telle que g est nulle au voisinage de A et g(z)= I si IIz,zoll=r et (u+z) (z)~>0. On a : 

[ T A tips< lim I ddC(u~TA aP-') 
)B (0, r/2) \ A  s---~ ~ JB(O, r) 

= lim I g" dr A aP-l) 
s-,| j,l[z_z01r=r 

= l i m ~  g.TAddCusAaP-t+fs TAdgA d~u~Aa p-' 
s--*~ dB(zo,r) (Zo,r) 

= f~ g. TA ddC(u+z)Aa'-I+~ TAdgA dC(li-}-x)Aof -I 
B(Zo, r) ( Z O, r) 

On a la premi6re indgalit~ car ddCusTAa p-1 est positif de plus sur {z;us(z)>O}, 
ddCusTAap-l>~TAff ' car p>>-k+l. La deuxi6me et troisi~me 6galit6s font appel au 

th6or~me de Stokes dont l 'usage est justifi6 par un proc6d6 classique de r6gularisation 

et passage A la limite (cf. Proposition IV.l) .  Les deux derniers termes sont des 

quantit6s finies car g est nulle au voisinage de A. 
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Remarque 1. Pour  mont rer  que le courant  T de dimension p es t  de masse finie au 

voisinage de A ou A = { z 6 f 2 ,  u(z)=0} on a utilis6 seulement le fait que ddCu est 

sup6rieur au sens des distributions ~t une (1, 1) forme continue qui admet en tout point 

n - p +  1 valeurs propres  s tr ictement positives. On applique donc cette m6thode dans la 

d6monstrat ion du th6or6me 111.7 ci-dessous pour  prouver  que T e s t  de masse locale- 

ment finie. Dans le cas particulier oO A est compact  on dispose d 'une  autre d6monstra- 

tion plus directe qui sera 61abor6e darts le d6monstrat ion du th6or~me 111.7. (Donc dans 

cette d6monstrat ion M'  sera suppos6 compact  dans V,). 

Je remercie  M. N. Sibony qui m 'a  fait remarquer  que la d6monstrat ion originale de 

cette deuxi6me 6tape 6tait incomplete.  

3 e (tape. Unicit~ du prolongement posit i f  et ferm~ de T. Spit T' un deuxi~me 

prolongement  de T; pour  prouver  que T '=] ' ,  il suffit de prouver  1 a T ' = 0 0 f l  1a est la 

fonction caract6ristique de A. Or d 'apr6s ce qui pr6c6de (T ' -1A T ' ) -  est ferm6; T' 

l '6tant,  le courant  1A T' est  ferm6, il est  donc positif ferm6. I1 suffit donc de montrer  la 

proposit ion suivante : 

PROPOSITION III.4. Spit u une fonction positive continue et plurisousharmonique 

dans un ouvert g2 de C". Posons A={z6f2;u(z)=O}.  Supposons qu'il existe r/>0 tel 

que apr~s un changement de coordonn~es on ait au sens des courants : 

ddCu >I ~ i dztA dZt dans un ooisinage de A. 
I=k+l Uq 

Spit T' un courant posit i f  ferm~ dans f2 de bidimension (p, p) of  4 p>-k+ I. Alors on a 

| A T' =0.  

D~monstration de la proposition. D'apr6s le th6or~me 1.5, T'AddCu est un courant  

positif ferm6 dans f2. Or au sens des courants  on a : 

1 a T' A ddCu <~ T' A ddCu. 

De plus pour  tout n > 0  et tout q0 6 ~p_l,p_l(t2) for tement  positive on a : 

<liT'l\ ddCu'~> ~<IAT'A (n ~ 

car il existe un voisinage de A of 1 l 'on a 

ddCu >-n E idZl A dZt. 
/=k+l 

Comme p>~k+ 1, il en  r6sulte que  1A T '=0 .  
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Remarque. En fait, on a montr6 qu 'avec les hypotheses  de la proposit ion t11.4 la 

mesure trace du courant  T' ne charge pas A. 

La  d6monstrat ion du th6or~me III. 1 est ainsi achev6e. La  proposit ion III.4 et le 

th6or~me III. 1 permet ten t  de montrer  que ce type de prolongement  est h6r6ditaire, en 

effet on a l e  r6sultat suivant : 

THI~.ORI~ME 111.5. Soit u une fonction v~rifiant les hypothdses du th~or~me III. I. 

Soit F un ferm~, FcA={zEQ;u(z)=O} et p > k + l .  

Alors tout courant positif fermO T de bidimension (p, p) dans f ~ \ F  se prolonge de 

fafon unique en un courant positif ferm~ dans f~. 

Remarque. Les  cas int6ressants sont p>~2 et O<~k<~n-2. 

D~monstration. Soit T' = 1 Q \  a T. D ' a p r ~ s  la proposit ion 111.4 appliqu6e ~ T dans 

l 'ouvert  f l \ A ,  on a T' = T dans f l \ F .  Le  th6or~me III. 1 prouve que T' se prolonge de 

fagon unique en un courant  T positif ferm6 dans Q. On en d6duit que 7 ~ est l 'unique 

prolongement  positif  et ferm6 de T. 

Le  r6sultat suivant est  un corollaire du th6or~me III. 1 et porte sur les R-espaces 

vectoriels plong6s dans C n. 

THI~ORI~ME 111.6. Soit E un sous-espace rod de C n, supposons que la dimension 

complexe de ENiE=dimcHz(E)=k. Soit p > k + l  et F u n  sous-ensemble fermO de E. 

Alors tout courant positif ferm~ dans f f2 \F (ou ~ est un ouoert de C ~) se prolonge de 

fafon unique en un courant positif fermd dans ~.  II est donc localement de masse finie 

au voisinage des points de A. Le prolongement obtenu est i'extension triviale de T par 

z~ro au-dessus de A (pourvu que dim T=p). 

D~monstration. Apr~s un changement  lin6aire de coordonn6es z=(zl . . . . .  z,) of a 

zj=xj+iyj on peut  supposer  que E est d6fini par E={ZE~;Yk+I=...=y~=O et 

x~+s=. . .=xn=0 }. Soit - n i+~ u-:rVok+  lYjl , u est une fonction de classe ~r plurisousharmon- 

ique positive, de plus on a F ~  {z E f~; u(z)=0} et 

1 dzj^d j 
ddCu ~>e(l+e)  - - i  

j=k+l 2 lYjl ~-~ 

donc pour  e v6rifiant ( l -e ) / (1  +e)>2/3 ,  la fonction u v6rifie les hypotheses  du th6or~me 

III. 1; en l 'appliquant on obtient  le th6or~me Ili .6.  

THI~ORI~ME 111.7. Soit M une sous-vari~t~ r~elle de dimension m e t  de classe ~2, 

plong~e dans un ouvert f2 de C ~. Soient A un sous-ensemble ferm~ de M e t  T u n  
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courant positif, fermO dans f 2 \ A  de bidimension (17, p). Supposons p>dimc Hz(M)+ 1 

pour tout z E M. 

Alors Tes t  de masse finie au voisinage de chaque point de A. De plus l'extension 

triviale ]" de T par z~ro au-dessus de A est l' unique courant positi f  ferm~ de dimension 

p dans f2 qui coincide avec T sur f 2 \ A .  

D~monstration. On repr6sente M sous la forme (u=0} oil u+llzll 2 est plurisoushar- 

monique. 

Le probl~me est local, donc il suffit de montrer le th6or~me au voisinage de chaque 

point de A. 

Soit zoEA, apr~s un choix convenable de coordonn6es locales on peut sup- 

poser que z0=0et  Tzo(M)={zE C";zj=xj+iyj;yk+l=...=yn=Xk+s+l=...,x,=O } Of 1 k= 

dimcHz0(M) et s = m - 2 k .  I1 existe des fonctions r6elles hk+ t . . . . .  h n et gk+s+l, "",gn des 

variables (zl . . . . .  zk, Xk+ 1 . . . . .  Xk§ d6finies dans un voisinage U de z6ro telles qu'on ait : 

(1) gj(O)=hl(O)=O pour tout k+l<~l<.n et k+s+ l<~j<.n et Dgj(O)=Dhl(O)=O ofJ D 

est la diff6rentielle sur CkxR s. 

(2) L'ensemble M n U est d6fini par : 

l=k+ l  j=k+s+l 

n . .  ,X ) ] 2 ) l - e  oct e v6rifie 0~<e<l �9 et Uo=U. Posons u~(z)=(Et=k+ l[yl-ht(zl, .,Zk, Xk+l .... k+~ J 

Soit M '=  {z E U; u(z)=0}. 

Le lemme suivant montre que u~ est presque plurisousharmonique dans un voisi- 

nage de l'origine pourvu que e soit assez petit. 

LEMME III.8. Pour tout 0<~e< I/2 la fonction IlzllE+u~ est plurisousharmonique de 

c l a s s e  (~1 dans un ooisinage V~ de l'origine contenant M' f3 U. 

D~monstration du lemme. La fonction u~ est positive de classe (~2 aUX points de U 

qui n'appartiennent pas h M'. 

Dans U'-- U \ ( M '  N U), on a : 

n 

ddCu = (1-e)u -~ ~ 2[ddC(y,-ht)](Y,-ht)+(1-e)u-" ~ 2d(y,-ht)AdC(y,-h,) 
/=k+ l  /=k+l  

+(1-e)(-e)(u)-'-~d ~ (Yt-h,) 2 ^d  ~ ~ (Y,'h,) 2 
\ l=k+ 1 / \ l=k+ I 
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Or pour  toute f o n c t i o n f d e  classe ~1 on a dfAdCf=2iafAaf. Donc 

=(1-e)(-e)8iu -'-~ ~ (Y,-h~)(yFhj)O(Y,-ht) Ag(yFhj) 
j,l=k+l 

~(1--E)(--~)8iu-l-e ~=k~+l (Yj--hj)2) (l=k~+l ~(Yl--hl) A'(Yl--hl) ) �9 

Cette derni~re in6galit6 (qui signifie que la diff6rence des deux membres  est une forme 

positive) est obtenue en remarquant  que la forme suivante est positive 

i[(yj-hj) a(Yl--hl)--(Yl--hl) a(yj-hj)] A [(yj-hj) a(yl--hl)--(yl--hl) a(yj-hj)]. 
I I e n  r6sulte que dans U \ M '  en a au sens des courants  

ddCu~ >t ( l - e )  ~ 2(u)-e(yl-ht)ddC(yt-ht)+(1-e)(4-8e)u-~ X i a(yt-hl)Aa(yt-h). 
/=k+l l=k+l 

Choisissons 0~<e<l/2; alors le premier  terme du second membre  tend vers z6ro 

quand z tend vers un point de M' (caryt-ht tend vers z6ro) et le deuxi~me terme est 

positif. I1 en r6sulte qu'il  existe un voisinage V, tel que ddC(u +llzll 2) est positif dans 

V~\M'. 
Donc la fonction u +llzll 2, d6finie sur V,, plurisousharmonique sur V, \M' ,  est 

encore  plur isousharmonique dans V,. On a en effet pour  z E M'  

u (x)+llzll2< -   fo [u(z+r~ ei~ ei~ 

pour  tout ~ E C  n et tout r assez petit. Donc  u+llzll 2 est plurisousharmonique dans un 

voisinage de M'  n U. 

De plus on a l'in6galit6 fondamentale  suivante : 

ddCu~ +dd'~llzll2 >~ ( l-e) (4-8e)u -" ~ i a(yt-ht) A $(yt-ht) =to e 
I=k+l 

qui nous permet  de montrer  que la masse de T e s t  localement finie au voisinage des 

points de M'  (cf. remarque I). 

Montrons  le lemme suivant qui permet t ra  d 'es t imer  la mesure trace de T. 
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LEMME III. 10. I! existe un voisinage V de l' origine, une constante C positive telle 

qu'on ait : 

ff '  <~ Cflp-2 A i O - A - . 
Xj=k+l 

D~monstration du lemme III.10. Consid6rons l 'application : 

~0: C" --, C" 

(Xl + iyl . . . . .  Xn + iy.) ~ OP~ + i~01 . . . . .  ~p'. + i~O.). 

Of 1 ~0~=xj" pour  l<.j<~n et V/j=yj pour  l<~j<.k et ~pj=yj-hj pour  k+l<.j<~n. Puisque 

dhj(0)=0, l 'application tangente R2"--->R 2" ~ l 'origine est l ' identit6 donc dans un 

voisinage V' de l 'origine on a O~pA... Aa~p.ar Ainsi 07)1 . . . . .  0~0. engendrent  les (1,0)- 

formes continues dans V'. Dans cet te  base on a 

tiP= ~ fua~o,  A a ~ j  
ill=P'l=p 

comme IIl=lJl=p et p > k +  1, il existe deux indices il, i2 E I  et jl,J2 E J qui sont stricte- 

ment plus grands que k. Or d 'apr~s le lemme I. 1 on a : 

N 

flJ alJ)I\{il,i2} AOv~r,,u,,j~) = ~ gt wt 
I 

o0 gl est une fonct ion continue et w tes t  une forme positive; d 'o0  

c3~i~Aa~izAO~j~Ac31ffj2~"=~k+lia(yj-hj)AO(yj-hj) 2 

j=k+l  

Soit V un ouvert  relat ivement compact  dans V', contenant  l 'origine; il existe une 

constane C'  telle que l 'on ait Ig~l wt<~c'ff ' -2 et finalement,  une constante c donnant  

lieu A l'in6galit6 du lemme III. 10. 

Pour  mont rer  que T e s t  de masse localement finie au voisinage des points de M',  il 

suffit de prouver  que la mesure trace TAft'  l 'est.  

Soit ff~' un ouvert  relat ivement compact  dans V inclus dans {z E V; u(z)<l/2}.  On 

choisit e<  1/2. 

3-848282 Acta  Mathematica 153. lmprim~ le 8 aoQt 1984 
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Posons 

~'n={zE Q';u~(z)> 1 }  

A,  = IITA ~?-211.,o 
an = IITA ~-211.:\.;_, 

On a An=E~= 1 a k. Conform6ment  h la remarque 1 on suppose M'cc~'.  
Soit u~, ,=sup {u,-l/n,O}. La  fonction U~.n+llzll ~ est plurisousharmonique.  En 

effet si en z0 on a u~,,,(Zo)>l/n alors dans un voisinage de z0 on a u~.~(z)+llzll== 
u~(z)+llzll ~, fonct ion qui est plurisousharmonique d 'apres  le lemme 111.8. Si on a 

uE, n(Zo)<~l/n l'in6galit6 de la moyenne pour  u,, ~(z)+llzlff est trivialement v6rifi6e. 

Le  courant  dd~[(u~,, ,+llzl l2)TlAy ' - z  est un courant  positif d'apr~s le th6orgme 

1.5 dans f f2 \M ' .  Or u~,,,TAff'-2/A,,logn est une suite de courants  qui convergent  

vers z6ro dans f2'. Donc  (A,,logn)-lddC[u~,,,TAfl p-2] converge vers z6ro. En 

r6p6tant le ra isonnement  deux fois il en r6sulte que 

[ddC(u~'" +llzll2)]2 A TA flP-~ 
1~;, A n logn 

est une suite de courants  positifs qui convergent  vers z6ro car M' est compact .  

I1 en r6sulte d'apr~s l'in6galit6 (Ill.9) 

'n An l~  

pour  n assez grand et e< l /2 .  

[n ]2 
- -  T A t ip-2 i 

j = k + l  

D'apr6s le lemme III. 10 il existe une constante C telle que 

u -2~ ~< C pour  t <�89 et n assez grand. 
I An logn u; 

Prenons e=3/7.  D'apr~s l'in6galit6 pr6c~dente on a : 

P IITA fl IltT,\~,._,<~Cn-6/4a,, log n 

Or A,,<~C'IITA tip ,donc finalement il existe une constante qu 'on  notera toujours C o'n 

telle qu 'on  ait 

a n = IITA flPll.;\.;, ~<C logn IITA flPllo; 
- n6/4 
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Or Et~=l al=I[TAflP[In,=An. Puisque An+ l=A.+an+ ~, on 6crira 

A.+I<~A~+C ~A~+I  

et par r6currence on a 

Puisque le produit 

A,+p(j=~(1-cl~ 
(n+j)6/4 ]] <~A.. 

log (n +j) ] 

j = l  

converge, la suite An est born6e. Ainsi on a montr6 que la masse de T e s t  localement 

finie au voisinage de M' .  On pourra donc consid6rer T extension triviale de T de ~ \ A  

gf~.  

Remarque. Puisque T e s t  de masse localement finie au voisinage de M', en 

appliquant le th~or~me I. 10 au courant T et ~ la fonction u, on obtient pour tout 

compact K : ( I I I .  11) 

fr T A iu- Z~ [j=,~+ a(YF hj) A ~(yF hi) ] 2 A fl p-z<~176 

Montrons que T e s t  ferm6. Soit Z une fonction <r croissante de la variable rdelle 

t, v6rifiant Z(t)=O pour t < l  et Z(t)=l  pour t>2.  soit  q0 E ~p_l,p(V), on a : 

lr ml/   t 
=lim (T, 1z '  (u(~Zr)) ~ O(yj-hj)2Acp ) 

r-*O r j = k  + I 

D'apr6s a(yj-hj)2=2(yj-hj)a(yj-hj), il existe une constante C telle qu 'on ait : 

I(Ld~)l < c  lim T,--Z' tip �9 
r ----) oo r 

D'apr6s le lemme III.10 on a : 

I(T, dqo)l ~<C l im(T ,  flp-2ul/2 Z' (u) ~ i O(yshj)AO(yj-h j) 
r ~ 0  \ r =k+ 1 

ce qui d'apr6s (III.11) tend vers z6ro pourvu que e>I/4.  
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Ainsi l ' extension T1 de TIv,xM, A V par z6ro au-dessus de M'  est un courant  

positif ferm6 dans V. Afin de montrer  que l 'extension triviale de T par z6ro au-dessus 

de A est un courant  positif  ferm6 dans V, posons : 

T2 = I V \ A  T. 

Le courant  T3=Tz-T1 est positif  ferm6 dans WNA, ~ support  dans M' .  D'apr~s le 

th6or~me I. 10, en d6veloppant ddCu, il vient 

fK ~ ~(y#-hj) Aa(y#-h#) A tiP-' oo > T3A i 
u e 

j=k+l 

Comme u vaut z6ro sur M'  on a T3=0, d 'oh  lv . , ,AT=lv\M,T,  et le courant  

lV',,M' T est post if  ferm6 dans V. Ainsi la d6monstrat ion du th6or6me 111.7 est 

achev6e. 

Ce dernier  616ment de la d6monstrat ion permet  d'6tablir le r6sultat suivant : 

THI~ORI~ME 111.12. Soit T u n  courant positi f  ferm@ dans un ouvert t) de C ne t  M 

une sous-vari@t@ r~elle plong@e dans Q, v@rifiant 

d i m c H z ( M ) ~ < d i m T - 1  pour tout zEM.  

Alors les mesures coefficients de T n e  chargent pas M. 

L'exemple  suivant montre  que dans le th6or6me 111.7 on ne peut  pas prendre  

p =d imc  Hz(M) + 1, (l'in6galit6 stricte p > 1 +d imc  Hz(M) est n6ce ssaire). 

Dans C 2 consid6rons M =  {z E C", z2=0 et [zd = 1} et T l e  courant  d ' int6gration sur 

{(z~,z2)EC2; z2=0 et Izd>l}. T e s t  un courant  positif ferm6 dans C 2 \ M  car il 

repr6sente le courant  d ' int6gration sur un ensemble analytique. Si T' est un prolonge- 

ment de T ~ C 2 positif  ferm6, on aura v(T',(0,0))~>l. Or v(T, (0, 0))=0 et T' doit 

coincider avec T au voisinage de z6ro ce qui consti tue une contradiction.  

Donc  T n 'admet  aucun prolongement  en tant que courant  positif et ferm6 ~ C 2. De 

plus on v6rifie que 

dimc Hz(M) =0 

pour  tout z E M  et T e s t  de bidimension (1, 1). 

Comme cons6quence  du th6or6me 111.7 on obtient : 

COROLLAIRE II.13. Soit M une sous-vari@t@ totalement r@elle de classe qg2 dans 
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un ouvert g2 de C". Alors tout courant T de bidimension >>-2 positif  ferm~ dans ~ \ M  se 

prolonge de fa fon  unique en un courant posit i f  ferm# dans C n. 

Le  th6or6me suivant est  une g6n6ralisation du th6or~me 111.7 et admet une 

d6monstrat ion analogue : 

THI~ORI~ME 111.14. Soit ul . . . . .  un une base c~l,o(f~) consid~r~e comme module sur 

cr soit f une fonction de classe cr positive dans g). Posons M={zE  f l ; f ( z )=0} .  

Soit A un sous-ensemble ferm~ de M. Supposons qu'il existe une fonction g de classe 
qg2, un nombre r /> l /2  et un entier k tels que 

ddC(f+g)>~ ~ i 
ujA a1 

j=k+l f" 

Alors tout courant positi f  ferm# dans g 2 \ A  de dimension p>k+ 1 se prolonge de 

fa fon  unique en un courant posit i f  ferm# dans f]. II est donc de masse localement finie 

au voisinage de A et ce proiongement est l' extension triviale par z#ro au-dessus de A. 

D#monstration. (1) La  restriction T' du courant  T ~t g ) \ M  est un courant  de masse 

localement finie dans g2. 

Soit f~' un ouvert  relativement compact  dans g) posons g2,-' - 

{z E g2;f(z)>l/(n+ 1)}. En proc6dant  comme dans la deuxi6me 6tape de la d6monstra- 

tion du th6or~me III. 1 on 6tablit 

f T A f f ~ < ~ f Q T A a P - i A [ g d d ~ ( u + x ) + d g A d ~ ( u + z ) ]  
'n\A 'n\A 

pour  n assez grand ce qui pouve que T' est de masse finie dans g2', d6s que r />l /2.  

(2) L ' ex tens ion  triviale 7 ~' est ferm6e dans f2'. Soit ~E~p,p_~(f2 ' )  et Z une 

fonction,  qr v6rifiant %(t)=0 pour  t>  1/2 et Z(t)= 1 pour  t > l .  On a 

(T ' ,  dq0)= l im(T,  I x ' ( f )  gfAqg>. 
r~O \ r 

Puisque p>k+ 1, on peut  6crire ~fAcp sous la forme 

~f  A q~ = E qh dui, A dui2 A df~jt A dft h 

oO les q0t sont des ( p - 2 , p - 2 )  formes continues ~t supports compacts  et i~, i2,jt,jz sont 

des indices sup6rieurs ~ k. On privil6gie ces indices de sorte qu 'on  ait : 
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[(T',d99>l <-..C l im(T 'A  [ddC(f+g)]2f2'7,1z' ( f (9--)A flP-2 ) 
r--~O \ r 

o~ C est une constante ind6pendante de r. 

Or le courant T'A[ddC(f+g)] z est de masse finie dans Q' d'apr6s le th6or6me 1.9 

d'ofi (T', d99)=0 d6s que r />l/2 donc T' est positif ferm6 dans ~ \ M .  

(3) L 'analogue de la proposition 111.4 montre que le courant T ne charge pas M 

Donc T' est l 'unique courant positif ferm6 dans f2' qui coincide avec T dans f f2 ' \A.  

Les r6sultats de Schiffmann [24], Funahashi [12] et Cirka [7] 6nonc6s darts l'intro- 

duction s 'obtiennent en appliquant le th6or6me 111.14 au courant d'int6gration sur 

l 'ensemble analytique X. 

IV. Compi6ments 

Le but de ce paragraphe est de donner certaines versions fines du th6or6me II. 1. On 

d6montre en particulier que si if2 est un ouvert de C" et f~'ccff2 un ouvert strictement 

pseudo-convexe alors tout courant positif ferm6 de dimension >0  dans f ~ \ ~ '  se 

prolonge en un courant positif dans Q (Proposition IV. 1.) II s 'ensuit  qu 'un courant T 

positif ferm6 non nul dans un ouvert f~ strictement pseudo-convexe de dimension >0 

ne peut avoir un support compact  dans if2. Mais cette propri~t~ est d6j~t connue (cf. 

Lelong [19] et Skoda [28]). Le  th6or6me IV.2 est une g6n6ralisation du th6or6me II. 1 au 

cas ofa l 'obstacle est un compact  contenu darts un ensemble pluripolaire complet. Le  

corollaire IV.3 montre que tout courant T positif ferm6 d6fini dans un voisinage d 'un  

ensemble compact  K pluripolaire complet se prolonge h travers A. Puis ~ l 'aide de 

l 'exemple A1 ci-dessous on construit  des exemples d 'ensembles compacts pluripolaires 

complets ~, assez grands ~. 

PROPOSITION IV. 1. Soit 99 une fonction continue, exhaustive et strictement pluri- 

sousharmonique dans un ouvert • de C". Soit c fi R, posons ff2c(z 6 ~ ;  99(z)<~c}. Soit T 

un courant positif ferm~ dOfini dans Q \ f ~ c  de dimension >0. 

Alors Tes t  de masse finie au voisinage de f2 c. 

D~monstration. Soit M un ouvert qui contient ff2c tel que ~t soit une vari6t6 ~t bord 

contenue dans f2 dont le bord (aM) est orient6 par la normale ext6rieure. Soit (a~) un 

noyau positif de r6gularisation classique d6fini dans C" et ~/une fonction ~=  ~t support 

compact  dans M identiquement 6gale h - 1 dans un voisinage de ~ .  Quitte ~t remplacer 

q9 par sup{99-x-a2+er/,99} pour e assez petit, on peut suposer que 99 est continue 
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str ictement plurisousharmonique dans un voisinage de h~t et ~ dans un voisinage V de 

a M qui est  relat ivement compact  dans Q et qui ne rencontre  pas Qc. 

Posons 99.=sup {q~-c-1/n, 0}. Puisque q0 est str ictement plurisousharmonique il 

en r6sulte qu'il existe un nombre  a > 0  ind6pendant de n tel que ddCq~n(z)~addC[[z[[ 2 
pour  tout  z E.~]r\f2~+ u,,- 

Pour  G assez petit  f.=~.-x-a~, est une fonction plurisousharmonique,  nulle au 

voisinage de ~ telle que 

dd%(z)> 2ddfllzll2 pour zC /\ 

De plus on peut  choisir  en assez petit  de sorte que (f . )  converge uniform6ment  

pour  la topologie ~2 vers q0-c dans V. 

Soit p la dimension de T. Pour  n fix6 et e' assez petit la forme 

~.,.,=f~(T-~a,,)Aff '-1 est d6finie dans un voisinage de h~ et de classe ~=.  S i e '  est 

assez petit  T-~a,, serait ferm6 dans un voisinage de hT/n (Support  f . )  il en r6sulte que 

ddr est une forme ~=  positive au voisinage de M. On a 

donc 

lim ( ddC(q~.,~,)= lim fT-~a~,A tiP-' Adder. 
e'-,O JM e'~O J 

~c+2/n 

D'aut re  part  soit Z une fonct ion cr valant 1 au voisinage de OM et ~t support  inclus 

darts V. D'apr6s la formule de Stokes on a 

f c lim dd q~.,., = lim 
e' -~0 JM e'--.~O 

= lim 
#--~0 

= lim 
~'--90 

d C ~)n ,  E I 

M 

dC(x  ) 
OM 

T -~a~,A ff'-~ Addr 

Puisque fng  converge pour  la topologie (~2 v e r s  (q0-c) g e t  T-~a,, converge 

faiblement vers T, il en r4sulte l 'exis tence d 'une  constante 0 < c ' < +  oo ind6pendante de 

e' et de n telle qu 'on  ait 

A dd 
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D'ofl en d6finitive on a pour  tout n assez grand 

2 f~,, TA tip ~< c'llTIIIsuppoax). 
ff]c+2/n 

(I) 

Ce qui prouve que T e s t  de masse finie au voisinage de f~c. 

Remarque. (2) La  finitude de la masse suffit pour  dire que T se prolonge en un 

courant  positif  sur f~. 

(2) L'in6galit6 (I) montre  si T e s t  d6fini dans [2 et support  de T e s t  compact  alors 

T=0. Cette propri6t6 d6coule aussi de la formule du type Lelong-Jensen d6montr6 

r6cemment  par  Henr i  Skoda [28]. 

(3) Si on remplace ~c  par un compact  K quelconque de ff~ alors T n 'es t  pas en 

g6n6ral de masse finie comme le montre  l 'exemple simple suivant. 

Dans C 2 consid6rons K={(z~,z2)EC2; z2=0 et Izd=0 ou Iz,l=l/n, n 6 N + } .  

Posons T ,= l e  courant  d ' int6gration sur l 'ensemble analytique de C 2 \ K  d6fini par 

{(Zl, z2) E C 2, z2=0 et 1/(n+ 1)<lzll<l/n }. Le  courant  T=Enn2T, est positif ferm6 dans 

C 2 \ K  de masse non born6e au voisinage de K. 

THI~ORI~ME IV.2. Soit A un ensemble ferm~ pluripolaire complet dans un ouvert 

strictement pseudo convexe f~ de C" et K un compact inclus dans A. Soit Tun  courant 

positi f  ferm~ dans ~ \ K  tel que 2qa\/r  Alors T se prolonge en un courant positi f  

ferm~ dans Q. 

D~monstration. I re ~tape. Montrons  que T e s t  de masse finie au voisinage de K. 

Soit u'  une fonct ion plur isousharmonique dans f2 telle que A = { z E f ~ ; u ' ( z ) = - ~ } .  

Quitte ~ se restreindre h u n  ouvert  Q ' c c f ~  str ictement pseudo convexe contenant  K on 

peut  supposer  qu'i l  existe une fonction u plurisousharmonique dans f2' v6rifiant 

(1) A f l ~ ' = { z E Q ' ; u ( z ) = - ~ }  

(2) e - "  est  continue' dans ~ '  et u~<0 dans f] ' .  

Pour  la construct ion de u (cf. Proposit ion II.2). 

Soit q~ une fonct ion str ictement plurisousharmonique continue et exhaustive dans 

f~' et c u n  nombre  r~el v6rifiant c = s u p  {q~(z), z E K}. 

Consid6rons 

u n  sup(  c o) 
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Puisque cp est exhaustive il en r6sulte qu'il existe s tel que u,=q~-c-1/n 

sur f 2 ' \ f ~ "  pour tout n. Consid6rons K,= {z E f~ ' ;u,(z)=0}.  D'apr6s la d6monstration 

de la proposition IV. l ,  il existe une constante C ind6pendante de n telle que 

IITll~,\~n<C. Ce qui montre que IlTll~'\An~ze ~.,~<z)<-c~ est fini. Or on a IITIIA\K=O. En 

d6finitive on a IITII~,\K est fini. 

2 e ~tape. Construction du prolongement.  Soit T ' = ~ Q \ A  . D'apr6s la premi6re 

6tape T' est de masse localement finie au voisinage de chaque point de A. D'apr%s le 

th6or6me II. I l 'extension triviale /~', de T' par z6ro au dessus de A est un courant 

positif ferm6 dans f2. Puisque /1A\K=0 il en r6sulte que /~' coincide avec l 'extension 

triviale T (qui existe d 'apr6s le premi6re 6tape) de T par z6ro au-dessus de A, donc 7" est 

un courant positif ferm6 dans Q qui coincide avec T sur Q \ K .  

COROLLAIRE IV.3. Soit K un compact pluripolaire complet dans un ouvert f2 de 

C". Soit Tun  courant positif ferm(  dans f ~ \ K .  

Alors T se prolonge en un courant positif ferm~ dans Q. 

D~monstration. En vertu du th6or6me IV.2 ci-dessus il suffit de montrer qu'il 

existe un ouvert f2' strictement pseudo-convexe tel qu 'on ait : K c c ~ 2 ' c c Q .  Soit u une 

fonction plurisousharmonique dans f2 teUe qu 'on ait : 

K= {z E [2; u(z) = -oo }. 

Soit if2" un ouvert relativement compact  dans {z E f2; u(z)<0} tel que Kcf2". Pour 

tout ~E af2" (bord de Q") il existe un entier n tel que ( I / n ) u ( ~ ) > - l .  Pour e assez petit 

((1/n)u)~a,=ue est une fonction continue et v6rifie u e < - 2  sur K alors que u g > - I  

dans un voisinage Vg de ~, Puisque as est compact il existe donc un entier N tel que 

q9 = SUp{U~/; i = 1 . . . . .  N} + 1 

est plurisousharmonique dans [2", positive au voisinage de Of 2" et r pour tout 

z 6K.  Pour a > 0  assez petit, {z 6 f2"; ~ o ( z ) + a l l z l l 2 <  - 1/2} est un ouvert pseudo-convexe 

contenant K. 

Ce corollaire et le th6or6me sont d 'autant  plus importants qu 'on sait aujourd'hui 

construire plusieurs exemples d 'ensembles pluripolaires complets et compacts. En 

exploitant une id6e de A. Sadullaev [cf. 23] on va construire un ensemble A pluripolaire 

complet compact  dans C 2 tel que sa mesure de Hausdorff  de dimension 2 est infinie. En 

effet soit K un compact  polynomialement convexe contenu dans le disque A de centre 0 
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et de rayon I de C. Soit Ko une suite de compacts polynornialement convexes contenus 

dans A tel que /~ ,~Ko+l  et K=t'l,,Ko et pour tout n i l  existe un polyn6me Po d'une 

variable tel que 

et 

IPo(z)l ~< e -2 pour z E Kn 

]Po(z)l/>e 2 pour zt~Ko_l. 

Soit co une suite d'entiers qui cro~t rapidement vers + w dans un sens qui va 6tre 

pr6cis6 dans la suite. Posons 

C n 
f(z)  = 2 e,, (z) et A t={(z,to)EC2; zEK et t o = f  (z)}. 

Pour un choix convenable de la suite (col le compact A1 sera pluripolaire complet. En 

effet posons ct-- l ,  et par r6currence supposons qu'on ait choisi ct . . . . .  co, consid6rons 

alors : 

fn(z, t o ) = ~  P~' et ctn= sup{logtf,(z)-tol; (z, to )EA•  
i=l 

On choisit cn+z un entier tel que Cn+l>,.--2n+lsup(ct ..... Co, an). La suite c~ 6tant 

ainsi d6termin6e, posons : 

Q~(z, to )=  s u p ~ ' ~  (log I f , ( z ) - t o l - a , ) , - I } .  
[ 2 a .  

Les fonctions Qo sont plurisousharmoniques n~gatives dans A• Si (z, to)EAl on a 

Ifn(z)-tol=lf~(z)-f(z)l<-.E~>n e -2q. Puisque C k + l ~ 2 k + l c k  e t  c~+ll>2"+la~, il en r6sulte 

que 

IL(z)-tol ~< e-2~ 

donc Qo(z, t o ) = -  1 pour tout n. Ainsi la fonction O(z, to)=Eo~ 0,(z, to) vaut -or sur 

A1. 

Si zCiK et toEA alors il existe N E N  tel que zCiKo-~ pour n>-N on a donc 

IX(z. to)l >I IP.(z)l%-iL-,(z)-tol >1 e2n%-t-e~n-'>~ 1 

d'ofl po(z, to)>.-.-'-1/2 nce qui implique que Q(z, t o ) > - ~ .  
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Si z E K  et co*f(z) et en remarquant  quefn converge vers fun i fo rm6ment  sur K on 

en d6duit qu'il existe e,>O et N E N  tels qu 'on ait Ifn(z)-col>e pour n>N et donc 

~(z, co)>- ~ .  

En d6finitive Q(z, co) est plurisousharmonique et v6rifie 

A1 = {(Z, co) E AXA; O(z, co) = -oo}. 

Remarques. (1) A1 6tant pluripolaire complet et compact dans A •  il en r6sulte 

que AI est pluripolaire complet dans tout ouvert le contenant. 

(2) Si le disque A(1/2) de centre l 'origine et de rayon 1/2 est contenu dans K a l o r s f  

est holomorphe sur A(1/2) et par cons6quent A~N A(1/2)x A est une vari6t6 analytique 

complexe. 

(3) Dans les conditions de (2) ci-dessus A1 ne peut pas ~tre contenu dans une 

r6union d6nombrable de sous-ensembles analytiques Xn de A x A. En effet si pour un 

sous-ensemble B de C n et ~,>0 on pose Hx(B) la mesure de Hausdorff  2-dimensionnel 

de B (cf. 16); on aurait d'apr6s la 2 e remarque H 2 ( A I ) > 0 .  Si ActJnXn il existe un 

indice no tel que HE(A AXn0)>0 et donc ~ = -  oo sur Xn0 d'ofJ Xn0 est compact  dans A x A, 

il est donc de codimension 2 ce qui contredit H2(A fiX,0)>0. 

(4) Soit A1 comme la deuxi6me remarque et v u n  vecteur de C 2 (transverse 

A~flA(t/2)• tel que [vl<dis(K, Cc2AXA). Alors modulo la proposition IV.4 ci- 

dessous A=A~ U~=~ {A I +v/n} est compact  pluripolaire complet v6rifiant HE(A)= oo. 

PROPOSIITON IV.4. Soit An une suite de sous-ensembles ferm~s pluripolaire 

complets dans un ouvert f2 telle que A=UnAn est ferm~ dans f2. Quitte ~ se 

restreindre ~ un ouvert ff2' cc f~  alors A est pluripolaire complet dans if2'. 

DEmonstration. D'apr6s la d6monstration de la proposition II.2 pour tout n i l  

existe une fonction vn plurisousharmonique n6gative dans f2' telle qu 'on ait 

(1) e v~ est continue dans f2' 

(2) Anflf2={zEf2';vn(z)=-oo}. 

Soit Kn une suite de compacts Knc/~n+l et f2 \A=tJ~A~.  Soit an=sup{[vn(z)l; 

z E Kn}. Posons 

v = v ~ ( z ) .  

La fonction v est plurisousharmonique dans Q' continue dans f ~ ' \ A  et on a 

if2' NA={zEff2'; v(z)=-oo}. 
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Nous  terminons  ce travail par  un exemple  simple qui montre  qu 'un  sous-ensemble  

ferm6 localement  pluripolaire comple t  dans un ouvert  f l  n ' e s t  pas  en g6n6ral globale- 

ment  pluripolaire complet .  Soit B = { z l , z 2 ) 6 C 2 ;  Iz,I--1 et z2=O} et Q = C 2 \ B .  Consi- 

d6rons A={(Zl ,  z2)6M;  {Zll>l et z2=0}. C ' e s t  un sous-ensemble  analyt ique de Q mais 

toute fonct ion v p lur iosusharmonique  dans Q,  valant -oo sur A v6rifie v (0 )= -oo  car  

elle se prolonge en une fonct ion p lur isousharmonique  dans C 2. 
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