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§ 1. Introduction.

Dans le présent mémoire je détermine les groupes compacts de transforma-
tions topologiques des surfaces en elles-mémes. Le résumé des résultats obtenus
fournit aussi une contribution & la solution du cinquiéme probléme de M. Hil-
bert dans sa forme primitive.

M. Hilbert a posé le probléme d’introduire des variables et des parameétres
dans un groupe continu de transformations topologiques d'une variété a » di-
mensions en elleméme, dépendant de p paramétres, tels que les fonctions ex-
primant les transformations du groupe soient dllalytiqlles et dans les variables
et dans les paramétres. On sait quen général la réponse 4 cette question doit
étre négative, déjém dans le cas n =2, p=1. Pour cette raison, on a restreint
le probléme au cas des groupes des paramétres ou, autrement dit, aux groupes
simplement transitifs (dans lesquels les variables et les paramétres sont les mémes).
J’ai démontré que tous les groupes des paramétres d'ordre p = 2 sont analytiques'.
Pour p > 2, MM. von Neumann et Pontrjagin ont démontré l'analyticité des
groupes des paramétres compacts en soi ou commutatifs®. Dans le cas général le
probléme de l'analyticité est encore en suspens.

Dans le présent mémoire j'obtiens le résultat que, pour les groupes com-
pacts en soi, dans le cas n =2, la réponse au probléme de M. Hilbert est
affirmative dans le sens primitif suivant:

Y B. voN KEREKJARTO: Geometrische Theorie der zweigliedrigen kontinwierlichen Gruppen.
Abhandl. Math. Sem. Hamburg, t. 8 (1930), p. 107—114.
2 Voir &4 ce sujet: L. PONTRIAGIN: Topological groups. Princeton, 1939.
9
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Théoréme. Tout groupe compact en soi de transformations topologiques d'une
surface & connexion finie en elle-méme est homéomorphe @ un groupe analytique et
dans les vartables et dans les paramétres.

Le point de départ de mes recherches était un probléme posé par M. de
Rham. Dans une conférence faite 4 1'Université de Budapest, M. de Rham a
exposé ses beaux résultats sur 'homéomorphie de deux rotations de la sphére a
n dimensions. Dans cette connexion il a soulevé le probléme concernant la
caractérisation topologique des groupes compacts de la sphére & » dimensions,
et, de plus, il a formulé comme conjecture le théoréme suivant:

Tout groupe compact de transformations topologiques de la sphére a n dimensions
en elle-méme, conservant le sens, est homéomorphe aw groupe des rotations de cette sphére
ou & U'un de ses sous-groupes.

Comme M. de Rham m’a communiqué récemment, la caractérisation suivante
du groupe des rotations de la sphére & 2 dimensions peut é&tre déduite de théo-
rémes généraux:

Soit G un groupe de transformations topologiques de la sphére S en elle-méme,
conservant le sens; si le groupe G est compact en soi, séparable, localement connexe
et de dimension finie, et si G est transitif sur la sphére, sous ces hypothéses G est
homéomorphe au groupe des rotations de la sphére &°.

La déduction donnée par M. de Rham est la suivante. D’aprésle théoréme

de M. von Neumann!, G est un groupe de Lie (en tant que groupe abstrait).

2 on peut introduire sur &* des coor-

D’aprés un théoréme de M. Ehresmann
données qui rendent les fransformations du groupe transitif G analytiques de
sorte que &? avec le groupe G devient un espace homogéne de Lie. D’aprés
les théorémes de MM. Weyl et Cartand, G laisse au moins une métrique
riemannienne invariante sur &% @ étant transitif, cette métrique est nécessaire-
ment 4 courbure constante: c¢’est donc la métrique ordinaire de &°.

Dans la premiére partie de ce mémoire je démontre par des méthodes di-
rectes les théorémes suivants:

I. Tout groupe compact G de transformations topologiques de la sphére & en

1 J. von NEUMANN: Die Einfuhfunq analytischer Parameter in topologischen Gruppen. Annals
of Math., vol. 34 (1933), p. 170—Igo.

* C. EBRESMANN: Les groupes de Lie & r paramétres. Séminaire de Math. de M. Julia,
quatrieme année, 1936—37.

® E. CARTAN: La théorie des groupes finis et continus et I Analysis Silus. Mémorial d. Sec.
Math., 42. (Paris, 1930), p. 32.
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elle-méme, conservant le sens, est homéomorphe awu groupe des rotations de & ou &
T'un de ses sous-groupes.

IL. S le groupe compact G est transitif sur & il est homéomorphe au groupe
des rotations de S*.

Le théoréme II découle du théoréme I en vertu de la proposition suivante
démontrée récemment par MM. Montgomery et Zippinl:

Le groupe des rotations de la sphére @® n’admet aucun sous-groupe transitif
sur & '

M. de Rham a fait observer que cette derniére proposition est une con-
séquence immédiate du fait bien connu que le groupe des rotations de la sphére
&® est simple. Le raisonnement de M. de Rham qui fournit une démonstration
extrémement simple des propositions en question est le suivant. Si un groupe
transitif contient une rotation d’angle e, il doit contenir toutes les rotations
d'angle @, et c'est précisément la condition pour qu'il soit un sous-groupe in-
variant. Cela étant, si un tel groupe contient les rotations gp et oo d'angle «
autour de P et ¢, il contient aussi la rotation (¢rey')", dont I'angle prend toutes

les valeurs possibles lorsqué ¢ tend vers P, pourvu que l'entier 7 soit suffisam-
ment grand; il contient par suite toutes les rotations de &2

Je passe aux groupes compacts de la sphére contenant des transformations
qui changent le sens de la sphére, et je détermine leurs structures topologiques.
De ces derniers groupes on peut obtenir facilement les groupes compacts du plan
projectif.

Dauns cet ordre d'idéey le probléme se pose de déterminer tous les fypes
topologiques de surfaces qui admettent des groupes compacts et infinis. A cette
question répond le théoréme suivant que je démontrerai dans le § 3:

IIT. Les seuls types topologiques de surfaces & commexion finie qui admettent
des groupes compacts et infinis de transformations topologiques sont les suivants: la
sphére, le disque circulaire, la couronne circulaire, le tore, le plan projectif, la bande
de Mibius et I'anneau non-orientable.

Ce sont les mémes sept types de surfaces qui admettent des groupes con-
tinus et transitifs, d’'ordre fini, ou encore ce sont les seuls types topologiques
d’espaces homogénes de Lie & deux dimensions®. La raison en est que, d'aprés

! D. MONTGOMERY et L. ZIPPIN: A theorem on the rotation-group of the two sphere. Bulletin
Amer. Math. Spc., vol. 46 (1940), p. 520—521.

* L. E. J. BRouweR: Die Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen unabhingig von den
Axiomen von Lie, II. Mathem. Annalen, vol. 69 (1910), p. 181—203; voir surtout p. 192. — E,
CARTAN: La théorie des groupes finis et continus et U Analysis Situs, p. 29.
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la formule de singularités due & Poincaré, sur ces surfaces, et sur aucunes
autres, il existent des faisceaux réguliers de courbes sans points multiples.

La détermination des groupes compacts du disque circulaire, de la couronne
circulaire, du plan projectif et de la bande de Mébius se raméne aux groupes
compacts de la sphére; le cas de l'anneau non-orientable & celui du tore. Il ne
reste qu'a déterminer les groupes compacts du tore.

Les groupes finis du tore ont été déterminés par M. Brouwer®. Concernant
les groupes compacts et infinis du tore, je donne leur énumération effective dans
la deuxiéme partie de ce mémoire. Le résultat général qu'on peut tirer de cette
énumération est énoncé dans le théoréme suivant:

IV. Tout groupe compact en soi et infine G de transformations topologiques du
tore en lut-méme peut étre exprimé comme un groupe de transformations linéaires de
coordonnées bicirculaires convenablement choisies. Le groupe G peut étre obtenu soit
a partir du groupe des translations du tore en y ajoutant une ou deux transforma-
tions périodiques, sott & partir d'un groupe cyclique continu de-translations du tore
en y ajoutant une, deux ou trois transformations périodiques. Ceux de ces groupes
dont les transformations conservent le sens peuwvent étre représentés comme des groupes
de transformations birationnelles d'une surface de Riemann algébrique de genre un

en elle-méme.

§ 2. Généralités sur les groupes compacts de transformations.

Soit F' une surface & connexion finie, close ou limitée par un nombre fini
de contours. Nous supposons la surface # munie d'une certaine métrique bornée
qui la rend espace métrique.

Soit G un groupe de transformations topologiques de F en elle-méme. Nous
entendons par l'écart (S, 7) des transformations S et T le maximum des dis-
tances (S(P), T'(P) oa P désigne un point variable de la surface F, et S(P),
T(P) ses images obtenues par les transformations S et 7. Nous désignons la
transformation identique par I, et I’écart (T, I) aussi par | T|.

Nous dirons que la suite des transformations topologiques Sy, S;, ... con-
verge vers la transformation topologique S si les écarts (S,, S) convergent
vers O.

Y L. E.J. BRouwer: Enumération des groupes finis de lransformations topologigues du fore.
C. R. Acad. d. Se. Paris, t. 168 (1919), p. 845—848: Enumération des surfaces de Riemann régulieres
de genre un. Ibid. p. 677—678.
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Le groupe G est dit compact s'il ne contient qu'un nombre fini d'éléments,
ou §'il est infini et chacun de ses sous-ensembles infinis contient une suite com-
posée d'éléments distincts et convergeant vers une transformation topologique §.
Cette transformation S peut appartenir au groupe G ou non.

Toute transformation S vers laquelle converge une suite d’éléments distincts
du groupe G sera appelée élément d’accumulation de G. L’ensemble formé par
les éléments de G et par ses éléments d'accumulation est lui-méme un groupe
compact qui est aussi fermé; autrement dit, il est un groupe compact en soi.

Supposons que le groupe G est compact en soi. Nous allons montrer la
proposition suivante: ,

2. 1. Les transformations contenues dans le groupe G sont réguliéres sur la
surface I 1,

Soit, en effet, 7 un élément quelconque de G et soit P un point de F.
Supposons que T n’est pas réguliére au point P; il y a alors une suite de points
Q,, @, ... convergeant vers P, et une suite d'entiers », »,, ... tels que, pour
tout %:

' (T (P), T* (Q) > &

ol &> o est un nombre fixe. Comme le groupe & est compact on peut extraire
de la suite 7™, 7™, ... une suite 7%, 7", ... qui converge vers une transforma-
tion topologique S (appartenant & G parce que G est compact en soi). Pour
un indice % suffisamment grand, on aura donc:

(Tv”‘(Qk), SQp) < &/3
et de méme

(T*:(P), S(P) < &/3.

En conséquence de la continuité de S au point P on a encore
(SP), SQr) <eé/3.

En faisant la somme des trois inégalités, nous obtenons:
(T*k(Qn, T*e(P) <e

contrairement & 1'hypothése ci-dessus. Cela prouve la proposition 2. 1.

! Une transformation est dite régulitre si ses puissances sont également continues. Con-
cernant les transformations régulieres, voir B. DE KEREKJARTO: Sur le caractére topologique des
représentalions conformes. C. R. Acad. d. Se. Paris, t. 198 (1934) p. 317—320.
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Par un raisonnement analogue a celui employé ci-dessus nous obtenons la
proposition suivante:

2. 2. Les transformations contenues dans le groupe G sont également continues
sur la surface F.

11 faut entendre par cet énoncé que, étant donné un nombre positif ¢ arbi-
traire, i1 y a un nombre positif d tel que deux points quelconques P et ¢ dont
la distance est inférieure & J sont changés par toute transformation I de G en
des points T'(P) et T'(Q) tels que leur distance est inférieure a e.

§ 3. Les types topologiques de surfaces admettant des groupes compacts
et infinis.

Supposons que F' est une surface orientable et close, de genre p > 1. Boit
G un groupe compact de transformations topologiques de F en elle-méme. Si
G contient une infinité d’éléments, soit 7, T, ... une suite infinie d’éléments
distincts de G. Il y a une suite partielie 7,,, T.,, ... convergeant vers une
transformation topologique 7' de F en elleméme. La suite des transformations

8, =1T,T,", S=1T,Ty", ...

2 )

converge vers lidentité I. Pour un indice k suffisamment grand, 'écart (S,, I)
est arbitrairement petit; S, appartient donc & la classe de l'identité, c'est-a-dire
que S, peut étre transporté en l'identité par le moyen d'une déformation continue
sur F. Les transformations contenues dans G sont régulidres sur F (2. 1), et
comme le genre de I” est supérieur a 1, elles sont périodiques’. Mais, dans la
classe de l'identité i1 n’y a aucune transformation périodique®. Nous avons
abouti a une contradiction.

Soit ensuite F une surface orientable, de genre p, limitée par h coutours
(h > 0), et soit G un groupe compact de transformations topologiques de F en
elle-méme. Nous prenons deux copies de F que nous réunissons suivants leurs points
de frontiére correspondants; par cela, nous obtenons une surface F” orientable
et close de genre p' =2p + h— 1. Au groupe G correspond sur la surface F’

! B. voN KEREKIARTO: Uber requlire Abbildungen von Flichen auf sick. Acta Scient. Math.
Szeged, t. 7 (1934), p. 65—75; Bemerkung tiber regulire Abbildungen von Flichen. Ibid. p. 206.

® L. E.J. BRouwER: Uber die topologischen Schwierigkeiten des Kontinuititsheweises der Existenz.
theoreme eindeutig umkehrbarer polymorpher Funktionen auf Riemannschen Flichen. Nachr. d. K.
Ges. d. Wiss. Gottingen 19I2, p. 605; note 3). — Voir aussi: J. NIELSEN: Die Strukiur pe-
riodischer Transformationen von Flichen. Kgl. Danske Vidensk. Selskab. Mathematisk-fysiske
Meddelelser, XV, 1 (1937).
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un groupe compact G’ de maniére biunivoque. Si p’ > 1, les groupes G’ et G
sont finis, d’aprés le résultat ci-dessus. La surface I’ n’admet donc des groupes
compacts et infinis que si 2p+ h—1=0, ou 1. Les types topologiques cor-
respondants sont les suivants: 1) la sphére (p =h =o0), 2) le disque circulaire
(p=0, h=1), 3) la couronne circulaire (p =0, h=2), 4) le tore (p =1, h=o0).

Soit finalement F wune surface non-orientable de genre p, limitée par h
contours. Soit F” la surface de recouvrement & deux feuillets de F qui est une
surface orientable de genre p’ = p — 1, limitée par h' = 2 h contours. Au groupe
compact G de F correspond un groupe compact G’ de I, de maniére (1, 2).
Si G est infini, G’ est aussi infini, et, d’'aprés ce que nous venons d’obtenir, soit
W=oetp <1, s0it ¥ >0et 2p '+ h —1=<1. Il résulte de la que soit h=o0
et p=2, soit h>o0et 2(p—1})+2h—1=1; dans les deux cas: p + h = 2.
Les types topologiques correspondants sont les suivants: 5) le plar projectif (p=1,
h=0), 6) la bande de Momivs (p =1, h=1), 7) Uanneau non-orientable (p = 2,
h=o0).

Nous avons obtenu le résultat suivant:

3. 1. St la surface F & connexion finte admet un groupe compact infini, I' est
homéomorphe & Uune des surfaces énumérées sous 1)—7).

I. Les groupes compacts de la sphére.

§ 4. Sur les écarts des transformations régulidres a P’identité.

M. Newmax a démontré le théoréme suivant:?

St V' est une variété métrique, il y a un nombre & > 0 ne dépendant que de
la métrique de V tel que toute transformation périodique, de période p, de la variété
V en elleméme déplace au moins un point d'une distance supérieure & &/p.

Nous allons appliquer ce théoréme aux transformations périodiques de la
sphére de rayon unité en elle-wméme. _

Nous prenons le centre O de la sphére comme origine d'une coordonnée
vectorielle que mnous désignons par z. Soit S une transformation de période p
de la sphére en elleméme; désignons par z', 2% ..., P! les coordonnées des -

images de z obtenues par les puissances de S. Formons la somme de vecteurs:

y=x+ax' +2+ -+ ar L,

! M. H. A. NEwMAN: A theorem on periodic transformalions of spaces. Quart. Journ. of Math.
Oxford Series, vol. 2 (1931), p. 1—8.
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A tout point = de la sphére, nous faisons correspondre le point dont la
coordonnée vectorielle est y; l'ensemble des points y correspondant aux points
z de la sphére forme une surface continue; nous la désignons par Fy, et la
gurface de la sphére par F;. Aux points x, 2%, 2%, ..., 27~ de la sphére cor-
respondent p points coincidants de la surface F;; en projetant la surface #, du
centre O sur la sphére, la projection couvre la sphére p fois. Il résulte de la,
comme M. Newman l'a démontré, que l'indice de l'origine O par rapport & la

surface I, est un maultiple de p, c’est-a-dire que
Q7 (0) = o (mod p).
D’autre part, U'indice de O par rapport & la sphére I est
Q2p,(0)= % 1.

Nous pouvons déformer continuement la surface F, en F, par 'intermédiaire
1 0

des surfaces:
Fy: yi=1x+ A + 2+ + P o=A=1).

Comme

Qr,(0) # 25, (0),

il résalte que, pour une certaine valeur de A (0 <A = 1), la surface F) passe
par le point O; il y a donc un point y: de F, pour lequel

p=z+ iz +2*+- 4+ ) =o.

Par conséquent, il y a un point « de la sphére F; et une valeur 4 appartenant
3 l'intervalle (o, 1) pour lequel:

x=—Ale' + 2+ + a2,

Le plan perpendiculaire au vecteur Oz, passant par lorigine O, divise la
sphére F, en deux hemisphéres. D’aprés la formule que nous venons d'obtenir,
I'hémisphére contenant le point = me peut contenir tous les points z', «*, ... 2#71;
il y a au moins un de ces points, supposons que cela soit 2?, qui appartient a
I'autre hémisphére. Supposdns que ! < p/2; autrement nous considérons au lien
de la transformation S son inverse S—!. Comme les points z et 2! appartiennent
a deux hémisphéres différentes, leur distance est supérieure & 1; il y a donc au
moins une des distances (z, '), (2!, 2%, . .., (&', o) qui est supérieure & 1/1=2/p.

Supposons, pour fixer les idées, que

(z*, o*+1) > 2/p.
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Il résulte donc qu'il y a au moins un point de la sphére, & savoir le point
x*, dont la distance 4 son image obtenue par S:xf+1 = S(x*) est supérieur a 2/p.

Le raisonnement ci-dessus nous a fourni les résultats suivants:

4. 1. Toute transformation de période p de la sphére unité en elleméme déplace
aw moins un point d'une distance supérieure o 2/p.

4. 2. Parmi les puissances d'une transformation de période p de la sphére unité
en elleméme, ¢l y en a wune au moins qui déplace un point d'une distance supé-
rieure a 1.

Nous faisons observer que la proposition 4.2 reste encore valable si on
suppose que la transformation en question soit réguliére, non nécessairement
périodique. Comme j'ai démontré ailleurs, toute transformation réguliére de la
sphére en elle-méme, conservant le sens, est homéomorphe & une rotation de la
sphére!. Si la transformation régulidre 7' de la sphére, conservant le sens, n’est
pas périodique, elle est hboméomorphe 4 une rotation dont l'angle est incommen-
surable avec w. Il y a donc une suite d’entiers n,, n,, ... telle que la suite
I, T, ... converge vers une transformation involutive; cette derniére déplace
au moins un point d'une distance supérieure & 1; le méme est donc valable con-
cernant la transformation 7", si % est suffisamment grand. Nous énongons le
résultat obtenu dans le théoréme suivant:

4. 3. Parmi les puissances d'une transformation véguliére de la sphére unité
en elleméme, ol y en a au moins une qui déplace un point d'une distance supé-
reeure 4 1.

§ 5. Sur les indices des points de la sphére par rapport au groupe.

Soit G un groupe compact en soi de transformations topologiques de la
sphére en elle-méme, conservant le sens. Si A est un point quelconque de la
sphére, nous désignons par Gu le sous-groupe réduit de G formé par les trans-
formations qui admettent le point invariant A. Le nombre des éléments
contenus dans le groupe G4 est appelé indice du point A par rapport au
groupe G.

Il résulte immédiatement de la définition que deux points homologues quel-
conques ont mémes indices. Soient, en effet, A et B deux points, et T une trans-
formation de G qui change 4 en B; le transformé du sous-groupe G4 par T

! B. voN KEREKJARTO: Topologische Charakterisierung der linearen Abbildungen. Acta Scient.
Math. Szeged, t. 6 (1934), p. 235—262; voir en particulier p. z50.



138 B. de Kerékjarto.

est le sous-groupe Gpg; par conséquent (74 et Gp contiennent le méme nombre
d’éléments.

5. 1. Sz le groupe G compact en soi comprend une infinuté d'éléments, il y a
au moins un point de la sphére dont Uindice par rapport & G est infini.

Soit 8§, 8, ... une suite d'éléments de G convergeant vers l'identité.
Chacune des transformations S, est homéomorphe a une rotation de la sphére,
elle admet done deux points invariants P, et ¢,. Choisissons une suite partielle

de la suite P;, P, ... qui converge vers-un point P; désignons cette suite par
les mémes symboles. 8i, & partir d'un certain indice: P, = P, =. .., posons
P=p,.

Si la transformation S, est périodique, désignons sa période par =,; autre-
ment soit n, =w. L’indice du point P, est égale & %, ou & un multiple de »,.

La suite ny, ny, ... n'est pas bornée. Si le nombre fixe p était supérieur
i m,, pour tout », l'écart de la transformation S, & l'identité serait supérieur a
2/p (voir 4. 1), contrairement au choix de la suite S;, S,, ... .

Nous allons montrer que sndice du point P = lm P, par rapport au groupe
G est infini. Cette proposition est évidente dans le cas ol les points P, sont
identiques & P, a partir d'un certain indice. Dans P'autre cas, soit 7 un nombre
positif arbitrairement petit (y < 1); comme la suite S;, S;, ... converge vers

I'identité, on a, & partir d'un certain indice,
|S.] <.

En vertu de la proposition 4. 3, il y a parmi les puissances de S, une, 8%,
pour laquelle
| S5 ] > 1> 9.

Dééignons, pour tout », par %k, le plus petit entier positif tel que
[ S = 9.
Comme |S5~1| <y et | S,] <9, nous obtenons la relation
1= |8l <29

Il y a une suite partielle de la saite S* qui converge vers un élément S de G.
Cette transformation § laisse invariant le point P et vérifie la relation

n=|8|<29.
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Il résulte de la, d'une part, que § est différente de l'identité, d’autre part, que
si 8 est périodique, sa période est supérieure & 1/7 (voir 4. 1). Le nombre positif
n étant arbitrairement petit, le procédé ci-dessus nous améne i des transforma-
tions, admettant le point invariant P, qui ne sont pas périodiques, ou qui sont
périodiques et leurs périodes sont arbitrairement grandes. Cela signifie que
I'indice du point P par rapport au groupe G est infini. De la sorte la proposi-
tion 5. 1 est démontrée.

Du raisonnement ci-dessus découle aussi le résultat suivant:

5.2. Les points de la sphére dont Uindice par rapport au groupe G compact
en sot est supbrieur & 1 forment wun ensemble fermé. Les points d’indice infiny

Jorment eux-mémes un ensemble fermé.

§ 6. Sur les groupes compacts en soi d’un disque circulaire.

Nous allons démontrer la proposition suivante que nous appliquerons dans
le § 7.

6.1. Si G est un groupe compact en soi de transformations topologiques d'un
disque circulaire en lui-méme, conservant le sens, G est homéomorphe sott & un groupe
cyclique fini, formé par les puissances d'une rotation périodique, soit au groupe
cyclique infini formé par toutes les rotations du cercle autour de son centre.

Considérons les transformations de la circonférence engendrées par les élé-
ments du groupe donné G,; elles forment aussi un groupe g, compact en soi,
par suite elles sont régulidres. Comme ces transformations conservent le sens
de la circonférence, chacune d'elles est homéomorphe & une rotation de la
circonférence. Si un point P est transformé par les transformations de g, en

un nombre fini de points, désignons ces points, conformément & leur ordre cyclique

sur la circonférence, par P, P, P,, ..., Pr—, et par ¢ la transformation de g,
qui change P en P,. Les transformations ¢, ¢}, ..., *~ changent P respective-
ment en P, P,, ..., P,;. Dans ce cas, le groupe g, est le groupe cyclique
(I, t, £, ..., "7Y). — 8i le point P est changé par g, en une ¢nfinité de points,

les points homologues & P ont au moins un point d’accumulation qui est aussi
homologue a P. Il y a donc des transformations de g, qui changent P de
distances arbitrairement petites, et comme ces transformations sont homéomorphes
& des rotations de la circonférence, leurs puissances changent P en un ensemble
de points recouvrant la circonférence avec une densité arbitraire. Il résulte de
14 que l'ensemble des points homologues & P est partout dense sur la cir-
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- conférence, et comme il est fermé, il est identique & la circonférence. Autrement
dit, g, est transityf’ sur la circonférence, et comme ses éléments n'admettent pas
de points invariants sur la circonférence, g, est simplement fransitif. On sait
que sous ces conditions le groupe g, est homéomorphe au groupe des rotations
de la circonférence.

Les éléments du groupe G, correspondent de fagon biunivoque aux éléments
du groupe g,, c’est-d-dire que deux éléments distincts de G, engendrent des
transformations distinctes sur la circonférence. Cette proposition est une con-
séquence immédiate de la régularité des transformations de G,, vu qu'une trans-
formation réguliére du disque circulaire en lui méme, qui engendre la transforma-
tion identique sur la circonférence, est I'identité sur tout le disque.

Si les éléments du groupe (I, engendrent sur la circonférence un groupe
cyclique fine g,, formé par les puissances d'une transformation ¢, soit T la trans-
formation de G, correspondant & ¢; le groupe cyclique (I, T, T% ..., IT77) est
alors identique aun groupe G,.

Si les éléments du groupe G, engendrent sur la circonférence un groupe
infint qui est, comme nous 'avons constaté, un groupe cyclique continu, désignons
par ¢ une transformation non périodique contenue dans g,, et par 7 l'élément
de G, lui correspondant. 7' est une transformation réguliére, non périodique,
du disque circulaire, conservant le sens, elle est donc homéomorphe 4 une rota-
tion dont l'angle est incommensurable avec w. L’ensemble des puissances de T
et de leurs éléments d’accumulation est identique au groupe G,. Cela prouve la
proposition 6. 1.

§ 7. La structure des sous-groupes réduits de la sphére.

Soit G un groupe compact en soi de transformations topologiques de la
sphére unité en elleméme, conservant le sens, et soit G4 le sous-groupe réduit
admettant le point invariant 4.

Pour tout nombre positif ¢, désignons par ¢(e) un nombre positif corres-
pondant 4 & d'aprés l'égale continuité des transformations de G, dans le sens
suivant: si P et @ sont deux points quelconques dont la distance est inférieure
& @(e), leurs images obtenues par une transformation quelconque du groupe G
sont en distance < ¢ l'une de l'autre. Cela étant, soit ¢ un nombre positif
quelconque (¢; < 1), et &, un nombre positif inférieur & @ (). Si P est un point
arbitraire tel que
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(*) & <(4, P)< gle),

et si P’ désigne l'image de P obtenue par une transformation quelconque du

groupe G4, on a la relation:
(**) @ (e) < (4, P) <.

Soit » une courbe simple et fermée entourant le point 4 dans un voisinage
suffisamment petit de A et telle que pour tous les points P de » la relation (*)
soit vérifiée. Si x' désigne l'image de x obtenue par une transformation quel-
conque de G4, ses points P’ vérifient la relation (**). IL’ensemble des courbes
% obtenues par les transformations de G, détermine un domaine D contenant
le point A. Ce domaine est invariant par le groupe G4 (c'est-a-dire par toutes
les transformations de G4). La frontiére de I est un continu y gqui est aussi
invariant par le groupe G..

On peut démontrer soit par un raisonnement de M. Hilbert!, soit par un
raisonnement que j'ai employé autrefois® que le continu y est une courbe simple
et fermée. Nous obtenons donc le résultat suivant:

7. 1. St Uindice du point A par rapport auw groupe G est supériewr a 1, zl
existe une courbe simple et fermée y qui est invariante par Gy.

Chacun des deux domaines déterminés par la courbe y est changé en lui-
méme par (4; en appliquant 3 ces deux domaines (fermés) la proposition 6. 1
nous obtenons le résultat que, dans chacun d'eux, G4 est homéomorphe & un
groupe de rotations. Kn particulier, il y a dans chacun de ces domaines un
point invariant du groupe G4, dont I'un est A; désignons l'autre par A’; nous
appelons les points A et A’ opposés. Notre résultat est énoncé dans la proposi-
tion suivante:

7.2. St Uindice du point A par rapport & G est supérieur & 1, tl y a un
point A’ distinet de A qui est invariant par toutes les transformations laissant A
wnvartant, et par aucune autre transformation de G. Le sous-groupe réduit ad-
mettant les points invariants A et A’ est homéomorphe au groupe des rotations de
la sphére autour d'un axe, ou & un sous-groupe fini de ce groupe.

Désignons par G44 le sous-groupe réduit admettant les points invariants

A et A’ (nous l'avons désigné antérieurement par ().

D. HILBERT: Grundlagen der Geometrie. Leipzig et Berlin (1930, 7-me éd.). Anhang IV,
Uber die Grundlagen der Geometrie, §8 1—S8, p. 188—19g.
® B. voN KEREEIARTO: Topologische Charakterisierung der linearen Abbildungen. Acta Scient,
Math. Szeged, t. 6 (1934), p 237—243.



142 B. de Kerékjarto.

8i l'indice du point A est infini, G4 est un groupe cyclique continu. La
trajectoire d'un point quelconque P, différent de A et A’, par le groupe Gy,
c’est-d-dire I'ensemble des images de P obtenues par les transformations de G 44,
est une courbe simple et fermée, séparant les points A et A’. Nous appellerons
cette trajectoire pseudocercle ou cercle de centres A et A4’, et la désignerons par
kL, ou par kaq.

7. 3. Toute transformation du groupe G change deux points opposés en deux
points opposés et tout cercle en un cercle.

Soient, en effet, A et A" deux points opposés, et soit 7' une transformation
quelconque de G. Désignons par B et B’ les images de A et de A’ obtenues
par T. Ces points sont invariants par le groupe I~ ! G44 T, ils sont donc op-
posés. Les trajectoires du groupe G.. sont changées par 7' en les trajectoires
du groupe Gpp = TG 4 T, c'est-d-dire que tout cercle k 4 est changé par T

en un cercle kpp'.

& 8. La structure du groupe G.

Si le groupe G ne contient qu'un nombre fini d’éléments, tout point de la
sphére est d’indice fini et il n'y a qu'un nombre fini de points d'indice supérieur
a 1. Inversement, si tout point de la sphére est d'indice fini, le groupe G est
fini (5. 1). Dans ce cas G est homéomorphe soit & un groupe cyclique fini, soit
a un groupe dyédrique, soit au groupe d'un polyédre régulierl.

Si le groupe G est infini, il ¥ a au moins un point 4 d'indice infini (5. 1);
le point opposé A’ est aussi d'indice infini.

Premier cas. Il n'y a aucun autre point d'indice infini sauf A et A'.

Comme les indices des points homologues par le groupe G sont égaux, il
s'ensuit que toute transformation de G laisse 4 et A’ invariants ou les échange
entre eux.

8i toute transformation de G laisse 4 et A’ invariants, le groupe G est
identique & G4, il est donc homéomorphe au groupe des rotations de la sphére
autour d'un axe (7. 2).

Si une transformation ¢ de G échange entre eux les points 4 et A’, le
faisceau des cercles de centres 4 et A’ est changé en luiméme de telle fagon

Y

qu'a Vorientation de ce faisceau & partir de 4 vers A’ correspond l'orientation

' B. vON KEREKIARTO: Uber die endlichen topologischen Gruppen der Kugelfldche. Proc. Acad.
Amsterdam, vol. 22 (1919).
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opposée. Il y a, par conséquent, un cercle et un seul de ce faiscean qui est
changé en lui-méme par o¢; nous le désignons par K4 et appelons grand cercle
de centres A et A’. Les deux domaines déterminés par K 4 sont échangés entre
eux par 6; il résulte de li que les deux points invariants de o, que nous désig-
nons par B et B, appartiennent & K. Nous désignerons la transformation
¢ aussi par opp, mettant en évidence ses points invariants. Le carré de opp
admet plus de deux points invariants (outre que B et B’ encore A et 4’); il
résulte que oy = I, c'est-i-dire que opp est involutive. Nous appelons oy dem:-
rotation autour des points B et B'.

Tout élément 7' du groupe G.4 change le grand cercle K 4 en lui-méme,
il change donc les points B et B’ en deux points opposés C et C' de Kuu'.
La transformée T 'ggp T = oo de opp par T est aussi involutive et échange
entre eux les points A et A". Done, si C et ¢’ sont deux points opposés quel-
conques du grand cercle K44, la demi-rotation ¢¢r échange entre eux les points
Aet A

Inversement, si ¢ est une transformation quelconque de G qui échange entre
eux les points 4 et A’, o est la demi-rotation autour d'un couple de points op-
posés C, (' appartenant au grand cercle K 4. (Cette proposition, que nous
allons démontrer, signifie que le grand cercle K44 est univoquement déterminé
par le groupe G et par les points opposés A et A’). Soit en effet opp la demi-
rotation autour des points opposés B et B appartenant au grand cercle K 4';
le produit ¢=g0opp laisse invariants les points 4 et A’, il appartient donc au
groupe (44 et change le grand cercle K, 4 en lui-méme: opp change aussi K44
en lui-méme. Par conséquent, K44 est invariant par o= gadsp, et les deux
domaines déterminés par K44 sont échangés entre eux. Il résulte de 13 que les
points invariants de ¢ se trouvent sur K.

La demi-rotation o044’ échange entre eux les points opposés du grand cercle
Ks4. En effet, si un élément de G44 change le point B de K44 en son op-
posé B', il change B en B; il est donc involutif.

Nous allons montrer la propriété suivante: Si 7' est un élément quelconque
de Ga4', et opp la demi-rotation autour d'un couple quelconque de points opposés
du grand cercle K 4, on a la relation:

OBB' T=1T"1 ORBB' .

L4 démonstration de cette proposition repose sur le lemme suivant que nous
utiliserons a plusieurs reprises:
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Lemme. Soit y un groupe cyclique continu, et soit ¢ le paramétre canonigue
de y (0=t <1), tel que le produit des éléments o' et o correspondant aux valeurs
t et U du paramétre soit Uélément o'+Y corvespondant & la valewr t + . St S est
une transformation topologique telle que S~y S=y, on a la relation

S 1gt 8 = ot
De la relation §~1y S =y, il résulte que
St S = ol

Les éléments ¢’ et ¢/ de y se correspondent de maniére biunivoque et continue.
Si £=o0, I'élément correspondant ¢/¥ est l'identité; on peut donc poser f{0)=o.
Pour t=1 on a aussi ¢/ =17 d'ou f(1)= 1+ 1. Pour des valeurs quelconques

1, et {;, on a
ettt = S+t § o STt §. S 1ot § = of(h) o/ lt) = of (6 +7lt)
done

f(tl + te) :f(tl) + f(tz)-

De 1a il résulte que

fl= *t

En posant §=ogp, et y = G44’, on voit que dans la formule du lemme le
signe moins est valable dans l'exposant & droite parce que opp change le sens

du grand cercle K 4 en le sens opposé. Par suite:
opp T = T opp.

Les propriétés établies caractérisent le groupe dyédrique infinz formé par les
rotations de la sphére autour d'un axe et les demi-rotations autour des axes
perpendiculaires & cet axe.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

8. 1. S w'y a quwun seul couple de points opposés d'indice infinz, le groupe
G est homéomorphe soit au groupe des rotations de la sphére autour d'un axe, soit

au groupe dyédrique infine.

Deuxiéme cas. Il y a deux points non opposés d'indice infine.
Soient A et B deux points non opposés d’indice infini, et soient 4’ et B’
leurs opposés. Tous les points du cercle k%, de centres B et B, passant par

4, sont homologues a4 A. Par tout point de k4, passe un cercle de centres
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A et A’; les points de ces cercles sont aussi homologues & 4, ils forment un
voisinage de A sur la sphére. Par suite, A est point intérieur de l'ensemble de
ses homologues sur la sphere; les points homologues de 4 forment donc un
ensemble owvert sur la sphere. Comme le groupe G est compact en soi, les
homologues de A forment un ensemble fermé. En conséquence de ces deux
propriétés, V'ensemble des homologues de A4 est identique a la sphére, ¢’est-a-dire
que le groupe G est transitif sur la sphére. Nous énongons ce résultat dans la
proposition suivante:

8. 2. Sl y a deux points non opposés d’indice infini, le groupe G est transitif
sur la sphére.

§ 9. La géométrie définie par un groupe compact et transitif.

Si le groupe G compact en soi est transitif sur la sphére, tout point est
d'indice infini par rapport & G, et a tout point A correspond un point opposé
A’. Les points 4 et A’ se correspondent réciproquement de fagon univoque et
continue.

Nous définissons la transformation diamétrale «, en associant i tout point
4 le point image A’ opposé de A. C’est une transformation topologique et in-
volutive de la sphére en elle-méme; elle change le sens de la sphére (en effet,
elle n'admet pas de point invariant).

A tout couple de points opposés A, A" correspond un groupe cyclique
continu (744 formé par les transformations de G qui admettent les points in-
variants 4 et 4'.

En conséquence de la transitivité de &, il y a au moins une transformation
osp de G qui change 4 en A’, et, par suite, A" en A. La transformation oz
est involutive; ses points invariants B et B’ appartiennent au grand cercle K -,
de centres 4 et A". Si (' et (' désignent deux points opposés quelconques du
grand cercle K44, la demirotation ocr autour de C et €’ échange entre eux
A et A’. La demirotation 44 échange entre enx € et C’; elle transforme le
cercle de centres C et (', passant par les points A et A’, en lui-méme; ce cercle
est donc le grand cercle Kg de centres C et ¢'. D'otu:

9. 1. Les points du grand cercle Kan sont opposés deux-d-deux. St C et C'
sont deux points opposés du grand cercle Kaa, le grand cercle Koo passe par les
points A et A’

La transformation diamétrale ¢ change le sens de la sphére, et conserve le

sens du grand cercle K, 4; elle échange entre eux les deux hémisphéres déter-
10
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minées par le grand cercle K 4. Il en résulte que la sphére est divisée par un
grand cercle quelconque en deux hémisphéres dont aucune ne contient deux points
0pposés.

Comme les points d'un grand cercle quelconque Kpp sont opposés deux-i-
deux, chacune des deux hémisphéres déterminées par K44 contient au moins un
point de Kpp; il résulte de 1a que deux grands cercles quelconques ont au moins
deux points communs.

Si les grands cercles K44 et Kpp avaient plus de deux points communs,
soient B et C deux de ces points qui ne sont pas opposés; désignons leurs
opposés par B’ et C'. La demi-rotation gpp échange entre eux les points 4 et
A’, et de méme les points P et P’; similairement la demi-rotation g¢er. La
transformation opp - 0cc aurait donc quatre points invariants: 4, 4’, P, P/, elle
serait 1'identité, contrairement & l'hypothése que B et C sont distinets et non
opposés.

Nous avons obtenu le résultat suivant:

9. 2. Deux grands cercles quelconques ont deux et seulement deux points com-
muns; ils sont mécessairement des points opposés.

Il résulte de la proposition 9. 1 immédiatement que toute transformation du
groupe G change les grands cercles en des grands cercles. Considérons les grands
cercles passant par deux points opposés A et A’. Leurs centres sont des points
opposés du grand cercle K, 4, d'aprés 9. 1. Deux quelconques de ces grands
cercles n'ont aucun point commun outre que A et 4. Une transformation
arbitraire de G44 change les points opposés B et B" de K44’ en des points opposés
C et C' de K u, et le grand cercle Kpp en le grand cercle K¢r. Le faisceau
des grands cercles passant par A et A’ est changé donc en lui-méme par toutes
les transformations de Gu4. Il résulte de 14 que par un point quelconque
P, distinct de 4 et de A’, et par le point A passe un grand cercle et un
seul. D’ou:

9. 3. Par deux points mon opposés quelconques passe un grand cercle et un seul.

A deux points arbitraires P et @ nous associons la distance (P, @) d'aprés
la définition suivante. Soit K. 4 le grand cercle passant par P et @, et soit
0 (0 < 0 < 27) le paramétre canonique du groupe G4a'. Il y a dans G4 une
et une seule transformation I' qui change P en ; soit 6 le paramétre corres-
pondant 4 7, et 6 celui correspondant & son inverse 7°; on a 6 + 6§ =2 x.
Celle des valeurs 0 et 6 qui est inférieure & = sera appelée distance (P, @). —
Si P et Q sont opposés, soit (P, @)= .
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Si les points P et @ sont changés par une transformation du groupe G en
les points R et S, on a (P, Q)= (R, S). Inversement, si (P, @)=(R, 8), il y
a une transformation de G qui change P et @ en R et S. Pour démontrer
cette proposition, nous faisons observer que le paramétre § est le nombre de
rotation, introduit par Poincaré, qui est invariant par transformation. Soit K44’
le grand cercle passant par P et @, et Kpp celui passant par R et S. Désignons
par ¢ la transformation de G4 qui change P en @, et par T la transformation
de G qui change P en R et @ en S. La transformation 7¢I change donc
le point R en S, et les nombres de rotation correspondant a ¢ et & 7' T sont
égaux; il résulte que (P, @) = (R, 8). — La proposition inverse s'obtient par un
raisonnement analogue. De cette fagon, nous avons vérifié que les relations
d’égalité  défintes pour des arcs de grands cercles, d’'une part, par le moyen du
groupe G et, dautre part, par le moyen de la définition de distance sont équiva-
lentes.

Les distances restent encore invariantes par la transformation diamétrale o
comme on vérifie immédiatement.

Si P et @ sont deux points non opposés, ils divisent le grand cercle pas-
sant par ces points en deux arcs dont l'un ne contient ancun couple de points
opposés; nous dirons que celui-ci est plus court et V'autre plus long qu'un dems-
cercle.

Considérons deux grands cercles ayant les points communs 4 et 4". Dé-
signons par K; et K, I'un des deux demi-cercles déterminés par ces points. Il
y a dans le groupe G4 une transformation et une seule qui change K, en Kj;
soit 0 la valeur du paramétre canonique correspondant & cette transformation.
Celui des nombres 6 et 27z — 6 qui est inférieur & 7 sera appelé angle < (K, Kj).
Si B et C sont des points quelconques des demi-cercles K, et K,, respective-
ment, distincts de A et de A’, nous désignerons l'angle < (K, K,) aussi par
x BAC.

Pour les mémes raisons que les distances, les angles restent aussi invariants
et par le groupe G et par la transformation diamétrale . Inversement, I'égalité
de deux angles entraine leur équivalence par le groupe G.

De nos résultats obtenus découlent immédiatement les propositions sui-
vantes:

9. 4. L’égaluté des distances et celle des angles sont des relations réflexives,
symétriques et transitives.

9.5. St P et Q sont deux points arbitraires du grand cercle Kaa', et st R
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et R sont deux points opposés du grand cercle Kgyp:, sur chacun des demi-cercles
de Kpp, déterminés par R et R, il y a un point et un seul, S et S, respectivement,
tel que (P, Q)= (R, S)=(R, 8).

9.6. Si K, .t K, sont des demi-cercles joignant les points opposés A et A,
et st Ki est Uun des demi-cercles du grand cercle K', déterminés par les points op-
posés B et B de K', <l y a sur chacune des dewx hémisphéres déterminées par K’
un et un seul demi-cercle joignant B et B, Ky et Ky respectivement, tel que
¥ (K, Ky)= < (K1, K3y = < (K1, K3).

9. 7. Sotent P, Py et Py, P; deux arcs du grand cerele Ksa, plus courts quw'un
demz-cercle et sans peint commun; soient @, Qy et Q, Q3 dewxr arcs dw grand cercle
Kgp plus courts qu'un demi-cercle et sans point commun. St (P, Po} == (@4, @), et
(Pg, Py) = (Qs, @s), ol résulte que (P, Py} = (Qy, Qs)-

Nous allons démontrer le théoréme suivant (premier cas d'égalité des tri-
angles):

9. 8. Soient A, B, C des points n’appartenant pas & un méme grand cercle,
et sotent AB, BC, CA les arcs de grand cercle joignant ces points lesquels sont plus
courts qu'un demi-cercle. Soient enswite A,, B,, C, des points v’ appartenant pas &
un méme grand cercle, et soient A, B,, B, C,, C, A, les arcs de grand cercle joi-
gnant ces points qui sont plus courts qu'un demi-cercle. Si (A, B) = (4,, By, (4, O)=
= (4,, C,) et < CAB =< C, A, B,, ¢l résulte que (B, C) =(B,, C,), * ABC =
=X A4, B, C, et xBCA=<xB, C, 4,.

Comme (4, B) = (4,, B,), il y a une transformation de G qui change 4, en
A et B, en B; I'image du point C,; obtenue par cette transformation est un point
C, tel que (4, O))=(4, C) et ¥ C; AB = % CAB. ‘Si C; et C se trouvent d'un
méme c¢bté du grand cercle passant par 4 et B, la derniére égalité entraine gue
C, et C se trouvent sur un méme demi-cercle issu de A4, et comme (4, Cy) =
= (4, 0), le point O, coincide avec C. Les égalités énoncées dans le théoréme
ont donc lieu dans ce cas.

Mais si les points (, et C se trouvent des cotés différents du grand cercle
passant par A et B, désignons par A, B, (3 les points opposés & 4, B, C,
respectivement. Comme la :transformation diamétrale conserve les distances et
les angles, nous avons les relations: (4, C3)= (4, C;,) = (4, (), (4’ B')=(4, B)
et x A B =< C;AB= % CAB. Par la demi-rotation autour des centres du
grand cercle passant par A et B le point C; est changé en un point C; pour
lequel (4, 0))={(4, C) et « C; AB= < CAB. Comme les points: C et C; se
trouvent d'un méme cO6té du grand cercle passant par 4 et B, il résulte de



Sur les groupes compacts de transformations topologiques des surfaces. 149

notre raisonnement ci-dessus que C; ecoincide avec C. Cela compléte la dé-
monstration de 9. 8.

D’aprés les propositions 9. 2-—g. 8 la géométrie définie par le moyen du
groupe G vérifie les axiomes de la géométrie elliptique-sphérique. Comme Hes-
senberg a démontré!, on peut déduire i partir de ces axiomes les théorémes
projectifs de la géométrie elliptique et de 13 les formules trigonométriques. 11
résulte en particulier que le groupe G est homéomorphe au groupe des mouvements
de la géométrie elliptique plane, ou ce qui revient au méme, au groupe des rotations
de la sphére.

Nous résumons les résultats obtenus dans l'énoncé suivant:

Théoréme 1. 8:i G est un groupe compact en soi de transformations topologiques
de la surface de la sphére en elle-méme, conservant le sens, il est homéomorphe Q
Uun des groupes suivants:
Giroupes finis:  groupe cyclique fini,;
groupe dyédrique fine;
les groupes des polyédres réguliers.
Groupes infinis: groupe cyclique continu;
groupe dyédrique infing;
groupe des rotations de la sphére.

Si le groupe G est compact mais non nécessairement fermé, il est homéo-
morphe soit 4 I'un des groupes finis, soit & un sous-groupe partout dense de 1'un
des groupes infinis énumérés ci-dessus.

En utilisant le théoréme de MM. Montgomery et Zippin cité dans 1'In-
troduction, il résulte du théoréme I immédiatement le théoréme suivant:

Théoréme II. Tout groupe compact et transitif de transformations topologiques
de la surface de la sphére en elle-méme, conservant le sens, est homéomorphe au groupe
des rotations de la sphére.

A titre de sa particularité, nous signalons la conséquence suivante du
théoréme I:

St le groupe G est compact en sor et si tout point de la sphére a auw moins 13
homologues, G est homéomorphe au groupe des rotations de la sphére.

! G. HESSENBERG: Begrindung der elliptischen Geometrie. Mathem. Annalen, vol. 61 (1905),
p. 173—184.
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§ 10. Groupes compacts de la sphére econtenant des tramnsformations qui
changent le sens.

Si le groupe G compact en soi de transformations topologiques de la sphére
en elle-méme contient des transformations changeant le sens, les transformations
de G conservant le sens forment un sous-groupe invariant G° de G. Le sous-
groupe G° étant homéomorphe i un groupe de rotations de la sphére, nous
introduisons une métrique telle que G° devient un groupe de rotations mé-
trigues.

Supposons que le groupe G soit infini.

Si G° est le groupe de toutes les rotations de la sphére, les trajectoires des
sous-groupes continus d’'ordre 1 de G° sont tous les cercles de la sphére. Par
la transformation par un élément quelconque S de & les sous-groupes continus
d'ordre 1 de G° sont changés entre emnx; il résulte de 14 que S change tout
cercle en un cercle, tout couple de points opposés en un couple de points opposés
et les grands cercles en des grands cercles.

Soit S; un élément de G n'appartenant pas & G°; désignons par A un point
quelconque, et par S;(4) = A, son image obtenu par S,. Le groupe G° étant
transitif, il y a un élément T de G° tel que T(4)=A,. La transformation
S = 8; I change le sens de la sphére; elle admet le point invariant 4, et son
opposé 4'.

La transformation S change le faisceau des grands cercles passant par A
et A" en lui-méme, et les demi-cercles de ces grands cercles, déterminés par 4
et A', entre eux. Comme S chénge le sens de la sphére et laisse invariants les
points 4 et A’, elle transforme le faisceau des demi-cercles joignant A et A’ en
lui-méme de telle maniére qu'a un sens donné de ce faisceau correspond le sens
inverse. Il y a, par conséquent, deux de ces demi-cercles, et seulement deux,
qui sont changés en eux-mémes; ils forment ensemble un grand cercle. La
transformation S? change aussi chacun de ces demi-cercles en lui-méme, et comme
S? est une rotation autour de A et A’, il résulte que S®=1. S est donc une
transformation involutive; on voit immédiatement que S est la symétrie par
rapport & un grand cercle passant par 4 et 4’

Si § est un autre élément de G n’appartenant pas & G°, la transformation
T= 881 conserve le sens de la sphére, elle appartient donc a G°. Tout élé-
ment de G qui n’appartient pas 4 G° peut étre donc obtenu comme produit d'un
élément de G° par la symétrie S. D'ol le théoréme suivant:
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10. 1. Si le sous-groupe G° de G formé par les transformations conservant le
sens est homéomorphe au groupe des rotations de la sphére, G est homéomorphe au
groupe engendré par les rolations et par les symétries sutvant les grands cercles.

Considérons maintenant un groupe G tel que le sous-groupe G° formé par
les transformations conservant le sens de la sphére soit un groupe cyclique
continu. Désignons par A et A’ les points invariants de G°. Toute trans-
formation § de G laisse invariants les points 4 et A" ou les échange entre eux,
En conséquence de la relation S G°S = G°, le faisceau des trajectoires de G°,
c'est-a-dire le faisceau des cercles de centres A et A’ est changé en lui-méme
par S.

Si § échange les points A et A', il y a dans le faisceau des cercles k44 un
et un seul cercle K . qui est invariant par S. Soit B un point de K44, B,= S(B)
son image, et soit 7' I'élément de G° pour lequel 7' (B)= B,. La transformation
8§ =S87T' admet le point invariant B, son carré admet les points invariants
A, A" et B, d'ot: §*=1. 1l résulte de 13 que S est une symétrie par rapport
a Kyso. Le groupe G s'obtient & partir de G° par V'adjonction de la symétrie
S’. En appliguant le lemme du § 8, on voit que dans la formule

§-1 o8 = ot

ou ¢! désigne 1'élément général du groupe cyclique G°, le signe plus est valable
dans l'exposant a droite, parce que S’ conserve le sens du cercle K, 4; donc

oS =8 ¢.

Il s’ensuit que G est homéomorphe au groupe engendré par les rotations de la
sphére autour d'un axe et par la symétrie suivant le grand cercle perpendiculaire
a cet axe.

Si la transformation S de G, n’appartenant pas & G° change 4 et A" en
eux-mémes, comme tout cercle k44 est changé par S? en lui-méme, § change
chacun des cercles k44 en lui-méme de telle fagon qu'a un sens donné de kaq
correspond le sens inverse. S admet sur chaque cercle %44’ deux points in-
variants; leur ensemble est une courbe simple et fermée passant par A et 4.
Il résulte, comme ci-dessus, que 8*=1I; S est donc homéomorphe 4 une symétrie
par rapport & un grand cercle. Comme S change le sens sur chacun des cercles
kaa, il s’ensuit du lemme du § 8 que

0!8 =8¢
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G s'obtient du groupe des rotations auntour d'un axe en y ajoutant les symétries
par rapport aux grands cercles passant par les extrémités de cet axe. Nous avons

obtenu la proposition suivante:

10. 2. 8z le sous-groupe G° de G est homéomorphe au groupe des rotations de
la sphére autour d'un axe, G est homéomorphe aw groupe obtenu de celui-ci par
Uadjonction d'une symétrie suivant un grand cercle qui est perpendiculazre 4 Uaxe

de rotation ou qut passe por les extrémités de Iaxe.

Finalement, si G° est un groupe dyédrique infini, soit G4’ le groupe cyclique
continu appartenant & G° Soit S un élément de G n’appartenant pas & G°.
La transformation par S change G° et G44 en eux-mémes. Il résulte de 14 que,
par la transformation S, les points invariants A et A" de G4 sont changés en
eux-mémes ou entre eux, le faisceau des cercles %44 en lui-méme, et les couples
de points opposés du grand cercle K, 4 se correspondent. Si S laisse invariants
4 et A’, multiplions S par une transformation de G° qui échange A et A, et
désignons ce produit de méme par S. La transformation S change le grand
cercle K44 en lui-méme et conserve le sens de K44 . Soit B un point de K 4,
soit B, = S(B), et désignons par T l'élément du groupe cyclique G4 pour lequel
T(B)=B,. La transformation S =S 7~ admet le point invariant B, §'% en
outre A4 et 4’, de telle sorte que §'*=171. La transformation involutive & est
Videntité sur K447; elle est une symétrie par rapport au grand cercle K.y

Si o est une demi-rotation de G° n’appartenant pas & G4, ses points in-
variants appartiennent & X,4, ils sont donc invariants par S. Il s'ensuit que
la transformation involutive S~'¢8 de G° admet les mémes points invariants
que ¢, donec §71g 8 =0, c’est-d-dire que

Sa=¢8.

Il résulte de 13 la proposition suivante:

10. 3. 8¢ le sous-groupe G° de G est un groupe dyédrique infini, le groupe G
s'obtient de G° par Uadjonction de la symétrie suivant le grand cercle qui est per-
pendiculaire & Uaxe du sous-groupe cyclique contenu dans le groupe dyédrique.

Les théorémes 10.2 et 10.3 contiennent aussi 1'énumération des groupes

compacts en soi de la couronne circularre et du disque cireulaire, ces surfaces étant
homéomorphes 4 la sphére deux fois ou une fois pointée.



Sur les groupes compacts de transformations topologiques des surfaces. 153

§ 11. Les groupes compacts du plan projectif.

Soit G un groupe compact en soi et infini de transformations topologiques
du plan projectif en lui-méme. Sur la surface de recouvrement i deux feuillets
du plan projectif, c’est-d-dire sur la sphére, au groupe G correspond un groupe
compact en soi et infini, G', de maniére (1, 2). La transformation identique du
plan projectif engendre sur la sphére la transformation identique et la trans-
formation diamétrale e¢. Si T est un élément quelconque de G, et T,, T, les
éléments de G correspondant 4 F, on a Ty=T,e=eaT,. Désignons par g le
sous-groupe de G formé par les éléments I et e; g est un sous-groupe invariant
de G’ et G=G'/g.

Pour obtenir les groupes compacts en soi du plan projectif, il faut donec
envisager les groupes compacts en soi de la sphére qui contiennent la trans-
formation diamétrale «, et former leurs groupes facteurs par rapport au sous-
groupe invariant ([, ¢)=g¢. De l'énumération des groupes compacts en soi de
la sphere, on obtient de cette fagon le résultat suivant:

1. 1. 8¢ G est un groupe compact en sor et infine de transformations topo-
logiques du plan projectif en lui-méme, on peut introduire dans le plan projectif une
métrique elliptique telle que G devient soit le groupe des mowvements du plan, soit
le groupe des rotations autour d'un point O, soit le groupe formé par les rotations
autowr de O et par les symétries suivant les droites passant par O.

Les groupes compacts en soi et infinis de la bande de Mibius sont ceux des
groupes énumérés ci-dessus qui laissent invariant un point O du plan projectif.

II. Les groupes compacts du tore.

§ 12. Généralités sur les groupes compacts du tore.

Soit G un groupe compact en soi de transformations topologiques du tore
en lui-méme. Les groupes finis du tore ont été déterminés par M. Brouwer?l.
Nous supposons dans la suite que G est infini.

Toute transformation de G est réguliére (2. 1); le carré d'un élément quel-

conque de G, conservant le sens du tore, est une transformation périodique ou

! Voir note p. 132.
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homéomorphe & une translation du tore, comme je 1'ai démontré dans ma théorie
sur les transformations réguliéres des surfaces®.

Les transformations de G qui appartiennent 4 la classe de 'identité forment
un sous-groupe tnvariant I' de G. Aucune transformation de I', sauf l'identité,
n’'admet un point invariant.

12. 1. Le groupefacteur G/T est fini.

Autrement il y aurait une suite infinie d'éléments de G: So=1I, Si, S, ...
telle que S; n'appartient 3 aucune des familles I, S/ T, ST, ..., Sl
(k=1, 2,...). Mais comme G est compact, il y a une suite, extraite de la
suite Si, convergeant vers une transformation §. 1l y a donc deux indices %
et 1 (k<) tels que Si et S; différent d’arbitrairement peu; S,~'S; appartient a
la classe de l'identité, c’est-d-dire que S; appartient & la famille S;I'; c'est une
contradiction.

Il résulte de la proposition 12. 1 que I" est aussi un groupe infini et com-

pact en soi.

§ 13. Le groupe I' des transformations appartenant a la classe de Pidentité.

Si le groupe I’ est transitif sur le tore, il est simplement transitif, il est
donc homéomorphe au groupe des translations du tore®. Avec des coordonnées
(x,y) et des paramétres (f, s) convenablement choisis, les transformations de I’

peuvent étre exprimées par les formules suivantes:
Z=xz+t(mod 1), ¥ =vy+s (mod 1)
osxz<1, o=y<r1; 0=t<1, 0=s<1).

Si le groupe I' est ¢ntransitef sur le tore, soit P un point arbitraire, {P}
I'ensemble de ses homologues par le groupe I'. Soit A un point n’appartenant
pas & {P}, et {A} I'ensemble de ses homologues. Désignons par 2z¢ un nombre
positif plus petit que la distance du point P & l'ensemble {4}, et soit J un
nombre positif correspondant & ¢ d’aprés I'égale continuité des transformations
de I Désignons par V 'ensemble des points dont les distances 4 P sont inférieures
4 6, et par {7} l'ensemble des images de V obtenues par I Il y a un nombre
positif ¢’ tel que tout point en distance < ¢’ a {P} appartient & {V}; il résulte

! B. voN KERERJARTO: Uber die requliren Abbildungen des Torus. Acta Scient. Math.

Szeged, t. 7 (1934), p. 76—84.
? Voir note 1 p. 120.
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de 1a qu’il n'y a qu'un nombre fini d’homologues de V sans point commun
deux-d-deux. Par suite l'ensemble de points {V} est formé par un nombre fini
de domaines. La dérivée de {V} est un ensemble fermé I, formé par un nombre
fini de composants. Evidemment M est invariant par I

Désignons par I celui des domaines complémentaires & M qui contient le
point A. D est un domaine & connexion finie. Le groupe I' étant compact et
infini, il contient des transformations S qui différent de I'identité d’arbitrairement
peu. Par une transformation S de cette sorte A est transformé en un point 4’
arbitrairement voisin de A4, appartenant donc nécessairement au domaine D.
Il résulte de la que la transformation § change le domaine D en lui-méme.
Désignons par y le sous-groupe de I' formé par les transformations qui changent
D en lui-méme; y est aussi un groupe compact en soi et infini.

Le domaine D est homéomorphe & un disque ou & une couronne circulaire
(3.1). 8i D était homéomorphe & un disque circulaire, y serait un groupe
cyclique dont les transformations laissent invariant un point de D (6. 1); mais
les transformations de I' n’admettent pas de point invariant. Le domaine D
est done homéomorphe & une couronne circulaire, et comme les éléments de y
sur le tore appartiennent & la classe de l'identité, ils changent chaque composant
de la frontiére de D en lui-méme.

Le sous-groupe y est donc homéomorphe & un groupe cyclique continu de transla-
tions du tore. I ne peut contenir aucun autre sous-groupe cyclique continu,
autrement I'" serait transitif sur le tore, contre I'hypothése. Il résulte de la que -
le transformé de y par un élément quelconque de I' est identique & y; autrement
dit, y est un sous-groupe invariant de I

Un élément quelconque de I' qui différe d’assez peu de l'identité change le
domaine D en lui-méme, appartient donc au sous-groupe y. Il s’ensuit que U'ordre
du groupe facteur I'ly est fine.

Considérons les trajectoires du groupe cyclique y; elles forment un faisceau
tel que par tout point du tore passe une courbe et une seule. Toute transforma-
tion de I' change ce faisceau en lui-méme et conserve le sens du faisceau. Les
éléments de I' conservent aussi le sens du tore, par suite tout élément de I
change les trajectoires de y entre elles de telle fagon qu’il conserve le sens de
ces trajectoires. D’aprés le lemme du § 8 il résulte de 13 que fout élément de
I" est échangeable avec les éléments de y.

Désignons par ¢® une trajectoire du groupe y, et par ¢, ¢!, ..., ¢! ses
images obtenues par le groupe I', conformément & leur ordre cyclique sur le tore.
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8i ¢ est un élément de I' qui change ¢° en la courbe voisine ¢*, le groupe
I' s’obtient & partir de y par 'adjonction de ¢’. La m-idme puissance de ¢’ est

tn

un élément g de y; en multipliant o’ par ¢ ™ on obtient une fransformation o
de période m dont Uadjonction & y fournit le groupe I.

Nous introduisons un systéme de coordonnées (z,y) de la facon suivante.
Associons aux trajectoires de y les valeurs y(0 =<y < 1) de fagon biunivoque -et
continue. Soit 4 wune courbe simple et fermée qui rencontre toute trajectoire
de y» en un seul point. Associons aux points de .4 la valeur x =0, et i leurs
images obtenues par la transformation ¢' de y la-valeur x =1¢ od ¢ désigne le
paramétre canonique du groupe y. Avec ces.coordounées (z, y) le groupe cyclique
y s'exprime par les formules: ' =z + ¢, ¥ =y.

Pour obtenir une expression simple du .groupe I’ nous spéecifions les .co-

ordonnées par les prescriptions suivantes. Nous associons aux courbes ot

k=0, 1, 2, ..., m—1) les valeurs y =1y, + ’%, aux trajectoires de ¥ situées
entre ¢® et ¢ les valeurs y: y, <y <y, +;Iz et aux images de la courbe y =y,

, k
(yo <y, <y, + 7%1)’ obtenues par les puissances de ¢ les valeurs y =y, + T

Choisissons la courbe 4 {x = o0) de telle fagcon qu’elle soit invariante par o; pour
ce but joignons un point quelconque P° de ¢ avec son image P'= g{P°) par
un arc simple A° dans le domaine limité par ¢ et ¢* tel que A° rencontre toute
courbe y = const dans ce domaine en un seul point; les images A* de 1° obtenues
par les transformations ¢* forment ensemble une courbe simple et fermée A,
invariante par o, qui rencontre toute courbe y = const en un seul point. L'image

d'un point (0, y) de .4 obtenue par o est le point (0, Y+ 7—;) ce que nous écrirons

dans la forme:

oo 1)-—(0 +~I)-
Y YT
Comme ¢ et ¢' sont échangeables, on obtient
I 1).
o(z, y) = ¢*a(0, y) = a¢*(0, y) = ¢ (0, y+ *) = (fv y+ —)’
m m
la transformation ¢ s'exprime done par la formule:

1
=z, 4y =y+—-
y=v7,
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Le résultat de notre raisonnement est:énoncé dans la proposition suivante:
13. 1. Le sous-groupe I' de G appartenant & la classe de Uidentité, suivant
gu'el est transitif ow ntransitif swr le tore; sexprime, avec des coordonnées con-

venablement choisies, par les formules:
=z +t (mod 1), ¥ =9+ s (mod 1)

o=t<1, 0=s<1),
ou

' =z + t (mod 1), y'=y+£ (mod 1)
o=t<1, k=o,1,2,..., m—I).

§ 14. Enumération. des transformations périodiques. du torel.

Lies. types topologiques des. transformations périodiques. du tore sont dennés

dans. le- tableau suivant.

Transformations conservant le sens.

L Sud =z y=y+ .7 sans point invariant; periode: n.

. 0,: 2’ =—ux, y'=—y; 4 points invariants; période: 2.
II. 0,: ¥’ = —y, y =2 —y; 3 points invariants; périede: 3.
IV. 0,: 2" =—y, y =ux; 2 points invariants; période: 4.
V. 6,: 2 =x—y, y==; 1 point invariant; période: 6.
Relations: 6; =0,; 6;=40,; . =0,.
Transformations changeant le sens.
VI X2’ =—u2, =y + —;; sans point invariant; ]
- , , ériode: 2.
VII. 3P:2'=—2, ¢y =2+ y; 1 courbe fixe?; [ periode: 2
VIIL. 3:2'=—=x ¢y =y, 2 courbes fixes;

! L. E. J. BROUWER: Adufzihlung der periodischen Transformationen des Torus. Proc. Acad.
Amstsrdam, vol. 21 (1919), p. 1352—1356. B. KEREKJARTO: A ftorus periodikus transformaticirel.
Math. Term. tud. Ertesitd, vol. 39 (1921), p. 213—219,

* Nous entendons par courbe fixe une courbe simple et fermée dont les points sont invariants
psr la transformation,
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; e .
2n sans point invariant; période: 2 #;
k . |(k et n premiers entre eux).

X Qpad=—xy¢y=x+y+ .

IX. Q2 =—2x 9y =y+

Relations:
=32 =30 sin=1, k=0
=y, =9, sin=o0, k=1 (mod 2);
=3P, =3l sin=1, k=1

§ 15. La structure du groupe G, si le sous-groupe I" est transitif.

Comme nous 'avons fait observer dans le § 12, le groupe I’ des transforma-
tions de G appartenant & la classe de l'identité est un sous-groupe invariant de
G et le groupe facteur G/I' est fini. Désignons par n lordre du groupe G/T,
et par So=1, 81, ..., Sn—1 n éléments de G tels que les familles I, Si T, ..., S I
épuisent le groupe @.

Supposons que le sous-groupe I' est transitif sur le tore. Il y a dans chaque
famille SiI" (k=o, 1, ..., n— 1) un élément S; et un seul qui transforme le
point O du tore en lui-méme, le point O étant choisi arbitrairement. En effet,
si S:(0)= 0, il y a dans le groupe simplement transitif I" une transformation
Ty et une seule telle que T%(0) = Or: d'od Si T3 {0) = O; désignons S; T;* par Si.

Les transformations I, S;, S;, ..., Sw—1 forment un groupe g. Si le produit
SiS; appartient & la famille S, I', le produit Sk S; appartient & la méme famille
et comme il laisse le point O invariant, on conclut que S;S;= Sn.

Pour déterminer la structure du groupe g, prenons une courbe suffisamment
petite, entourant le point O, et envisageons ses images obtenues par les trans-
formations de g. IL’ensemble de ces courbes détermine un domaine, contenant
le point O, dont la frontiére est une courbe simple et fermée, invariante par g.
Il résulte de 14 que ou g est un groupe cyclique fini ou <l s'obtient d'un tel groupe
par Uadjonction d'une symétrie.

Soit Sp un élément de g. Par la transformation par S; les sous-groupes
continus d'ordre 1 de I' sont changés entre eux, par suite Sp change les tra-
jectoires de ces sous-groupes entre elles.

Exprimons le groupe I'" par les formules:

=z + ¢t (mod 1), ¥ =y + s (mod 1).
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Sur la surface de recouvrement & connexion simple du tore, c'est-d-dire sur le
plan eueclidien, & I correspond le groupe des translations, et aux trajectoires
des sous-groupes continus d'ordre 1 de I correspondent les droites du plan.
La transformation engendrée par S; sur la surface de recouvrement change Tes
droites en des droites, elle est donc une {ransformation homographique du plan
en lui-méme. Nous concluons de 1a que la transformation S, s’exprime par une
transformation linéaire des coordonnées (x, y).

Considérons le sous-groupe de g formé par les transformations qui conservent
le sens, et soit S, un élément primitif de ce groupe (dont les puissances engendrent
le groupe cyclique entier). D’aprés les résultats obtenus S, est une transformation
périodique du tore en lut-méme qui s’exprime pur une transformation linéaire des
coordonnées (z,y). En choisissant convenablement ces coordonnées, S, devient
I'une des transformations 6@, 6, 6, 0, énumérées dans le § 14 (sous I[—V).
D'ou la proposition suivante:

15. 1. 8¢ les transformations de G conservent le sens, et si le sous-groupe I'
de G appartenant ¢ la classe de Uidentité est transitif sur le tore, le groupe G
s'obtient & parter de I par Uadjonction de Uune des transformations 6,, 0, 8,, 0,
(& moins que G soit identique a I').

Nous faisons observer que les groupes caractérisés par la proposition ci-
dessus peuvent étre représentés comme des groupes de transformations birationnelles
d'une surface de Riemann algébrique de genre p=1 en elleeméme. Si G est
identique & I, ou s'il s’obtient de I' par 1'adjonction de 6,, la surface de Rie-
mann en question est arbitraire; si G s’obtient de I par I'adjonction de 0,
6,, ou 0, la surface de Riemann est telle que les fonctions elliptiques corres-
pondantes admettent de multiplications complexes.

Supposons que le groupe G contient des transformations qui changent le
sens du tore; il y a alors dans le groupe ¢ aussi une transformation changeant
le sens, et comme elle admet le point invariant O, elle est homéomorphe 4 I'une
des transformations 3%°, 3 énumérées dans le § 14 (sous VII et VIII). Dé-
signons par 2, une transformation contenue dans ¢, changeant le sens, et par
% la courbe fixe de 3, passant par le point O.

Si g contient la transformation 6,, 3,6, est involutive, done 3, =6;13,0,;
il résulte de la que 8, change la courbe x en elle-méme.

‘8i ¢ contient 6, (ou ), =,0, est involutive, donc 3;16,3, = 6;; la trans-
formation 3, change les courbes 8,(x} et 8;1(x) entre elles. Ces courbes n'ont

aucun point commun, sauf O; il s'ensnit que 3, n'a aucun point invariant ouire
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que ceux de x. 3, est donc du type I3’ et peut &tre exprimée par les for-
mules:

3 =z—y ¥ =—y,
en attribuant. la. ceordonnée y = o0 a la courbe fixe.

Si g countient 0,, la transformation 3, change la courbe 0,(x) en elle-méme,
en changeant le sens, elle admet done sur cette courbe deux points invariants
dont l'un est O, 'autre est distinct de ». Il résulte de la que =; est du type
3% et peut étre exprimée par les formules de 357,

On. obtient donc le résultat qu'en choisissant convenablement les coordonnées
(z, ¥), le groupe g est identique & I'un des 7 groupes suivants:

(g} ( ‘2’“)5 (25222)7 (62'x 2';1})) (62) (22))7 (634 —2_‘(3;))'7 (04% 2‘22)}! (96) _2:?))'

15. 2. Si le groupe G econtient des transformations qui changent le sens, et si

le sous-groupe T" de G appartenant & la classe de Uidentité est transitif sur le tore,

G- s'abtient & partir de I’ par Uadjonction de l'un des 7 groupes énumérés sous (g).

& 16. La structure du groupe G, si le sous-groupe I' est intransitif.

Si le sousgroupe I de G est intransitif, d’aprés 13. 1 il est identique aun
groupe cyclique
y:x=xz+¢ty=y 0o=t<i),

ou il s'obtient de y par l'adjonction de la translation périodique:
o —x y =y-+ L
. Y =Y m

I' et y sont des sous-groupes invariants de G et les groupes facteurs G/I', G/y
sont finis.

En conséquence de linvariance du sous-groupe cyclique y, les trajectoires de
y, ¢'est-a-dire les courbes y = const sont changées entre elles par toutes les trans-
formations de G. L’ensemble des courbes y = const est homéomorphe 4 1'ensemble
des points d'une circonférence; le groupe faecteur G/I" est donc isomorphe soit
a4 un groupe cyclique fini, soit au groupe obtenu d'un groupe eyclique fini par
I'adjonction d'une symétrie.

Il résulte de l'invariance du sous-groupe I' qu'un systéme de m courbes
y = const qui sont changées entre elles par les puissances de ¢ est transformé
en un systéme de la méme sorte par une transformation quelconque de G.
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Nous pouvons donc modifier la coordonnée y de telle facon que les trans-
formations du faisceau des courbes y == const, engendrées par les transformations

de G s'expriment par la formule:
(9) Y =1%y+;- (k=o0,1,2, ..., lm—1)

ou ! désigne un entier positif.

Soit S un élément quelconque de G, conservant le sens, n'appartenant pas
au sous-groupe I. Comme § est une transformation réguliére n’appartenant pas
a la classe de l'dentité, elle est homéomorphe 4 l'une des transformations 6,,
0, 0,, 6;. La courbe y = const passant par un point invariant de S est changée
en elle-méme par S.

La transformation du faisceau y = counst, engendrée par S, est différente de
Iidentité, car autrement chacune de ces courbes serait transformée par S avec
sens invariant en elleeméme et sur une courbe y = const, passant par un point
invariant de S, S engendrait la transformation identique; c'est impossible parce
que S n’admet qu'un nombre fini de points invariants. Xn associant la valeur
¥ =0 & une courbe du faisceau passant par un point invariant de S, il s’ensuit
de la formule (9)) que la transformation engendrée par S dans le faisceau y = const
s'exprime par la formule: y = —y. ,

La transformation S? engendre dans le faisceau la transformation gy’ = y;
de notre raisonnement ci-dessus il résulte donc que S? est la transformation
identique du tore; la transformation wnvolutive S est donc homéomorphe a 0,.

Si 8" est un autre élément quelconque de G n’appartenant pas a I' et con-
servant le sens, la transformation S—!S’ conserve le sens du faisceau y = const;
comme elle conserve aussi le sens du tore, il résulte que cette transformation
appartient 4 I, c'est-d-dire que S est le produit de S par un élément du sous-
groupe I'.

Le sous-groupe de G formé par les transformations conservant le sens s obtient
done & partir de T' par Uadjonction d'une transformation S homéomorphe a 8.

Pour déterminer l'expression analytique de S, désignons par t le paramétre
canonique du sous-groupe cyclique continu y, et par ¢' 1'élément général de .
Comme S transforme la courbe y =0 en elleméme de telle facon qu'a un sens
donné de la courbe correspond le sens opposé, il résulte du lemme démontré
dans le § 8 que

S 19t S =g,
11
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Nous allons montrer que § et la transformation

’ ' I
o.x =, Y =Y+

—
m

dont Yadjonction & y fournit le groupe I', sont liées par la relation:
SteS=01,

c'est-d-dire que So est tnvolutive. En effet, on conclut de la formule de ¢ et de

I'expression déja connue de S: y = — y que la transformation So¢ engendre dans

. . 1
le faisceau y = const la transformation y' = — y + e S ¢ transforme la courbe

1 .
Y=, en elle-méme, change le sens de cette courbe, elle admet done deux points

invariants sur cette courbe. Il résulte de 13 que la transformation (S¢)%, appar-
tenant & I', est l'identité.

Soit P° un point invariant de S sur la courbe y =0, et soit P' =g (P%) =
= Sq¢(P"; comme So est involutive, les points P° et P' sont échangés entre

eux par S¢. Soit @ un point invariant de So sur la courbe y :zim' Nous

joignons les points P’ et @ dans le domaine 0 <y < ﬁ par un arc simple u

qui rencontre toute courbe y = const dans ce domaine en un seul point. Soit
u' limage de cet arc obtenue par S¢. L'arc %= pu + u et ses images A*=¢*(4%)
(k=o0, 1,2, ..., m—1; A" =)% obtenues par les puissances de ¢ forment
ensemble une courbe simple et fermée 4 qui est évidemment invariante par o.
A est aussy invartante par S. En effet
Sa(1%) = 2°,
et de 1a

S =6"S(A%) = 80*(A) = Sg-07"1(1%) = 1 (1) = A
comme S est involutive:
S(A—F1) = 2k,
La courbe .4 rencontre toute courbe y =const en un seul point. Nous
pouvons donc associer aux points de £ la valeur =0 et a leurs images ob-

tenues par la transformation ¢ de y la valeur x =¢. Avec les coordonnées

(z, y) les transformations de I" s’expriment encore par les formules: ' =z + ¢,
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y =9+ ’%, et la transformation S par les formules: 2'= — =z, ¥’ = —y. En
effet, la transformation § change la courbe 4: =0 en elle-méme, et la courbe
y=c en y= — ¢, d'ou résulte que le point de coordonnées (0, y) est changé en
(O, - y)‘

8(0,y) = (o, — ).

Le point (x, y) est I'image de (0, y) obtenue par ¢*; par conséquent:
S(x, y) =" 80, y).

Comme ¢* 8= S¢—*, on obtient que

Sz, y)=8¢*(0,y) =07%(0, —y)=(—x, —y).

Nous avons obtenu le résultat suivant:

16. 1. 8¢ le sous-groupe I de G appartenant & la classe de Uidentité est im-
transitif et si toutes les transformations de G conservent le sens du tore, G §'obtient
& partir de I' par lUadjonclion de la transformation 6, (3 moins que G soit
identique a I).

Les groupes caractérisés par ce théoréme peuvent étre aussi exprimés comme
des groupes de transformations birationnelles d'une surface de Riemann algébrique
arbitraire de genre p =1 en elle-méme.

Passons aux groupes G contenant des transformations qui changent le sens
du tore. Désignons par G° le sous-groupe de G formé par les transformations
conservant le sens.

Supposons d’abord que G° =T. Dans ce cas G s'obtient & partir de I" par
l'adjonction d'une seule transformation 7’ changeant le sens du tore. En ce
qui concerne la transformation du faisceau des courbes y = const, engendrée par
T, il y a trois cas & distinguer: 1) 7" change le sens du faisceau en le sens
opposé. 2) T’ conserve le sens du faisceau et transforme une courbe y = const
en elleeméme; d'aprés la formule (Y)) T change alors toute courbe y = const en
elle-méme. 3) 7" conserve le sens du faisceau et change toute courbe y = const
en une courbe différente.

1} 8i 7’ change le sens du faisceau y = const, il y a précisément deux
courbes invariantes dans le faisceau; a4 l'une d’elles nous associons la valeur

y=o0. Comme I” s’exprime alors par la formule 4y’ = — y, & l'autre courbe in-

variante correspond la valeur y = :IE Formons le produit de 7" par un élément
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¢" du groupe eyclique y tel que la transformation
T=1T gt

laisse un point de la courbe y = o invariant. La transformation T? conserve le
sens du tore et change toute courbe y = const en elleméme; 7* appartient, par
suite, au sous-groupe y, et comme elle admet un point invariant, il résulte que
T*=1 La transformation involutive T admettant un point invariant est homéo-
morphe & l'une des transformations 3%°, 39” (voir § 14). Comme la transforma-
tion involutive I change la courbe y = 0 en elle-méme, en conservant son sens,
et admet un point invariant sur cette courbe, il s'ensuit que tout point de la

courbe y = 0 est invariant par 7.

Soit 0, une transformation de période m, de la forme: y' =y + %, dont

ladjonction & y fournit le groupe I Nous concluons des expressions déja con-
nues de o, et de I que la transformation 7—'¢,T de I' change la courbe y=o0

I
eny=—_; elle peut étre donc exprimée dans la forme:
Tle, T =0,1gb.

Comme @' est échangeable avec ¢,, et de méme avec 7 (d’'aprés le lemme du

§ 8), on peut mettre cette relation sous la forme:
_ 2
(Taog 2) =1I.

Désignons la transformation 6,0 2 par o,; la transformation T o, est tnvolutive.
Comme o;'¢% est équivalente & o0,, sa période est égale & m; par suite
1

no ‘s . L R 3
t,=— ou n désigne un entier. La période de o, de méme que cetle de o, 0% est
0 m =1 1 1

1

donc égale & m ou @ 2m. Chacune des transformations involutives T o, et T g, 0*

P I . . .
échange les courbes y =0 et y = — entre elles et laisse invariante la courbe
™

I . I
yzﬁ, en conservant son sens. Les transformations de la courbe y =?n; en

elle-méme, engendrées par

1 1

I’ 9_2, TO'“ Taléé;
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forment un groupe fini qui doit étre cyclique; il résulte de 1a que soit T g, soit
1

T 6, 0% engendre la transformation identique sur cette courbe. Désignons par ¢
1

celle des transformations o, et o, 9% pour laguelle T'¢ engendre l'identité sur la

1
courbe y = om

Cela étant, soit P° un point de la courbe y =0, et ¢ un point de la courbe
Y= sz Joignons P° et @ dans le domaine o <y < Z—I”; par un arc & qui ren-

contre toute courbe y = const dans ce domaine en un seul point. L’image p’
de u obtenue par To joint les points @ et P'=g(P’. Les images de l'arc
A= p + i’ obtenues par les puissances de o forment une courbe simple et fermée
A qui est invariante et par ¢ et par T

Si la période de o est égale & m, 4 rencontre toute courbe y = const en
un seul point; dans ce cas nous associons aux points de 4 la coordonnée x = 0;
I'expression de I" n'est pas changée et celle de 7' sera:

() T:x'=7 y =—y (type 3%).

Si la période de o est égale 4 2m, A4 rencontre toute courbe y = const en
1
deux points qui se correspondent par la transformation o™ = g?. Dans ce cas
y+1
2

nous associons aux points de 4 continuement les valeurs =7 et x=

(suivant qu'un point de .4 appartient & 1'un ou & l'autre des deux arcs déterminés
sur 4 par ses points de rencontre avec la courbe y =o0). Avec les coordonnées
(z, y) déterminées de cette fagon, la transformation ¢ s’exprime par la formule:

done l'expression de I" reste invariante; I s’exprime par la formule:
(B) T:2'=x—y, y=—y (type 3%).

2) 8i 7’ change toute courbe y = const en elle-méme écrivons 7T au lieu
de 7'. Comme T change le sens du tore, elle admet sur toute courbe y=const
deux points invariants; 7' est involutive, du type 35’ ou 33 (voir § 14). D’aprés
le lemme du § 8, entre T et les éléments ¢ du groupe cyclique y la relation

suivante est valable:
-1 gt T = Q—t;
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comme T '=T, on a donc:

(T'e)=1
et de la
o To=T.
En posant = + ;, on obtient:
-1 1
¢ *To*=T

D'aprés cette relation, ¢® échange entre eux les deux points invariants de T
situés sur la courbe y = const.
Si T a dewux courbes fixes, & I'une d’elles associons la valeur x = 0; a l'autre

1 .
correspond la valeur z =3 L’expression de T sera:

(©) T:a'=—z y =y (type I%).
Désignons par o, un élément de I' de période m dont l'adjonction & y fournit

1
le groupe I'. Si o, change le point de coordonnées (0, o) en le point (to, —7;‘)

la transformation
6= 0,0 "

. I . . A
change le point (0, 0) en (o, ;@), et, par suite, la courbe fixe xz = 0 en elle-méme,
d'ott Yexpression suivante de o:

’ 1
=z y=y+_-

Si T a wune seule courbe fixe, associons a ses points les valeurs x=—Zy~ et

y+1 . , .
X =" de fagon continue. L'expression de I sera:

(D) T d'=y—x y =y (type X).
Désignons par f, une valeur telle que la transformation o, = g, ¢" change le point

11 . .
(0, 0) en (m ) ;n). o, change la courbe fixe de 7' en elleméme, I'expression

de o, sera donc:
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1
et celle de 6=0,0 *™:

La modification des coordonnées n'a pas done changé l'expression de I
3) Si la transformation 7° change chacune des courbes y = const en une
courbe différente, la transformation du faisceau y = const. en lui-méme, engendrée
par T", s’exprime par la formule:
, k
y =9+

ol % et I sont premiers entre eux (voir la formule (9)), page 161). Comme 7”2
appartient & I', il faut qu'on ait:

2k ¥
Yt =Vt
d’ou résulte que {=1 ou 2.
Suivant que I=1 ou 2, multiplions 7’ par la puissance — kiéme ou

— %(k— 1)}-iéme d'une transformation ¢, de période m, de la forme: y' =y +nl2 )

et désignons ce produit par T”. L'expression de 7" sera:

, , I
Y=y, ony —y+_—-
Dans le premier cas, nous sommes ramenés aux transformations déterminés sous
2). Dans le deuxiéme cas, multiplions 7" par un élément g du groupe cyclique
y tel que la puissance 2 m-iéme de T = T" ¢, qui change toute courbe y =const
en elle-méme, admet un point invariant. Comme 72™ appartient & I', il résulte
que 7?™=171. Joignons un point P° de la courbe y =0 & P'= T(P° par un

. 1 .
arc dans le domaine o <y < pysil L rencontre toute courbe y = const dans ce

domaine en un seul point; ses images obtenues par les puissances de 7 forment
une courbe simple et fermée. En associant & ses points la valeur x =0, l'ex-
pression de I' ne se change pas, et celle de 7' sera:

v r ST
(©) Tia'=—mzy=y+ (type L)
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Passons au cas d'un groupe G° qui n'est pas identique ¢ I' mais qui s'en
obtient par l'adjonction d’une transformation S du type 6, (d’aprés 16. 1). Soit
T’ une transformation de (¢ n’appartenant pas & G°; l'adjonction de T” & G°
fournit le groupe (. Désignons par 7 celle des transformations 7" et 7”8
qui change le sens du faiscean y = const en le sens opposé. D’aprés le raison-
nement donné dans le cas 1) ci-dessus, il y a un élément ¢ du groupe cyclique
y tel que le produit 7 = 1" ¢" est une transformation involutive du type 33’ ou
3Y; ses courbes fixes sont des courbes y = const.

Désignons par (7) I'ensemble des transformations involutives de G, du type
3y ou 3”, qui changent le sens du faisceau y = const. Les courbes fixes des

transformations (7') sont les suivantes:
y:1/+-]£- (k=o0,1,2,...,2m—1)
0T 2m T ’
ou y =y, désigne l'une d'elles.
Les points invariants des transformations de G du type 8, remplissent 2m

courbes y = const; 4 l'une de ces courbes qui passe par un point invariant de
S nous associons la valeur y = 0; ces courbes s’expriment alors par les équations:

k
== k= 2,...,2m—1I}.
V=5 (k=o,1, 2, m— 1)
Les courbes fixes des transformations (7') sont changées entre elles par

S: y = -—y, nous pouvons donc poser
Yo = O, OU Yo =
Nous désignerons par 7 l'une des transformations (7') convenablement
choisie.

Premierement, si y,= 0, la courbe fixe y =0 de la transformation T con-

tient deux points invariants de S, par suite
T18ST=S8 et (TSE=1.

La transformation involutive 7'§ == 7| change le sens du tore et admet un point
invariant, 7, est donc du type 33’ ou 33°. Comme T, change toute courbe
y = const en elleméme, 7| peut étre exprimée par l'une des formules (€), (D).
Chaque courbe fixe de T, est changée en elle-méme par §; on obtient de 1i que



Sur les groupes compacts de transformations topologiques des surfaces. 169

S s'exprime avec les coordonnées (z, y) par les formules de 8,: o' =—2x, ' =—1y,
et la transformation 7= T, S par la formule (%) ou (B).

. . 1 . . . .
Deuxiémement, si yozm, soit 7' une transformation involutive admettant

la courbe fixe y= — ;ln; T engendre dans le faisceau y = const la transformation:

, 1

2m
Choisissons d’aprés 1) un élément o de I" de période p =m ou 2m tel que
T o soit involutive et qu'elle engendre la transformation identique sur la courbe
I

y - m .
Joignons un point invariant @ de § situé sur la courbe y =0 4 un point
I . . 1
P° de la courbe y = Tam par un arc simple u dans le domaine Tam <y<o

qui rencontre toute courbe y = const dans ce domaine en un séul point. Soit
¢ = S(u). L'arc simple 2°=yu + u’ est invariant par S:

S(2%) = 2°
L'arc

M= To(1%

a l'extrémité P'= S(P° en commun avec A°; l'autre extrémité de A' est le point
P*=T¢o(P’)=c(P°. Posons:

GF(0) = A2F, gt(A) = A2RHL (J2ptk = ).
Les ares A" (r=o0, 1, 2, ..., 2p— 1) forment une courbe simple et fermée 1

qui est évidemment invariante par o.

A est aussi invariante par T et par 8. TEn effet
TR =c"TW)=To*A)=Tg-0*1(2°) = o+ 1(1") = A2+,

et comme T est involutive: 7 (A~2F1) = %%,

Pour montrer que 4 est invariante par 8, faisons observer que chacune des
transformations 768 et ST, changeant le sens du tore, engendre dans le fais-
ceau y = const la transformation:

’ I .
=Y —
y Y z2m
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il résulte de la que
ToS=8T¢".
Nous obtenons done

S = To 509 = ST (1) = T (1) = (),
et comme S(A') a le point P° en commun avec A~', il résulte que t; =0 donc

SN =11,

Similairement:
S(A2%) = g* S(A%) = So* (A" = 0+ (2°) = A2F,
S(p k+1) = g% S(ll) = Sg—* (11) =gk (;{—1) = k-1
Suivant que la période p de o est égale & m ou A 2m, nous associons aux
Y ot VT

. . 1
points de 4 la valenr x =0 ou les valeurs w=" e P et nous obtenons les

expressions suivantes de I

' oy — L 02)
&) a =z, y y— - (type )
oun
3 K4 —_ _ . _I_ ’ — e — L 17
(®) ol =w—y— oy y—5,. (type ).
L'expression de S sera celle de 8,: " = — =z, y' = — y, et l'expression de I reste:

LA ’ k
93——x+t,y——y+m

Le résultat que nous venons d’obfenir est énoncé dans la proposition sui-
vante:

16. 2. Si le sous-groupe I' de G appartenant & la classe de Uidentité est in-
transitif, et si G contient des transformations changeant le sens, G §'obtient & parter
du giroupe

, k
iz =x+t, y'=y+7~n o=t<i, k=0,1,2,...,m—1)

soif par Uadjonction de lune des transformations (), (B), (€), (D), (€), soit par
Uadjonction de 0, et de Uune des transformations (), (B), (F), (®).

Le résumé des propositions 15.1, 15.2, 16.1, 16. 2 est énoncé dans le
théoréme IV de UIntroduction.
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§ 17. Les groupes compacts de ’anneau non-orientable,

Pour terminer, nous signalons comment les groupes compacts de l'anneau
non-orientable peuvent étre déduits en connaissant ceux de sa surface de re-
couvrement & deux feuillets, c’est-a-dire les groupes compacts du tore.

A la transformation identique de l'anneaun mnon-orientable F' correspondent
sur le tore F la transformation identique et une transformation involutive «
sans point invariant, changeant le sens. A un groupe compact en soi et infini
G de F correspond un groupe de la méme sorte G’ de F’, de maniére (1, 2),
dont les éléments sont échangeables avec «. La transformation « est du type
3P (voir § 14).

Soit y un sous-groupe eyclique continu de G’ et soit ¢! I'élément général
de y. Comme ¢' et « sont échangeables,

—1 gty — ot
oo =¢,

« transforme les trajectoires de y entre elles et change le sens de ce faisceau
en le sens opposé. Il y a donc deux et seulement deux trajectoires x et x' de
y qui sont invariantes par «.

Le groupe G’ ne contient aucun autre sous-groupe cyclique continu; autre-
ment le sous-groupe I', appartenant & la classe de l'identité, serait transitif sur
F’, il y aurait donc un sous-groupe cyclique continu y, qui n’a aucun élément
en commun avec y sauf identité. D'aprés le raisonnement ci-dessus « laisse deux
trajectoires x, et x{ de y, invariantes; le point commun de x et x, serait in-
variant par ¢; mais ¢ n'admet pas de point invariant.

Il résulte de la que y est un soms-groupe invariant de G’ et que toute
transformation 7' de G’ change les courbes x et ' en elles-médmes ou entre elles.
En effet

a(Tew)=T(ew®) = T(),

la courbe T'(x) est donc invariante par ¢ et comme elle est une trajectoire de 7,
on conclut que 7'(x)==x ou «.

Le sous-groupe I' est identique & y ou s'obtient de y par I'adjonction d'une
translation involutive ¢. Associons aux trajectoires de y les valeurs y de telle

maniére qu'a deux trajectoires quelconques qui se correspondent par « appar-

. 1 N
tiennent les valeurs y et S Y ax et »' correspondent les valeurs y = + -. En

R
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choisissant convenablement la courbe . (x = o) la transformation « et le groupe
I" s’expriment par les formules suivantes:
@ x =+ - eyt L
. = > ) y = y 2 1
y:a'=xz+t ¢y=y, 0=t<1),

I'=y ou I'={(y, o).

D’aprés la proposition 16. 2, le groupe G’ s’obtient a partir de (I', @) par

l'adjonction d'une transformation § du type 6,, si G n’est pas identique 2
Comme § et « sont échangeables, il s'ensuit que, si I'=y, S peunt étre

(T, a).
exprimée par l'une des deux formules suivantes:
O: ' = —x, ¢ =—y,
O 2’ = — "=y -
L x, ¥ ¥y,

8i I'=(y, 0), S peut étre exprimée par la formule de 6.
Aux groupes compacts de 'anneau non-orientable correspondent donc les 3

types suivants de groupes compacts du tore:
(77 a)? (7) g, (Z), (77 0;; a); (7; 025 C{), (71 0, 0;: (Z).

Nous pouvons énoncer le résultat obtenu dans Ia forme suivante:
17. 1. Tout groupe compact en soi et infing de {'anneauw non-orientable peut

élre exprimé avec des coordonnées (x, y) (mod 1) convenablement choisies, telles que

les valeurs (x, y) et (x + —; y — Y + ; ) représentent le méme point, par la formule:
"=+t Y=y

ot &y el &, désignent les groupes de valeurs swivants:
=11); (s,= 1 1,5="11)

(ey=e=1); (e,=1, gg=+ 1); (e, =11, &= 1); (¢

Comme l'annean non-orientable devient par la coupure correspondant &
x et »" homéomorphe i une couronne circulaire, on pourrait déduire le résultat
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ci-dessus & partir des propositions 10. 2 et 10. 3 qui déterminent les 5 types de
groupes compacts en soi de la couronne circulaire.
& & &
Le résumé des résultats particuliers, obtenus dans ce mémoire, fournit le
théoréme, énoncé dans I'Introduction, concernant 1'analyticité des groupes com-
pacts de transformations topologiques des surfaces & connexion finie en elles-

mémes.



