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w i. I n t r o d u c t i o n .  

Dans le prdsent m6moire je dgtermine les groupes compacts de t ransforma-  

t ions topologiques des surfaces en elles-mSmes. Le rdsumd des r~sultats obtenus 

fourn i t  aussi une cont r ibu t ion  '~ la solut ion du cinqui~me probl~me de M. Hil- 

bert  duns sa forme primitive.  

M. Hi lber t  a posd le problbme d ' in t roduire  des variables et des parambtres  

duns un  groupe cont inu de t ransformat ions  topologiques d 'une varidt~ s n di- 

mensions en elle-mSme, d@endan t  de p param~tres,  tels que les fonct ions ex- 

p r imant  les t rans format ions  du groupe soient analyt iques  et duns les variables 

et  duns les parambtres.  On suit qu 'en g6n4ral la rgponse ~L cet te  quest ion dol t  

~tre ndgative, ddj~ dans le c a s n  = 2, p = I. P o u r  cet te  raison, on a res t re in t  

le p robl~me au cas des groupes des purambtres ou, au t rement  dit, aux groupes 

s implement  t runsif i fs  (duns lesquels les variables et les param~tres sont  les m~mes). 

J 'u i  ddmontrd que t o u s l e s  groupes des parambtres  d 'ordre  p = 2 sont analyt iques 1. 

Pou r  p > 2, MM. yon ~Neumann et Pon t r j ag in  ont  d6montr6 l 'analyt ici t6 des 

groupes des param~tres compacts en soi ou comrnutatifs 2. Duns le cas g6ndral le 

probl~me de l 'analyt ici td est encore en suspens. 

Darts le present  mdmoire j 'obt iens le rdsultut  que, pour  les groupes com- 

pacts en sol, darts le cas n = 2 ,  la rdponse uu probl~me de M. Hi lber t  est 

aff irmative dans le sens pr imi t i f  suivant:  

1 B. vo~ KERI~3KJ,~.RT(~: Geometrische Theorie der zweigliedrigen kontinuierlichen Gruppen. 
Abhandl. Math. Sem. Hamburg, t. 8 (I93o), p. Io7--II4. 

Voir i~ ce sujet: L. PONTRJAGIN: Topological grmhvs. Princeton, I939. 
9 
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Th~or~me.  Tout groupe compact en sol de transfo~mations topologiques d'une 

surface ~ connexion finie en elle-m~me est hom~omorphe ~ un groupe at~alytique et 

dans les variables et dans les param~tres. 

Le poin t  de d~par~ de rues recherches  ~tait  an  probl~me pos~ par  M. de 

Rham.  Dans  une conference fai te  ~ l 'Universi t6 de Budapest ,  1~1. de Rham a 

expos~ ses beaux rdsultats  sur l 'homdomorphie  de deux ro ta t ions  de la sph&re 

n dimensions. Dans  cet~e connexion il a soulev~ le probl~me eoncernan t  la 

caract6r isat ion topologique des groupes compacts  de la sphere s n dimensions,  

et, de plus, il a formul4 comme conjecture le thdor~me suivant :  

Tout groupe compact de transformations topologiques de la sphere ~. n dimensions 

en elle-m~me, conservant le sens, est hom6omorphe au groupe des rotations de cette sphere 

ou ~t l'un de ses sous-groupes. 

Comme M. de Rham m 'a  communiqu~ r~cemment ,  la caraet~r isa t lon suivante 

du  groupe des ro ta t ions  de la sphere '~ 2 dimensions peut  ~ r e  d~duite de th~o- 

r~mes g~n~raux: 

Soit G un groupe de transformations topologiques de la sphere ~ en e~le-m~me, 

conservant le sens; si le groupe G est compact en sol, sOparable, localement connexe 

et de dime~sion .finie, et si G est transi t i f  sur la sphere, sous ces hypotheses G est 

hom6omorphe au groupe des rotations de la sphere ~ .  

La  d6duction donnde par  M. de Rham est la suivante.  D'apr~s le tb6or~me 

de M. yon :Neumann ~, G est un groupe  de Lie (en ran t  que groupe  abstrait) .  

D'apr~s un  thdor~me de 1VI. Eh re sm an n  ~ on peut  in t rodui re  sur ~ des coor- 

donn~es qui renden~ les t r ans fo rmat ions  du groupe t rans i t i f  G analyt iques  de 

sorte  que ~ avec le groupe  G devient  un espace homog~ne de Lie. D'apr~s 

les th~or~mes de M]~I. W e y l  et Car tan  a, G laisse au moins une mdtr ique 

r iemannienne  invar iante  sur ~ .  G 6rant  t ransi t i f ,  cet te  mdtr ique est n~cessaire- 

men t  s courbure  cons tan te :  c 'est  done la m ~ r i q u e  ordinai re  de ~ .  

Duns la premi&re par t ie  de ce m6moire  je d~montre par  des m~thodes di- 

rectes  les th~or~mes suivants :  

I. Tout groupe compact G de transformations topologiques de la sphere ~ en 

x j; yon N~U~ANN: Die Einfi~hrung analytischer Parameter in topologischen Gruppen. Annals 
of Math., vol. 34 (f933), P. ~7o--19o. 

C. EnRES)~A~N: Les groupes de Lie h r param~tres. Sdminaire de Math. de M. Julia, 
quatrieme annie, I936--37. 

s E. CARTA~: La tl~dorie des groupes finis et continus et l'Analysis Situs. M~morial d. Sc. 
Math., 42. (Paris, I93o) , p. 32. 
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elle-m~me, conservant le sens, est hom~omorphe au groupe des rotations de ~ s  ou 

l'un de ses sous-groupes. 

II .  Si le groupe compact G est transit i f  sur ~ s  il est homdomorphe au groupe 

des rotations de ~ .  

Le th6or6me I I  d6coule du th6or6me I en vertu de la proposition suivante 

d6montr6e r6cemment par MM. Montgomery et ZippinX: 

Le groupe des rotations de la sphere ~ n'admet aucun sous-groupe transi t i f  

sur 6 2. 

M. de Rham a fai~ observer que cette derni~re proposition est une con. 

s~quence imm6diate du fair bien connu que le groupe des rotations de la sphere 

~ est simple. Le raisonnement de M. de Rham qui fournit  une d~monstration 

extr~mement simple des propositions en question est le suivant. Si un groupe 

transitif  contient une rotation d'angle a, il doit contenir routes les rotations 

d'angle a, et e'est pr~cis4ment la condition pour qu'il soit un sous-groupe in- 

variant. Cela grant, si un tel groupe contient les rotations Qp et 0~ d'angle a 

autour de P e t  Q, il contient aussi la rotation (QpQ~I)~, dont l'angle prend routes 

les valeurs possibles lorsque Q tend vers P, pourvu que l 'entier r~ soit suffisam- 

ment grand; il contient par suite routes les rotations de ~2. 

Je passe aux groupes compacts de la sphere contenant des transformations 

qui changent le sens de la sphere, et je ddtermine leurs structures topologiques. 

De ces derniers groupes on peut obtenir facilement les groupes compacts du plan 

projectif. 

Dans cet ordre d'id~ea le probl~me se pose de d4terminer tous les types 

topologiques de surfaces qui admettent des groupes compacts et infinis. A cette 

question r~pond le th6or~me suivant que je d6montrerai dans le w 3: 

I I I .  Les seuls types topologiques de surfaces ~ connexion finie qui admettent 

des groupes compacts et infinis de transformations topologiques sont les suivants: la 

sphere, Ie disque circldaire, la couronne circulaire, le tore, le plan projectif, la bande 

de Mb'bius et l'anneau non-orientable. 

Ce sont les m~mes sept types de surfaces qui admettent des groupes con- 

tinus et transitifs, d'ordre fini, ou encore ce sont les seuls types topologiques 

d'espaces homog~nes de Lie ~ deux dimensions ~. La raison en est que, d'apr~s 

1 D. MONTGOI~IERY et L. ZIPPIlg: A theorem on the rotation-group of the two sphere. Bulletin 
Amer. Math. Soe., vol. 46 (194o), p. 52o--521, 

L. E. J. BROUWER: Die Theorie der endlichen kontinuierlichen Gruppen unabMingig yon den 
Axiomen yon Lie, II. Mathem. Annalen, vol. 69 (19Io), p. I8I--2o3; voir surtout p. 192. --  E. 
CARTA~: La thdorie des groupes finis et continus et l'Analysis Situs, p. 29. 
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la formule de singularit~s due s Poincar~, sur ces surfaces, et sur aucunes 

autres, il existent des faiseeaux r~guliers de courbes sans points multiples. 

La d~termination des groupes compacts du disque circulaire, de la couronne 

circulaire, du plan projectif et de la bande de MSbius se famine aux groupes 

compacts de la sphere; le eas de l 'anneau non-orientable ~ celui du tore. I1 ne 

reste qu's ddterminer les groupes compacts du tore. 

Les groupes finis du tore out ~t~ d~terminds par M. Brouwer 1. Concernant 

les groupes compacts et infinis du tore, je donne leur ~num~ration effective dans 

la deuxi&me partie de ce m4moire. Le r~sultat g~n~ral qu'on peut tirer de cette 

~num~ration est ~noncg dans le th4or~me suivant: 

IV. Tout groupe compact en soi et infini G de transformatious topolog[ques du 

tore en lui-m~me peut  ~tre exprimd comme un groupe de transformat[ovs l i~a ires  de 

coordoundes bicirculaires conveuablement choisies. Le  groupe G peut ~tre obtenu soit 

part ir  du groupe des tra~slatio~s du tore en y ajoutant uue ou deux tran,r 

tlo~s pJriodiques, soit ~ part ir  d'un groupe cyclique co~tinu de'translations du tore 

en y a~outant uue, deux ou trois transformatious pdriodiques. Ceux de ces groupes 

dol t  les transformations conservent le se~s peuve,~t ~tre reprdsentds comme des groupes 

de transformations birationnelles d'une surface de Riemaun alg~brique de get, re u~ 

en elle-m~me. 

w z. G~n~ralit~s sur les groupes compacts de transformations. 

Soit F une surface s connexion finie, close ou limit~e par un hombre fini 

de contours. Nous supposons la surface F munie d'une certaine m~trique born~e 

qui la rend espace mdtrique. 

Soit G u n  groupe de ~ransformations topologiques de F e n  elle-m~me, l~ous 

en~endons par l'~car~ (S, T) des transformations S e t  T le maximum des dis- 

tances (S(P), T(P)) off P d~signe un point variable de la surface F, et S(P),  

T(P) ses images obtenues par les transformations S et T. Nous dgsignons l a  

transformation identique par I, et l'dcart (T, I) aussi par I TI- 

Nous dirons que la suite des transformations topologiques S~, S~, . . .  con- 

verge vers la transformation topologique S si les 5carts (S,, S)convergent  

vers o. 

1 L. E. d. BRO~WEI~: F.num~ration des groupes finis de transformations topologiques du tore. 
C. R. Acad. d. So. Paris, t. I68 (I919) , p. 845--848: Fnumdration des su~'f(wes deRiemann r~guli~re~ 
de genre an. Ibid. p. 577--578. 
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Le  groupe  G est  dit  compact s'il  ne cont ient  qu 'un  h o m b r e  fini d'616ments, 

ou s'il  es t  infini et chacun de ses sous-ensembles infinis cont ien t  une suite com- 

pos6e d'616ments dist incts  et  convergean t  vers une t r a n s f o r m a t i o n  topologique  S. 

Cet te  t r an s fo rm a t i on  S p e u t  appa r t en i r  au g roupe  G ou non. 

Tou te  t r a n s f o r m a t i o n  S vers laquelle converge  une suite d'616ments dis t incts  

du groupe  G sera appel6e 616ment d'accumulation de G. L ' ensemble  form6 par  

les 616ments de G e t  pa r  ses 616ments d ' accumula t ion  est lui-m6me un groupe  

compac t  qui est  aussi  ferm6; a u t r e m e n t  dit, il est un g roupe  compact en soi. 

Supposons  que le groupe  G est  compac t  en sol. Nous  allons m o n t r e r  la  

proposi t ion  su ivante :  

2. I. Les transformations co~tenues dans le groupe G soul rdguli~res sur la 

surface F 1. 

Soit, en effet, T un 616ment quelconque de G e t  soi~ /o un poin t  de F .  

Supposons  que T n ' e s t  pas  r6gulibre au point  P;  il y a alors une suite de points  

Q1, Q~, . . .  conve rgean t  vers P, et une suite d ' en t ie r s  vl, v~ . . . .  tels que, pour  

tou t  k: 

(P), > ,  

oh e > o est  un n o m b r e  fixe. Comme le groupe  G es$ compac t  on peut  ext ra i re  

de la suite T' , ,  T'~, . . .  une suite T ' ; ,  T~;, . . .  qui converge vers une t r ans fo rma-  

t ion topologique  S ( appa r t enan t  s G parce  que G est  compac t  en soi). P o u r  

un indice k su f f i samment  grand,  o n  au ra  done:  

(T~i(Qk), S(Qk)) < d3 
et  de m6me 

(TJk(P), ZIP)) < d3. 

En cons6quence de la cont inui t6  de S au po in t  P on a encore 

(s(p), S(Qk)) < , /3.  

En fa i san t  la  somme des t rois  in6galit6s, nous obtenons :  

(T , i  (Q~), T , i  (P)) < ,  

con t r a i r emen t  s l ' hypoth~se  ci-dessus. Cela prouve  la propos i t ion  2. I .  

1 Une transformation est dite rdguli~re si ses puissances sont dgalement continues. Con- 
cernant les transformations r6gulieres, voir B. DE KER~KJ.~RTS: Sur le caract~re topologique des 
reprdsentat~ons conformes. C . R .  Aead. d. Sc. Paris, t. 198 (1934) p. 317--32o. 
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P a r  un  r a i s o n n e m e n t  ana logue  s celui employ6 ci-dessus nous ob tenons  la 

propos i t ion  su ivante :  

2 .2 .  Les transformations contenues dans le groupe G sont 6galement continues 

sur la surface F.  

I1 f au t  en tendre  pa r  cet 6nonc6 que, 6 taut  donn6 un  hombre  posi t i f  ~ arbi-  

t raire ,  il y a un nom bre  pos i t i f  d tel que deux points  quelconques P e t  Q dont  

la  dis tance est  inf6r ieure  s d sont  chang6s pa r  route  t r an s fo rma t ion  T de G en 

des poin ts  T ( P )  et  T(Q)  tels que leur  d is tance  est  inf6r ieure  s e. 

w 3. Les types topologiques de surfaces admettant des groupes compacts 
et inflnis. 

Supposons  que F est  une surface  o r ien tab le  et close, de genre  p > I. Soi t  

G un  g roupe  compac t  de t r an s fo rma t ions  topologiques  de F en elle-m~me. Si 

G cont ien t  une infinit6 d'616ments, soit  :/1, T~ . . . .  une suite infinie d'616ments 

dis t incts  de G. I1 y a une suite par t ie l ie  T,,,  T,.~, . . .  convergean t  vers  une 

t r a n s f o r m a t i o n  topologique  T de F e n  elle-m~me. L a  suite des t r ans fo rmat ions  

S, = T,,  T ~  ~, S,  = T,,  TX*, . . .  

converge  vers l ' ident i t6  / .  P o u r  un  indice k suf f i samment  grand,  l '6car t  (S,, I)  

est  a r b i t r a i r e m e n t  pet i t ;  S, appa r t i en t  doric s la  classe de l ' identi t6,  c'est-A-dire 

que S,  peu t  ~tre t r anspor t6  en l ' ident i t6  pa r  le moyen  d 'une  d6format ion  cont inue  

sur  t7'. Les  t r an s fo rm a t i ons  contenues  dans  G sont  r6guli&res sur  /7 (2. I), et  

comme  le genre  de F est  sup6rieur  s I, elles sont  p6riodiques ~. Mats, dans  la 

classe de l ' ident i t6  il n 'y  a aucune  t r a n s f o r m a t i o n  p6riodique 2. Nous  avons  

about i  s une contradic t ion .  

Soit  ensui te  F une  surface  orientable,  de genre  p, l imit6e par  h coutours  

(h > o), et soi t  G u n  groupe  compac t  de t r a n s f o r m a t i o n s  topologiques  de F e n  

elle-m~me. Nous  prenons  deux copies de F que nous r6unissons suivants  leurs points  

de fronti&re cor respondants ;  par  cela, nous obtenons  une surface  F '  or ientable  

t close de genre  p '  -~ 2 p  + h - -  I. Au g roupe  G cor respond  sur la surface F '  

1 B. VOI~ KEREKJ.~RTO: Ubfir reguldre Abbildungen yon JFliichen aufsich. Acta Scient. Math. 
Szeged, t. 7 (I934), P. 55--75; Bemerkung i~ber re qulSre Abbildungen yon Fldchen. Ibid. p. 2o6. 

L. E. J. BROIIWER: Uber die topolojischen 8chwier~qkeiten des Kontinuitiitsbeweises der Existenz. 
theoreme eindeutig umkehrbarer polymor2her Funktionen auf Riema~nschen Fltichen. :Nachr. d. K. 
Ges. d. Wiss. G6ttingen 1912 , p. 5o5; note 3). - -  Voir aussi: J. NIELSEN: Die StruMur pe- 
riodischer Transformationen von Fldchen. Kgl. Dauske Vidensk. Selskab. Mathematisk-fysiske 
Meddelelser, XV, I (1937). 
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un g roupe  compact  G'  de maniSre  biunivoque.  Si p '  > I, les groupes  G'  es G 

sont  finis, d 'apr~s le rdsul ta t  ci-dessus. La  surface  F n ' a d m e t  donc des groupes  

compac ts  e t  infinis que si 2 p  + h - - I - - o ,  ou x. Les  types  topologiques  cor- 

r e spondan t s  sont  les su ivants :  I) la sphere ( p ~ h = o ) ,  2 ) l e  disque circulaire 

( p - ~  o, h - - I ) ,  3) la couronne circulaire (p -~  o, h = 2), 4) le tore (p = I, h = o). 

Soit  f inalement  F une surface  non-or ientable  de genre  p,  l imit4e pa r  h 

contours .  Soit  ~ ]a surface  de r ecouvremen t  ?~ deux feuil lets  de F qui est  une 

surface  or ientable  de genre  p' ~ p - - I ,  l imit4e pa r  h ' =  2 h contours .  Au groupe  

compac t  G de F cor respond un groupe  compac t  G' de /~*, de mani~re  (I, 2). 

Si G est  infini, G '  est  aussi infini, et, d 'aprSs ce que nous  venons d 'obtenir ,  soit  

h'  ~ o et  p" ~ 1, soit  h' > 0 et  2 / +  h' - -  I ~ I. I1 r4sulte de 1s que soit  h = o 

e t  p ~ 2, soit  h > o et  2 ( p - -  I) + 2 h - -  I ~ I; dans  les deux cas:  p + h --<_ 2. 

Les  types  topologiques  cor respondan t s  sont  les suivants :  5) le plan projectif  ( p =  I, 

h----o), 6) la bande de MS~ivs  (p : I, h : I), 7) l'anneau non-orientable (p = 2, 

h -~ 0). 

Nous avons ob tenu  le r6sul ta t  su ivant :  

3. I. Si  la surface F r connexion f i , i e  admet un groupe compact in.fi~i, F est 

homdomorphe dt l'une des surfaces dnum6r~es sous 1)--7). 

I. Les groupes compacts de la sphere. 

w 4. Sur les ~carts des transformations r~guli~res h l'identit~. 

M. N~w~AI~ a d6montr6 le th6or~me suivant :  1 

Si V est une vari6t6 m6trique, il y a un hombre ~ > o n e  d6pendant que de 

la mdtrique de V tel que toute transj~brmation pdriodique, de p6riode p, de la varidtd 

V en elle-m~me d6pIace au moi,s  un point d'u~e distance sup6rieure ~ alp. 

Nous allons appl iquer  ce th6or~me aux t r an s fo rma t ions  p4riodiques de la  

sphere  de rayon  unit6 en elle-mSme. 

5Yous prenons  le cent re  0 de 1~ sphere  comme or igine d 'une  coordonn~e 

vectorielle que nous d6signons pa r  x. Soi t  S une t r a n s f o r m a t i o n  de p6riode p 

de la  sphere  en elle-mSme; d6signons pa r  x t, x ~, . . . ,  x p-1 les coordonn6es d e s .  

images  de x obtenues  par  les puissances  de S. Fo rmons  la somme de vecteurs :  

y = x + x ~ + x ~ + ...  + x p-~. 

1 IVY. H. A. NEWMAN: A theorem onperiodic transformations of spaces. Qtlart. Journ. of Math. 
Oxford Series, vol. 2 (I93I), p. I--8. 
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A tout point x de la sphere, nous raisons correspondre le point dont la 

coordonnde vectorielle est y; l'ensemble des points y correspondant aux points 

x de lu sph6re forme une surface continue; nous la ddsignons par F~, et la 

surface de la sph6re par F o, Aux points x, ~ ,  x ~, . . . ,  ~--1 de l~ sphere cor- 

respondent p points coincidants de la surface F~; en projetant la surface F~ du 

centre 0 sur 1~ sph6re, la projection couvre l~ sphSre p fois. I1 r6sulte de 1~, 

comme M. ~ e w m a n  l'a d6montrg, que l'indice de l'origine 0 par rapport ~ la 

surface F~ est un multiple de p, c'est&-dire que 

.q~,(O) = o (mod p). 

D'autre part, l'indice de 0 par rapport ~. l~ sph6re F o est 

~2,~ ( 0 ) =  +__ ~. 

Nous pouvons d6former continuement la surface T'~ en T' o par l'intermddiaire 

des sorf~ces: 

Y l - ~ x +  Z(x ~q- x ~ + - ' ' + x  ~-~) ( o G Z G  ~). 

Comme 

il r6salte que, pour une certaine valeur de ~ (o ~)~ ~ l), la surface F t  passe 

par le point 0; il y ~ done un point y~ de F~ pour lequel 

y l ~ x + ; t ( x ' + x  ~ + - . ' + x  ~ -1 )~o .  

Par cons6quent, il y �9 un point x de la sphbre F 0 et une valeur ~ appartenant 

�9 ~ l'intervalle (o, I) pour lequel: 

X ~ - -  ~ ( X  l "q- 32 2 -~- ' ' "  "~ XP--1)* 

Le plan perpendiculaire au vecteur O x, passant par l'origine O, divise la 

sphere /~o Cn deux hemisph6res. D'apr~s lu formule que nous venons d'obtenir, 

l'h6misph~re contenant le point x ne peut contenir tousles  points x ~, x ~ . . . .  xp-1; 

il y a au moins un de ces points, supposons que cel~ soit x ~, qui appartient 

l 'autre h6misph~re. SupposSns que 1 ~ p/z; autrement nons eonsid6rons au lieu 

de la transformation S son inverse S -1. Comme les points x et x ~ appartiennent 

deux h6misphbres diff6rentes, leur distance est sup6rieure ~ i; il y a donc au 

moins une des distances (x, xl), (x l, x~) , . . . ,  (x ~-i, x t) qui est sup6rieure ~ I / l~2 /p .  

Supposons, pour fixer les idges, que 

x > 2 /p .  
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I1 r~sulte donc qu'il  y a au moins un point  de la sphere, s savoir le point  

x k, don~ la distance ?~ son image obtenue par  S : x k + l :  S i x  ~) est supdrieur s 2/p. 

Le ra i sonnement  ci-dessus nous a fourn i  les r~sultats suivants:  

4. I. Toute transformation de pdriode p de la sphere unitd en elle-m~me ddplace 

au moins un point d'une distance sup~rieure ~ 2/p. 

4 .2 .  Parmi les puissances d'une transformation de p&'iode p de la sphere uuitd 

en elle-mOme, il  y e n  a uue au moius qui dgplace un point d'une distance supd- 

rieure ~, I. 

Nous raisons observer  que la proposi t ion 4 . 2  reste  encore valable si on 

suppose que la t r ans fo rma t ion  en quest ion soit  r~guli~re, non n~cessairement 

p4riodique. Comme j 'ai  d~moatr~ ailleurs, route  t r ans fo rma t ion  r~guli~re de la 

sphere en elle-m~me, conservant  le sens, es~ hom~omorphe ~ une ro ta t ion de la 

sphere 1. Si la t r ans fo rma t ion  rgguli~re T de ]a sphere, conservant  le sens, n 'es t  

pas p~riodique, elle cst hom~omorphe ~ une ro ta t ion  dont  l 'angle est incommen- 

surable avec z .  I1 y a donc une suite d 'ent iers  n~, n~, . . .  tel le que la suite 

T",, T'~, . . .  converge vers une t ransformat ion  involut ive;  cette derni~re d~place 

au moins  un point  d 'une  distance sup~rieure ~ ~ ; le m~me est donc vMable con- 

cernant  la t r ans fo rmat ion  T'~, si k est suff isamment grand,  l~ous gnon~ons le 

r~sulta~ obtenu  dans le th~orbme suivant:  

4. 3. Parmi les puissances d'une transformation r~guli~re de la sph~'e unitd 

et~ elle-m~me, il y e~ a au moius une qui d~place un point d'u~e distance supg- 

rieure h ~. 

w 5. Sur les indices des points de la sphere par rapport au groupe. 

Soit  G u u  groupe compact  en soi de t rans format ions  topologiques de la 

sphere en elle-m~me, conservant  le sens. Si A est un poin t  quelconque de la 

sphere, nous d~signons par  G A l e  sous-groupe rdduit de G form4 par  les trans- 

format ions  qui adme t t en t  le point  invar ian t  A. Le  hombre  des ~l~ments 

contenus  dans le groupe GA est appel~ i~dice du point A par  rapport au 

groupe G. 

II rdsulte imm~dia tement  de la  ddfinition que deux points homologues quel- 

eonques out m~mes indices. Soient, en effet, A et B deux points,  et T u n e  trans- 

fo rmat ion  de G qui change A en B;  ie t ransform4 du sous-groupe GA par  T 

1 B. VON KERI~KJ.~RT(): Topologische Charakterisierung der linearen Abbildungen. Acta Scient. 
Math. Szeged, t. (5 (I934) , p. 235~26z ; voir ea particulier p. 250. 
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est le sous-groupe GB; par cons6quent GA et GB contiennent le m6me hombre 

d'616ments. 

5. I. S i  le groupe G compact en sol comp~end une infinit6 d'dl6ments, il y a 

au moins un point de la sphere dont l'indice par  rapport ~ G est infini. 

Soit S~, as, . . .  une suite d'616ments de G convergeant vers l'identit6. 

Chacune des transformations S, est hom6omorphe ~ une rotation de la sphere, 

elle admet done deux points invariants /), et Q,. Choisissons une suite partielle 

de la suite P1, P~ . . . .  qui converge vers,un point P;  ddsignons ce t t e  suite par 

les m6mes symboles. Si, s partir d'un certain indice: P,----P,+I-----. . . ,  posons 

P--- -P, .  

Si la transformation S, est p6riodique, d6signons sa p6riode par ~,; autre- 

ment soit m----:r L'indice du point P ,  est 6gale ~ ~ ou s un multiple de m.  

La suite nl,  n~, . . .  n'est pas born6e. Si le hombre fixe p 6fair supdrieur 

~. n,, pour tout ~, l'6cart de la transformation S, s l'identit6 serait sup6rieur 

2/p (volt 4. I), contrairement au choix de la suite $1, S~, . . . .  

Nous allons montrer que l'indice du point 1 ) ----- lim P,  par rapport au groupe 

G est infini. Ce~te proposition est 6vidente dans le cas off les points P ,  sont 

identiques s P, s partir d'un certain indice. Dans l 'autre cas, soit 7 un nombre 

positif arbitrairement petit (7 < I); comme la suite St, S~ . . . .  converge vers 

l'identit6, on a, s partir d'un certain indice, 

Is, l<7. 

la proposition 4. 3, il y a parmi les puissances de S, une, ~ ' ,  En vertu de 

pour laquelle 

1 21> i > n -  

D6signons, pour tout v, par k, le plus petit entier positif tel que 

I s, ,l _-> 7. 

Comme ]S~- - 1 [ <  V e t  I ~ l <  7, n o u s  obtenons la relation 

7<=18 :1<27. 

I1 y a une suite partielle de la suite S,k~ qui converge vers an 616merit S de G. 

Cette transformation S laisse invariant le point P e t  v6rifie la relation 
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II r~sulte de 1~, d'une part, que S es~ diff~rente de l'identit~, d'autre part, que 

si S est pdriodique, sa p~riode est sup~rieure s I/~ 2 (voir 4. I). Le nombre positif 

~2 ~tant arbitrairement petit, le proc6d~ ci-dessus nous amine ~ des transforma- 

tions, admettant  le point invariant P, qui ne sont pas p~riodiques, ou qui sont 

p6riodiques et leurs p4riodes sont arbitrairement grandes. Oela signifie que 

l'indice du point P par rapport au groupe G est infini. De la sorte la proposi- 

tion 5. I est d~montr~e. 

Du raisonnement ci-dessus d~coule aussi le r~sultat suivant: 

5. ~. Les points de la sphere dont l'indice par rapport au groupe G compact 

en sol est sup6rieur ~ I forment u~ ensemble ferm6. Les points d'indice infini 

forment eux-mOmes un e~semble ferm6. 

w 6. Sur les groupes compacts en soi d'un disque circulaire. 

Nous allons d6montrer la proposition suivante que nous appliquerons dans 

l e w  7. 

6. i. Si G est un groupe compact en sol de transformations topologiques d'un 

disgue circulaire en lui-m~me, co,servant le sens, G est hom6omo~The soit d un groupe 

cyelique fini, form6 par les puissances d'une rotation p6riodique, soit au groupe 

cyclique infini form6 par toutes les rotations du cercle autour de son centre. 

Consid6rons les transformations de la circonf6rence engendr6es par les 616- 

ments du groupe donn~ Go; elles forment aussi un groupe go compact en soi, 

par suite elles sont r6guliSres. Comme ces transformations conservent le sens 

de la eirconf6rence, ehaeune d'elles est hom6omorphe ~ une rotation de la 

circonf6rence. Si un point P est transform6 par les transformations de go en 

un hombre fini de points, d6signons ces points, conform6ment ~ leur ordre cyclique 

sur la circonfdrenee, par P, -Pl, -P~ . . . . .  P , -x ,  et par t la transformation de go 

qui change P e n  P1. Les transformations t, t ~, . . . ,  t ~-1 changent P respective- 

ment en P1, P~ . . . .  , P~-I. Dans ce eas, le groupe go est le groupe cycllque 

(/, t, t ~ . . . .  , t~-~). ~ Si le point P e s t  changd par go en une infinijt6 de points, 

les points homologues s P o n t  au moins un point d'accumulation qui est aussi 

homologue ~ P. I1 y a doric des transformations de go qui changent P de 

distances arbitrairement petites, et comme ces transformations sont homdomorphes 

des rotations de la circonf~rence, leurs puissances changent P e n  un ensemble 

de points recouvrant la circonfdrence avec une densit~ arbitraire. I1 r6sulte de 

1s que l'ensemble des points homologues s P est partout dense sur la cir- 
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�9 confdrenee, e t  comme i l  est ferm6, il est identique h la circonf~rence. Autrement 

dit, go est b'ansitif sur la circonf6rence, et comme ses dl6ments n 'admettent pas 

de points invariants sur la circonfdrence, go est sin~pleme~t tra~sitif. On sait 

que sous ces conditions le groupe go est homgomorphe au groupe des rotations 

de la circonf~rence. 

Les 61dments du groupe G O correspondent de fa~on biunivoque aux 61dments 

du groupe go, c'est-~-dire que deux ~16ments distincts de G o engendrent des 

transformations distinctes sur la circonfdrence. Cette proposition est nne con- 

s~quence immddiate de la rdgularit~ des transformations de Go, vu qu'une trans- 

formation r6guli~re du disque circulaire en lui m~me, qui engendre la transforma- 

tion identique sur la circonf6rence, est l'identit4 sur tout le disque. 

Si les gl~ments du groupe Go engendrent sur la circonfdrence un groupe 

cyclique fini go, form6 par les puissances d'une transformation t, soit T l a  trans- 

formation de Go correspondant s t; le groupe cycliqne (/, T I T  ~, . . . ,  T ~-~) est 

alors identique au groupe Go. 

Si les dldments du groupe G o engendrent sur la circonf6rence un groupe 

infini qui est, comme nous l'avons constat6, un groupe cyclique continu, d6signons 

par t u n e  transformation non pdriodique contenue dans go, et par T l'~l~ment 

de G O lui correspondant. T e s t  une transformation r~guli~re, non p6riodique, 

du disque circulaire, conservant le sens, elle est donc hom6omorphe ~ une ro~a- 

tion dont l'angle est incommensurable avec z. L'ensemble des puissances de T 

e~ de leurs ~l~ments d'accumulation est identique au groupe G 0. Cela prouve la 

proposition 5. I. 

w 7- La structure des sous-groupes r~duits de la sphere. 

Soit G u n  groupe compact en soi de transformations topologiques de la 

sphere unit~ en elle-m~me, conservant le sens, et soit G~ le sous-groupe rdduit 

admettant  le point invariant A. 

Pour t.out nombre positif e, ddsignons par q~ (~) un nombre positif corres- 

pondant ~ e d'apr~s l'~gale continuit~ des transformations de G, dans le sens 

suivant: si P et Q sont deux points quelconques dont la distance est inf~rieure 

~(~), leurs images obtenues par une transformation quelconque du groupe G 

sont en distance ~ e rune  de l'autre. Cela grant, soit e I u n  nombre positif 

quelconque (e 1 ~ x), et e~ un nombre positif inf~rieur s ~(~1). Si P e s t  un point 

arbitraire tel que 
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(*) ~ < (A, P) < ~ (e,), 

et si P '  d~signe l ' image de P obtenue par  une t rans format ion  quelconque du 

groupe GA, on a la re la t ion:  

(**) ~ (~2) < (A, P')  < ~1. 

Soit  x une courbe simple et ferm6e en to u ran t  le point  A darts un voisinage 

suffisamment pet i t  de A et telle que pour  t o u s l e s  points P de z la re la t ion (*) 

soit vgrifi6e. Si z' d4signe l ' image de x obtenue par une t r ans fo rmat ion  quel- 

eonque de GA, ses points P '  v6rifient la re la t ion  (**). L 'ensemble  des courbes 

x' obtenues par  les t r ans format ions  d e  GA ddtermine un  domaine D con tenan t  

le point  A. Ce domaine est invar iant  par  le groupe GA (c'est-s par  routes 

les t rans format ions  de GA). La  f ront ibre  de D est un cont inu  7 qui est  aussi 

invar iant  par  ]e groupe  GA. 

On peut  ddmontrer  soit par  un ra i sonnement  de M. I-Iilbert 1, soit par  un  

ra i sonnement  que j 'ai  employ6 autrefois  2 que le cont inu 7 est une courbe simple 

et fermde. Nous obtenons donc le rdsu l t a t  suivant:  

7. I. Si l'indice du poiut A par rapport au groupe G est supdrieur 5 I, il 

existe une courbe simple et .fermde 7 qui est invariante par GA. 

Chacun des deux domaines ddterminds par  la courbe 7 est changd en lui- 

m6me par  GA; en appl iquant  ~t ces deux domaines (ferm6s) la proposi t ion 6. I 

nous obtenons ]e r6sul ta t  que, dans chacun d'eux, GA est homdomorphe ~ un  

groupe de rotat ions.  En part icul ier ,  il y a dans chacun de ces domaines un 

point  invar iant  du groupe GA, dont  l 'un est A; ddsignons l 'aut re  par  A'; nous 

appelons les points A et A' opposds. Not re  rdsul ta t  est ~noncd dans la proposi- 

t ion suivante:  

7.2. Si l'indice du point A par rapport ~ G est sup~rieur ~ I, il y a un 

point A' distinct de A qui est invariant par routes les transformations laissant A 

invariant, et par aucune autre transformation de G. Le sous.groupe rdduit ad- 

metta~t les points invariants A et A' est homdomorphe au groupe des rotations de 

la sphdre autour d'un axe, ou ~ un sous-groupe fini de ce groupe. 

Ddsignons par  GAA' le sous-groupe rdduit  admet t an t  les points invar iants  

A et A' (nous l 'avons dgsignd an tdr ieurement  par  GA). 

D. ~IILBERT: Grundlagen der Geometrie. Leipzig et Berlin (I93o , 7-me dd.). Anhang IV. 
[fber die Grundlagen der Geometrie, w167 I--8, p. 188--I99. 

2 B. YON KER~KJs Topologische Charakterisierung der linearen Abbildungen. Acta Scient, 
l~ath. Szeged, t. 6 (I934) , p 237--243. 
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Si l'indice du point A est infini, GaA, est un groupe eyelique continu. La 

trajectoire d'un point quelconque P, diffdrent de A et A', par le groupe GAA', 

c'est-~-dire l 'ensemble des images de xP obtenues par les transformations de G~AI, 

est une eourbe simple et ferrule, s~parant les points A et A'. Nous appellerons 

eette trajeetoire pseudocercle ou cercle de eentres A et A', et la ddsignerons par 

k ~ ,  ou par kay'. 

7. 3. Toute transformation du groupe G change deux points opposes en deux 

points oppos6s et tout cercle en un cercle. 

Soient, en ef[et, A et A' deux points opposgs, et soit T u n e  transformation 

queleonque j.de G. Ddsignons par B e t  /~' les images de A et de A' obtenues 

par T. Ces points sont invariants par le groupe T --~ GaA, T, ils sont donc op- 

poses. Les trQectoires du groupe GA~, sont ehangdes par T e n  les trajectoires 

du groupe GBB' ~ T -1 GAA' T, e'est-s que tou~ cercle kAA' est ehang~ par T 

en un cercle k~s'. 

w 8. La s t ructure  du groupe G. 

Si le groupe G ne contient qu'un nombre fini d'61~ments, tout point de la 

sphere est d'indice fini et il n'y a qu'un nombre fini de points d'indice supdrieur 

I. Inversement, si tout point de la sphere est d'indice fini, le groupe G est 

fini (5. I). Dans ce cas G est homdomorphe soit ~ un groupe cyclique fini, soit 

un groupe dy~drique, soit au groupe d'un poly~dre r~gulier 1. 

Si le groupe G est infini, il y a au moins un point A d'indice infini (5. I); 

le point oppos~ A' est aussi d'indice infini. 

Premier  cas. I1 n'y a aucun autre point d'indice infini sauf A et A'. 

Comme les indices des points homologues par le groupe G sont ~gaux, il 

s 'ensuit que route transformation de G laisse A et A' invariants ou les dchange 

entre eux. 

Si route transformation de G laisse A et A' invariants, le groupe G est 

identique s GAA', il est donc hom4omorphe au groupe des rotations de la sphere 

autour d'un axe (7.2). 

Si une transformation a de G ~ehange entre eux les points A et A', le 

faiseeau des cercles de centres A et A' est chang~ en lui-m~me de telle fa?on 

qu's l 'orientation de ce faisceau ~ partir de A vers A' correspond l'orientation 

1 B. YON KER~KJART6: Uber die endlichen topologischen Gruppen der Kugelfldche. Prec. Acad. 
Amsterdam, vol. 22 (I919). 
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oppos~e. II y a, par cons6quent, un cercle et un seul de ce faisceau qui est 

chang6 en lui-m~me par a; nous le d~signons par KAA' et appelons grand cercle 

de centres A e t  A'. Les deux domaines d6termin6s par K~A, sont ~chang~s entre 

eux par a; il r6sulte de 1s que les deux points invariants de a, que nous d6sig- 

nons par B et B', appartiennent s KAy,. Nous d6signerons la transformation 

a aussi par a~B', inerrant en 6vidence ses points invariants. Le carrd de aBB' 

admet plus de deux points invariants (outre que B et B '  encore A et A'); il 

r6sulte que a~BB , --~ / ,  c'est-'~-dire que aBB' est involutive. Nous appelons abe, demi- 

rotation autour des points B et B'. 

Tout 616ment T du groupe GA~' change le grand cercle K.4A' en lui-m~me, 

il change done les points B e t  B' en deux points oppos6s C et C' de K.~A,. 

La transform~e T --1 as~' T ~  ace' de ass' par T e s t  aussi involutive et ~change 

entre eux les points A et A'. Doric, si C et C' sont deux points oppos6s quel- 

conques du grand cercle KAA', la demi-rotation ace' 6change entre eux les points 

A et A'. 

Inversement, s i a  est une transformation quelconque de G qui gchange entre 

eux les points A et A', a e s t  la demi-rotation autour d'un couple de points op- 

pos6s C, C' appartenant au grand cercle KAy,. (Cette proposition, que nous 

allons d~montrer, signifie que le grand cercle KAA' est univoquement d~termin~ 

par le groupe G e t  par les points oppos6s A et A'). Soit en effet abe' la demi- 

rotation autour des points opposes B e t  B' appartenant au grand cercle KAA'; 

le produit Q-= aaBB, laisse invariants les points A et A', il appartient donc au 

groupe GAA, et change le grand cercle KAA' en lui-m~me: a~B' change aussi KAA' 

en lui-m~me. Far  consgquent, KAA' es~ invariant par a-~-QaBB', et les deux 

domaines d~ermin~s par K ~ ,  sont ~chang6s entre eux. II rgsulte de 1's que les 

points invariants de a se trouvent sur KAA'. 

La demi-rotation aAA' ~change entre eux les points oppos6s du grand cercle 

KAA'. En effet, si un 61~ment de GA~, change le point B de KAA, en son op- 

posg B', il change B'  en B; il est done involutif. 

Nous allons montrer la propri6t6 suivante: Si T e s t  un ~l~ment quelconque 

de Gaa', et aBe' la demi-rotation autour d'un couple quelconque de points opposgs 

du grand cercle Kaa' ,  on a la relation: 

(~BB' T ~ -  T --1 {~BB'. 

Ls d6monstration de cette proposition repose sur le lemme suivant que nous 

utiliserons fi plusieurs reprises: 
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Lemme.  Soit 7 un grouloe eyclique continu, et soit t le param~tre canonique 

de 7 (o _--< t < I), tel que le produit des dldments 0 t et @r correspondant aux valeurs 

t et t' du param~tre ,,oit l'dldment @t+t' correspondant h la valeur t + t'. Si  S est 

une transformation topologique telle que S-17 S =  7, on a la relation 

S-1 @t S -~ O +-t. 

De la relat ion 3-17 S = 7, il r6sulte que 

A,Q~--1 @t 8 : O f(/) . 

Les 6Idments @t e t  Qf(t) de 7 se correspondent de mani~re biunivoque et continue. 

Si t =  o, l'616ment correspondant  @f(o) est l ' identit6; on pent donc p o s e r f ( o ) = o .  

Pour  t -~  I on a aussi @f(1)__I, d'ofi f ( I )  = ~+ I. Pour  des valeurs quelconques 

t l  et  t~, o n  a 

@f(t~+ re) = S--1 @t~ +f.z 8 = S - I  @t, S"  S - 1  @4 S = @f(t,) @/(4) _~_ @f(tt} +f(t.) 

done 

f ( t  1 + t2)----- f(t~) + f(t,>). 

De 1~ il r6sulte que 

f ( t )  = +_ t. 

En posant  S =  aBB', et ~, = GAA', on volt que duns la formule du lemme le 

signe moins est rulable duns l 'exposant ~ droite parce que ass'  change le sens 

du grand cercle K~x, en le sens oppose Par  suite: 

eBB'  T ~ -  T - 1  aBB ' .  

Les propri6t6s 6tablies caract6risent le groupe dyddrique infini form6 par  les 

rotat ions de la sphere au tour  d 'un axe et les demi-rotations autour  des axes 

perpendiculaires s cet axe. 

Nous pouvons done 6noncer le th6or~me suivant:  

8. I. S'il  n'y a qu'un seul couple de points opposes d'indiee i~fini, le groupe 

G est hom~omorphe soit au groupe des rotations de la sphere autour d'un axe, soit 

au groupe dyddrique infini. 

Deuxi~me cas. I1 y a deux po/nts non opposds d'indiee i~fini. 

Soient A et B deux points non oppos6s d'indiee infini, et soient A '  et B' 

leurs oppos6s, Tous les points du cercle k~B, de centres B e t  B', passant  par 

A, sont homologues ~ A. Par  tout  point de k~B, passe un cercle de centres 
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A et A'; les points de ces cercles sont aussi homologues ~ A, ils forment un 

voisinage de A sur la sphSre. Par  suite, A est point intdrieur de l'ensemble de 

ses homologues sur la sphSre; les poiuts homologues de A forment donc un 

ensemble ouvert sur la sphSre. Comme le groupe G est compact en sol, les 

homologues de A forment un ensemble feting. En consdquence de ces deux 

propridtds, l'ensemble des homologues de A est identique s la sphSre, c'est-s 

que le groupe G est transitif  sur la sphere. Nous 5non~ons ce r~sultat dans la 

proposition suivante : 

8.2.  S'il y a deux points non opposds d'indice i~fini, le groupe G est transitif  

sur la sphere. 

w 9. La g6om6trie d61inie par an groupe compact et transitif. 

Si le groupe G compact en sol est transitif  sur la sphere, tout point est 

d'indice infini par rapport s G, et s tout point A correspond un point oppos~ 

A'. Les points A et A'  se correspondent rdciproquement de fa~on univoque et 

continue. 

Nous d~finissons la tra~sformation diarndtrale a, en associant s tout point 

A l e  point image A' oppos~ de A. C'est une transformation topologique et in- 

volutive de la sphSre en elle-mSme; elle change le sens de la sphSre (en effet, 

elle n 'admet pus de point invariant). 

A tout couple de points oppos6s A, A' correspond un groupe cyclique 

continu GAA' form~ par les transformations de G qui admettent les points in- 

variants A et A'. 

Eu consequence de la transitivit4 de G, il y a au moins une transformation 

a~B, de G qui change A en A', et, par suite, A' en A. La transformation anjr 

est involutive; ses points invariants B e t  B'  appartiennent au grand cercle KaA', 

de centres A et A'. Si C et C' ddsignent deux points opposds quelconques du 

grand cercle KAA', la demi-rotation ace' autour de C et C' ~change entre eux 

A et A'. La demi-rotation aAA' dchange entre eux C et C'; elle transforme le 

cercle de centres C et C', passant par les points A et A', en lui-mSme; ce cercle 

est donc le grand cercle Key' de centres C et C'. D'ofi: 

9. I. Les points du grand cercle KArl, sont opposds deux-d deux. Si C et C' 

sont deux points opposds du grand cercle KAA', le gra~d cercIe Kcc, passe par les 

points A et A'. 

La transformation diamdtrale a change le sens de la sphSre, et conserve le 

sens du grand cercle K.~A'; elle dchange entre eux les deux h~misph6res d~ter- 
lO 
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min6es par le grand cercle KAA'. I1 en rdsulte que la sphere est diw;sde par un 

grand cercle quelconque en deux hdmisph~res dont aucune ne contient deux points 

oppos6s. 

Comme les points d'un grand cercle quelconque Kpe, sont oppos6s deux-~- 

deux, chacune des deux h6misph6res d6termin6es par KAA' contient au moins un 

point de Kpp,; il r6sulte de 1s que deux grands cercles quelconques ont au moins 

deux points communs. 

Si les grands cereles KAA' et Kpp, avaient plus de deux points eommuns, 

soient B et C deux de ces points qui ne sont pas oppos6s; d6signons leurs 

oppos6s par B'  e$ C'. La demi-rotation abe, 6change entre eux les points A et 

A', et de m~me les points P e t  P';  similairement la demi-rotation acc'. La 

transformation aBB' "(~CO' aurait donc quatre points invariants: A, A', P, 19', elle 

serait l'identit~, contrairement ~ l'hypoth~se que B e t  C sont distincts et non 

opposes. 

Nous avons obtenu le rSsultat suivant: 

9. 2. Deux grands cercles quelconques o~t deux et seulement deux points com- 

muns ; ils sont ndcessairement des points oppos6s. 

I1 rdsulte de la proposition 9. I immddiatement qne toute transformation du 

groupe G change les grands cercles en des grands cercles. Consid6rons les grands 

cercles passant par deux points opposes A et A'. Leurs centres sont des points 

opposes du grand cercle KA.4,, d'apr~s 9- I. Deux quelconques de ces grands 

cereles n 'ont aucun point commun outre que A et A'. Une transformation 

arbitraire de GAA, change les points opposes B e t  B' de KAA' en des points oppos6s 

C et C' de KAA,, et le grand cercle KBB' en le grand cercle Kco,. Le faisceau 

des grands cercles passant par A et A' est chang6 donc en lui-m~me par routes 

les transformations de GAA'. I1 rdsulte de 1s que par un point quelconque 

P, distinct de A et de A', et par le point A passe un grand cercle et un 

seul. D'ofi: 

9. 3. Par deux points ~on oppos6s quelconques passe un gra~d cercle et un seul. 

A deux points arbitraires /) et Q nous associons la distance (P, Q) d'apr~s 

la d6finition suivante. Soit KAA' le grand cercle passant par /) et Q, et soit 

0 (o=< 0 < 2z) le param~tre canonique du groupe GAA'. I1 y a dans GAA' une 

et une seule transformation T qui change _P en Q; soit 0 le param~tre Corres- 

pondant s T, et 0' celui correspondant ft. son inverse T--~; on a 0 + 0'-= 2~.  

Celle des valeurs 0 et 0' qui est inf6rieure s z sera appel6e distance (P, Q). - -  

Si P e t  Q sont oppos6s, soit (P, Q)-~-z. 
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Si les points P et Q sont changes par une transformation du groupe G en 

les 15oints 1~ et S, on a (P, Q ) ~ ( R ,  S). Inversemen~, si (P, Q)~ (R ,  S), il y 
a une ~ransformation de G qui change P e t  Q en R et S. Pour d6montrer 

cette proposition, nous faisons observer que le param~tre .~ est le ~ombre de 

rotation, introduit par Poincar~, qui est invariant par transformation. Soit KAA' 

le grand cercle passant par P e t  Q, et KBB' celui passant par R et S. D~signons 

par Q la transformation de GAA, qui change P en Q, et par T la transformation 

de G qui change P e n  R et Q en S. La transformation /~-IQT change donc 

le point /~ en S, et les nombres de rotation correspondant ~ Q et ~ T-1Q T sont 

~gaux; il r~sulte que (P, Q ) ~  (R, S). - -  La proposition inverse s'obtien~ par un 

raisonnement analogue. De cette fagon , nous avons v~rifi6 que les relations 

d'~galit~ d~finies pour des arcs de grands cercles, d'une part, par le moyen du 

groupe G e t ,  d'autre part, par le ~noyen de la d~finition de distance sont dquiva- 

lentes. 

Les distances restent encore invariantes par la transformation diam6trale a 

comme on v~rifie imm6diatement. 

Si P e~ Q sont deux points non oppos6s, ils divisent le grand cercle pas- 

sant par ces points en deux arcs dong l'un me contient aucun couple de points 

oppos6s; nous dirons que celui-ci est plus court et l'au~re plus long qu'un demi- 

cercle. 

Consid~rons deux grands cereles ayant les points communs A et A'. D& 

signons par K 1 et K 2 l'un des deux demi-cercles d~terminds par ces points. I1 

y a dans le groupe GaA' une transformation et une seule qui change K 1 en K2; 

soit 0 la valeur du paramStre canonique eorrespondant ~ cette transformation. 

Celui des nombres 0 et 2 ~ --  0 qui est inf~rieur ~ ~. sera appel~ angle ~ (K 1, K,). 

Si B et C sont des points queleonques des demi-cercles K~ et K, ,  respective- 

ment, distincts de A et de A', nous d~signerons rangle a~ (K1, K , )auss i  par 

BAC. 

Pour les mSmes raisons que les distances, les angles restent aussi invariants 

et par le groupe G e t  par la transformation diamdtrale a. Inversement, l'~galitd 

de deux angles entralne leur ~quivalence par le groupe G. 

De nos r~sultats obtenus d~coulent imm~diatement les propositions sui- 

vantes: 

9. 4. L'~galit~ des distances et celle des angles sont des relations rdflexives, 

symdtriques et transitives. 

9. 5. Si 19 et Q sont deux points arbitraires du grand cercle Kaa',  et si 1~ 
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et R'  sont deux points opposds du. grand cercl'e KBB', sur eh,aeun, des demi-eercles 

de KBB', dgtermind~ par R et R', i[ y a' u'n point  e~ un, seul~ S e~ Si~ respeetivement, 

tel que (P, Q)= (R, S)= (R, 3). 
9. 6. Si  K t ,et K ,  sont des demi-cereles joignant les. poin.ts, opposd, A et A', 

et si K; est l'un des demi-cereles du grand eercle' K', d~fermin~S" par  les points op- 

poses B el B" de K' ,  il  y a sur chacune' des deux h~misph.~res d~termindes par K" 

un et u n s e u l  demi-cercle joignant B et B', K~ et K'2: respectivement, tel que 
* (K,, K , ) =  ~ (K;, X'2} es (IC,, K '"  

9. 7. Soient 1)1 P ,  et P ,  P~ deux ares du. grand cerele K~a', plus. courts qu' un 

demi-eerele et sans point comrnun; soient Qt Q~ et Q, Q~ deux arcs du. grand cercle 

KBB' plus eourts qu'un demi-cere[e et sans point commun. Si  (Pi, P,} =: (Q,, Qe), et 

(P~, P s ) =  (Q.o, Qs), il  r~sulte que (1)1, Pa)= (Q~, Qa). 

Nous allons d~montrer le th~or~me suivaut (premier cas d'dgalit~ des tri- 

angles): 

9. 8. Soien~ A, B, C des points n'appartenant pas ~ un m~me grand cercle, 

et soient AB,  BC, CA les ares de grand cercle joignant ces points lesquels sont plus 

courts qu'un demi-cercle. Soient ensuite A~, B~, C~ des points n'appartenant pas (t 

un m~me grand cercle, et soient A,  B1, B1 C~, C, A 1 les arcs de grand cerele joi- 

gnant ces points qui sont plus courts qu'un demi-eercle. Si  (A, B) = (A,, B~), (A, C) = 

(A~, C~) et <~ C A B =  ~ C, A ,  B~, il rdsulte que (B, C) = ( B , ,  C,), ez A B C =  

<Y. A 1 .B, ~1 et ~ B C A  = ~ B ,  C 1 A, .  

Comme (A, B):= (AI, B~), il y a u n e  transformation de G qui change A~ en, 

A et B, en B; 1'image du point C~ obtenue par cette transformation es~ un point 

C~ tel que (A, C~)=(A, C) et ~ C ~ A B -  ~ CAB. "Si C~ et C se trouvent 5'an 

m~me c5t4 du grand cerele passant par A et B, Ia derni~re dgalit~ entralne: que 

C~ et C se trouvent sur un m~me demi-cercle issu de A, et comme (A, C~)= 

= (A, C), le point C~ coincide avec C. Les ggali~s ~noncdes dans le th6or~me 

ont donc lieu dans ce cas. 

Mais si les points C~ et C se trouvent des ebtds diff~rents du grand cercle 

passant  par A et B, d~signons par A', B', 6'~ les points opposds ~ A, B, C~ 

respeetivement. Comme la~ transformation diam5trale conserve les distances et 

les angles, nous avons les relations: (A', C'~)= (A, C~)= (A, C), (A' B ' ) =  (A, B) 

et <~ C~ A' B ' =  ez C~ A B - -  ~ CAB. Par la demi-rotation autour des centres du 

grand cercle passant par A et B le point C~ est chang~ en un point C~ pour 

lequel (A, C~)=(A, C) et ~ C ~ A B = ~ ; C A B .  Comme les points C et C~ se 

trouven~ d'un m~me cbt~ du grand eercle passant  par A e t  B, il r~sulte de 
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notre raisonnement ci~dessus que Ca coincide avec C. Cela complete la d6- 

monstration de 9. ,8. 

D'aprbs les propositions 9. 2--9. 8 la g~om6trie d6finie par le moyen du 

groupe G v6rifie les axiomes de ta g4om~trie elliptique-sph~rique. Comme Hes- 

senberg a d6montr61, on peut d6duire ~ partir de ces axiomes les th6or~mes 

projectifs de ta g6om6trie el|iptique et de 1s tes formules trigonom~triques. I1 

r6sulte en particulier que le groupe G est hom6omorphe au groupe des mouvements 

de la g6om~bSe elb~tique plane, ou ee qui ~'evient au mOme, au groupe des rotations 

de la sphere. 

Nous r6sumons tes r6sultats obtenus dans l'~nonc6 suivant: 

Th~or~me I. Si  G est un groupe compact en sol de transformations topologiques 

de la surface de la sphere en elle-m~me, conservant le sens, il est hom6omorphe ~t 

l'un des groupes suivants: 

Groupes finis: groupe cyclique fini ; 

groupe dy6drique fini; 

les groupes des poly~dres r6guliers. 

Groupes infinis : groupe cyclique continu ; 

groupe dy6drique infini ; 

groupe des rotations de la sphOre. 

Si le groupe G est compact mais non n6cessairement ferm6, il est hom6o- 

morphe soit ~t Fun des groupes finis, soit s un sous-groupe partout dense de l 'un 

des groupes infinis 6num6r6s ci-dessus. 

En utilisan~ le th6or~me de MM. ]Ylontgomery et Zippin cit6 duns Fin- 

troduction, il r6sulte du th6or~me I imm6diatement le th6or~me suivant: 

Th~or~me II. Tout groupe compact et transitif  de transformations topologiques 

de la surface de la sphere en elle-m~me, conservant le sens, est homdomorphe au groupe 

des rotations de la sphere. 

A titre de sa particularit6, nous signalons la cons6quence suivante du 

th6or~me I:  

Si le groupe G est compact en soi et si tout point de la sphere a au moins 13 

homologues, G est hom6omorphe au groupe des rotations de la sphere. 

1 G.  H E S S E N B E R G :  Begritndung der elliptischen Geometric. Mathem. Annalen, vol. 61 (I9O5) , 
p. I73--I84. 
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w io. Groupes compacts de la sphere contenant des transformations qui 
changent le sens. 

Si le groupe G compact en sol de transformations topologiques de ]a sphere 

en elle-m~me contient des transformations changea}}t ]e sens, les transformations 

de (~ conservant le sens forment un sous-groupe invariant G O de G. Le sous- 

groupe G O ~tant hom~omorphe ~ un groupe de rotations de la sphere, nous 

introduisons une m~trique telle que G o devient un groupe de rotations m~- 

triques. 

Supposons que le groujpe G soit infini. 

Si G o est le groupe de routes les rotations de la sphere, les trajectoires des 

sous-groupes continus d'ordre I de G Osont t ous l e s  cercles de la sphere. Par 

la transformation par un 616ment queiconque S de G les sous-groupes continus 

d'ordre I de G Oson t  chang6s entre enx; il r~sulte de 1~ que S change tout 

cercle en un cercle, tout couple de points oppos6s en un couple de points oppos6s 

et les grands cercles en des grands cercles. 

Soit 81 un 616ment de G n'appartenant pas g G~ d6signons par A u n  point 

queleonque, et pa r  S I(A) = A  1 son image obtenu par S I. Le groupe G O 6rant 

transitif, il y a un 616ment T de G o tel que T ( A ) = A 1 .  La transformation 

S =  S 1 T -1 change le sens de la sphere; elle admet le point invariant A, et son 

oppos6 A'. 

La transformation S change le faisceau des grands cercles passant par A 

et A' en lui-m6me, et les demi-cercles de ces grands cercles, d6termin6s par A 

et A', entre eux. Comme S change le sens de la sphere et laisse invariants les 

points A e t  A', elle transforme le faisceau des demi-cercles joignant A et A' en 

lui-m~me de telle mani~re qu'~ un sens donn6 de ce faisceau correspond le sens 

inverse. I1 y a, par cons6quent, deux de ces demi-cercles, et seulement deux, 

qui sont changds en eux-m6mes; ils forment ensemble nn grand cercle. La 

transformation S ~ change aussi chacun de ces demi-cercies en lui-m6me, et comme 

S 2 est une rotation autour de A et A', il r6sulte que 8 ~ / .  S est donc une 

transformation involutive; on volt imm6diatement que S est la sym6trie par 

rapport g u n  grand cercle passant par A e t  A'. 

Si S' es~ un autre 616men~ de G n'appartenant pas ~ G ~ ]a transformation 

T ~  S ' S  -1 conserve le sens de la sphere, elle appartient donc ~t G ~ Tout 616- 

ment de G qui n'appartient pas ~ G Opeut 6tre donc obtenu comme produit d'un 

616ment de G o par la sym6trie S. D'oh le th6or~me suivant: 
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10. I. Si le sous-groupe G O de G for rod par les transformations conservant le 

seas est homdomorphe au groupe des rotations de la sphOre, G est homdomorphe au 

groupe e~gendrd par les rotations et par les symdtries suivant les grands cercles. 

Consid~rons maintenant un groupe G tel que le sous-groupe G o form~ par 

les transformations conservant le sens de la sphere soit un groupe cyclique 

continu. D~signons par A et A' les points invariants de G o . Toute trans- 

formation S de G laisse invariants les points A et A' ou les ~change entre eux. 

En cons6quence de la relation S -1 G o S = G ~ le faiseeau des trajectoires de G ~ 

c'est&-dire le faisceau des cercles de centres A et A' est changd en lui-m~me 

par S. 

Si S ~change les points A e t  A', il y a dans le faisceau des cercles kAA' un 

et un seul cercle KAA' qui est invariant par S. Soit B un point de KAA', B1 ~ S(B) 

son image, et soit T l'dldment de G o pour lequel T (B) ~ B 1 .  La transformation 

S'-----S T -1 admet le point invariant B, son carr~ admet les points invariants 

A, A' et B, d'ofi: S ' ~ - - / .  I1 r~sulte de 1s que S' est une sym~trie par rapport  

'~ KAA'. Le groupe G s'obtient ?~ partir  de G o par l 'adjonction de la sym~trie 

S'. En appliquant le lemme du w 8, on volt que dans la formule 

S'-1 qt S' ~ Q+t, 

off 0 t ddsigne l'616ment g6n6ral du groupe cycliqne G ~ le signe plus est valable 

dans l 'exposant ~ droite, parce que S' conserve le sens du cercle K~IA'; donc 

II s'ensuit que G est hom6omorphe au groupe engendr6 par les rotations de la 

sph6re autour d'un axe et par la sym6trie suivant le grand cercle perpendiculaire 

~, cet axe. 

Si la transformation S de G," n 'appar tenant  pas s G ~ change A et A' en 

eux-m6mes, comme tout  cercle kAA' est chang6 par S 2 en lui-m6me, S change 

chacun des cercles kAA' en lui-m6me de telle fa~on qu"s un sens donn6 de kaA, 

correspond le sens inverse. S admet sur chaque cercle kAa, deux points in- 

variants; leur ensemble est une courbe simple et ferm6e passant par A et A'. 

21 r~sulte, comme ci-dessus, que $ 2 =  I;  S est donc hom6omorphe s une sym6trie 

par rapport  s un grand cercle. Comme S change le sens sur chacun des cercles 

kAA', il s'ensuit du lemme du w 8 que 

Qt S == S Q - t .  
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G s 'obtient du groupe des rotations autour d'un axe en y ajoutant  les sym6tries 

par rapport  aux grands cercles passant par les extrgmitds de cet axe. :Nous avons 

obtenu la proposition suivante: 

IO. 2. Si  le sous-groupe G O de G est hom~omorphe au groupe des rotations de 

la ,sphere autour f u n  axe, G est hom~omorphe au groupe obte~m de celui-ci par 

l'adjonction d'une symdtrie suivant un grand cercle qui est perpendiculaire ~'~ l'axe 

de rotatie~ ou qui passe par les extr~mitds de l'axe. 

Finalement, si G o est un groupe dyddrique infini, soit G~a' le groupe cyclique 

continu appartenant  s G O . Soit S un 616ment de G n 'appar tenant  pas ~ G O . 

La transformation par S change G o et GAA, en euxm6mes. I1 r6sulte de 1s que, 

par ]a transformation S, les points inwriants  A e t  A '  de GaA, sont chang6s en 

eux-m6mes ou entre eux, le faisceau des cercles kAa' en lui-m6me, et les couples 

de points oppos6s du grand cercle KAa, se correspondent. Si S l~isse invariants 

A et A', multiplions S par une transformation de G O qui 6change A et A', et 

d6signons Ce produit de m6me par S. La transformation S change le grand 

cerele K ~ ,  en lui-m6me et conserve le sens de Kay,. Soit B u n  point de h~A,, 

soit B 1 ~- S(B),  et d6signons par T l'~ldment du groupe cyclique GAa, pour lequel 

T ( B ) - - - B  x. La transformation S ' =  S I '-1 admet le point invariant B, S '~ en 

outre A e t  A',  de telle sorte que S ' ~  L La transformation invoht ive  S' es t  

l ' identit6 sur K.~a,; elle est une sym~trie par rapport  au grand cercle KAA'. 

Si a est une demLrotation de G ~ n 'appar tenant  pas s G~A', ses points in- 

variants appart iennent s KAA', ils son~ doric invariants par S. I1 s'ensuit que 

la transformation involutive S - I  a S  de G O admet les m6mes points invariants 

que a, done S-I(~S ~-~ ,  c'est-~-dire que 

S ~ = : a S .  

I1 r6sulte de 1~ la proposition suivante: 

1o. 3. Si le sous-groupe G O de G est un groupe dy6drique infi~i, le groupe G 

s'obtient de G O par l'adjonction de la symdtrie suivm~t le grand eercle qui est per- 

pendiculaire ~ l'axe du sous-groupe cyclique contenu da.ns le groupe dyddrique. 

Les th6orbmes IO. 2 et I0. 3 contiennent aussi l '6num6ration des groupes 

compacts en sol de la eouronne drculaire e~ du disque eireu?aire, ces surfaces ~tant 

hom6omorphes s la sphere deux fois ou une lois point6e. 
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w ~ .  Les groupes  compacts du plan projeet i f .  

Soit G u n  groupe compact en soi et infini de transformations topologiques 

du plan projectif  en lui-m6me. Sur la  surface de recouvrement ~ deux feuillets 

du plan projectif, c'est-s sur la sphere, au groupe G correspond un groupe 

compact en sol et infini, G', de mani~re (I, 2). La transformation identique du 

plan projectif engendre sur la  sphere la t ransformation identique et la trans- 

formation diam6trale a. Si T est  nn 61dment quelconque de G, et T1, T 2 les 

616ments de G correspondant ~ T, on a T . ~ - - T l a  = a T 1. D6signons par g le 

sous-groupe de G' form6 par les 616merits I e t  a; g est un  sous-groupe invariant 

de G' et G~-G' /g .  

]?our obtenir les groupes compacts en soi du plan projectif, il fau t  done 

envisager les groupes compacts en sol de la sphere qui contiennent la trans- 

formation diam6trale a, et former leurs groupes facteurs par rapport  au sous- 

groupe invariant (/, a)-~ g. De ['~num6ration des groupes compacts en soi de 

la sphere, on obtient de cette fa~on le r~sultat suivant: 

I I. I. Si G est un groupe compact en sol et infini de b'ansformations topo- 

logiques du plan project~f en lui-m~me, on peut introduire dans le plan projectif une 

m6trique elliptique telle que G devient soit le groupe des mouvements du plan, soit 

lc groupe des rotations autour d'un point O, soit le groupe form6 par les rotatio~s 

autour de 0 et par les sym6tries suivant les droites passant par O. 

Les groupes compacts en sol et infinis de la bande de Mb'bius sont ceux des 

groupes 6num6rgs ci-dessus qui laissent invariant un point 0 du plan projectif. 

II .  L e s  g r o u p e s  c o m p a c t s  du  t o re .  

w i2. G~n~,ralit~s sur les groupes compacts du tore.  

Soit G un groupe compact en sol de transformations topologiques du tore 

en lui-m~me. Les groupes finis du tore ont ~t6 d~termin~s par M. Brouwer 1. 

Nous supposons dans la suite que G est infini. 

Toute transformation de G est r~guli~re (2. I); le carr~ d'un ~16ment quel- 

conque de G, conservant le sens du tore, est une transformation pdriodique ou 

x Voir note p. I32. 
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hom60morphe ~ une t ransla t ion du tore, comme je l 'ai d6montr6 dans ma th6orie 

sur les t ransformat ions  r6guli~res des surfaces 1. 

Les t ransformat ions  de G qui appar t iennent  s la classe de l ' identi t6 forment  

un sous.groupe invariant F de G. Aucune t ransformat ion de F, sauf l ' identit6, 

n ' admet  un point invariant.  

12. I. Le groupe.facteur G/F est fini. 

Autrement  il y aurai t  une suite infinie d'~l~ments de G: S o ~  I, S~, S ~ , . . .  

telle que S~ n 'appar t ien t  s aucune des familles F, S;F, SjF,  . . . ,  S'k-IF 

( k :  I, 2, . . . ) .  Mais comme G est compact, il y a une suite, extrai te de la 

suite S~, eonvergeant vers une t ransformat ion S'. I1 y a donc deux indices k 

et 1 (k < l) tels que S~ et S~ diffSrent d 'arbi t ra i rement  peu; S~-IS~ appart ient  

la classe de l ' identit6, c'est-s que S~ appart ient  s la famille S~. F; c'est une 

contradict ion.  

II r6sulte de la proposition I2. I que F est aussi un groupe infini et com- 

pact  en soi. 

w I3. Le groupe / '  des transformations appartenant ~ la classe de l'identit~. 

Si le groupe F est transitif sur le tore, il est s implement transit if ,  il est 

donc hom60morphe au groupe des t ransla t ions  du tore 2. Avec des coordonn6es 

(x, y) et des param~tres (t, s) convenablement  choisis, les t ransformat ions  de F 

peuvent  8ire exprim6es par les formules suivantes: 

x ' = x +  t (rood I), y ' = y + s  (mod I) 

( o _ ~ x <  I, o _ ~ y < I ;  o ~ _ t <  I, 0~--~8< I). 

Si le groupe F est intransitif sur le tore, soit P un point  arbitraire, {P} 

l 'ensemble de ses homologues par le groupe F. Soit A un point n ' appar tenan t  

pas s {P}, et {A} l 'ensemble de ses homologues. D6signons par 2 e un nombre 

positif  plus peti t  que la distance du point P g l 'ensemble {A}, et soit $ u n  

hombre posit if  correspondant s , d'apr~s l'6gale continuit6 des t ransformat ions  

de F. D6signons par V l 'ensemble des points dont  les distances ~ P sont inf6rieures 

s $, et par {V} l 'ensemble des images de V obtenues par F. II y a un nombre 

positif  $' tel  que tout  point  en distance < $' s {P} appart ient  s {V}; il r6sulte 

1 B. YON KERI~,KJ.~RT6: 

Szeged, t. 7 (I934), P. 76--84. 
Voir note I p. I29. 

Uber die reguliiren Abbildungen des Torus. Acta Scient. Math. 
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de 1~ qu'il n 'y a qu'un nombre fini d'homologues de V sans point commun 

deux-~t-deux. Par  suite l'ensemble de points { V} est form6 par un nombre f ini  

de domaines. La d6riv6e de { V} est un ensemble ferm6 hi, form6 par un nombre 

fini de composants. ]~videmment M est invariant par I'. 

D6signons par D celui des domaines compl6mentaires ~t M qui contient le 

point A. D est un domaine ~ connexion finie. Le groupe F 6tant compact et 

infini, il contient des transformations S qui diff6rent de ridentitd d'arbitrairement 

peu. Par une transformation S de cette sorte .4 est transform6 en un point X' 

arbitrairement voisin de X, appartenant donc n6cessairement au domaine D. 

I1 r6sulte de 1~ que la transformation S change le domaine D en lui-m6me. 

D6signons par y le sous-groupe de F form6 par les transformations qui changent 

D en lui-m6me; ? est aussi un groupe compact en sol et infini. 

Le domaine D est hom6omorphe ~t un disque ou g une couronne circulaire 

(3. I). Si D 6fair hom6omorphe ~t un disque circulaire, ~ serait un groupe 

cyclique dont les transformations laissent invariant un point de D (6. I); mais 

les transformations de F n 'admettent  pas de point invariant. Le domaine J9 

est donc hom6omorphe g une couronne circulaire, et eomme les 616ments de ~, 

sur le tore appartiennent ~t la classe de l'identit6, ils ehangent chaque composant 

de la fronti6re de D en lui-m6me. 

Le sous-groupe ~ est done homdomorphe ~ un groupe cyclique eontinu de transla- 

tions du tore. U ne pent contenir aucun autre sous-groupe cyclique continu, 

autrement F serait transitif  sur le tore, contre l'hypoth~se. I1 rdsulte de 1~ q u e  

le transform~ de 7 par un ~l~ment quelconque de F est identique s ~,; autrement 

dit, 7 e~t un sous-groupe invariant de F. 

Un dldment quelconque de U qui diff~re d'assez peu de l'identit~ change le 

domaine D en lui-m~me, appartient done au sous-groupe ~,. II s'ensuit que l'ordre 

du groupe facteur El  7 est fini. 

Consid~rons les trajectoires du groupe cycllque 7; elles forment un faiseeau 

tel que par tout point du tore passe une courbe et une seule. Toute transforma- 

tion de F change ce faisceau en lui-m~me et conserve le sens du faisceau. Les 

dldments de F conservent aussi le sens du tore, par suite tout 41~ment de U 

change les trajectoires de 7 entre elles de telle fa~on qu'il conserve le sens de 

ces trajectoires. D'apr~s le lemme du w 8 il rgsulte de 1s que tout 616ment de 

F est 6ehaugeable avee les 616ments de 7. 

Ddsignons par c o une trajectoire du groupe ~,, et par c o , c ~, . . . ,  e m-1 ses 

images obtenues par le groupe I', conform~ment s leur ordre cyclique sur le tore. 
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Si a' est  un  dldment de /" qui change  c o en la courbe  voisine c 1, le g roupe  

F s 'ob t ien t  s pa r t i r  de 7 par  l ' ad jonc t ion  de a'. L a  m-i~me puissance  de a' est  
t .  

un dl6ment Qt0 de 7; en mul t ip l i an t  a' par  ~ "~ on obt ien t  une transformation a 

de pdriode m dont l 'adjonction ~ 7 f ourn i t  le groupe 11. 

N o u s  in t roduisons  un  syst~me de coordonn6es (x, y ) d e  la ~[a9on su ivan te .  

Associons aux t ra jec to i res  de 7 les valeurs  F ( o ~  y < I) de fagon biunivoque e t  

continue.  S o i t  .4 une  courbe s imple  e t f e r m d e . q u i  rencont re  rou te  t r~]ectoire  

de  y e n  u n  seul point .  Associons  aux  po in t s  de A la va leur  x ~ o ,  et s ~lenrs 

images  0btenues  p a r  la t r a n s f o r m a t i o n  Q~ de 7 .la v a l e u r  x ~ t o5 ,t ,d~signe l e  

pa ram~t re  canon]que du groupe  7. Avec ces  eoordonn6es  (x, y) le gT0u,pe cycl ique 

7 s ' expr ime  .par 'les formules :  x ' - ~ - x  § t, y'~--,~y. 

:Pour obteni r  une express ion  simple du g r o u p e  /~ nous sp6cifions les co- 

ordon~des par  les  p resc r ip t ions  s ui~antes.  N o u s  ,associons aux  courbes  c k 

k 
( k - ~ o ,  I,, 2, . .  m - - I )  les valeurs  Y ~ - Y o  §  a u x  t ra jec to i res  de ~' situ6es �9 ~ ~ . 

en t re  c o e t  c t les valeurs  y: Yo < Y < Yo q- ~ e t  ,aux i m a g e s  de la  courbe  y ~  Yt 

( I) 
Yo < Y~ < Yo + ,~ obtenues  pa r  les puissances de .~ les va leurs  y ----- .~ + m'- ~ 

Choisissons la  courbe .4 (x -= o) de ~elle fa~on qu 'e l le  soit  i nva r i an te  pa r  ~; pour  

ee bu~ jo ignons  un  po in t  queleonque po  de c o avee  son i m a g e  /~1 a ( /~ )  pa r  

un arc s imple  ,~o ,clans le  domaine  l imitd par  c o et  c 1 tel  que ~o r encon t r e  rou te  

courbe  .y ~ const  dans  ce domaine  en un seul point ;  les images  ~ de ~o obtenues  

par  les t r ans fo rmat ions  a ~ f o r m e n t  ensemble  une  courbe s imple  et fermde 1t, 

invar ian te  pa r  a, qui :rencontre route  courbe y ~ cons t  en un seul point .  L ' i m a g e  

( ') d 'un  poi~!t (o, y) de ~/ obt;enue pa r  a est  le point  o,  y + ~n ce q~e nous ~erirons 

dans  ]a fo rme:  

Comme o e t  d song 6changeables ,  on obtient 

la t r an s fo rm a t i on  a s ' expr ime done par  la formule :  

x = x ,  y - ~ y  + - - .  
m 
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Le r6sultut de notre ra isonnement  est :6nonc6 duns la proposition suivante :  

I3. I. L e  sous-groupe F de G appur tenan t  ~ la classe de l ' identitd,  s u i v a n t  

qu' i l  est t r a n s i t i f  ou i n b ' a n s i t i f  sur  le 

venablement  choisies, p a r  les formules." 

x ' = x  + t (mod  I), 

(o_--<t< I, 

x ' - - ~ x +  t ( m o d  I), 

tore,  8 'exprime,  avee des coordonndes con~ 

y' = y +  s (mod I) 

0_--<8.<:[ I), 

y , =  y + k (mod I) 
m 

(o__< t <  I, k ~ - o ,  I, 2, . . . ,  m - -  I ) .  

w 14. ]~num6ration, des t r ans fOrmat ions  p6riodiques,  du to re  .~. 

Les, types topologiques  des. traa~sformations p6riodiques d u  to re  sont d'onnds 

dans  le t~bleau suivant. 

VI. 

VII .  

VI I I .  

Trans format ions  conservant  le sens. 

k 
I .  ~,,  : x '  : x ,  y '  = y. + - ,  sans point  invariant ;  periode:: n. 

n 

I t .  0~ : x '  = - -  x ,  y '  ~ - -  y;: 4 points invariants ;  p~rio4e: 2~. 

I I I .  03: x '  ~ - : - - y ,  y ' ~ x ~ y ;  3 points inva~iants; pdriode: 3- 

IV. 0~: x ' = - - y ,  y ' : x ' ;  2 points invariants;  pdriode: 4- 

V.  06 : x '  = x - -  y, y" -~- x ;  I point invariant ;  p~riode: 6. 

~ela t ions:  ~ = 0~; 063 = 0~; ~ ~ 0~. 

Trans format ions  changeant  le sens. 

~,, 0,) x '  yr i 
~.2 : ~ - - x ,  -~--Y-[- 2 ;  

~T). x '  y'  .~ . ~ - - - x ,  - ~ x  + y ;  

:~") : x '  = - -  x ,  y '  : y ; 

sans point invar iant ;  / 

I eourbe fixeS; 

courbes fixes; 

pdriode: 2. 

1 L. E. J. BaOUWER: Aufztihlung der periodischen Transformationen des Torus. Proe. Acad. 
Amst:~rdam, vol. 21 (1919), p. I352--I355. B. KER~I~JART6: A torus periodikus transformdtidirdl. 
Math. Term. tud. ErtesitS, vol. 39 (I921), P- 213--219. 

a Nous entendons par courbe fixe une courbe simple et fermde dont les points sont invariants 
p~r la transformation, 
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IX. ~22,: x ' = - - x ,  y ' = y + - - ,  
2 n  

, y,  k ; 
X. ~22,,: x ' = ' - x ,  - - - - x + y +  - -  

2 n  

:Relations: 

sans point invariant; p6riode: 2 n; 

(k et n premiers entre eux). 

---- @~, = ~ ,  si n ~ o,  /c ---- Is- / (rood 2); 

=v(o) =_.~(1) sin---- I, k - -  

2n 

w I5. L a  s t r u c t u r e  du g r o u p e  G, s i  l e  s o u s - g r o u p e  / '  e s t  t r a n s i t i f .  

Comme nous l'avons fair observer dans le w I2, le groupe I" des transforma- 

tions de G appartenant ~ la classe de l'identit6 est un sous-groupe invariant de 

G et Ie groupe facteur G/I" est fini. D6signons par n l'ordre du groupe G/F, 

et par S~ == I, S'1 . . . . .  , S~-I n ~ldments de G tels que les familles F, S~ F, . . . ,  S~-1 F 

dpuisent le groupe G. 

Supposons clue le sous-groupe F est transitif sur le tore. I1 y a dans chaque 

famille S s  ( k ~ o ,  I, . . . ,  n - - I )  un 6ldment Sk et un seul qui transforme le 

point 0 du tore en lui-m~me, le point 0 6taut choisi arbitrairement. En effek 

si S ~ ( O ) =  0~., il y a dans le groupe simplement transitif F une transformation 

T~ et une seule telle que T k ( O ) =  0f: d'ofi Ss T~-~ 1 ( 0 ) =  0; d6signons S~ T~ -1 par S~. 

Les transformations I, S1, $2, . . . ,  S~-1 forment un groupe g. Si le produit 

S~S~ appartien~ ~ la famille S~ 1", le produi~ Sk St appartient s la mSme famille 

et comme il laisse le point 0 invariant, on conclut que SkSl = Sin. 

Pour d~terminer la structure du groupe g, prenons une eourbe suffisamment 

petite, entourant le point O, et envisageons ses images obtenues par les trans- 

formations de g. L'ensemble de ces courbes d~termine un domaine, contenunt 

le point O, dont la fronti6re est une eourbe simple et ferm~e, invariante par g. 

II r6sulte de ]s que ou g est un groupe cyclique f ini  ou il s'obtient d'un tel groupe 

par  l'adjonction d'une sym6trie. 

Soit Sk un 61~ment de g. Par la transformation par Sk les sous-groupes 

continus d'ordre ~ de F son~ eh~ng4s entre eux, p~r suite S~ change les tr~- 

jeetoires de ces sous-groupes entre elles. 

Exprimons le groupe F par les formules: 

x' = x + t (,nod I), y' = y + s (mod I). 
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Sur la surface de reeouvrement ~, connexion simple du tore, c'est-s sur le 

plan euclidien, s F correspond le groupe des translations, et aux trajectoires 

des sous-groupes continus d'ordre I de U correspondent les droites du plan. 

La transformation engendr6e par Sk sur la surface de recouvrement change l'es 

droites en des droites, elle est done une transformation homographique du 2~lan 

en lui-m~me. Nous  concluons de 1s que la transformation Sk s'exprime par une 

transformation lindaire des coordonndes (x, y). 

Consid6rons le sous-groupe de g formg par les transformations qui conservent 

le sens, et soit $1 un 614ment primitif de ce groupe (dent les puissances engendrent 

le groupe cyclique entier). D'apr~s les rdsultats obtenus $1 est une transformation 

p~riodique du tore en lui-m~me qui s'exprime pur une b'ansformation lin~aire des 

coordonn~es (x, y). En choisissant convenablement ces coordonn6es, $1 devicnt 

l'une des transformations ~92, 0a, 84, 86 6num6rdes dans le w z4 (sons II--V). 
D'ofi 1~ proposition suivante: 

1 5. I. Si les transformations de G conservent le sens, et si le sous-groupe F 

de G appartenant ~ la ctas.~e de l'ide~,tit~ est transitif sur le tore, le groupe G 

s'obtient ~ partir de F par l'adjonction de l'u~e des transforraations ~,  ~ ,  0~, O, 

('s moins que G soit identique ~ F). 

Nous faisons observer que les groupes caraet6ris6s par la proposition ci- 

dessus peuvent 8tre repr6sentds comme des groupes de transformations birationnelles 

d'une surface de Riemann alg6brique de genre p - ~  I en elle-mSme. Si G est 

identique ~ F, ou s'il s 'obtient de U par l 'adjonction de 0~, la surface de Rie- 

mann en question est arbitraire; si G s'obtient de F par l 'adjonetion de 03, 

0,, ou 0~, la surface de Riemann est ~eIle que les fonctions elliptiques corres- 

pondantes admettent de multiplications complexes. 

Supposons que ! e groupe G contient des transformations qui changent le 

sens du tore; il y a alors dans le groupe g aussi une transformation changean~ 

le sens, et comme elle admet le point invariant 0, elle est hom6omorphe ~ l'une 

des transformations :~2 t), ~.2 ~' 6num6r6es dans le w 14 (sous VII  et viii). D~- 

signons par ~ une ~ransforma~ion contenue dans g, changeant le sens, et par 

x la courbe fixe de 2~., passant par le point 0. 

Si g contient la transformation 0,, 2 ~ ,  est involutive, done 2~ ~ 0~-~ ~2~0~; 

il r6sulte de 1s que ~9., change la courbe z en elle-mSme. 

S i  g contient Oa (ou 0,), 2~,0a est involutive, done 2-~(~0a2~,=0~-1; la trans- 

formation 2~ change tes courbes 0a(z) et 0~-~ (z) entre elles. Ces courbes n 'ont 

aueun point commun, sauf 0; il s'ensuit que 2~. 2 n'a aucun point invariant outre 
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~ es~ donc du type ~ ' )  et peut 6tre exprim&e par ]es for- 

~ : ~ x - - y ,  - - y ,  

en at~ribu~nt la  coordonn6e y ~ o s la  courbe fixe. 

Si g contient 0~, la transformation :~-2 change la courbe 0,(x) en elle-m~me, 

en changeant  le sens, elle admet donc sur cette courbe deux points invariants 

dont- I 'un est O~ l'autre est distinct de x. I1 r~sulte de 1s que :~2 est du type 

~ et. peu~ ~tre exprim6e par les formules de ~ .  

On obtient 5onc le r6sultat qu'en choisissant convenablement les coordonndes 

(x, y)~ Ie groupe g est identique s Fun des 7 groupes suivants: 

\ 2 ] ,  2/- 

] 5:. 2. S i  le groupe G contie~# des transformations" qui cha~geut le seus, et si 

le sous~groupe F de G appartenant ~ la classe de l'identitd est tra~si t i f  sur le tore, 

G s'obtient ~ part ir  de F par l'adjo~etion de l'un des 7 groupe~, g~umdrg8 sou8 (g). 

w ~6 La structure du groupe G, si }e sous-groupe / '  est intransitif .  

Si le sous-groupe F de G es~ intransi~if, d'apr~s ~3. I il est identique au 

groupe cyclique 
7: x ' - ~ x +  t, y ' - - y  ( o ~ t <  i), 

ou il s'obtient de 7 par l 'adjonction de la translation pdriodique: 

a :  X '  - ~  X ,  y '  - ~  ~l -P - -  
m 

F et y sont des sous-groupes invariants de G et les groupes facteurs G/I', G/7 

sont finis. 

En cons6quence de l'invariance du sous-groupe cyclique y, les trajectoires de 

7, e'est-k-dire les courbes y ~ const sont chang~es entre elles par toutes les trans- 

formations de G. L'ensemble des courbes y ~ const est homgomorphe s l'ensemble 

des points d'une circonf6rence; le groupe facteur G/F est donc isomorphe soit 

un groupe cyclique fini, soit au groupe obtenu d'un groupe cyclique fini par 

l 'adjonction d'une sym~trie. 

I1 r6sulte de l'invariance du sous-groupe F qu'un systSme de m courbes 

y ~ const qui sont chang~es entre elles par les puissances de ~ est transform6 

en un syst~me de la mSme sorte par une transformation quelconque de G. 
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Nous pouvons donc modifier la coordonnde y de telle fa~on que les trans- 

format ions  du faisceau des courbes y ~ const, engendr~es par  les t ransformat ions  

de G s 'expr iment  par  la formule:  

k 
(O) Y ' =  +--Y + l .~ ( k = o , i , 2  . . . .  , l m - i )  

oh 1 d~signe un ent ier  positif. 

Soit S u n  ~l~ment quelconque de G, conservant  le sens, n ' appa r t enan t  pas 

au sous-groupe F. Comme S est une t ransformat ion  r~guli~re n ' appa r t enan t  pas 

la classe de l 'dentit~,  elle est hom~omorphe s l 'une des t ransformat ions  02, 

02, 0~, 06. La  courbe y---~ const  passant  par  un  point  invar iant  de S est chang~e 

en elle-m~me par  S. 

La  t rans format ion  du faisceau ? /~  const, engendr~e par  S, est  diff~rente de 

l ' identit~, car  au t r emen t  chacune de ces courbes serait  t ransform~e par  S a v e c  

sens invar iant  en elle-m~me et  sur une courbe y ~--const, passant  par  un point  

invar iant  de S, S engendra i t  la t r ans format ion  ident ique;  c 'est  impossible parce 

que S n 'ada le t  qu 'un  hombre fini de points invariants.  En associant  la valeur  

y ~ o s une courbe du faisceau passant  par  un  point  invar ian t  de S, il s 'ensuit  

de la formule  (~) que la t r ans format ion  engendr~e par  S dans le faisceau y----const 

s 'exprime par  la formule:  y ' = - - y .  

La  t rans format ion  S ~ engendre  dans le faisceau la t r ans format ion  y ' ~ - y ;  

de notre  ra isonnement  ci-dessus il r~sulte doric que S ~ est la t r ans format ion  

ident ique du tore;  la transformation i~volutive S est doric hom~omorphe ?t 0~. 

Si S' est un autre  ~l~ment quelconque de G n ' appa r t enan t  pas s F et con- 

servant  le sens, la t r ans format ion  S -~ S' conserve le sens du faisceau y = const;  

comme elle conserve aussi le sens du tore,  il r~sulte que cette t rans format ion  

appar t ien t  s / ' ,  c'est-~-dire que S' est le produit de S par u~ ~ l ~ e u t  du sous- 

groupe 1". 

Le sous-groupe de G formd par les transformations co~serva~t le sens s'obtient 

done ~t part  ir de F par l'adjonction d'une b'a~sformation S homdo~norphe ?t 02 . 

Pour  d6terminer  l 'expression analyt ique de S, ddsignons par  t le param~tre 

canonique du sous-groupe cyclique cont inu 7, et par  0 t l'616ment g~n6ral de 7. 

Comme S t ransforme la courbe y = o en elIe-m6me de telle fagon qu's un sens 

donn6 de la courbe correspond le sens oppos6, il r6sulte du lemme d6montr6 

dans le w 8 que 

S -1 e t S ~ e - t .  

11 
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Nous allons m o n t r e r  que S e t  la t r ans fo rma t ion  

, , I 
o: x ~ x ,  y - ~ y + - - ,  

m 

dont  l ' ad jonc t ion  ~ 7 fourn i t  le g roupe  F, sont  li6es par  la re la t ion:  

S - l  a S ~ ~-1, 

c'est-s que S a  est involutive. En effet, on conclut  de la formule  de a et de 

l 'expression d6js connue de S:  y ' : - - y  que la t r ans fo rma t ion  S a  engendre  dans 

le fa isceau  y ~ const  la  t r a n s f o r m a t i o n  y '  ~ --  y + I .  S a t r a n s f o r m e  la courbe 

I 
y - ~ - -  en elle-mSme, change  le sens de cette courbe, elle a d m e t  donc deux points  

2 m  

invar ian t s  sur cet te courbe .  I I  r4sulte de 1s que la t r ans fo rma t ion  (Sa) ~, appar-  

t enan t  k I', est l ' identi t~.  

Soit  p0 un point  invar ian t  de S sur la  courbe y : o, eL soit  P I :  a (P  ~ 

Sa(P~ comme S a  est involut ive,  les points  p0 et P~ sont  ~chang6s ent re  

I 
eux pat' SG. Soit  Q un  poin t  i n w r i a n t  de S a  sur  la courbe Y : 2 m "  Nous 

jo ignons  les points  p0 et Q dans  le domaine  o < y < ~ pa r  un  arc s imple /~ 
�9 2 m  

qui rencont re  route courbe y - ~  const  dans ce domaine  en u n s e u l  point.  Soit  

/z' l ' image  de cet arc obtenue  par  Sa.  L ' a r c  i ~ ~ # + re' et  ses images  Z k ~  a ~ (Z ~ 

( k = o ,  I, 2 , . . . ,  m - - I ;  i k + ~ Z ~ )  obtenues  pa r  les puissances de a f o r m e n t  

ensemble  une courbe simple et  ferm6e _4 qui est  6v idemment  inva r i an te  pa r  a. 

..1 est aussi invariante par  S. En effet 

et de 1s 
s a (z ~ = z ~ , 

s (z~) = ~ s (z ~ - s o - ~  (z ~ = s ~ .  ~ - ~  (z ~ = o - ~ - ,  (z ~ = z - ~ - , ;  

comme S est invo lu t ive :  

S (Z - ~ - ~ )  = Z k . 

L a  courbe -4 rencon t re  tou te  courbe y : c o n s t  en un seul point�9 Nous 

pouvons donc associer  aux points  de _4 la va leur  x-----o et  ~ leurs images  ob- 

tenues  par  la  t r an s fo rm a t ion  Qt de 7 la  vateur  x ~  t. Avec les coordonn~es 

(x, y) les t r ans fo rma t ions  de F s ' exp r imen t  encore pa r  les formules :  x ' =  x + t, 
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y, _y  + k et la t r ans fo rmat ion  S par  les formules:  x ' ~  - - x ,  y' m '  - -  y" E n  

effet, la t r ans fo rma t ion  S change la courbe _//: x----o en elle-mSme, et la conrbe 

y----c en y ~ - -  c, d'ofi r6sulte que le point  de coordonn6es (o, y) est chang~ en 

(o ,  - y ) :  
s (o ,  y )  = (o ,  - y ) .  

Le point  (x, y) est  l ' image de (o, y) obtenue  par  e~; par  consequent :  

z (x, y) = ~ s (o, y).  

Comme e ~ S =  SQ -~,  on obt ient  que 

(x, y) = 8 e - ~  (o, y) = e - ~  (o, - y) = ( -  x ,  - y).  

Nous avons obtenu  le rgsul ta t  suivant:  

16. I. Hi le sous-groupe F de G appartenaut ~ la classe de l'identitd est in- 

transitif et si toutes les transformations de G conservent le sens du tore, G s'obtie~t 

partir de F par l'adjonelion de la b'an~formation @~ (s moins que G soit 

ident ique s F). 

Les groupes caractgris~s par  ce th~or~me peuvent  ~tre aussi exprim6s comme 

des groupes de t r ans fo rmat ions  birat ionnelles  d 'une surface de Riemann alg~brique 

arb i t ra i re  de genre  p = I en elle-m~me. 

Passons aux groupes G contenan~ des t ransformat ions  qui changent  le sens 

du tore.  Ddsignons par G o le sous-groupe de G form~ par les t rans format ions  

conservant  le sens. 

Supposons d'abord que G o- -  F. Dans ce cas G s 'obt ient  ~ par t i r  de F par  

l ' ad jonct ion  d 'une  seule t r ans fo rma t ion  T' changean t  le sens du tore.  En  ce 

qui concerne la t r ans format ion  du faisceau des courbes y----const,  engendr~e par  

T', il y a trois cas s dis t inguer:  1) T '  change le sens du faisceau en le sens 

oppose. 2) T' conserve le sens du faisceau et  t ransforme une courbe y ~ const  

en elle-m~me; d'aprbs la formule  (~) T '  change alors route  courbe y - ~  const  en 

elle-m~me. 3) T' conserve le sens du faisceau et change route  courbe y ~ const 

en une  courbe diff~rente. 

1) Si T '  change  le sens du faisceau y ~ c o n s t ,  il y a pr~cis~ment deux 

courbes invar iantes  darts le faisceau; s l 'une d'elles nous associons la valeur  

y----o. Comme T'  s 'exprime alors par la formule  y ' ~ -  y, ~ l ' au t re  courbe in- 

I 
variante  correspond la valeur  y ~ - .  Fo rmons  le produi t  de T' par  un  ~l~ment 

2 
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Q'l du groupe  cyclique 7 tel que la t r a n s f o r m a t i o n  

T = T '  Qt, 

laisse un point  de la c0urbe y = o invar iant .  L a  t r an s fo rma t ion  T ~ conserve le 

sens du tore  et change  route  courbe y = const  en elle-m~me; T ~ appar t i en t ,  par  

suite, au sous-groupe ~,, et  comme elle adme t  un point  invar iant ,  il r6sulte que 

T ~ = / .  La  transformation involutive T a d m e t t a n t  un point  inva r i an t  est  hom6o- 

m o r p h e  s l 'une  des t r a n s f o r m a t i o n s  i , "  "-" 2 , 2~2 (voir w I4). Comme la t r ans fo rma-  

t ion involut ive  T change  la courbe y = o en elle-mSme, en conse rvan t  son sens, 

et a d m e t  un point  i u v a r i a n t  sur  cet te  courbe, il s 'ensui t  que t ou t  poin t  de la 

courbe y ~--o est inva r i an t  par  T. 

Soit  ao une t r an s fo rma t ion  de p6riode m, de la fo rme:  y ' = y  + I ,  don t  

l ' ad jonc t ion  ~ 7 fourn i t  le g roupe  I ' .  Nous  concluons des express ions  d6js con- 

nues de ao et de T que la t r an s fo rma t ion  T-lao T de F change  la courbe y = o  

I 
en y = - - - ;  elle peu t  8tre done exprimde dans la fo rme:  

rn 

T -1 a0 T = a~ -1 q~. 

Comme  @ t est 6changeable  avec %, et de mSme avec T (d'aprSs le l emme du 

w 8), on peut  me t t r e  cet te  re la t ion  sous la fo rme:  

(Tao ~-~)' = I. 
t. 

Ddsignons  la t r a n s f o r m a t i o n  a0@ 2 par  a~; la transformation Ta~ est involutive. 

Comme e~-IQ to est 6quivalente  s ao, sa pdriode est dgale s m; pa r  suite 
1 

t o =  n off n d~signe un  entier.  La pdriode de al de m~me que celte de al ~ est 

1 

done dgale ~ m ou ~', 2 m. Chacune  des t r a n s f o r m a t i o n s  involut ives  T e~ et T aa Q~ 

I 
6change les courbes  y = o et y = -  ent re  elles et laisse invar ian te  la  courbe  

m 

I I 
Y = 2 m '  en conservan t  son sens. Les t r an s fo rma t ions  de la courbe  y =--2m en 

elle-m~me, engendrdes  pa r  

1 1 

I, @s, Ta~, T a l c  ~, 
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fo rment  un groupe fini qui dolt  ~tre cyclique; il r6sulte de 1~ que soit Tax, soit 
1 

T a~ Q~ engendre  la t rans format ion  identique sur cet te  courbe. D4signons par  a 
1 

celle des t ransformat ions  a~ et a~Q ~ pour  laquelle T a  engendre  l ' identi t~ sur la 
I 

courbe y = 
2m 

Cela 4~ant, soit po un point  de la courbe y = o, et  q un point  de la courbe 

I I 
y - - - ~ - - .  Jo ignons  p0 et Q dans le domaine o < y < - -  p a r u n  a r c # q u i r e n -  

2 m  2 m  

contre  route  courbe y = const  dans ce domaine en un  seul point.  L ' image ~' 

de ~ obtenue par  Ta jo in t  les points  Q et  p l = a ( p O ) .  Les images de l 'arc 

4 ~ = ~ +/~ '  obtenues par  les puissances de a fo rmen t  une courbe simple et fermge 

M qui est invar iante  et  par  a et  par  T. 

Si la p6riode de a est 6gale s m, 1/ rencont re  route  courbe y =  const  en 

un seul point;  dans ce cas nous associons aux points  de l / l a  coordonn4e x ~ o; 

l 'expression de F n 'es t  pas chang4e e~ celle de T sera: 

(9I) T: x'=~x, y ' = - - y  (type 2.~'~). 

Si la p4riode de a est 4gale s 2 m, 1/ rencont re  route  courbe y = const en 

deux points qui se cor respondent  par  la t r ans fo rmat ion  o ~" = ~ .  Darts ce cas 

nous associons aux points de l /  con t inuement  les valeurs x = ~ et  x - - - -  y + I 
2 2 

(suivant qu 'un point  de 1/ appar t i en t  ~ Fun ou s l ' aut re  des deux arcs d4termin4s 

sur A par  ses points de rencont re  a v e c l a  courbe y = o). Avec les coordonn4es 

(x, y) d6termin6es de cet te  fa?on, la t r ans fo rma t ion  a' s 'exprime par  la formule:  

{/: Xp_~_X + I r I 
2 m '  Y ~ - Y  + ' m 

donc l 'expression de N reste invar iante;  T s 'exprime par  la formule:  

(~) / ' : x '  x - y ,  y ' = -  = y (type ~ ' ) .  

2) Si T '  change route  courbe y ~ const  en elle-mSme 4crivons T au lieu 

de T' .  Comme T change le sens du tore,  elle admet  sur route courbe y~cons% 

deux points invar iants ;  T e s t  involutive,  du ~ype 2~,~" ou ~ (voir ~ I4). D'apr~s 

le lemme du w 8, ent re  T et les gl4ments qt du groupe  cyclique ~ la re la t ion 

suiv~nte est valable: 
T -I (" T = Q-t; 
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comme T --1-- T, on a donc: 

et de Is 

I 
En posant t-~- +_ ~, on obtient: 

(Td)  ~ ---- I 

0~ T @t ~ T.  

1 1 

@- ~ T @ Z--- T. 

1 

D'apr@s cette relation, @~ 4change entre eux les deux points invariants  de T 

situ4s sur la courbe y ~ const. 

Si T a deux courbes fixes, s l 'une d'elles associons la valeur x = o; ~ l 'autre 

I 
correspond la valeur x = - - .  L'expression de T sera: 

2 

(~) T :  x '  = - x ,  y '  = y ( t y p e  ~ ) .  

Ddsignons par Oo un 414merit de F de p4riode m dont  l 'adjonction g 7 fourn i t  

le groupe F. Si ~0 change le point  de coordonn4es (o, o) e n l e  point (t0, ~ ) ,  

la t ransformat ion  

/ 

d'ofi l 'expression suivante de o: 

a -=  oo() -to 

, et, par  suite, la courbe fixe x =-= o en elle-m@me, 

X '  I x, y' -= y + - �9 

X ~ -  

Si T a une seule courbe fixe, associons s ses points les valeurs x ~ -  et 
2 

de fa fon  continue. L'expression de T sera: 
2 

(~)  T :  x '  = y - x, y'  = y ( type ~ ? ) .  

D4signons par t o une valeur telle que la t ransformat ion  a~ 

(o, o) e ~  , 

de a~ sera donc: 

= Oo @'~ change le point 

~ ) .  ol change la courbe fixe de T e n  elle-m~me, l 'expression 

2 m '  Y ' = Y  + -'m 
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et  celle de a ~ a~ Q 
1 

2 m .  

x ' ~ x ,  y'-----y-~ I .  
m 

La  modification des coordonndes n 'a  pas donc chang~ l 'expression de I'. 

3) Si la t r ans fo rma t ion  T '  change chacune des courbes y ~--const en une 

courbe diff~rente, la t r ans fo rmat ion  du faisceau y ~ const, en lui-m~me, engendr~e 

pa r  T',  s 'exprime par  la formule:  

k 
Y ' ~ Y §  l m  

oh k et 1 sont premiers  entre eux (voir la formule  (~), page 151). Comme T '~ 

appar t ien t  ~ F, il f au t  qu 'on air: 

2 k k' 

d'oh rdsulte que l -~  I ou 2. 

Suivant  que l ~  I ou 2, mult ipl ions T'  par  la puissance - -k- i~me o~ 

~( k- -1 ) - i~me d 'une t r ans fo rma t ion  a 0 de p~riode m, de la forme:  y ' - ~ y  + I ,  
m 

et d~signons ce produi t  par  T".  L'expression de T "  sera: 

I 
y ' ~ y ,  ou y ' : y  + 

2 m  

Dans le premier  cas, nous sommes ramends aux t ransformat ions  d~termin~s sous 

2). Dans le deuxi~me cas, mult ipl ions T "  par  un dl6ment Qto du groupe cyclique 

7 tel  que la puissance 2 m-i~me de T ~= T"Q to, qui change route courbe y : c o n s t  

en elle-m~me, admet  un point  invariant .  Comme T 2'~ appar t i en t  s F, il r~sulte 

que T 2 m : I .  Jo ignons  un point  p0 de la courbe y : o  ~ P ~ T ( P  ~ par  un 

I 
arc dans le domaine o ~ y ~. qui rencont re  route  courbe y ~ const  dans ce 

2 m  

domaine en un seul point ;  ses images obtenues par  les puissances de T fo rment  

une courbe simple et fermde. En associant  ~ ses points la valeur  x ~  o, l 'ex- 

pression de F ne se change pas, et  celle de T sera: 

(~) T:  x' ----- ~ x, y' -~ y + I (type ~22m). 
2 m  
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Passons au cas d 'un  groupe G O qui n'est pas identique it F mais qui s 'en 

obt ient  par  l ' ad jonct ion  d 'une t rans format ion  S du type  02 (d'apr8s I6. I). Soit 

T'  une t rans format ion  de G n ' appa r t enan t  pas ~ GO; l ' adjonct ion de T'  ~ G O 

fourn i t  le groupe G. DSsignons par  T "  celle des t rans format ions  T '  et  T ' S  

qui change  le sens du fMsceau y = eonst en le sens oppos& D'apr~.s le raison- 

nemen t  donn~ dans le cas 1) ci-dessus, il y a u n  ~lgment qto du groupe cyclique 

7 tel que le produi t  T - =  T " 0  t," est une t r ans fo rmat ion  involut ive du type 2~ ~) ou 

2~"); ses courbes fixes sont des courbes y = const. 

D~.signons par  (T) �94 des t ransformat ions  involutives de G, du type  

2~) ou 22~ ~, qui changent  le sens du fuisceau y = const. Les courbes fixes des 

t rans format ions  (I') sont  les suivantes:  

k 
Y = Y o  + . . . .  2 m 

(]c-~-O, I ,  2 ,  . . . ,  2 m - -  I ) ,  

off y - - Y 0  dgsigne l 'une d'elles. 

Les points invariants  des t ransformat ions  de G du type  0.~ remplissent  2 m 

eourbes y ~ eonst;  h l 'une de ees eourbes qui passe par  an  point  invar iant  de 

S nous assoeions �94 valeur y = o; ees eourbes s 'expr iment  ~lors par  les ~quations: 

k y - -  
2 m 

( k ~ O ,  I ,  2 ,  . . . ,  2 m - -  I ) .  

Les courbes fixes des t r ans format ions  (T) 

S:  y ' ~ - - y ,  nous pouvons donc poser 

I 
y o ~ O ,  o u  Y o - -  

4 m 

sont changSes entre  elles par  

Nous d~signerons par T l 'une des t rans format ions  (T) convenablement  

choisie. 

Premi~rement ,  si Y0 ~-o ,  la courbe fixe g---~ o de la t rans format ion  T con- 

t ient  deux points invar iants  de S, par  suite 

T - 1 S  T =  S et ( T S )~=  I .  

La  t rans format ion  involutive T S = - T ~  change le sens du tore et  admet  un point  

invariant ,  )"1 est doric du type 2~,~ ') ou .2'~ :). Comme Tj change route courbe 

y ~ -cons t  en elle-m~me, i" 1 peut  ~tre exprim~e par  l 'une des formules (~), (~). 

Chaque courbe fixe de 2"1 est changge en elle-m~me par  S; on obt ient  de 1s que 
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S s ' expr ime avec les coordonn~es (x, y) pa r  les formules  de 0~: x ' - - - - - x ,  y '--~--y,  

et la t r an s fo rm a t i on  T =  T~ S par  la formule  (9~) ou (!~). 

I 
D e u x i ~ m e m e n t ,  si Yo ==~-~, soit T u n e  t r an s fo rma t ion  involut ive a d m e t t a n t  

I 
la  courbe fixe y ~ - -  

4 m  
T engendre  duns le fa isceau y =  const  la t r ans fo rma t ion :  

p I 

2 m  

Choisissons d 'apr~s 1) un ~l~ment a de 1 ~ de p~riode p-----m ou 2 m  tel  que 

T a  soi~ involut ive et  qu'el le engendre  la  t r ans fo rma t ion  ident ique sur  la  courbe 

I y - -  
4 m 

Jo ignons  un  point  i nva r i an t  Q de S situ~ sur  la courbe  y--~ o s un po in t  

I I 
po de la courbe y - ~  ~ - -  pa r  un arc s imple # dans  le domaine  - - - - < y  < o 

4 m  4 m  

qui rencont re  route  courbe  y ~ const  dans  ce domaine  en un  seul point .  Soit  

/~'---S(t~). L ' a rc  simple 2 ~  +/~" est  invar ian t  pa r  S: 

S (Z ~ - Z ~ 
L ' a rc  

41 = T a (Z ~ 

a l 'extr~mit~ P~ ~-~ S ( P  ~ en commun  avec 40; l ' au t r e  extr6mit6 de ~1 est le po in t  

p~ = T ~ ( P  ~ = ~(F~ Poso~s :  

~ ( 4  0) = ~ ~, ,~(~')  - -  ~ §  (4~§ = x~). 

Les ares 4 ~ ( r ~  o, I, 2, . . . ,  2 p - - I )  f o r m e n t  uue courbe simple et  ferrule  ~/ 

qui est  4v idemment  invar ian te  pa r  o. 

A est aussi im;aria~;te par  T et par S. En effet 

r (421") = o ~k T (~0) = T ~---k (~0) = T o" o ~-k-1 (4 ~ : a - -k- '  (4 t) = ~-2 k--I  

et  comme T e s t  involut ive:  T(4-2k-1) --~ 4 ~k 

P o u r  m o n t r e r  que _z/ est invar ian te  par  S, raisons observer  que ehacune des 

t r ans fo rma t ions  T a S  et S T ,  c h a n g e a n t  le sens du tore,  engendre  dans le fais- 

ceau y ~- const  la  t r a n s f o r m a t i o n :  

r I . y ~ y - - - - ,  
2 m 
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i l  rgsu l t e  de ls que 

N o u s  o b t e n o n s  d o n e  

T a  S = $ 1 ' ~  t'. 

s ( z  ~) = t o .  s ( z  ~ - s T d '  (z ~ = T r  (z o) = r  ( z - ' ) ,  

et  e o m m e  S($1) a l e  p o i n t  po  en e o m m u n  avee  ) - t ,  il r4su l te  que t~ = o donc  

S (Z ~) = ~-~. 
S i m i l a i r e m e n t :  

s (z~ ~) = o ~ s (~o) = s ~-~ (z ~ = ~-~ (~o) = z-~ ~, 

s(z~ ~+~) = o~ s ( z ' )=  s~-~(z ' )=  ~-,~ ( z - , )=  z-~ ~-~ 

S u i w n t  que la p4r iode  p de ~ es t  4gale  s m ou s 2 m ,  nous  assoc ions  a u x  

po in t s  de ~/ la  va l eu r  x =  o on les va l eu r s  x = ~ e t  y: + - - [ e t  n o u s  o b t e n o n s  les 
2 2 

expres s ions  s u i v a n t e s  de T :  

I 
(~) x '  ~- 93, y '  = - -  y - -  - -  ( type  ~2~) 

o u  

I , I 

(~) x ' ~ -  x - - y  4 m '  Y - - Y  2 m  
(~ype ~'~). 

L ' e x p r e s s i o n  de S s e r a  eelle de 0.z: x '  ~- -- x, y '  := -- y, e t  l ' exp re s s ion  de F re s t e :  

k 
x ' - ~  x + t, y ' ~ - y  + - .  

m 

L e  r g s u l t a t  que nous  v e n o n s  d ' o b t e n i r  es t  gnonc4 dans  la  p r o p o s i t i o n  sui- 

w n t e :  

I6. 2. S i  le sous.grou2e F de G appartena~# 6 la dasse de l'identit4 est in- 

transitif, et si G contient des transformations changeant le se~s, G s'obtient ~t part ir  

du greupe 
k 

F : x ' - ~ x + t ,  y ' = y + -  ( o ~ t < I ,  k = : o ,  I ,  2 . . . . .  m - - ~ )  
qO% 

soit par l'adjonetion de l'une des transformations (92), (~3), (~), (~), (~), soit par 

l'adjonetion de 0.~ et de l'u,~e de8 tra,~sfor,~atio,s (91), (~), (~), (@). 

Le  r6sum4 des p r o p o s i t i o n s  I5. I, 1 5. 2, I6.  I ,  ~6. 2 es t  4none4 dans  le 

t h6o r6me  I V  de l ' I n t r o d u e ~ i o n .  
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w ~7. Les  g r o u p e s  c o m p a c t s  de l'anneau non-orientable.  

Pour  te rminer ,  nous s ignalons commen t  les groupes  compac ts  de l ' anneau  

non-or ientable  peuven t  ~tre d6duits en connaissan t  ceux de sa surface  de re- 

couvrement  ~ deux feuillets,  c 'est-s les groupes  compacts  du Lore. 

A la t r an s fo rm a t i on  ident ique de l ' anneau  non-or ientable  F cor respondent  

sur le Lore E la t r a n s f o r m a t i o n  ident ique eL une t r a n s f o r m a t i o n  involut ive a 

sans poin t  invar iant ,  changean t  le sens. A un groupe  compac t  en soi eL infini 

G de F cor respond  un  groupe  de la m4me sorte G'  de /~", de mani6re  (I, 2), 

dont  les 616merits soul  6changeables  avec a. La  t r an s fo rma t ion  a est  du type  

2~2 ~ (voir w I4). 

Soil  7 un sous-groupe cyclique cont inu  de G'  et  soit  Qt l '616ment g6n6ral  

de 7. Comme s eL a sont  6changeables ,  

a -1 e t a = e t, 

a t r a n s f o r m e  les t ra jec to i res  de 7 ent re  elles eL change  le sens de ce fa isceau 

en le sens oppos6. I1 y a done deux eL seulement  deux t ra jec to i res  x eL x' de 

7 qui sont  invar ian tes  par  a .  

Le  groupe  G'  ne cont ien t  aueun  autre  s o u s g r o u p e  cyclique cont inu;  autre-  

m e n t  le sous-groupe F, a p p a r t e n a n t  ~ la classe de l ' identi t6,  sera i t  t r ans i t i f  sur 

F ' ,  il y au ra i t  done un sous-groupe cyclique cont inu y~ qui n ' a  aucun 616ment 

en c o m m u u  avec 7 sauf  identit6. D 'apr~s  le r a i sonnemen t  ci-dessus a laisse deux 

t ra jec to i res  xl eL x[ de 7~ invar ian tes ;  le poin t  c o m m u n  de x et z 1 serai t  in- 

va r i an t  pa r  a; mais  a n ' a d m e t  pus de point  invar iant .  

I1 r6sulte de 1s que 7 est un sons-groupe i n w r i a n t  de G'  et que route  

t r a n s f o r m a t i o n  T de G'  change  les courbes • eL z '  en elles-m4mes ou entre  elles. 

En  effet 

la courbe T(• est  done i n w r i a n t e  pa r  a eL comme elle est  une t ra jec to i re  de 7, 

on conclut  que T ( •  • ou x'. 

Le  sous-groupe F est ident ique s 7 ou s 'ob t i en t  de 7 par  r a d j o n c t i o n  d 'une  

t r ans la t ion  involut ive  ~. Associons aux  t rQec to i re s  de 7 les valeurs  y de telle 

mani~re  qu 's  deux trajee~oires quelconques qui se cor respondent  pa r  a appar-  

I , - En t i ennen t  les valeurs  y eL ~ - -  y; s • eL cor respondent  les valeurs  y = _+_ I 
4 
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choisissant convenablement la courbe _//(x ~ o) la transformation a et le groupe 

F s'exprimen~ par les formules suivantes: 

, 1 , I 
a : x  ~ x + - - ,  y = - - - y + - ,  

2 2 

7 : x ' = x + t ,  y ' - ~ y ,  ( o = < t < I ) ,  

, , I .  
0" :  X - ~ - X ,  y -~--~/ 4- , 

2 

/1 = 7  ou F = (y, a). 

D'apr~s la proposition I6. 2, le groupe G' s'obtient ~ partir de (F, a) par 

l 'adjonction d'une transformation S du type 0.~, si G' n'es~ pas identique 

(F, a). Comme S e t  a son~ 6changeables, il s'ensuit que, si F = 7 ,  S peu~ &re 

exprim6e par l'une des deux formules suivantes: 

6~: x ' ~ - - - x ,  y ' : - - y ,  

~ ,  , , 1 
: x -~---x,  y ~ - - y  + - -  

2 

Si /1 ~ (7, o), S peut ~ r e  exprim~e par la formule de 0~. 

Aux groupes compacts de l 'anneau non-orientable correspondent donc les 5 

~ypes su iwnts  de groupes compacts du ~ore: 

(z, ,~), (z, o, ,~), (z, o~, ,~), (z, o~, . ) ,  (z, ~,, o; ,  ,~). 

Nous pouvons ~noncer le r~sultat obtenu dans la forme suivante: 

17. I. Tout groupe compact en soi et i~:fi~ff de l'anneau ~wn-orientable peut 

~tre exprim~ avec des coordonn~es (x, y) (rood I) convenablement choisies, teUes que 

-2' --  y + re_prd,~entent le mOme point, par la formule: 

t p x ~ l x +  t, y ~-e~y 

oie e 1 et 8,, d~signent les groupes de valeurs suiva~ts." 

( ~ 1 = ~ , =  I); (~1= ' ,  ~ .-= +- i); (~1 = +_ ,,  ~, - 1); (~, = ~  = _+ ~); (~, = • I , . ~ , =  _+ 1). 

Comme l'anneau non-orientable devient par la coupure correspondant 

• et ~' homgomorphe ~ une couronne circulaire, on pourrait d~duire le rdsultat 



Sur les groupes compacts de transformations topologiques des surfaces. 173 

ci-dessus ~ partir des propositions Io. 2 e$ Io. 3 qui d6terminent les 5 types de 

groupes compacts en soi de la couronne circulaire. 

Le r6sum6 des r6sultats par~iculiers, obtenus dans ce m~moire, fournit  le 

th6or~me, ~nonc~ dans l ' Introduction, concernant l 'analyticit6 des groupes com- 

pacts de transformations topologiques des surfaces ~r connexion finie en elles- 

mgmes. 


