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Les pages suivantes ne peuvent  aucunement donner une idle rant soit peu 

compl6te de ce que la physique th6orique doit h POINCAR~. J 'aurais  6td heureux 

de rendre hommage ~, sa m6moire en pr6sentant au lecteur un tel tableau d'en- 

semble, mais j'ai recul6 devant  cette t~ehe qu'on ne pourrait  dignement remplir 

sans de longues et s6rieuses 6tudes pour lesquelles le temps m'a manqud. Je  

me suis donc born6 s deux m6moires, celui sur la Dynamique de l'61ectron, 6crit 

en i9o 5 et publi6 l'ann6e suivante dans les Rendiconti del Cireolo Matematico 

di Palermo, et l'6tUde sur la Th6orie des quanta  qui parut  dans le Journal de 

physique au commencement de i912. 

Pour  bien faire appr6cier le premier de ces travaux je devrai entrer en quel- 

ques d6tails sur les id6es dont le d6veloppement a abouti  au Principe de relati- 

vit6. Amen6 ainsi ~ parler un peu de la part  que j'ai pu prendre moi-mfme 

ce d6veloppement, je dois dire avant  tout  q u e  j 'ai trouv6 un encouragement pr6- 

cieux dans l'int6r~t bienveillant que POI~CARk a constamment pris K mes 6tudes. 

Du reste, on verra bientSt h quel degr6 il m'a d6pass6. 

On sait que FRESNEL avait  fond6 une explication de l 'aberration astrono- 

mique sur l 'hypothbse d 'un 6ther immobile que les corps e61estes traverseraient 

sans l 'entralner. On eonnait  aussi son c616bre th6or6me, compl6ment n6cessaire 

de cette hypoth6se fondamentale, sur l 'entralnement partiel des ondes lumineuses 

par de la matibre en mouvement. Un corps transparent  anita6 d'une translation 

no communiquera aux rayons qu'une fraction de sa propre vitesse, fraction qui 
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I 
est d$termin6e par le (~eoeffieient de FRES~EL~) I ~ dans lequel n e s t  l'indice 

de r6fraction du milieu. 
Lorsque, grace aux t ravaux de CLERK MAXWELL, nos rues  sur ]a nature 

de la lumi~re avaient 6t6 profond6ment chang6es il ~tait naturel d 'essayer une 

d6duction de ce coefficient bas6e sur les prineipes de la th6orie 61eetromagn~- 

tique. Voil~ le but  qtm je me suis propos~ et qui a pu ~tre at teint  sans trop de 

difficult6 dans la th6orie des 6leetrons. 

La plupart  des ph6nom~nes qui se rat tachent  ~ l 'aberration, et notamment  

l 'absence d'une influence du mouvement de la Terre dans routes les exp6riences 

od le syst~me entier d'apparei]s est en repos par rapport  h notre plan~te, purent  

maintenant ~tre expliqu6s d 'une mani~re satisfaisante. Seulement, il fallait faire 

la restriction que les effets consid6r6s devaient ~tre du premier ordre de grandeur 

par rapport  s la. vitesse de ]a Terre divis6e par celle de la lumi~re, les termes 

du second ordre ayant  6t6 n6glig6s dans les calculs. 

Or, en I88I M. MXCHELSON r~ussit h faire interf~rer deux rayons lumineux 

partis d'un m6me point et y revenant apr~s avoir suivi des chemins reetilignes 

de longueur ~gale et perpendiculaires entre eux. I1 t rouva que les ph~nom~nes 

observes sent de nouveau insensibles au mouvement de la Terre; les flanges 

d'interf~rence conservaient les m~mes positions quelles que fussent ]es directions 

des bras de l'appareil. 
Cette fois-ci il s'agissait bien d'un effet du second ordre et il ~tait facile de 

voir que ] 'hypoth~se de l'~ther immobile he l l e  seule ne suffit pas s l 'explication 

du rdsultat n~gatif. J 'ai  ~t~ oblig6 h faire une nouve]le supposition qui revient 

admettre  que la translation d 'un corps h travers l'~ther produit une l~g~re con- 

traction du corps dans le sens du mouvement. Cette hypoth~se ~tait bien la 

seule possible; elle avait aussi ~t~ imagin~e par F~TZGERAL]) et elle t rouva ]'appro- 

bation de PO~CC~R~, qui cepcndant ne dissimula pas le peu de satisfaction que 

lui donn~rent les theories dans lesquelles on multiplie les hypothitses spdciales 

invent~es pour des ph~nom~nes particuliers. Cette critique a ~t~ pour moi une raison 

de plus pour chereher une th~orie g~n6rale, dans laquelle les principes m6mes 

conduiraient s l 'explication de l'exp~rience de M. M~C~.LSON et de toutes celles 

qu'on avait  tent4es apr~s lui pour d~couvrir des effets du second ordre. Dans 

la th~orie que je me proposais, l 'absence de ph~nom~nes dus au mouvcment 

d'ensemble d 'un syst~me devrait  6tre d~montr~e pour une valeur quelconque de 

la vitesse, inf6rieure h celle v de la lumi~re. 

La m~thode ~ suivre 6tait route indiqu~e. II fallait Svidemment montrer 

quo les ph~nom~nes qui ont  lieu dans un syst~me materiel peuvent  ~tre reprO- 
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sent6s par des ~quations de la m~me forme, que le syst~me soit en repos ou 

qu'il soit anim~ d'un mouvement de translation uniforme, cette ~galit6 de forme 

4tant obtenue h l'aide d'une substitution convenable de nouvelles variables. I1 

s'agissait de trouver des formules de transformation appropri~es tan t  pour les 

variables ind~pendantes, ]es coordonn~es x, y, z et le temps t, que pour les dif- 

f4rentes grandeurs physiques, vitesses, forces etc., et de montrer l 'invariance des 

~quations pou r  ces transformations. 

Les formules que j'ai 5tab|ies alors pour les eoordonn6es et le temps peuvent 

6tre mises sous la forme 1 

s  + et), y ' ~ l y ,  z ' ~ l z ,  t '--~'l(t  + ex), (z) 

off e, k, l sent des constantes qui cependant se r4duisent ~ une seule. On voit 

imm~diatement que pour l'origine des nouvelles coordonn~es ( s  o) on a 

x ~ - - e t ;  

ce point se d~place done dans le syst~me x, y, z, t avee la vitesse - - s  dans ]a 

direction de l 'axe des x. Le coefficient k est d~fini par 

et l est une fonetion de s qui a la valeur ~ pour e ~ o .  Je l'ai d'abord laiss~e 

inddterminde, mais j'ai trouvd clans le eours de rues ealeuls que pour obtenir 

l 'invariance que j 'avais en rue,  on doit poser 1 ~-x. 

Ce furent cos eonslddrations publides par moi en i9o 4 qui donn~rent lieu s 

P o I ~ o ~ .  d'4crire son m4moire sur la Dynamique de l'~leetron, dans iequel i l  a 

attaehd men nora ~ la transformation dent  je viens de parler. Je dois remarquer 

ee propos que la m~me transformation se trouve d~js dans un article de M. 

VomT publi~ en i887 et que je n'ai pas tird de cet artifice tout  le patt i  possible. 

En effet, pour certaines des grandeurs physiques qui entrent dans les formules, 

je n'ai pas indiqu~ la transformation qui convient le mieux. Cela a ~td fair par 

POINCAR~, et ensuite par M. EINSTEIN et ~IINKOWSKI. 

Pour trouver les ((transformations de relativit6>>, comme je les appellerai main- 

tenant,  il suffit dans quelques cas de dderire les phdnom~nes dans le syst~me 

x', y', z', t ' exactement de la m6me mani~re qu'on le fair dans le syst~me x, y, z, t. 

Considdrons, par exemple, le mouvement d 'un point. Si, dans le temps d t les 

' 3e me conforme ici aux notations de POI~CAR~ et je choisis les unitds de longueur et 
de temps de telle faqon que la vitesse de la lumii~re soit 6gale K I. 
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coordonn6es x, y, z subissent los changements dx ,  dy ,  dz ,  on a pour los eompo- 

santos de la vitesse 

d x  ~ dz 
~-~'~= '~=d-t" 

Or, en vertu des relations (i) los variations dx,  dy ,  dz ,  dt  entralnent  los 

changements 

dx  r ~ k l ( d x  + ~dt), dy  ~-~ ldy ,  dz  ~ = l d z ,  dr' : k l (d t  + edx) (z) 

des nouvelles variables. I1 est naturel de d4finir les composantes de la vitesse 

dans le nouveau syst~me par les formules 

dx', dz' 

ce qui nous donne 

: , _  f + ~  ~, : , ~ ,  '~" 

Pour avoir un autre exemple, on pout imaginer un grand nombre de points 

mobiles dont los vitesses sont des fonctions continues des coordonn6es et du temps. 

Soit dv un 616ment de volume situd au point x, y, z et fixons l 'attention sur los 

points du syst~me qui se trouvent  dans cet 616ment s un instant d6termin6 t. 

Soit t~0 la valour sp6ciale de t' qui correspond ~ x, y, z, t e n  vertu des 6quations 

(i), et envisageons pour les diffdrents points les valeurs de x', yr, z' eorrespondant 

cette valour d6termin6e t'----t'o; en d'autres termes, considdrons los positions 

des points dans le nouveau syst6me, prises toutes pour une m~me valeur du 

~>temps~) t'. On pout se demander quelle est l '6tendue de l'616ment dr '  de l'espace 

x', y', z', dans lequel se trouvent h cot instant t' 0 les points choisis qui se trouvent 

en d~ au moment t. Un simple ealcul, que je puis omettre ici, conduit ~ la 
relation 

l s i 

Supposons enfin que les points dont  il s'agit portent des charges 61ectriques 

6ga]es et admettons que clans los deux syst~mes x, y, z, t e t  x', y', z', t' on attribue 

los m6mes valeurs num6riques ~ cos charges. S i l es  points sont suffisamment 

rapproch6s les uns des autres, on obtient une distribution continue d'61ectricit6 

et il est clair que la charge contenue dans l'616ment d~ h l ' instant t e s t  6gale h 
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eelle qui se trouve e n  dr'  ~ l ' instant t( Par  cons6quent, si ~ et ~' sont les den- 

sit6s de ees charges, 

edv  = ~'d~', (6) 

et, en vertu de (5) 

~, k 
= / s (  z + e~)r (7) 

De eette formule, combin6e avec (4), on d6duit encore 

�9 : I l~ t  I d ~ ' = ~ ( ~ + ~ ) ,  d~'  ~ ,  ~ = ~ .  

Ce sont les formules de transformation pour le courant de convection. 

Pour  d'autres grandeurs physiques telles que les forces 61ec~rique et mag- 

n6tique, il faut suivre une m6thode moins direete; on eherchera, peut-6tre un 

peu par ts les formules de transformation propres ~ assurer l ' invariance 

des 6quations 61eetromagn6tiques. 

Les formules (4) et (7) ne se t rouvent  pas dans mort m6moire de x9o 4. C'est 

que je n'avais pas song6 s la voie directe qui y conduit, et cela tient s ce que 

j 'avais l'id6e qu'il y a une diff6rence essentielle entre les syst6mes x, y, z, t et 

x r, y', z', t'. Dans I'un on se sert - -  relic 6tait ma pens6e --  d'axes des eoordonn6es 

qui ont une position fixe dans l'6ther et de ce qu'on peut  appeler le cvrab> temps; 

dans l 'autre systbme, au eontraire, on aurait  affaire ~ de simples grandeurs auxi- 

liaires dont l ' introduetion n'est  qu'un artifice math6matique. En particulier, la 

variable t' ne pourrait  pas ~tre appel6e le ((temps>) dans le m~me sens que la 

variable t. 

Dans eet ordre d'id6es je n'ai pas pens6 K d6erire les ph6nom6nes dans le 

systb~me x', y!, z', t', e~cactement de la m~me mani~re ClUe dans le syst6me x, y, z, t et 

je n'ai pas d6fini par les 6quations (3) et (7) les grandeurs ~r, ~,, ~r, r qui eorres- 

pondront  s ~, 7, ~, r C'est plutSt par t~tonnement que je suis arriv6 h rues 

formules de transformation qui, avec notre notation aetuelle, prennent la forme 

~' = k ~ (~ + ~), , /= k 7, ~' = k ~, e' = z ~ e  

et que  j'ai voulu ehoisir de mani6re s obtenir dans le nouveau syst6me les 6qua- 

t ions  les plus simples. J 'a i  pu voir plus tard dans le m6moire de Poz~cARk qu'en 

proc6dant plus syst6matiquement j 'aurais pu atteindre une plus grande simplifica- 

Acta mathematlca. 38. Imprim6 le 9 mars 1915. 38 
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tion encore. Ne l 'ayant  pas remarqu6, je n'ai pas r6ussi h obtenir l 'invariance 

exacte des 6quations; mes formules restaient encombr6es de certains termes qui 

auraient dfi disparaltre. Ces termes 6taient trop petits pour avoir une influence 

sensible sur les phdnom6nes et je pouvais done expliquer l'ind6pendanee du mou- 

vement de la Terre que les observations avaient rdv616e, mais je n'ai pas 6tabli 

le principe de relativit~ comme rigoureusement et universellement vrai. 

PO~CAR~, au contraire, a obtenu une invariance parfaite des 6quations de 

l'61ectrodynamique, et il a formul6 le (,postulat de relativit6,), termes qu'il a 6t6 

le premier ~ employer. En effet, se pla~ant au point de vue que j'avais manqu6, 

il a trouv6 les formules (4) et (7). Ajoutons qu'en corrigeant ainsi les imper- 

fections de mon travail il ne me ]es a jamais reproch6es. 

Je ne puis m'dtendre ici sur tous les beaux rdsultats obtenus par POINCAR~. 

Insistons cependant sur quelques points. D'abord, il ne s'est pas content6 de 

faire voir que les transformations de relativit6 laissent intacte la forme des 6qua- 

tions 61ectromagn6tiques. I1 explique le succ6s des substitutions en remarquant 

que ces 6quations peuvent ~tre mises sous la forme du principe de moindre action 

et que l'6quation fondamentale qui exprime ce principe, ainsi que les op6rations 

par lesquelles on en d6duit les 6quations du champ, sont les m6mes dans les sy- 

st6mes x, y, z, t et x', y', z', t'. 

En second lieu, conformdment au titre de son mdmoire, POI~CAR~ consid6re 

particuli6rement la mani~re dont se produit la ddformation d 'un 6lectron mobile, 

comparable ~, celle des bras de l'appareil de M. MICHELSON, qui est exig6e par 

le postulat de relativit6. On avait propos6 ~ ce sujet deux hypotheses diff6rentes. 

D'apr6s toutes les deux un 61ectron, suppos6 sph6rique s l '6tat de repos, se chan- 

gerait par une translation en un ellipsoide de r6volution aplati, l'axe de sym6trie 

coincidant avec la direction du mouvement et le rapport de cet axe au diam6tre 

de l 'dquateur 6tant donn6 par V i - - v  ~, si v est la vitesse. Mais les hypothbses 

diffdraient entre elles en ce qui concerne la longueur des axes et par consdquent 

le volume de l'61ectron. Tandis que j 'avais dt6 conduit s admettre que le rayon 

de l '6quateur reste 6gal h celui de la sph6re primitive, M. BUCHER~R et M. LAN- 

GEVI~ voulaient plut6t assigner une grandeur constante au volume. La premiere 

hypoth~se correspond h l = I ,  la deuxi6me ~ k l a =  •. Ajoutons imm6diatement 

que la premi6re valeur est la seule qui soit compatible avec le postulat de relativit6. 

Si l'on veut se rendre eompte de la persistance et de l'6quilibre d 'un 61ec- 

tron en se servant des notions ordinaires de la m6canique, il ne suffit dvidemment 

pas de consid6rer les actions 61ectrodynamiques. La particule --  que nous con- 
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sid~rons ici comme une sphere portant  une charge s u p e r f i c i e l l e -  exploserait 

imm~diatement ~ cause des r~pulsions mutuelles ou, ce qui revient au m6me, des 

tensions de MAXWELL excretes s sa surface. II faut  doric introduire autre chose 

encore, et POINCA~tg distingue ici des (diaisons)) et des (,forces suppl6mentaires~). 

I1 suppose d'abord qu'il y air seu]ement la liaison repr~sent~e par l'~quation 

r ~ b 0  ~, 

r grant le demi-axe de l'~lectron, r0 son rayon ~quatorial, b et m des grandeurs 

qui restent constantes quand r et 0 (ou 1'une de ces grandeurs) varient avec la vi- 

tesse de translation v. Cela pos~, on connaltra pour une valeur quelconque de 

v les dimensions de l'~lectron - -  parce qu'on sait que 0----(i--vS) -'/~ - - e t  on peut 

calculer par les formules ordinaires du champ 61ectromagn~tique l'~nergie, la quan- 

tit~ de mouvement et la fonction de LAGRA~GE. Entre ces grandeurs, consid~r~es 

comme des fonctions de v, il dolt y avoir les relations bien connues. POI~CAR~ 

2 
d~mofitre qu'elles ne se v~rifient que pour m ~ 3, ce qui nous ram~ne s la con- 

stance du volume, c'est-s h l 'hypoth~se de M. BUCHERER et de M. LANOEVIN. 

Mais nous savons d6j~ que ce n'est pas cette hypoth~se, mais seulement celle 

d 'un rayon ~quatorial constant, qui est en accord avee le postulat de relativit4. 

I1 faut  done n~cessairement avoir recours ~ des forces suppl4mentaires. 

En supposant qu'elles d@gndent d 'un potentiel de la forme 

A r~O ~, 

off A, a et fl sent des eonstantes, POINCAR~ trouve que la constance du rayon 

6quatorial exige a = 3, ~ = 2, e'est-s que le potentiel en question doit 6tre 

proportionnel au volume. I1 en r6sulte que les forces suppl~mentaires cherch6es 

sent ~quivalentes s une pression ou une tension normale exerc6e sur la surface. 

et dent  la grandeur par unit6 de surface reste constante quelle que soit la vi- 

tesse de translation. On voit imm~diatement qu'une tension dirig6e vers l'int6- 

rieur convient seule; on en d6terminera la grandeur p a r ] a  condition que pour 

un 61eetron qui se trouve en repos et qui a par cons6qaent la forme d'une sph6re, 

elle doit faire 4quilibr e aux r4pulsions 6lectrostatiques. Si ensure  la partieule 

est mise en mouvement, la tension de POINC~R~., jointe aux actions 6]ectrodyna- 

miques, produira in6vitablement l 'aplatissement qui est exig6 par le prineipe do 

relativitY. 

Apr~s avoir trouv~ sa force suppl~mentaire, Po~a~R~ fair voir que les 

transformations de relativit~ ne ehangent pas la forme des termes qui la 

repr4sentent; il d4montre ainsi que des mouvements quelconques d'un syst~me 



300 H.A. Lorentz. 

d'41eetrons peuvent avoir lieu tout  & fait de la m~me mani~re dans le syst~me 

x, y, z, t et dans le syst~me x', y', z', t'. 

J 'a i  d4jh parl4 de la n~eessit4 de poser l = I (constance du rayon 4quatorial 

de l'~lectron). Je ne r(~p4terai pas ici la d4monstration donn4e par POI~CAB~ et 

je dirai seulement qu'il a signald l'origine math4matique de cette condition. On 

peut envisager routes ]es transformations qui sent repr~sent4es par les formules 

(I), avec des valeurs diff4rentes de la vitesse - -e ,  et les valeurs correspondantes 

de k et de l, ce dernier coefficient devant  ~tre consid4r4 comme une fonction 

de e; on peut y ajouter d'autres transformations semblables qu'on d4duit de (I) 

en changeant les directions des axes, et enfin des rotations queleonques. Le 

postulat de relativit4 e~ige que toutes ees transformations ferment un groupe et 

cela n'est possible que si 1 a la valeur eonstante z. 

Le ((groupe de relativit4,) qu'on obtient ainsi se compose des substitutions 

lin4aires qui n'alt~rent pas la forme quadratique 

x "2 + y~ + z ' - t ' ~ .  

Le m4moire se termine par l'applieation du postulat de relativit6 aux ph6- 

nom6nes de la gravitation. I1 s'agit ici de trouver la r6gle qui en d4termine la 

propagation et les formules qui expriment les composantes de la force en fonctions 

des coordonn6es et de la vitesse tan t  du corps attir6 que du corps attirant.  Et) 

consid6rant ces questions, POINCARR commence par chercher les invariants du 

groupe de relativitY; en effet, il est clair qu'il doit fitre possible de repr4senter 

les ph4nom6nes par des 4quations qui ne eontiennent que ees invariants. Ce- 

pendant, le probl6me est ind4termin4. Ii est naturel d 'admettre que la vitesse 

de propagation est 6gale s celle de la lumiSre et que les 4carts de la loi de NEWTOI,~ 

doivent ~.tre du deuxi~me ordre de grandeur par rapport aux vitesses. Mais, 

m~me avee ees restrictions, on a l e  choix entre plusieurs hypothbses parmi les- 

quelles il y a deux que POINCAa~. indiqae spSeialement. 

Dans cette derni~re pattie de l'artiele on trouve quelques notions nouvelles 

que je dois surtout signaler. P o i N c ~  remarque, par exemple, que si l'on con- 

sid6re x, y, z et tV-~ comme les eoordonn6es d 'un point dans un espace h quatre 

dimensions, les transformations de relativitd se r4duisent ~ des rotations dans 

cet espace. II a aussi eu l'id4e d 'ajouter aux trois eomposantes X, Y, Z d'une 

force la grandeur 

T~X~ + Y,~ + Z~" 
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qui n'est autre chose que le travail de l a  forc 9 par unit6 de temps et qu'on peut 
consid6rer en quelque sorte comme une quatri6me composante. Quand il est 
question do la force qu'un corps 6prouve par uni t6 de volume, les grandeurs X,  

Y, Z, T V ~  sent  affect6es par une transformation de relativit6 de la m6me 

mani~re que les grandeurs x, y, z, t V ~ .  

Je  rappelle cos id6es de PoI~cAR~ parce qu'elles se rapprochent des m6thodes 

dent  MINKOWSKI et d'autres savants se sent servis plus tard pour faciliter les 
operations math6matiques qui se pr~sentent dans la th~orie de relativit6. 

Passons maintenant  au m~maire s u r  la Th~orie des quanta. Vers la fin de 

Igr I  POINaAR~. avait assist~ ~ la r~union du Conseil de physique convoqu4 
Bruxelles par M. SoLvAY, dans laquelle on s'6tait surtout occup~ des ph6nom~nes 
du rayonnement  ealorifique et de l 'hypoth~se des ~l~ments ou quanta d'~nergie 
imagin4e par M. PLA~rCK pour les expliquer. Dans les discussions POINCAI~ avait 

montr~ toute la vivacit~ et la p~n~tration de son esprit et on avait admir6 la 

facilit~ avec laquelle il sut entrer dans les questions de physique les plus ardues, 
m6me dans celles qui devaient 6ire nouvell'es pour lui. De retour ~ Paris, il ne 
cessa de s'occuper du probl~me dent  il sentait  vivement l 'importance. Si l 'hypo- 

th~se de M. PLANCK ~tait vraie, (des ph6nomSnes physiques eesseraient d'ob6ir 
des lois exprimables par des ~quations diff~rentielles, et ce serait ls sans doute, 

la plus grande r6volution et la plus profonde que la phflosophie naturelle air 
subie depuis N~wTo~). 

Mais ces conceptions nouvelles sont-elles vraiment in~vitables et n 'y  a-t-il 

pas moycn d'arriver ~ la loi du rayonnement sans introduire ces diseontinuit~s 
qui sent en opposition directe avec les notions de la m6canique classique? Voilh 

la question que POINCAa~ se pose dans son m~moire et ~ laquelle i! donne une 
r~ponse que je me permettrai  de r~sumer bri~vement. 

Consid4rons un syst~me compos~ de n r~sonnateurs de PLA~C~ et de p mo- 

lecules, n e t  p ~tant de tr~s grands nombres; supposons que tous les r~sonnateurs 

soient 4gaux entre eux et qu'il en soit de m6me des molecules. D6signons par 
~ . . . .  ~ les ~nergies des molecules e t  par ~ , . . .  ~n eelles des r~sonnateurs; cha- 
cune de ees variables pourra prendre routes les valeurs positives. 

P o I ~ c ~  d6montre d'abord que la probabilit6 pour que los quantit6s d'6ner- 

gie soient comprises entre les limites g~ et ~ + d~t . . . .  ~ et ~ + d ~ ,  ~], et r h + d~t, 
� 9  ~. et ~, + d ~]~ peut 6tre repr6sent6e par 
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w0i,) �9 �9 �9 w ( o , )  d ~ t  . . . d ~ n d ~  . . . d g p ,  

oh w e s t  une font!ion sur laquelle on peut faire diff6rentes hypoth6ses. 

Dbs qu'on connait  cette fonct, ion on pourra dire de quelle mani6re une quan- 

tit6 d'dnergie h se !6par!ira sur les mol6cules et les r6sonnateurs. A cet effet, 

on peut se repr6senter dans l'espace h p + n dimensions ~ t , . - .  ~p, ~ . . . .  % la 

couche infiniment mince S, dans laquelle l'6nergie totale 

~ t +  . . .  + _Sp + ~h + . . . %  

est comprise entre h et une valeur infiniment voisine h + d h .  On calculera les 

trois integrales 

= j ~ w  (~ , ) .  . . w (%) d ~  . . . d ~ ] , , d ~  . . . d ~ p ,  I 

I ' =  f x w O h ) .  . .  w(o,)d~t .  �9 . d o ,  d ~  �9 �9 . d ~ p ,  
,2 

= ~(h--x) w ('2,) " �9 �9 w (~,,) d ~ t . . ,  d ~ ; , , d ~ ,  . . .  d ~ p ,  I "  

( x  = ~2, + . . .  + ~,,) 

6tendues h la touche S, et on aura ~ pour l'6nergie que pronnent les r6sonna- 

I" 
teurs et 7 pour celle de l'ensemble des molecules. Par cons6quent, si Y est 

l'6nergie moyenne d 'un r6sonnateur, et X eelle d 'une mol6cule, 

n Y I = l ' ,  p X I = I " .  

Pour calculer l'int~grale I,  on peut d'abord donner des valeurs fixes aux 

variables ~ . . . .  % et, par eons6quent, h leur somme x, et 6tendre l 'int6gration 

par rapport aux ~ h toutes ]es valeurs positives de ces variables, pour lesquelles 

la somme ~ , 4 - . . . + ~ p  est comprise entre h - - x  et h - - x + d h .  Celanousdonne  

] ' d ~ l  - -  • ( h - - x ) p - l d h  . . . d ~ p  ( p _  ~)! 

Ensuite on peut calculer l'int~grale 

J w(~,).. .w(~n)d~i' ,  �9 �9 d~i~ 
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6 tendue  aux  valeurs  posi t ives des ~7 te]lea que  ~1 + . - -  + ~n se t rouve  ent re  x et  

x + d x .  Posons 

j w  ( ~ , ) . . .  w ( ~ )  ~1 �9 �9 *]~ ~ q9 (x) d x; (8) d d 

sera une fonct ion qui d6pend de la fonet ion w e t  nous aurons 

h 

I ( p ~ ) !  ( h ~ x ) P - l ( p ( x ) d x .  
o 

I '  et  I "  se ealeulent  de la m~me mani~re;  on n 'a  qu'~ in t rodu i re  sous le signe 

d ' in t4gra t ion  le f ac teur  x ou le fae teur  h - - x .  En  fin de compte,  on peu t  6erire 

h 

n Y -~ Cl"x- (h - -  x)P -~ ~f ( x )dx ,  (9) 
r  

o 

h 
f a  

p X = C J ( h  - -  x)~ ~f (x) d x,  ( io) 
o 

or le f ac teur  C est le m6me dana les deux eas. Nous  n ' avons  pas  ~ nous en 

oeeuper  paree  qu' i l  suffi t  de d6 te rminer  le r ap p o r t  de X h Y. 

On ob t i en t  m a i n t e n a n t  la formule  de M. PLANCK ~ qui  peu t  ~tre regard6e 

comme l 'expression de la r6alitd - -  si on fai t  sur la fonct ion  w l 'hypoth6se  suivante ,  

qui  est  conforme ~ la th6orie  des quanta .  

Soit e la g randeur  du q u a n t u m  d'6nergie qui est p ropre  aux  r4sonnateurs  

eonsid6r6s et d4signons pa r  c~ une g randeur  inf inement  petite.~ La  fonct ion w 

sera nulle, except4 dana ]es interval les  

k ~ < ~ < k e + ( ~  ( k =  o, I, 2, 3 . . . .  ) 

et  pou r  chaeun de ees interval les  l ' int6grale 

]r / w d ~  
k e  

aura  la valeur  I .  

i II s 'agit  ici de la lx'em.i~re th4orie de M. PLANCK, dans laquelle on admet  que l '4nergie 
d 'un r4sonnateur  ne peut  avoir qu 'une des valeurs o, r 2a, 3~ etc. 
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Ces donn6es suffisent pour la d6termination de la fonetion q~ et du rapport  

Y 
pour lequel on trouve, eomme je l'ai d6jh dit, la valeur donnde par la thdorie 

de M. PLAI~CK. Je ne m'arr6terai pas ~ c e s  caleuls et je passe immddiatement 

la question principale, celle de savoir si les discontinuit6s que je viens d'indiquer 

doivent n6cessairement ~tre admises. 

Je vais reproduire le raisonnement de POI~CARE, mais je dirai d'abord que 

dans les formules que nous reneontrerons, a d6signe une variable eomplexe dent  

la partie r6elle a~ est toujours positive. Darts la reprdsentation graphique on se 

bornera ~ la moiti6 du plan a caract6ris6e par ~ > o et dans les int6grations 

par rapport s a on suivra une ligne droite L perpendiculaire ~ l'axe des a r6els, 

et prolong6e ind6finiment des deux eSt6s. Les valeurs des int6grales seront in- 

ddpendantes de la longueur de la distance a~ de cette ligne ~ l'origine des a. 

POINOAR~ introduit  une fonetion auxiliaire qu'il ddfinit par l'6quation 

o(.) = j  w(~,) 
0 

e-a~ d,i ~ (II) 

et il d6montre que la fonetion w e t  la fonetion r qui en d6rive peuvent ~tre 

exprim6es k l'aide de q). 

On a d'abord, par l'inversion de (ii)  

I 
w('i) = - ~  - t O(a) e'~'dc~. 

2 ~ ~g t 
(L) 

(12) 

Pour obtenir une formule analogue pour 9v (x) nous remarquerons que dans l'6qua- 

tion (i i)  on peut remplacer ~i par une queleonque des variables 71 . . . .  *~-. En 

multipliant les n 6quations qu'on obtient ainsi on trouve 

f - - } w(t~t) w(~, ,)e-"xdt, ,  d~i,n, [o(a)]"= . . . . . . .  
0 0 

ou bien, en vertu de la formule (8) 

[o ( .)p = ( ~  (z) e-a~ dz, 
0 

et par inversion 
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, p ( x )  = 2 ,  

Les formules (9) et (IO) deviennent maintenant  

h 

n Y ~ 2 ~ j / x ( h - - x ) v - l [ ( D ( ( z ) ] n e a x d x d a ,  
0 (L) 

h 

p X = 2 ~ / / ( h - - x ) V [ O ( G ) ] n e a x d x d a  
0 (L) 

et POINOARfi les transforme encore par les substitutions 

ce qui lui donne 

oll il a pos6 

x = n c o ,  h = n f l ,  p ~ k ,  

n Y  

fl 

2 i ~  j , ]  fl--co 
o (L) 

On dcod~, 

Cnv+l  [' f p X - -  ~ | |6)ndcoda, 

305 

Lorsque, dans les applications du caleul des probabilit4s aux th4ories mol6- 

culaires, on cherche l '6tat d 'un syst6me, qui pr6sente le maximum de probabilit6, 

on trouve toujours que, grace au nombre immense des molecules, ce maximum 

est tellement prononc6 qu'on peut n6gliger ]a probabilit6 de tous le s  6tats qui 

s'6cartent sensiblement de l '6tat Ie plus probable. Dans le cas qui nous occupe, 

il y a quelque chose d'analogue. 
Ac~a mathernatica, 38. Imprim6 le 10 mars 1915. 39 

o = q~ (u) ea ~ ( f l - -  cop .  

Notons que co n'est autre chose que l'~nergie moyenne d'un seul r6sonnateur pour 

le cas oh l'on aurait 

~ + "'" + ~n = x ,  

que fl est la valeur que prendrait to si route l'6nergie disponible h se trouvait  

dans les r6sonnateurs et que k est ]e rapport entre le nombre des mo]6cules et 

celui des r6sonnateurs. 
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Admet tons"  avee  Po l~cAag  que, pour  des valeurs  donn6es de h e t  de fl, la 

fonct ion O a un max imum pour  a = c%, to = % et  faisons passer par  le poin t  c*0, 

le lieu du maximum,  la ligne L ,  don t  la dis tance a~ ~ l 'origine pouva i t  &re  choisie 

volont6. Comme l ' exposan t  n e s t  un nombre  tr6s 61ev6, le m ax im u m  de O ~ est 

ex t r6memen t  prononc6 et  ]es seuls 616ments des int6gra]es que nous avons  h 

p rendre  en consid6ration,  sont ceux qui  se t rouven t  dans le voisinage imm6diat  

de % et de ~o 0. Cela nous donne imm6dia tement  pour  le r a p p o r t  cherch6 

et, en ver tu  de l '6quat ion 

p X fl--(% 

n Y + p X  = h - - n d ,  

Y = (~'o, ( I 3 )  

k (~4) 

Pour  d6terminer  les valeurs  de % et  de too, on peu t  se servir  des 6quat ions 

0 log 0 0 log 0 
...... ~ , ,  = o ,  = o ,  

d'ofi l 'on t i re  

O'(ao) 
�9 (ao)  + ~Oo = o 

et  

k 
(C O -- - ~  O .  

(~5) 

On voi t  par  ces formules  que a0 et  t% d6pendent  de la g randeur  i~, c 'est-h-dire 

de la quant i t6  to ta le  d'6nergie h qui  a 6t6 communiqu6e  au sys t6me;  c 'es t  un 

r6sul ta t  auquel  on deva i t  s ' a t t endre .  L '6qua t ion  (i5) nous apprend en out re  que 

(~0 sera toujours  r~el. Cette  g r an d eu r  d6termine imm6dia tement  l '6nergie moyenne  

d 'une  mol6cule, car  i[ rdsulte de (I4) et  de (i5) que 

(r 

Or, nous savons que l '6nergie moyenne  d 'une  mol6cule est propor t ionnel le  ~ la 

t emp6ra ture  absolue T. On peu t  donc 6crire 
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C 

oh c est une constante connue, et l'6quation 

y =  O'(ao) 
0(.o)'  (~7) 

qu'on tire de (I3) et de (I5), nous donne l'6nergie moyenne d 'un r6sonnateur en 

fonction de la temp6rature. On volt que ce r6sultat est ind6pendant du rapport 

entre les nombres n e t  p. 

Supposons maintenant  que nous eonnaissions pour routes les temp6ratures 

l'6nergie moyenne d'un r6sonnateur. Par (i7) nous connaitrons alors pour routes 

les valeurs positives de a la d~,riv6e 

d log �9 (~). 
d ~  

nous en d6duirons O(a) s un facteur constant pr~s. Bien entendu, ces conclusions 

seront d 'abord limit6es h des valeurs r~elles de a, mais le fonction O(a)es t  sup- 

posse ~tre telle qu'elle es t  d~termin~e dans toute l '~tendue du demi-ptan a dont 

nous avons parle, quand elle est donn6e en tous ]es points du demi-axe r~el et 

positif. 
Enfin, la formule (Iz) nous fournira la fonction de probabilit6 to pour une 

valeur positive quelconque de ~,. I1 est vrai que le facteur ind6termin6 de la 

fonctiou @(a) se retrouvera en w, mais un tel facteur n 'a aucune importance. 

On peut done dire que la probabilit6 u, est enti6rement d6termin6e d~s qu'on 

connalt  la distribution de l'6nergie pour toutes les tempdratures. I1 n 'y  a qu'une 
fonction w pour une distribution qui est donn6e en fonction de la temp6rature. 

Par cons6quent, les hypoth6ses que nous avons faites sur w et qui conduisent 

la loi de PLANCK sont les seules qu'on puisse admettre. 

Voils le raisonnement par lequel POI~CAR~ a 6tabli la ngcessitd de l'hypo- 

thbse des quanta. 

On voit que la conclusion d6pend de l 'hypoth~se que la formule de PLANCK 

est une image exacte de la r6alit6. Cela pourrait  8tre tit6 en doute, la formule 

ne pourrait  8tre qu'approch6e. C'est pour cette raison que POI~CAR~ reprend le 

probl~me en abandonnant la loi de PLA~CK et en se servant seulement de la 

relation que ce physieien a trouv6e entre l'6nergie d'un r6sonnateur et celle du 
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rayonnement ,  noir. Ce nouvel  examen condui t  h la conclusion que l 'Snergie to- 

tale du r a y o n n e m e n t  sera infinie s moins que l ' intSgrale 

~o 

w d 

0 

ne tende i~s  vers z6ro avee ~20. La fonet ion w doi t  done presenter  au moins 

u n e  diseontinuit6 (pour ~ ---- o), analogue ~ eelles que donne la th6orie des quanta .  1 

1 Ce r~sultat avait 4t~ trouv~ par M. P. EHRENFEST; voir Ann. d. Physik, 35 (I9II), p. 9 I. 


