Régularité analytique pour des opérateurs
elliptiques singuliers en un point

M. S. Baouendi* et J. Sjostrand

0. Introduction et résultats

On considére un opérateur différentiel dans R* (n=2) de la forme

0.1 Py(x, D) = 2 1zm da(X) D*
ol a, est un polynéme de n variables homogene, de degré |«|, & coefficients com-
plexes. On suppose que P, est elliptique en dehors de Iorigine dans R”.

Le cas particulier suivant

0
Ly, = rzA—f—,urW+/1

ou
82
A, weC?, =27 x et A=+,
- = axi
a été étudié dans [4]; il a été démontré que pour tous (4, u)€C%, L, , n’est pas hypo-
elliptique dans R”, mais que pour tout ouvert Q de R”, si u€ ¢~ (2) et L; , u est
analytique dans Q, u est aussi analytique dans Q.
On se propose de généraliser ces résultats a des opérateurs du type (0.1) et
méme a des opérateurs plus généraux a coefficients analytiques. On désigne par
S,_1 la sphére unité de R". On a un difféomorphisme naturel

0.2) S, XR, =~ R™\ {0}

correspondant a prendre des coordonnées polaires. Il résulte de (0.2) le difféo-
morphisme

(0.3) T*(S,_)XR = T*(R"s, ..

* Le premier auteur a bénéficié du ““N.S.F. Grant 35 825",
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Soit py(x, &) le symbole principal de P, défini sur T*(R"), et pour (@, n, C)E
ET*(S,-1)XR, soit ¢o(0, 1, la composition de p, avec le difféomorphisme (0.3).
La fonction ¢,(8, 17, {) est un polynéme homogéne de degré m en les variables (n, {).

On note

0.4 I = {z€C[3(0, PET*(S,-)\ {0}, 70(6, 1, —iz) = 0}
(0.5) I', = T'n{zeC|Rez > 0}.

Lellipticité de P, en dehors de I'origine entraine que I' et-I', sont des cones
fermés dans C\\{0} ne rencontrant pas I’axe imaginaire.

On désigne enfin par [, le cone convexe dans {zcC, Re z=>0} engendré par
I', et R,. On introduit maintenant les deux hypothéses suivantes:

11 existe des nombres 6,, 6, ..., 8, satisfaisant

T s
—3<00<01<...<01<§-,
Hy)
(Hy 0,-+1—0,.<£~ pour j=0,...01—1,

1

-1

I,c U {z¢Cl; < argz < 8;,,}.
j=0

(Hy) Angle I', < —Z—

On note que (H,) est plus restricitve que (H,) et que, pour n=2, 'hypothése
(H,) est toujours vérifiée.
On a pour l'opérateur (0.1):

Théoréme 1. On suppose (H,) vérifiée. Soient Q un ouvert borné de R* et
uc = (Q) telle que Pyu soit analytique dans Q, alors u est aussi analytique dans Q.

Théoréme 2. Sous I’hypothése (H,) I’opérateur P, est non hypoelliptique dans R";
plus précisément il existe une distribution T définie dans R" non €= et vérifiant
P,T=0.

On considére maintenant un opérateur différentiel P défini dans un voisinage
de I'origine dans R” de la forme

(0.6) P(x, D) = Py(x, D)+ 2\, <p 42 (x) D"
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ol P, est donné par (0.1) et est toujours supposé elliptique en dehors de I'origine,
et ou les a, sont des fonctions analytiques définies dans un voisinage de I’origine
dans R" et s’annulant & 'origine au moins & lordre ||+ 1.

On a:

Théoréme 3. On suppose (H,) vérifiée. Toute fonction € u définie au voisinage
de I’origine dans R®, telle que Pu soit analytique, est aussi analytique dans un voisinage
de Porigine.

On note que les conditions (H,) et (H,) ne sont pas invariantes sous des change-
ments linéaires de coordonnées. On note d’autre part, a titre d’exemple, que pour
I'opérateur

(1 + xD) (D, — iDy) (Dl +(R+1) Dz),

avec R=2 (n=2), ’hypothése (H,) n’est satisfaite aprés aucun changement linéaire
de variables.

On ignore si les conclusions des théorémes 1, 2 et 3 restent encore valables sans
les conditions restrictives (H;) et (H,).

On signale que les théoremes 1, 2 et 3 s’appliquent en particulier si on suppose
que m est pair et que ’on a la factorisation

2 ai=m 02 (%) D* = q(x) (A(D))"?

olt A(D) est un opérateur elliptique homogéne d’ordre 2 a coefficients constants
et & symbole réel. En effet, aprés un changement linéaire de variables, on peut sup-
poser A(D)=4, dans ce cas, on a I',=I", =R, et (H,) et (H,) sont alors satis-
faites.

La méthode de démonstration utilisée ici consiste 4 se ramener, aprés une trans-
formation de Mellin dans la variable radiale et un certain nombre de réductions
techniques, 4 I’étude de la résolvante d’un opérateur pseudo-différentiel elliptique
sur la sphére.

Il semble qu’il y a peu d’inégalités & priori dans des espaces de Sobolev pour
les opérateurs (0.1) et (0.6) permettant de démontrer I’analyticité. D’autre part,
I'idée qui pourrait paraitre naturelle, de démontrer les théorémes 1 et 3, au moins
en partie, par lutilisation d’un développement de Taylor & lorigine, échoue. On
peut en effet trouver pour n=2 un opérateur P, du type (0.1), une fonction f analy-
tique au voisinage de 0 dans R? tels qu’il existe une série formelle u, unique a ’addi-
tion d’une constante pres, vérifiant Pyu=f, de plus u est divergente (voir Appendice).

On signale enfin que les méthodes utilisées dans ce travail peuvent aussi servir
a démontrer 'analyticité de la solution de certains problémes aux limites elliptiques
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dans des domaines ayant des singularités du type conique (par exemple des poly-
gbnes dans le plan). Ceci fera I’objet d’un travail ultérieur.

PLAN.
1. Transformation de Mellin et fonctions analytiques.
1I. Propriétés de la résolvante d’un opérateur elliptique.
1. Le théoréme de Phragmén—Lindeldf.
IV. Réductions.
V. Démonstrations des théorémes 1, 2 et 3.
Appendice.

1. Transformation de Mellin et fonctions analytiques

Soit u€ ¢ ([0, 1]), on définit la rransformée de Mellin de u par:
€y i(z) = folu(r)r‘z“ldr = fﬂw u(e)e-**dx.
11 est évident que # est bien définie et est holomorphe dans {z€C, Re z<0}. On a

Proposition I.1. Soit uc = ([0, 1)); la transformée de Mellin i de u se prolonge
en une fonction méromorphe ayant pour seuls péles les entiers =0, Ces péles sont
simples et le résidu de @ en k€N est —u'® (Q)/k!.

Démonstration. On observe que la transformée de Mellin de la fonction r—r*
vaut (k—z)~'. D’autre part, si u s’annule 4 I'ordre & a origine, # se prolonge holo-
morphiquement & {z€C, Re z<k}. La proposition résulte alors du développement
de Taylor de u a lorigine.

Remarque 1.1.°Si u(r) = 2,_,ar* ol la suite (@) vérifie
la] = ¢ avec O0=p <1,

on a par intégration terme 2 terme
~ o ay
A2 = =2 g—-
@ = — S

Remarque 1.2. 11 résulte de (I.1) que @(z) est la transformée de Fourier de la
fonction x+— Y(—x)u(e®) au point —iz (¥ étant la fonction de Heaviside). La trans-
formation de Mellin est donc injective, et méme si #(z) est un polynéme en z, la
fonction u, étant €=, est identiquement nulle.

Par intégration par parties on a

P~

(1.2) r —?)—l: (z) = zii(z) +u(1l)
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et en itérant (I.2) on obtient pour NeN

a N
13 (o) ue) = a0+ 235 2
ol les coefficients c; sont des combinaisons linéaires des ¥’ (0) pour 0=j=N—1.
On a aussi
1.4 ru(z) = d(z—1).

Fonctions Analytiques et Coordonnées Polaires

On considére maintenant une fonction u€ > définie au voisinage de 'origine
dans R". Si on introduit les coordonnées polaires (r, 0), r€R, et #€S,_;, on peut
écrire le développement de Taylor de u sous la forme

i) u(x) ~ o (0),

ol u, €V, espace des restrictions a S,_; des polyndmes homogenes de degré k.
Pour s€R, on note H*(S, ;) ’espace de Sobolev usuel d’ordre s sur la sphére
S,-1-Ona

Proposition L.2. 1°. Si u est analytique au voisinage de ’origine dans R*, avec
un développement de Taylor de la forme (1.5), il existe M =0 tel que, pour tout scR,
il existe C, vérifiant

(1.6) lullgs s,_p = CsM*  pour tout keN.
2°. Inversement, si pour tout kEN, u, €V et vérifie
()] el g s, = CM*  pour tout k€N,

ot C et M sont indépendants de k, alors la série de Taylor (1.5) converge au voisinage
de Iorigine vers une fonction analytique.

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve essentiellement
dans [4]. On donne une autre variante ici.
1°. Si u est analytique au voisinage de I’origine, on peut écrire

9) ue) = 3,520 = St u ),
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D’apreés les inégalités de Cauchy, pour tout M=>1/¢ (¢ étant le rayon de con-
vergence de la série enti¢re (I.8)), il existe C tel que, pour tout a€N"

1
- feel
) mf(O)l CM
On obtient alors
1] 9 \
oS0 O] = Sy 155w f(O)I = Clk+ 1) MY,

n-1

ce qui donne (1.6) avec s=0 et M arbitraire, M=1/g.
11 suffit maintenant de prouver (1.6) pour s entier pair =0. On observe pour
cela que 'on a

0
— pe — 2____ —_—
(1.9) Ay = r*4—r (n—1)r o

ou 4, est le laplacien sur la sphére S,_; et 4 = >;_, 0%/0x}.

On voit de (1.9) que 4, conserve les fonctions analytiques au voisinage de
I’origine et ne diminue pas les rayons de convergence. En appliquant 4, aux deux
membres de (I.8) et en utilisant (1.6) avec s=0, on obtient que, pour tout M=1/g,
il existe C, tel que Ion ait pour tout k€N

ldotillge s,y = C, M*;

par itération on obtient bien (I.6) pour s entier pair =>0.

2°. On suppose maintenant que la suite () vérifie. (I.7). On pose
P (x)=r*u,(0) avec x=r0.

Soit B la boule fermée de R” centrée a I’origine et de rayon 1. On a, pour tout
kEN,

(I.10) [1Pllp2 sy = C" M*

avec C’'=CX(Aire de S,_y).
D’aprés une inégalité connue sur les polynomes (voir [2] par exemple) il existe
C”=>0 et a=0 tels que pour tout k€N,

sup [P = C"k* || Pille s -
On obtient alors, & partir de (I.10), l’existence de M’ =0 tel que, pour tout k€N,
sup |Pp(x)] = M7+,
x€EB
On en déduit, par une inégalité du type Bernstein sur les polyndmes (voir [3]),
Pexistence d’un voisinage V' de B dans C" et de M”=>0 tels que, pour tout k€N,

.11 sup |P(x)] = M7F+1,
xXEV
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Comme les polynémes P, sont homogénes de degré k, il résulte que la série
JSxX)=21" 4 Pu(x) converge uniformément dans un voisinage de l'origine dans C,
ce qui implique Panalyticité de f prés de Porigine.

Remarque 1.3. On désigne encore par B la boule unité fermée de R centrée a
Porigine et de rayon 1. Soit u€ ¥~ (B), on considérera dans la suite la transformée
de Mellin de # dans la direction radiale

iz, 0) = folu(rG)r"‘ldr

avec x=r0, 8¢ S,_,. Il résulte de la proposition (I.1) que # est une fonction méro-
morphe de z & valeur dans ¥~ (S,_;). Les seuls pdles sont les entiers =0; ils sont
simples. Le résidu en k€N vaut —u,(6), ot u, est définie dans Ie développement de
Taylor (L.5). Cette remarque et la proposition (I.2) seront utilisées pour montrer
Panalycité de u, en estimant les résidus de 4.

On montre aussi, & ’aide d’un développement de Taylor de u a Porigine, que
I'on a pour tout NN

u(0)

1.12) a(z,0) = h_, TN, )

ol, pour tout S€R, [ldy(z, O)llg=s,_,) est uniformément bornée dans

{z€C, Rez = N+1/2}.

II. Propriétés de la résolvante d’un opérateur elliptique

Soit H un espace de Hilbert. Si T est un opérateur compact dans H, on dit que
T est de classe C,, p>1, si et seulement si

(L1) =< e
ol (u;) est la suite des valeurs propres de (T7*)"/? répétées avec leur multiplicité et

ordonnées d’une maniére décroissante.
Pour k entier >0, vérifiant k—1=p=k, on pose

oo 'ﬁ = l)k—l k-1
(11.2) det, (I+T) = J[;_,(1+4)) exp —-Aj-l—7~— ot 1 Ak
ol (4;) est la suite des valeurs propres de T, répétées avec leur multiplicité et
ordonnées d’une manére décroissante.
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Il est montré dans [5] que le produit défini par (II.2) est absolument convergent
et que

(11.3) {(Z — det, (I+2T)) est une fonction entiére exponenticlle

de type p (ie. |det, (I+2T)] = C,e%l=l).
II est aussi montré dans le méme ouvrage, qu’il existe C tel que pour tout z€C
(I1.4) [dete(T+2T)| - [T+ 2T) e @ = €77,

On a aussi besoin du résultat suivant sur les fonctions entiéres exponentielle
de type fini.
Soit f une fonction entiére exponentielle de type p (p=>1), de zéros z;, z,, ...
+> Zj, ...; o1 suppose f(0)#=0 et |z;|=|z,|=...=|z;|=... . Alors pour tout s>p et
tout =0, il existe R=0 tel que

(IL.5) |f@)] = e~

pour z dans le complémentaire des disques centrés en z; et de rayons |z;| ™" et {z|=R.
On a d’autre part

. 1
11.6) Pl <=
J

Les démonstrations de (IL.5) et (IL.6) se trouvent par exemple dans [7].
Soit A=p donné, pour jEN, on désigne par
A; = {x€]0, 1[; JI€Z, |x+I—Rez;| = |z;|7"},

on a mes. 4; = 2|z;| 7",
Soit NE€N tel que

8 )) 2_ymes. 4; < 1.
Un tel N existe d’aprés (I1:6). On note aussi
Ey = {x€]0,1[; 31, I€Z,3j,1 = j=N—1, x+[ = Rez}.
On choisit x,
(IL8) %€10, 1[\{ji_'}NA,~uEN};
un tel x, existe & cause de (IL.7) et du fait que Ey soit un ensemble fini.
Pour tout j¢Z, soit D; la droite
11.9) D; = {z€C, Rez = x,+j}.
Il résulte alors de (I1.5) et du choix de x, que pour tout =0 il existe C=>0 tel que

(I1.10) If(2)] = Ce~1#"** pour ze U Dj.
j€z
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On donne maintenant une application de (II.10) & la majoration de la résolvante
d’un opérateur de classe C,.

Proposition IL.1. Soit T un opérateur compact de classe C, dans un espace de
Hilbert H (p=1). Il existe x,€]0, 1[ tel que pour tout ¢=0 il existe C=0 vérifiant

(IL.11) (+zT)"Y = Ce****  pour z€ U D;
J
JEzZ

ou Dj est définie par (IL.9).

Cette proposition est une conséquence immédiate de (I1.4), (I1.3) et (IL.10).
Voici maintenant une application de la proposition précédente atx systémes
elliptiques.

Proposition I1.2. Soit o/ un systéme carré pseudo-différentiel :eiliptique d’ordre
1, défini sur une variété M, €~ compacte sans bord de dimension n—1. On suppose
qu’il existe au moins un J,€C tel que ly—sf soit un isomorphisme de H*(M) sur
L2(M). I existe alors x,€10, 1[ tel que pour tout ¢=>0 il existe C=0 vérifiant

(IL12) Iz — ) Mz -10m, L2y = Ce™" pour  z¢€ .yz D;
7

avec D; = {zcC, Rez = x,+j}.

Demonstration. On peut supposer 1,=0 (i.e. &7 est inversible). On utilise alors
la proposition II.1 avec H=L1*(M), T=s/"* Le comportement du spectre de
/™ o/ (voir par exemple [1]) montre que o/~ est de classe C, pour tout p>n—1.
I suffit alors d’appliquer (I1.11) en remarquant que I’on a

(I—zT) 1o~ = (o —z)"?

et que &/ 1 est un isomorphisme de & (M) sur L2(M).

On a encore besoin d’une autre estimation de la résolvante d’un opérateur
elliptique.

Soit &/, de nouveau, un systéme carré pseudo-différentiel elliptique d’ordre 1,
défini sur une variété M, €~ compacte sans bord. On désigne par a(x, &) la matrice
symbole principal de o/ positivement homogéne de degré 1 et

(I1.13) r=

= U {valeurs propres de a(x, £)}.
(x, HET*M\{0}

Comme &/ est elliptique, I' est un coéne fermé dans C\{0}.
La proposition suivante se trouve essentiellement dans [6].
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Proposition I1.3. Pour tout céne fermé X de C\{0} ne rencontrant pas I il
existe C=0 tel que I’on ait, pour tout z€ X et |z| assez grand

C
(1L.14) 1z —o ) Heweon, rom = G
et
(IL15) 1z ~2) " ew-10n, 200 = C.

Réciproquement, si (11.14) ou (11.15) a lieu sur un cone fermé 2 de C\{0} et |z|
assez grand, alors I n Z=0.

1. Le théoréme de Phragmén—Lindelof

On rappelle ici, sous une forme qui sera utilisée par la suite, le théoréme classique,
de Phragmén—Lindel6f (voir [7] par exemple).

Proposition HL1. Soient —n/2<60,<80,<mn/2 et f une fonction holomorphe dans
un voisinage de I’'angle 6,=arg z=0,. Soient (D;) une famille de droites de C de la
Sforme

D; ={2¢C,Rez = x;} avec j€EN, lim;,.x;=co,

soit 9 un nombre réel =0 vérifiant

0, —0, < 7/o.
On suppose:
Il existe C >0 tel que
(I11.1) .
[f(2)| = C pour arg z=0, ou argz = 0,.
Pour tout & > 0 il existe C, > 0 tel que
(I11.2) :
|f(2)] = C.e=** pour zc Ui, D;.
On a alors
(I11.3) |f(@@) = C pour tout z, 0, = argz = 0,.

On remarque aussi que, si on remplace (III.1) par
A4) |f@ =CH+lz)y» pour argz=0;, ou argz=20, (mEN),
la conclusion (III.3) est remplacée par
111.5) f@l=C'A+]z)" pour 6, =argz =60,.

Cela résulte de la proposition précédente appliquée 4 la fonction f(z)/(1+z)™
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De la méme maniére si (II1.1) est remplacée par
(111.6) |f(@)] = C %' pour argz=0, ou argz=0,,
1a conclusion (I11.3) devient
(I11.7) |f(@)| = C3¢%# pour 0, =argz = 0,,

il suffit d’appliquer la proposition a la fonction f(z)e~ %" avec C; assez grand.
On note aussi que la proposition (IIL.1), ainsi que les modifications qui la
suivent, restent aussi valables si f est holomorphe & valeur dans un espace de Hilbert.

IV. Réductions

On commence d’abord par écrire ’opérateur P, donné par (0.6), en coordonnées
polaires, sous une forme utile pour la suite.
On note pour « et § dans N”,

Pa,ﬁ(x, Dx) = xﬂDi«.
Les opérateurs P, et P données par (0.1) et (0.6) peuvent alors s’écrire:
(IV.D) Py(x, D) = 2’M=,m§m Ca,p P (%, D) avec a,z6C

Iv.2) P(x, D) = Py(%, D)+ 31 gy .5 (X) Poy 5 (5, D)

ou les a, ;, sont des fonctions analytiques au voisinage de I'origine, s’annulant au
moins & lordre 1 en 0. Il résulte de la proposition (I.2) que I'on a, au voisinage
de 0

(IV'3) au,ﬁ(x) = Zl:;l atz,ﬁ,k(e)rk’
et qu’il existe M >0, tel que pour tout s€R il existe C, vérifiant
(VA agpilass,.p = CM* pourtout k=1 et |of =8 =m.

On observe qu'avec le changement de variables x—Ax (A>0) les opérateurs P,
et P, ; restent inchangés, alors que a, 5 ; est multipliée par A~*. On peut donc, pour
la démonstration du théoréme 3, supposer la constante M dans (IV.4) aussi petite
qu’il sera nécessaire pour la suite.

En coordonnées polaires, I'opérateur P, , devient, si |a|=|g],

Qu,ﬁ(69 DOa rD,);
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c’est un polyndme en Dy et rD, 4 coefficients analytiques en @ et indépendants de r.
L’opérateur Py, écrit en coordonnées polaires, devient:

m oY
av.s) 000, Dy D) = 3™_o 4,0, Do) [r W]

ou A; est un opérateur différentiel sur S,_;, d’ordre =j a coefficients analytiques.
Si on désigne par a; le symbole principal de 4; d’ordre j, on a pour (6, n)€T* S, _,
et{€R

av.6) 90(0. 1, 0) = 27_4a;(0, ) (E)"~7

ou g, est la fonction définie dans I'introduction et figurant dans (0.4).
On définit de méme, pour k entier =1 et 0=j=m, les opérateurs A4; , (0, Dy) par

m VR
(IV7) Zla[=!ﬁ]§m aa,ﬁ,k(e)Qu,ﬂ(oz De’ I’D,.) = 2j=oAj,k(0, DO) [r W] 5

A; , est un opérateur différentiel sur S,_; d’ordre =j a coefficients analytiques.
On peut supposer M <1 dans (IV.4); 'opérateur P s’écrit donc au voisinage
de B (boule unité fermée de R™), compte-tenu de (IV.5) et (IV.7), sous la forme

m N R 2
(IV.8) P(x, D) = j=0 AJ(B, Dg/ [r"a‘;] +2k=1 j=0 rkAj,k(e, Dg) [7'37] .

Soit maintenant u€ € (B). On pose
Iv.9) Pu=v.

On prend la transformée de Mellin des deux membres de (IV.9) dans la direction
radiale. Il vient, en utilisant la décomposition (IV.8), et (I.3) et (I.4):

(An(0, Do)+ Apy_1 (6, Dp)z+ ... + Ay (0)z™)di(z, 0) +

(Iv.10) Dl Z;fl:oAj’k(@, Dy (z—ky"id(z—k, 0) = 8(z, 0)
+ ;f:(;l c;(0)z7.

Les fonctions c¢; sont dans € (S,_,) et dépendent des traces de u sur S,_,, jusqu’a
I’ordre m—1.

Lellipticité de P, dans le complémentaire de I’origine de R”, implique que
Ay(0) n’a pas de zéros sur S,_,. On pose alors

B;(6, Dy) = — A5 (8)4;(6, Dy),
B; (0, D) = — A5 (0)A;,x(0, Dy),
8(z, 0) = A2 (0)5(z, 0),

¢;(0) = A7 (0)c;(0).

AV.11)
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L’égalité (IV.10) devient alors
» zZm— (_Bl(e, Dg)Zm_1+ +Bm(9, Dg))ﬁ(z, 9) —
(Iv.12) 0(z, 0+ 2y 2= Bjx(0, Do)z~ ky*Ii(z—k, 6)
-+ 3505 607,
On va maintenant écrire I'équation (IV.12) sous forme d’un systeme pseudo-dif-

férentiel du premier ordre sur S,_,.
On pose, pour cela, A=(T—A4,)"® et on introduit les fonctions vectorielles:

ii(z, 6)
U@ 0) = |42 0 :
A= =D m=15(7. )
0
Vi) =|° :
A~z 9)
0
Ci(z0) = |°
A= (2, )

L’équation (IV.12) devient
(z—A (0, D)U(z,0) = V(z, )+ 37, D (0, D)U(z—k, 0)+

(IV.13) - . )
+ 2ee16k(0, Dy) z —)U(z—k, )+ 272, C;(0) 2
avec
0 A 0. ..., 0
0 0 4 :
of = : s
0 A
lA'('”‘l)B ...... A-m=-H B Ar-1
O .o 0
Fhe = 0 0 ’
A=-DB . AT DB A
O.............. 0
éak =
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Les matrices o/ et 9, sont des opérateurs pseudo-différentiels classiques d’ordre
1; la matrice &, est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0. Il résulte de (IV.4),
et de I'observation qui la suit, qu’il existe M’=0 (qui peut étre aussi petit que
nécessaire) tel que pour tout s€R, il existe C, vérifiant

(Iv.14) { 12l 2 s, p, me-3s, . = Cs M,

€l eamscs,_p, mocs,_p = CsM™.

En particulier les séries dans (IV.13) convergent pour chaque U telle que, pour
tout s€R

z— |[U(z, Dlgss,_p

est de croissance polyndmiale quand Re z tend vers — <=, le long des droites Im z=
=constante.

On désigne par (0, ) le symbole principal d’ordre 1 de A défini sur T*S,_,,
par b;(8, n) le symbole principal de B;(0, Dy). Le symbole principal d’ordre 1 de o/
est alors la matrice

( 0 A0, 0...... 0
0 0 A0, m)
a(@,n) = | D o 1.
: A0, 1)
ll‘("‘“l’bm () N b,(0,7)
On a
det(z—a(0,n)) = 2" —b, (0, M) z" 1 — ... — b, (0, 1),

et compte-tenu de (IV.6) et (IV.11), on obtient
(Iv.15) det(z—a(0, n)) = ay(0)~*q,(0, n, —iz).
Si I'' est le cone défini par (0.4) on a donc aussi

IV.16) r= U {valeurs propres de a(6, n)}.
(6, M ET*Sn_1\(0}

L’ellipticité de P, en dehors de I'origine montre, en particulier, que & est elliptique
d’ordre 1 (i.e.-a(0, n) est inversible pour (8, M€ T*S,_\{0}).
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V. Démonstrations des Théorémes 1, 2 et 3
(A) Démonstration du théoréme 1

Le théoréme 1 résulte des lemmes (V.1) et (V.2) ci-dessous.

Lemma V.1. Sous I’hypothése (Hy), si u¢ €= (B), plate & origine (i.e. D*u(0)=0
VaeN") et vérifie Pyu=0, alors u=0.

Démonstration. Par la transformation de Mellin et les techniques du paragraphe
IV, on réduit 'équation (IV.9) (avec ici P=P, et v=0) au systéme (IV.13). On
obtient alors, pour z dans la résolvante de &

(vV.1) Uz, 0) = (z— )~ (ST2LC1(6) 7).

Comme u est plate a P'origine, U(z, ) est une fonction enti¢re en z a valeur
dans €~ (S,-1). On va montrer qu’il existe C=0 tel que I'on ait pour tout z¢C

(V.2) W@, Olixs,p = CA+ D™

Pinégalité (V.2) montre alors que U est un polyndme en z, et est donc identiquement
nulle grice a la remarque (L.1).

Pour montrer (V.2) on observe d’abord que, grice a (1.12), pour tout k€R,
il existe C,>0 vérifiant

U@ Oz, = Ce(1 +]z)"~* pour Rez =k,

il suffit alors de majorer U dans le demi-plan Re z>0. A Taide des estimations
(11.12) de la proposition (I1.2) et (I1.14) de la proposition (IL.3), on peut appliquer
le théoréme de Phragmén—Lindeldf (proposition (IIL.1) et estimation (IIL5)) pour
la fonction U(z, 0) écrite sous la forme (V.1) et les angles 0;=argz=0;,, pour
Jj=0, ..., 1—1, ou les nombres 0; sont donnés dans I’hypothése (H,). On en déduit
alors (V.2) dans tout le plan complexe.

Lemme V.2, Sous I’hypothése (H,), si u€ €= (B) et Pyu est analytique alors la
série formelle de u a I’origine -est convergente.

Démonstration. On pose Pu=v, et on considére les développements de Taylor
de u et v & Porigine dans la forme (1.5)

u~ o u(0),
v =D v, (6) (série convergente).
I résulte de la proposition (I.2) qu’il existe M et C tels que Pon ait pour tout k€N

Mol z2cs,, . = CM™.
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On peut toujours supposer (quitte & faire une homothétie) que I’on ait M<1. Ona
donc (avec les notations du paragraphe IV)

Ve ) = S

avec
1Villias,_p = CiM*  pour tout keN.

Pour montrer le lemme, il suffit grice a la proposition (I.2) que les résidus (U, (6))
de U(z, ) aux points entiers z=k, vérifient

(V.3) 1UelLecs,_p = CoM™  pour tout  kEN

avec C, et M’ indépendants de k.
Pour démontrer (V.3) on pose

U(z, ) = sin (2nz)-U(z, 0)

V(z, 0) = sin 2nz) - V(z, 0),
et on obtient & partir de (IV.13) (avec P=P,), en multipliant par sin (2rnz)
(V.4) Uz, 0) = =) (V(z, 0) + 3=, C;(8)z' sin (27z)).
Les fonctions U et ¥ sont entiéres en z; on a
(V.5) Uk, 6) = 2r)U,(0).
La fonction ¥ est du type exponenticlle

(ie. |V (z, O)lLxs, = Ce™* pour tout z€C).

Comme dans la démonstration du lemme (V.1), on utilise le théoréme de Phragmén—
Lindelsf pour la fonction U, écrite sous la forme (V.5), sur les angles 0;=argz=0,,,,
pour montrer Pexistence de C” et C” vérifiant

(V.6) 10z, Olzscs,y = C'e¥ pour tout  z€C,

grice a (V.5), (V.3) résuite alors de (V.6), ce qui complete la démonstration du
lemme.

(B) Démonstration du théoréme 2
Soit o/ I'opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 défini dans le paragraphe 1V,
et associé a P,. On démontre d’abord.

Lemme V.3. Sous ’hypothése (H,), il existe zy€C vérifiant: Re z,<0 et z, est
une valeur propre de /.
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Démonstration. On raisonne par P’absurde et on suppose que (z—.Z)~! est
holomorphe dans {Re z<0} & valeur dans & (L*(S,-,)).

D’autre part, il résulte de (H,) (et du fait que I' est symétrique par rapport a
Porigine) et de la proposition (II.3), que I’'on a

C
Iz — <) Heaxs,_» = T Powr

I

> =argz = 90+7z}

1
V.7 z€ jlzjo {z€C, argz = Gj-z—n}u{zeC,

u{zEC, O,+n =argz = —3;},

et |z| assez grand,

grace a (V.7) et (I1.12) on peut appliquer le théoréme de Phragmén—Lindeldf 4 la
fonction (z—&f)~* sur les angles 0;+n=arg z=0;,,+n et obtenir pour tout z€C,
Rez<0 et |z| assez grand

4

(V.8) I~ eaxs, 5 = TZT

La dernitre partie de la proposition (IL.3) et (V.8) entrainent donc que
I'n{z€eC, Rez < 0} = 0.

Comme I est symétrique par rapport & ’origine on a I'=0 ce qui est absurde, d’apres
la définition de I

Fin de la démonstration du théoréme 2

Soient z, donné par le lemme (V.3) et Uc(%=(S,_,))" vérifiant
U=0 et (zg—)U =0 (un tel U existe).
Il résulte de la forme de la matrice =/ que I'on a
1o (6)
UGz, 0) = zo{l“luo(O)
251 A= 4, (0)
avec uy€ €>(S,_,) et vérifiant

(V.9) (A Do)+ Ap_1(0, D)zo+ ... + Ae(O)Z)ue(8) = 0 et 1o 5 0.
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On note x=r0 et on pose

S (x) = rrouy(0).
La fonction f est ¥ dans R*\{0} et on a, grice & (V.9) (et (IV.5)),
(V.10) Py(x, D)f(x) =0 dans R™{0}.

Soit F une distribution dans R” dont la restriction & R™\ {0} est f (une telle distribu-
tion existe!). On a donc, au sens des distributions dans R”,

(vV.11) Py(x, D)F = 3,2y ¢ D%5

avec ¢, €C et NeN (6 est la masse de Dirac 4 Porigine de R”).

Soit Ey Pespace de toutes les distributions a support lorigine, de la forme
2 ta)=N 4o D*6 avec d,€C. Ey est de dimension finie et P, est un opérateur linéaire
dans Ey; on distingue alors deux cas:

(i) P, est bijectif dans Ey; dans ce cas, il résulte de (V.11) que I'on peut modifier
F par addition d’un élément de Ey et on obtient une distribution 7 non €™ vérifiant
P,T=0 dans R".

(ii) P, n’est pas bijectif dans Ey; dans ce cas il existe T¢Ey, T>0 vérifiant

Py,T=0. dans R"

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.

(C) Démonstration du théoréme 3

La démonstration de ce théoréme est similaire 4 celle du théoréme 2; elle est
plus technique du fait de la forme plus complexe de P. Le théoréme 3 résulte des
lemmes (V.4) et (V.5) ci-dessous.

Lemme V.4. Sous I’hypothése (H,), si uc €< (B), plate a Porigine et vérifie
Pu=0, alors u=0.

Démonstration. On réduit Péquation (IV.9) avec v=0, au systéme (IV.13). On
obtient alors pour z dans la résolvante de o/

Uz, 0) = =) (21 DUE—k, 0)+&(z—- KUk, 9)4-2?;5 C;(0)2).
(V.12)
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On peut supposer que la constante M’ figurant dans (IV.14) est =1/3. 1l résulte
alors de (V.12) et (IL.12), que pour tout ¢=>0 et z€; .y D;:

1U(z, 9)[|L2(sn;1) = Cselzl"‘_lwz (21?:1 (1/3)k 1U(z—k, H)HLZ(S,._l) +
+ e A3 NUE—E, O)llas,_p (2l +E) (1 +[2)™Y),

la constante C, dépendant de ¢ mais est indépendante de z.
On utilise les inégalités suivantes

(I+zhp™t = CLel=™?,
k(1/3) = (1/2)* pour tout k¢N,
U@, D,y = CA+[z)*t pour Rez =0,

(V.13)

o 1 - 1
S UGk O, = C Sy 55 (1 +lz k)t =

. fm—1 _ - 1 A
é2m_1C2k=17—+C2m_1(1+'Zl)m 12k=17 pour ZEDJ' (JGN)’

et on obtient & partir de. (V.13) avec éventuellement une autre constante C,

n-1+g i 1
(V.14) Uz, O)llzcs,_p = Cee*" 7 (1+ Sy o UGk, Ol L2¢s,, _p)-
On montre maintenant, par récurrence sur j, que pour tout ¢>0 il existe K,=
=K=1 vérifiant pour tout z¢D;
(V.15 10, 0)l12s,_py = KI*1eli®,

avec
i@ =z tretz— 1 trey 4z —jr e

Drapres (V.14), (V.15) a lieu pour j=0 pourvu que K=C,. On suppose maintenant
que (V.15) a lieu jusqu’a lordre j et on la vérifie pour j+1.
Pour z€D;,,, on a d’aprés (V.14) et 'hypothése de récurrence

UG, Ollss, p = Coe™™* (1 St o Ki~k+2efi-nis=h),

Comme onapour 1=k =j+1
el K~k 2oy 101G = KT¥1pS540)
vient pour z€D;,,
10G, 012,y = Co(l +KIt) e,

et on obtient bien (V.15) pour z€D;,,; pourvu que 2C, =K.
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Comme pour z¢D; on a
j = lzl et f‘](z) = ’Zln——1+s+jlzln—1+a = Izin—1+s+|zln+s
on en déduit de (V.15) que pour tout =0 il existe C, vérifiant

(V.16) 1UG, Olixs,_p = e pour z€ U D
JEN
On va maintenant montrer que pour tout V voisinage convexe conique de I,
dans {Re z>0} il existe L=0 telle que

(V.17) UG, N =LA+ {z)"* pour z¢V.

On sait d’abord que (V.17) est vraie avec un L convenable pour Re z=0. On
sait aussi que pour Re z=0, z¢ V et |z| assez grand on a (I1.14) et (IL.15); on obtient
alors de (V.12) pour Rez=0 et z¢V:

(V18) UG, Dlies, = L+ 12D+ 2y spcpes @ IUGE— K, 0)122)

ol a est arbitrairement petit (aprés homothétie) et L, indépendant de a.

On suppose maintenant que (V.17) est vraie pour Re z=j (jéN), z¢ Vet on la
démontre pour Re z=j+1, z¢ V. On a, pour Re z=j+1, z¢ ¥, en utilisant (V.18) et
Ihypothése de récurrence

UG, O)lls = Ly ((L+ )" + 2y spare AL+ |2 ~kD" ) = (1 + |2)" Ly (1 +2aL),

on obtient bien (V.17) pourvu que a< 1/2L, et L=L,(1—2al;)™

Gréce a (V.16) et (V.17), on peut appliquer le théoréme de Phragmén—Lin-
delsf pour la fonction U(z, 0) sur I’'angle ¥ (voisinage de I",) dont on peut supposer
Pouverture <=/n grice & ’hypothése (H,); on obtient pour une constante C=0

Uz, 0)] = CA+z)""* pour tout z€C,
ce qui implique U=0 et achéve la démonstration du lemme (V.4).

Lemme V.5. Sous I’hypothése (H,), si u€ € (B) et Pu est analytique, alors la
série formelle de u a Iorigine est convergente.

Démonstration. La démonstration de ce lemme suit de prés celle du lemme (V.2)
et utilise les raisonnements par récurrence de la démonstration du lemme (V.4);
nous la donnons trés succintement.

On pose Pu=v et on réduit cette équation au systeme (IV.13).

On montre d’abord, comme dans la démonstration du lemme (V.4), par récur-
rence, que ’on a (V.16). Pour se ramener a des fonctions entiéres, on pose

U(z, 0) = sin (2r2)U(z, 0),
V(z, 0) = sin Qnz)¥V(z, 6).
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La fonction U(z, 6) vérifie aussi (V.16) (avec U a la place de U). On obtient a partir

de (IV.13)
Vi UGz, 0) = z— ) (V(z, )+ 372, C;(0)' sin 2n2) +
2 + 3 20—k, 0+ &z —-k) U@k, ).

Soit ¥ un voisinage conique convexe de I*, d’ouverture <m/n. Par un raisonne-
ment similaire & celui utilis¢ pour démontrer (V.18), on montre a partir de (V.19)
que 'on a, pour Rez>=0c¢et z¢V

(V20) H ﬁ(Z, G)HLZ(S,,_Q = Ll((l + ]ZI)m—1e2n:!Imzl + 21§k<Rez a* "U(Z —k’ H)HLz)a

avec 0<a<1/2 et L, indépendants de a. Par un raisonnement similaire & celui
utilisé pour démontrer (V.17) & partir de (V.18), on montre que l'on a, & partir
de (V.20)

(v.21) 10, Ollixs,_p = LA+)" ™= pour 2 V.

Grace a (V.16) pour U, et (V.21), on peut utiliser le théoréme de Phragmén—Lin-
delsf pour conclure que (V.6) a lieu, ce qui termine, grice a la proposition (1.2),
la démonstration du lemme.

Appendice

On démontre ici le résultat suivant:

Proposition A.1. 1l existe Py de la forme (0.1), avec m=1 et n=2 (elliptique
dans R*\{0}), et une fonction f analytique au voisinage de O dans R?, tels que I’équation

A1) Pou=f

admette une solution série formelle u, unique @ I’addition d’une constante prés; de
plus cette série u est divergente.

Démonstration. On cherche P, sous la forme:

(A2) Py = a1 X Dy, + ayp Xy Doy + Aoy X Dy + Qp X, Dy,
ce qui peut encore s’écrire en notation matricielle,

D,,
(A.3) Py = (x1, x5) A4

D,,

ol A est la matrice & coefficients complexes

[011 am]
Qg1 dge
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Lellipticité de P, en dehors de R? s’écrit alors:

Pour tout = x = (x;,%) ER®\ {0} et tout & = (&, £)ERIN\{0},

(A4) 4
(1x5) 4 [éj # 0
ol encore
As) Pour tout £€R*\ {0} 1les vecteurs (ReA)! et (ImA)¢ sont

linéairement indépendants.
11 est clair que (A.5) est équivalente a:
(A.6) Pour tout (a, )ER*\ {0}, det(xReA+pIm4) = 0.

La condition (A.6) implique en particulier que A ne peut pas &ire choisie
diagonale. Comme on veut résoudre (A.1) dans les séries formelles a coefficients
complexes, on peut faire des changements de variables linéaires complexes. Si B
est une matrice carrée du type (2, 2) a coefficients complexes et si on pose y=2Bx,
lopérateur P, devient dans les variables y, et y,

2 = (31, ) ((B)*4'B) [g”] .

2

Si A est diagonalisable, on peut donc choisir B telle que I'on ait

(A7) P = Dy, + A y2 Dy,
ol A, et A, sont les valeurs propres de 4. On choisit maintenant 4 en prenant
(A.8) A=\t E

’ T lie —1—¢)

avec ¢>0 étant a choisir ultérieurement.

La condition d’ellipticité (A.6) est vérifiée puisque det (x Re A+ p Im A)=
= —(a?(1+¢)+p2¢?) est strictement négatif pour e>0 et (a, B)cR2\{0}.

On désigne par ,(g) et A,(c) les valeurs propres de A; elles sont réelles, et
distinctes pour ¢ assez petit. On peut supposer que 'on a

A9 n(e) = 22(9) <-—1 pourtout &= 0 assez petit.
Ai(e)
on note que # est une fonction continue en ¢ et que n(0) =—1.

On choisit f telle que, aprés le changement de variables Bx=y, f s’écrive dans
les coordonnées y

(A.10) F(V) = —1 2 ) ven, urvso VEVE-
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On cherche une série formelle

— 1
U = Zu,veN uu,v)’lYE
satisfaisant

(A.11) PUY = F.
On peut alors prendre u, , arbitraire, et on doit avoir
(A.12) (lp+2Au,, =1 pour tout (u, V)EN\ {0}

on a besoin du lemme suivant:

Lemme A.l1. Il existe un nombre irrationnel Q=1 aussi voisin que I’on veut de
1, et une suite de nombres rationnels p;[v; (u;, v;EN, v;#0) différents deux a deux
et vérifiant

(A.13) 'Q-——Iﬁ = 2@+ pour tour jEN.

Vj

La continuité de #(¢) et (A.9) ainsi que le lemme (A.1), permet de choisir £=0
tel que

y
10 = 70 = ~¢

ol o satisfait (4.13).
Les coefficients u, , pour (i, v)EN?\{0} sont alors déterminés grice & (A.12)
d’une maniére unique, et on a en particulier

1
U,y = ———— pour tout jEN.

(3=

J

On obtient donc, grice a (A.13),

| | 1 20+v)° N
Uy, v = 57— pour tout jEN,
Ko = ] i+ v; P
ce qui montre bien que la série formelle % est divergente et termine la démonstration
de la proposition (A.1).

La démonstration du lemme (A.1) est élémentaire, néanmoins nous la don-
nons ici.
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Démonstration du lemme A.1

On éerit le développement binaire de ¢ sous la forme
Q =4 2?=0 2“."(]).
On cherche donc une application f de N dans N strictement croissante avec f(0)=0.
Comme on a
0<g—1=21-/0),
il suffit de prendre f(1) assez grand pour que g soit aussi voisin de 1 que I’on désire.

On construit f(j) par récurrence sur j. On pose pour jEN

S p2770 = % (fraction irréductible).
j

On suppose que f(k) a été choisi pour k=0, ...,j pour satisfaire

0 < o-Tt = 2-wtv)® pour k=0,..,j-L
K

on choisit maintenant f(j+1) satisfaisant

(A.14) fG+D) = G+1)?
(A.15) FU+D = (uy+v)e+]
on a bien grace a (A.15)

0= Q_% = 21-SUHD = 2= (ytrE,
j

La condition (A.14) implique que le développement binaire de ¢ est non périodique
et donc que ¢ est irrationnel
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