Théoréme de point fixe et d’approximation

B. Beauzamy et P. Enflo

Notre but dans cet article est de donner plusieurs applications de la notion (intro-
duite dans [2] et développée dans [3]) de point minimal par rapport & un ensemble.

Nous renvoyons & [3] pour I'étude de cette notion; rappelons simplement qu’un
point x est dit minimal par rapport & un sous-ensemble M d’un espace de Banach E
si Vy€E, les conditions

|y—m] = |x—m| VmeM
impliquent y=x.
La premiére application concerne la convergence faible vers les points fixes des

. . 1
contractions: nous montrons qu’en rempla ¢ant les sommes de Césaro — >7 ™1 T%e
P )

par un point minimal par rapport & Uensemble {e, Te, ..., 7" e} (qui se réduit 2 la
somme de Césaro dans les espaces de Hilbert), on peut étendre aux espaces unifor-
mément convexes des résultats démontrés par J. B. Baillon [1] dans les espaces de
Hilbert. Cette question fait Pobjet du premier paragraphe.

Dans le second paragraphe, nous nous intéressons a I'approximation des points
minimaux, et nous le faisons dans un cadre plus large: celui des optima de Pareto,
qui sont étudiés en Economie. Les définitions précises sont données plus loin; disons
simplement que si u, ..., uy sont des fonctions concaves définies sur un espace de
Banach E, x est un optimum de Pareto pour ces fonctions si Vy##x, i, u,.o( <
< (%)

Nous montrons que si un point x est un optimum de Pareto pour N fonctions u;,
il peut étre approximé par un point qui est un optimum de Pareto pour seulement
n de ces fonctions; en outre la plupart des choix de ces n fonctions donnent un bon
résultat.

Nous énongons, & la fin du second paragraphe, le résultat d’approximation dans
le cas particulier des points minimaux, et, dans le troisiéme paragraphe, nous I'appli-
quons pour calculer, connaissant la taille d’un compact, la taille de ses points mini-
maux.
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1. Convergence faible vers les points fixes des contractions,
dans un espace uniformement convexe

Nous allons montrer dans ce paragraphe comment la notion de point minimal
par rapport & un ensemble permet d’étendre aux espaces de Banach uniformément
convexes un résultat de J. B. Baillon [1], obtenu dans un espace de Hilbert. Son résul-
tat est le suivant:

Théoréme (J. B. Baillon [11): Soit H un espace de Hilbert, C un convexe fermé
borné dans H, et T une contraction de C dans lui-méme (c’est-a-dire une application
de C dans C vérifiant |Tx—Ty| =|x—yl, Vx, y€C). Alors pour tout eC E les sommes

1 .
de Césaro —n—Z’;‘;; T’e convergent faiblement vers un point fixe de T.

Nous étendrons ce résultat aux espaces uniformément convexes, en remplacant
les sommes de Césaro par la notion (qui la généralise, comme nous le verrons dans le
lemme 1 ci-dessous) de point minimal, dans C, par rapport a I'ensemble M,=
={e, Te, ..., T" e}

Si E est un espace de Banach et C un convexe fermé borné dans £, on dira quun
point x est minimal, dans C, par rapport a un sous-ensemble M de C, si, pour cha-
que y€C, les conditions f{y—m|={x—mf, ymeM, impliquent y=x. Cette
notion généralise celle étudiée dans [3], mais on vérifie aisément, dans ce nouveau
cadre, les théorémes analogues a ceux de [3], dont nous aurons besoin ici.

Nous noterons ming M P’ensemble des points minimaux de M dans C. Nous
dirons que M est optimal dans C si min M =M.

Soit donc E un espace de Banach uniformément convexe, C un convexe fermé
borné dans E, T une contraction de C dans lui-méme. Comme nous I’avons dit,
nous notons M, l'ensemble {e, Te, ..., T""'e}, pour un point e€C donné. Pour
p fixé avec l<p=oco, on définit s comme I'unique point y€C o la fonction

1 e ;
o) =—2lly—Tle|”?
prend son minimum,

Le point s est un point minimal pour M,,. Cette notion est une extension natu-
relle des sommes de Césaro, comme le montre le lemme suivant:

e+ Te+ ...+ T e
- .

Lemme 1. Si E est un espace de Hilbert, s®=

1 .
Démonstration. Posons s=—3""0T/e. On a:
n

1o, . 1o . .
— ZiTaly—Tie|® = — izt (y—T'e, y—Te)
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1 e . . 1 o )
:—n— f=;<y—s+S'TJe’y—s+s—Tje>:Hy"sllz-i_-zzj:;[[s—]’fe”a

et on minimise cette quantité en prenant y=s.
Le théoréme que nous alions démontrer est le suivant:

Théoréme 1. Pour tout p, 1<p-<-oo, chaque point d’accumulation faible de la
suite s est un point fixe de T.
(Rappelons qu’il est connu qu’une contraction définie sur un convexe fermé borné
dans un espace uniformément convexe admet des points fixes; nous noterons F
Pensemble de ces points fixes).

Lemme 2. L’ensemble I est optimal dans C.

En effet, si x¢ F, | Tx—m||=|x—m| YméF, et x n’est pas minimal par rapport
a4 F dans C.

Le lemme suivant est connu (voir [4]); nous en donnerons cependant une nou-
velle démonstration (qui nous a été suggérée par B. Maurey):

Lemme 3. S7 une suite x, converge faiblement vers un point x et si
1%, — TXyllyseo =0, alors x est un point fixe de T.

Démonstration. On peut se ramener au cas ou la suite (x,) converge faiblement
vers 0; on extrait alors de cette suite une suite basique, encore notée (x,). Puisque
I’espace est uniformément convexe, il existe, d’aprés un théoréme de Gurarii—James,
un nombre 7, 1<r=2, et une constante C tels que, pour toute suite de scalaires

(o), on ait:
|3 o] = C(Z Tyl )

Notons F T'ultrapuissance EN/2 (2 est un ultrafiltre non trivial sur N), C le
sous-ensemble de E constitué des points X qui ont un représentant (x;);c x avec x;€ C Vi.
Notons aussi T ’extension de T & C. Soit X, le point de  dont un représentant est
(Xg» Xg11» ---)- Les points X, k€N, sont des points fixes pour T. Soit F I'ensemble
des points fixes de T; Cest un ensemble optimal, dans un convexe fermé ({3], chap.
III, §3). Or on a:

X x‘ , 1 1
_"f_li_m = Cn U avec —+—==1
n E r r
et donc
Xi+...+4X, = Cn-1
n E
. Xi+...+X, . . ~ .
et les points ——1————", qui sont des points fixes de 7, convergent vers 0, qui est
n

donc aussi un point fixe de T: Il en résulte que O est un point fixe de 7, ce qui prouve
le lemme 3.
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Dans la suite de la démonstration, nous notons s, au lieu de s&.

Lemme 4. On a
Ils,—Ts,/l -~ O .

Démonstration. On sait, d’aprés [3], chap. 2, lemme 2, que si § désigne le module
de convexité de E, on a:
p
===

puisque s, est le point ol ¢ prend son minimum. Il nous suffira donc, pour démontrer
le lemme, de montrer que

|2,

BN

|z,
| 2]

¢ (2) = p(s)+

P(Ts)—@(sn) > O
Cest-a-dire

L pms, - e - 325~ el - 0.
! -1 / 1 m—2 i
— izl Ts, =T ell” = — (I Ts,—ell” + 27 s, —T7ell”)

et donc:
L (ST, =TIl = S sy~ Toel?) = - (1T, —ellP— s, ~T"~1e}?).

Mais puisque C est borné, les quantités | Ts,—el et ||s,—T" ‘el sont bornées
indépendamment de n, et le second membre tend vers 0, ce qui prouve le lemme. Le
théoréme se déduit immédiatement des lemmes 3 et 4.

1l peut se faire, a priori, que la suite s ait plusieurs points d’accumulation faible
différents. Ce n’est pas le cas, toutefois, dans /7 (1<p<co).

Théoréme 2. Dans 17 (1<p<<o), la suite s converge faiblement vers un point
fixe de T.

Si x€[?, nous noterons x(k) sa k*™° coordonnée, et nous continuerons & noter
s, au lieu de s@.

1 .
Lemme 5. 5,(k) est le nombre t qui minimise — 3"~ |[t—(T7e)(k)[?.
n

1 . 1 ;
Démonstration. On a en effet — 37"z~ Tellf,=— 2723 S |z(k)— (T’ e)(k)|P =
n n

1 C .
2’,,—2"};3 [z(k)—(T?e)(k)[?, et on obtient le minimum de cette somme en minimi-
n

sant chaque terme, d’ou le lemme.
Nous allons d’abord nous limiter au cas p=2.
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Lemme 6. S7 x; sont des nombres réels et s le point o la fonction f(t)=
Z’;;; [t—x;|? prend son minimum, on a, si p=2, pour tout zER:

1oy 1 wps 1
7{2’3 ]z—lep é—ﬁ- z Is—le"+—2—p_—1|z—si”.

. . (1 . . a4 blp |la—blp
Démonstration. Ceci se déduit de Vinégalité de Clarkson 3 + 3 =
+(Jal’+|b|?) par un raisonnement analogue & celui de [3], chap II, lemme 2. On
posera C=2F"1,
Supposons maintenant, pour démontrer le théoréme, que la suite s, ait deux
points d’accumulation différents a et b, pour la topologie faible:

a= lllgmsnl, b= hms,,;.

[+ co

Soit a={la—-bll,,. Posons aussi M=sup,cc lx].
11 est clair que si s, converge faiblement vers a, on a, Vk, s,,l(k) ——a(k).

l+oo

Soit £¢=>0. Choisissons K tel que (Sy=k |a(k)P)?=ex et (S =k 1b(k)|7)/*=ex.
Soit K; le sous-ensemble de {1, 2, ..., K} des k tels que a(k)—b(k)>0. On peut
trouver /, tel que I=l,, k=K, impliquent Ia(k)—snl(k)lés inf (Ja(k)—b(k)|,

la(k)—b(k)[?) si k€K, et [a(k)—~snl(k)|§s£;— si k¢K;.

D’aprés le lemme 6, on a Vn, Yk,

Lyt @owr =+ 57 10— @t + & ls, ()~
et donc
LS b @~ @i ®Ir = - 35 5,0~ TR+ 5O~ bEIP.
Or, Vj

s, ()= (T ) ()P = la(k)— (T e) (k)P ~(dM )P~ pls, (k) —a (k)]
donc

LS~ @iowr = 1 55 at) - (TR

~ @MY pls, (D —a (W) + 5 [ (I~ (RIP.

Prenons maintenant n=n,, I=l,.
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On a aussi [s,(k)—b(k)|=( —e)|b(k)—a(k)| et donc, si k€Kq:

LS bR~ (P

= = 3 a0~ owr+ (L2 —@rr-pe) b 0 —aol

1 e . 1
=2 ! la(B) (T’ ()P + 55 [b(k)—a ),
si & a été choisi assez petit pour que

A=  aaryp—tipe =
o M) pe= o

Si k=K mais k¢K;, on écrira simplement

LS bR~ TR = - Zi a(k)— (T ®).
On a donc, vk=K:

Siexr IO~ TN = Sk~ 3o (I~ (TR

1
+TZI¢€K |b{k)—a (k)
et, 51 ’on a pris la précaution de prendre en outre 1—(2¢)?=1/2, on aura:

oP

=k D) —a(B)F = 3
Posons f=a*/4C.
Par ailleurs, on déduit de la formule des accroissements finis

(TP e)y(ly—b ()P — [(TTe) (k)| = pIb(RIII(T e)(K)]+ bR,

(T e) (k) ~a (i) [P~ (T e) (k)| = pla (R (T/e)(k)+|bK)[]P2
et donc
[1b(k)—(T7e) (k) [P ~|a (k)~ (T’ e)(k)[?|

= p[Ib (BT e)(R) + b (R)IP ~2+ la ()| [T/ e} (K)| + la (k)P ]
donc ;

Z'k>x—,1;23'1(lb(k)—(Tje)(k)l”~Ia(k)—(Tje)(k)l") = 2pea QMY
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Donc, si, en outre, ¢ est assez petit pour que 2pea(2M)P/P' = /2 on aura pour [=/;:
| ; | .
P o IHb‘T’e”tppé‘,;l‘Zo' Yia—=Tie|R+B/2.

Or a et b sont des points fixes, et donc les suites ||b—T7e||% et |la~T'e|%
sont décroissantes lorsque j—co. Donc les suites

1 . 1 .
=27 1b=T'elf, et —>lla—T el
n n

sont convergentes lorsque n--o. Si I, et I, sont leurs limites respectives, on a donc
I =1,+5/2.

En intervertissant les roles de a et b, on trouve de méme
la = 1,4+ /2,

d’ous 'on déduit f=0, ce qui contredit ||a—b},,=0.
Si 1<p=2, on écrira de méme

Lemme 6 bis. I/ existe une constante C telle que, si x; sont des nombres réels et

1
s le point ot f(t)=— 24" |t—x;|° prend son minimum, on ait, Yz,
n

1 e 1 _ 1
';20 1]2—x,~\”é—;2"’0 IlS—"xJ-IP"l"E‘Z—SIz.

Ceci se déduit du fait que, si 1<p=2,
xXTy
2

On fait la démonstration de la méme maniére, avec a=(,|b(k)—a(k)|*)2
On choisira K tel que

(Czxla(@P)? =ex, (Sizk bER)P)VP = ea,
et I, tel que Izl(,:>la(k)—snl(k)léa[a(k)——b(k){2 sia(k) # b(k), et k=K.

= 2 (5P Iy g el

On obtient, par un calcul analogue au précédent:

Sex s S bR~ ®

= Syns 20 (T WP+ g Do P ~a (P

et = Ib(k)—a(k)*=a?/2 si ¢ est assez petit; on acheéve le calcul comme précé-
demment.
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Les théorémes analogues pour des semi-groupes continus de contractions sont
vrais et se démontrent de la méme maniére:

Soit E un espace de Banach séparable uniformément convexe, C un convexe
fermé borné de E, S(¢) un semi-groupe continu de contraction de C dans C: pour
chaque =0, S(¢) est une contraction de C dans lui-méme, avec, en outre:

S(t+)=S®oS({) vt t =0,

SO =1d,
VX, “S(t)x—x”—’(L 0.
Alors on a:

Théoréme 1 bis. Soit e€E et p un réel avec l<p<eo. Posons ¢P(z)=
1
- [ lz—S(@el? dr, et notons s*(t) le point ou P prend son minimum. Alors

tout point faiblement adhérent & une suite (s*(t,)), ou les t, tendent vers l'infini, est un
point fixe pour tous les S(z), T€R.

Théoréme 2 bis. Dans I, 1<p<eo, la famille s*(t) converge faiblement lorsque
t—oco, vers un point fixe de tous les S(1), t€R.

2. Approximation des optima de Pareto

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser & une notion plus large que
celle de point minimal: celle d’optimum de Pareto, qui a des applications en Econo-
mie (voir p ex [5]). Nous montrons d’abord briévement comment étendre a ce nou-
veau cadre les résultats démontrés dans [3] pour les points minimaux, avant d’éta-
blir le résultat principal de ce paragraphe, qui concerne I'approximation des Optima
de Pareto.

Soit E un espace de Banach uniformément convexe. Nous considérons une famille
finie de fonctions u,, ..., Uy, définies sur E, & valeurs réelles, possédant les propriétés
suivantes:

— a) chaque w; est concave, continue et, sur chaque ensemble borné, elle est minorée.

— b) chaque u; tend vers —oo 4 l'infini: pour chaque réel C, 'ensemble {xcE,
u;(x)=C} est borné.

— ¢) chaque u; est Giteaux-différentiable en tout point: pour chaque x, il existe
une forme linéaire u](x) avec, Vi€R, VyEE:

u(x+1y) = w, () + 1 () + 140, K@) ~ 0

(et, puisque u; est concave, #4,(1)=0 Vi).
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11 résulte de ces hypothéses que chaque u; atteint son maximum en un point au
moins, et que, pour chaque 7, 'ensemble des [u](x)|| est majoré lorsque x se trouve
dans un ensemble borné.

Nous ferons encore ’hypothése suivante, qui sera essentielle pour la démons-
tration du théoréme:

— d) chaque u; est uniformément concave sur les ensembles bornés: pour tout
borné M, il existe un nombre &, tel que si x;, x,€ M, on a

X+ x i
(2328 = () 00e0) O i
Nous appellerons ces fonctions u; des fonctions d’utilité. Nous dirons qu’un
point x€E est un optimum de Pareto pour ces fonctions si Vy=#x, i tel que
uy(y)<u;(x).
Cette notion généralise celle de point minimal par rapport & un ensemble dans

le sens suivant: si my, ..., my sont des points de E et si u;(2)= —|lz—m;||? (1<p=<eo),
les optima de Pareto pour ces fonctions sont les points minimaux pour M= {m;, ...
eees My}

Nous allons maintenant donner pour les optima de Pareto des résultats qui sont
les analogues de ceux démontrés dans [3] pour les points minimaux, et qui nous seront
utiles par la suite. Le lemme suivant est bien connu:

Lemme 1. Pour une famille finie (u;);_., .. y de fonctions d’utilité, les conditions
suivantes sont équivalentes:

a) x est un optimum de Pareto,

b) il existe des coefficients positifs py, ..., py de somme 1, avec 3V pu(x)=0,

¢) il existe des coefficients positifs py, ..., py de somme 1, tels que ¢(2)= 3" pu;(2)
atteigne son maximum pour z=X.

Démonstration. a)=>b): Si b) est faux, 0 n’est pas dans U'enveloppe convexe des
u;(x) i=1, ..., N. On peut donc trouver un nombre a>0 et un point y€E tels
que u;(x)(y)=a, i=1,...,N; on a alors u;(x+ty)>u;(x) pour ¢ assez petit, et
pour tout 7; ceci implique que x n’est pas un optimum de Pareto. -
b)=¢). On peut écrire, VycE:

20 (1) = 3 pw () + 1 37 pig (D) + 1 27 A1)
et donc, si " p;u;(x)=0, puisque #4,(1)=0 V¢,
Sy piu(x+1y) = I pou(x),

c)=a). Six n’est pas un optimum de Pareto, on peut trouver x” avec u;(x") =u;(x) Vi,
donc ¥ pu;(x")=3Y pus(x).
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Remarque. 1l résulte de la condition b) que Pensemble ¢ des optima de Pareto
des () estborné: soit A=inf {37 p,u;(0), p;=0, 3" p;=1}. On sait qu’il existe K
tel que [zl =K=u;(z) <A pour tout 7, donc 3 pu,(z)<A=_" p;u;(0), et le maxi-
mum n’est pas atteint en z.

Soit d=sup {|z||, z€0}, et D la boule de centre O et rayon d.

Lemme 2. Soient p; des coefficients positifs de somme 1, @(z) =2f' piu(2), x
loptimum de Pareto correspondant. On a, si ||z| =d,

@(2) = (x)~20p(|x—z|)).

Démonstration. Ce lemme est I'analogue du lemme 2 de [3], chap. II, et se dé-
montre de la méme maniére, en utilisant I’hypothése d).
Un cas particulier important d’optimum de Pareto est celui du point qui maxi-

. 1
mise TV—Zf' 4;(z). Nous le noterons o.p. (uy, ..., y).

Dans ce qui suit, nous supposerons, pour simplifier les calculs que, pour tout
borné M de E, il existe une constante C,, et un nombre g=>2 tels que I’hypothése
d) soit satisfaite avec 8,(e)=C,. &%

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe:

Théoréme 1. Soit u,, ..., uy une famille finie de fonctions d'utilité. 1l existe une
constante K et un nombre y=>0 tels que, si py, ..., py sSont des coefficients positifs de
somme 1, x, I optimum de Pareto correspondant, Xy, ..., Xy, ... une suite de variables aléa-
toires indépendantes, définies sur un méme espace (Q, P) prenant les valeurs uy, ..., uy
avec les probabilités p,, ..., py, on ait, pour tout n€N:

Elo.p. (Xy(@), .., X,(0))— x| = n—If

Remarque: La constante K et le nombre y=0 dépendent seulement du module
de convexité de F, et de la constante C,, et du nombre g intervenant, pour la famille
(#), dans I’hypothése d) pour le borné M =D, mais ne dépendent pas de N.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoih d’un résultat
d’approximation dans I’enveloppe convexe, dont la démonstration (qui se situe dans
un cadre un peu plus général), nous a été communiquée par B. Maurey:

Lemme 3. Soit F un espace de Banach de type p-Rademacher (1<p=2), x un
point de F,Y,,Y,, ..., Y,, ... une suite de variables aléatoires indépendantes définies
sur un espace (Q, P) de méme loi, & valeurs dans un borné de F, et d’espérance x. On
a, pour néEN:

Yi+..+7, ” L
— "X

E = Cn?
n
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on C est une constante qui ne dépend que de la constante de type p-Rademacher de
lespace F et du diamétre du borné ou les Y, prennent leurs valeurs.

Démonstration du lemme 3. Rappelons tout d’abord que F est de type p-Rade-
macher (1 <p=2) s’il existe une constante C telle que, pour tout # et tout n-tuple de
points Xy, ..., X, dans F, on ait, en désignant par (g;(7) ) la suite de variables de Rade-
macher:

S 3t eox| de = (ST 107

Posons Y, (o, @)=Y, (w)—Y,(w"). Ce sont des variables symétriques définies
sur QX Q. On a, pour tout n,

J ”%Z’Ll Yi(@)—x ‘ iP@) = [f H% S Vi, a))“ dP(@)dP ().

Puisque les ¥, sont des variables indépendantes et symétriques, cette derniére quan-
tité est égale a:

dtdP(w)dP(w’).

fff H%Z}?:l & (D) (0, ©)

On en déduit, par définition du type p-Rademacher:

) =< S S 1T, )2 dP(w) dP(w) = 2CKn?

n

Lo
£l s

en notant K le diamétre du borné ou Y, prend ses valeurs, Cest a dire
K=supy, o | Y (@)].

En utilisant ce lemme, nous allons maintenant démontrer le théoréme 1.

Soient p,, ..., py des coefficients positifs de somme 1, x, 'optimum de Pareto asso-
cié. Soit X3, ..., X,,, ... une suite de variables aléatoires définies sur (€2, P), prenant les
valeurs uy ...uy avec les probabilités py, ..., py. Pour chaque entier k, définissons une
variable aléatoire Y, (w) par Y, (w)=u](x,) si X,(w)=u;; les variables Y5, ..., ¥, ...
sont donc indépendantes, & valeurs dans E’, et prennent les valeurs u;(xo), ..., uy (%)
avec les probabilités py, ..., py-

E est uniformément convexe, donc E’ est uniformément lisse, et a fortiori de
type p-Rademacher pour un p=>1. Donc le lemme 3 s’applique, et en remarquant
que EY,=0 ¥n, on obtient

.
= Cn?

e
E “‘,;21 Y;
et donc

1-p 1-p
= Cn 2P}§n L

7|

| -
71"21 Yj
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. 1 e .
Soit €, I'ensemble {w, ”—Z’{' Y j’ <Cn?p }, Q, son complémentaire. Pour weQ,
n

neN, les valeurs de Y;(w), ..., Y,(w) sont une suite u; (xo), ..., %; (xo) (deux indices
quelconques n’étant pas nécessairement distincts), avec

i-p

1 —Cne.

— =1, (%0)

n

. 1
Notons x le point ou — 3"
n

_,u, prend son maximum: cest 0.p. (X;(w), ...,
=171 .

X,(®w)), et considérons la fonction convexe dérivable de la variable réelle ¢ dé-
finie par:

VO == S0, (x 1o )).

Le minimum est atteint pour ¢=0, la dérivée est croissante entre O et 1, et pour

1 .
1=1 elle vaut —— 3", u{j(xo) (xo—x). On a donc, en utilisant le lemme 2:
n

Cilx—x|t =y D~y ©) = f1¢/ () dt = ¥ Q)

1-p

= [x—xolf = Cn'2 [x—x,|

|
_Zj=1 ui,-(xo)

n

1

—1 1-p
vl = (&) .
Par ailleurs:

Eljo.p. (Xltw), s X (@)= x| = fﬂl llo.p. (X1 (), ..., X, (w))— x| dP(ew)

1
1 1—p 1-p

+f llo.p. (X1 (@), ..., X, () —x,|| dP(w) = (—g)q n2@=0 4 2dn 27
2 G

avec 7y = ——o

_K p—1
T 2p

ce qui démontre le théoréme.

Remarque. Ce théoréme signifie que pour calculer un optimum de Pareto pour
les fonctions uy, ..., uy, il suffit, approximativement, de le calculer pour n d’entre elles,
et, mieux, la plupart des choix de n éléments parmi les N donneront un bon résultat.

Nous n’avons considéré ici, par souci de simplicité, que des familles finies de
fonctions d’utilité. On peut envisager une étude semblable avec des familles infinies,
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en ajoutant des hypothéses, destinées a assurer 1’existence d’optima de Pareto, et 3
rendre les calculs précédents possibles. Par exemple, on renforcera ’hypothése d)
en supposant la famille uniformément équi-concave sur les bornés (le nombre J est
le méme pour toutes les fonctions). Pour le cas particulier des points minimaux, les
techniques ont été développées dans [3], ce qui permet d’obtenir les énoncés suivants,
dont les démonstrations sont, pour 'essentiel, analogues a celles qui précédent.

Lemme 4. Soit E réflexif, lisse et strictement convexe. Soit M un compact de la
boule unité de E, x un point minimal pour M, p un réel avec 1<p-<<o, u la mesure
représentant x. @ (z)= f |z—m\\Pdu(m) prend son minimum en x. Notons &, la forme
linéaire de norme 1 qui norme x—m. On a:

S lx—m|P=1&, du(m) = 0.
Simy, ..., m, sont des points donnés, et n fixé on note min, (my, ..., m,) le point

.. 1
qui minimise — 37 ||z —my %
n

Théoréme 2. Soit E un espace lisse et uniformément convexe avec 6(e)=C,g".
1l existe une constante K et un nombre y=Q tels que, pour tout compact M de la boule
unité, pour tout point x, minimal par rapport & M, pour toute suite Xy, ..., Xy, ... devaria-
bles indépendantes définies sur (Q, P) d valeurs dans M avec X, (P)=p, Yk, (4, est la
mesure représentant x), on ait, pour tout n:

LS

Eming (X, .., X,) =%l = -

Remarque. Les hypothéses d=Cs? dans les théorémes précédents ne sont pas
essentielles et ne servent qu’a simplifier les calculs et la présentation du résultat.

3. Taille d’un ¢-net dans ’ensemble des points minimaux d’un compact

Soit M un compact contenu dans la boule unité d’un espace de Banach unifor-
mément convexe E, et N(¢) la fonction qui donne la taille d’un &-net dans M (c’est-a-
dire la nombre minimum de points qu’il faut pour que les boules de rayon ¢ qui y
sont centrées recouvrent M). Notre but dans ce paragraphe est d’estimer la fonction
N’(¢) correspondante pour min M (on sait que min M est compact au vu de [3],
§2, th. 3). Nous obtiendrons deux estimations différentes par deux procédés dif-
férents, 'une ou I'autre étant la meilleure suivant les cas.

Nous supposerons, pous simplifier les calculs, que le module de convexité de £
satisfait & J(¢)=Ke?(p=2), mais des estimations semblables peuvent étre obtenues
dans le cas général.
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Lemme 1. Soient my, ..., my les points dun e-net dans M, p une probabilité
portée par M. Il existe des coefficients oy, ..., oay, positifs et de somme 1, tels que, si 'on
pose:

Y2 = [lz—mlPdu(m), ¢(2) =32, o0lz—m,?,
on ait, pour tout point z de norme au plus égale 4 2.
W (2)—(2)] = 37 pe.

Démonstration. Soient By, ..., By les boules fermées de centre my, ..., my et de
rayon & qui recouvrent M. Soient C;=B;, C;=B;—C;...C,=B;,—(C;U... UC,_), ...
ey Cy=By—(C U ... UCy_). Soit y la restriction de y a C, et o,=u(C,). On a
évidemment o, =0 et > o, =1. Par ailleurs, si mcCy et [|z] =2, on a:

[l z—mlP~{z—m,?| = 37~ pe
et donc

|1z = ml dpom) = 2Ly oz —mill?] =| 2L, [, (12— mlle—lz—m]) du(m)

= 37"1pe
ce qui prouve le lemme.

Lemme 2. Soient y, et 1, deux probabilités sur M, 1, et {1, les fonctions corres-
pondantes, x, et x, les points ou elles prennent leurs minimums respectifs. Si pour tout
z aqvec |z||=2 on a:

28)” 2

12— =¢, alors |x1—x,| = (_1_5

Démonstration. On a en effet |f,(x) Y, (x)|=¢, Wi(x)—Va(xy)|=¢ (le
minimum est en effet atteint en un point de norme au plus égale 4 2), et en outre
Ya(x)=Ya(xa), Ya(xa)=y(xy). On en déduit ¥ (x)=va(x)+e=ya(x)+e, et
donc ¥,(x) —e=Y (x) =Y (x) =Ya(xp)+e. Donc [ (x2) —¥s(x))|=e. Comme
W2 (1) —¥1(x1)|=¢, on a

[Yr1 (D) =y (x2)| = 2e.
Mais on sait que, pour tout z avec |z| =2 ([3], chap. 2, lemme 2 bis):

¥1(2) = ¥ (x)+Kllx; — 2|7,

d’ott Yon déduit le résultat annoncé.
Nous adopterons la notation suivante: B(N, &) désigne la taille d’un e-net dans
Iensemble Sy={(21, ..., ay), =0, >~ oz=1}, muni de la norme /*. Une estimation
nt

2 !
évidente de B(N,¢) est B(N, e)=—.
€
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Soient maintenant y un point minimal par rapport & M, e>0 donné, m,, ...,my
un e-net dans M. Soit u la mesure qui représente p, en ce sens que Y(2)= [ [lz—m|?
dp(m) prend son minimum en y. Soient oy, ..., oy les coefficients donnés parle lemme 1:
si (@)=Y qllz—m |, (@) —e(2)|=3""1pe si |z]=2. Soit x le point minimal
associé a ¢@. Solent (&, ...,ol), i=1,..., B(N,¢), des coefficients formant un
B(N, ) net dans Jy. Pour un certain i, on a > |o —oie|=e. Si @;, est la fonction

associée aux coefficients («f°), on a, si |z| =2,

o (2)—;,(2)] = 37
et donc
W (2)— 0, (2)] = (p37 71+ 3%)e = 37~ 1(p+3)e.

Il résulte alors du lemme 2, que si x;_ est le point minimal associé 2 ¢, ,

(2 3P—1(p+3)s)””
Iyl = (XA De
2.30-1 3 . .
et donc, si ’'on pose &'= ____I(<_p+_)8, on a démontré que fout point minimal par

rapport & M se trouvait a distance au plus ¢"V/? d’un des points x;; il en résulte pour
la taille d’un e-net dans min M [estimation:

N'(e) = B[N, &'7].

Nous allons maintenant donner une autre estimation de N’(¢), en utilisant le
théoréme d’approximation des points minimavx qui a été démontré dans le pata-
graphe précédent. Un corollaire de ce théoréme est le suivant:

Soit E un espace de Banach uniformément convexe; il existe un nombre y=1/2
et une constante C tels que, pour tout M compact de la boule unité, tout y minimal
par rapport 4 M, tout n€N, il existe » points x;, ..., x, de M, et un point x minimal

. C
par rapport & {x;, ..., x,} avec I|x~y||§—;.
n

Soient donc y minimal pour M, &=0 donné, m,, ..., my un e-net dans M,
o, ..., oy les coefficients donnés par le lemme 1, x le point minimal correspondant.

- C . .
Choisissons n pour que —=¢, et soient 1, , ..., m, les points donnés par le théoréme
n n

d’approximation: il existe un point x, minimal pour {m, , ..., m; } avec |x~xoll =¢,
et donc [[x,—y||=2e. A son tour, le point x, peut-étre approximé par un point x;,
associé & une fonction py(2)=23}_, oz,{"]]z-—mikl]” dont les coefficients sont pris dans

. K
un ensemble (x]) formant un —2—31’ net dans Pensemble Sy, avec [x—xgll=3e.
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On a donc ||y ~x||=5¢. Comme il-y-a au plus Cy points x, et, pour chacun

K . . .
d’eux, au plus S (n, 3 s”] points xg, on obtient I’estimation:

N'(@) = CiB [n, -125 [%),,]

Dans le cas d’un compact M formé de N points, on vérifie aisément que la pre-
miére estimation est la meilleure si N est fixé et ¢ varie; par contre, C’est la seconde si
& est fixé et N varie.
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