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UNE GENERALISATION DU THEOREME DE
GLEASON-KAHANE-ZELAZKO POUR LES

ALGEBRES DE BANACH

BERNARD AUPETIT

Let A and B be complex Banach algebras with identity
and suppose that B has a separating family of finite dimen-
sional irreducible representations. If T is a linear map-
ping from A onto B such that x invertible in A implies Tx
invertible in B then we have Tx~{Tl)Sx, for every x in A,
where S is a Jordan morphism.

l Introduction* Presque simultanement A. Gleason [7] et
J.-P. Kahane et W. Zelazko [10] demontrerent le theoreme suivant:
soient A et B deux algebres de Banach complexes, commutatives,
avec unite, supposons que B est sans radical et que T est une ap-
plication lineaire de A dans B telle que x inversible dans A implique
Tx inversible dans B et telle que Γl = 1, alors T est un morphisme
d'algebre. W. Zelazko [16] a montre que Γhypothese de commutati-
vite sur A est inutile, cela resulte en fait tres facilement du lemme
de Herstein qui suit ou bien d'une petite remarque de A.M. Sinclair
([5], p. 79) ou bien du Lemme 5 de [3]. Pour une demonstration de
ce theoreme a Γaide du theoreme de Liouville reel voir [6], p. 51-53.

Dans [11], page 12, I. Kaplansky s'est pose le probleme plus
general suivant: soient A et B deux algebres de Banach complexes
avec unite, T une application lineaire de A dans B telle que Tl = 1
et T envoie tout element inversible en un element inversible, alors
T est-il un morphisme de Jordan, c'est-a-dire tel que Tx2 — (Tx)2

pour tout xeAΊ Ce probleme est partiellement justifie par le
theoreme de M. Marcus et R. Purves [12]: si T est une application
lineaire de Mn(K) sur lui-meme, ou K est un corps commutatif
algebriquement clos, telle que det Tx = det xf pour x e Mn(K)y alors
il existe un morphisme de Jordan S de la forme S(x) — uxu1 ou
S(x) = utxu~\oiϊ ιx est la transposee de x) tel que Tx = (Tl)S(x),
pour tout xeMn(K). La par tie delicate de la demonstration de ce
theoreme est de prouver que S est un morphisme de Jordan, le reste
vient du theoreme de Noether-Skolem ([8], p. 99) ou bien dans le cas
de Mn(C) de la demonstration analytique donnee dans [13], Theoreme
2.5.19. Malheureusement le probleme de I. Kaplansky est trop
general pour etre vrai, Γexemple suivant le prouve. On prend A la

sous-algebre de M4(C) formee par les matrices^ J, oύα, b,ceM2(C)
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et o est la matrice nulle de M2(C), on pose τ ( j J) = ( j tj), il est

facile de verifier que Γ envoie toute matrice inversible, en une

matrice inversible, cependant Γ ί ί ? /•))"" v M o )) n ' e s * p a s n u ^ e

et est seulement nilpotente.
L'objet de cet article est de demontrer les deux resultats qui

suivent.

1. Si A est une algebre de Banach complexe avec unite
et si T est une application lineaire de A sur MJfi) telle que Tl = 1
et x inversible implique Tx inversible, alors T est un morphisme
ou un antimorphisme d'algebres.

Nous dirons que Γalgebre de Banach B admet une famille
separante &* de representations irreductibles de dimension finie si
quel que soit yeB,y^0, il existe Π e J^, telle que Π(x) Φ 0.
Gomme exemples il y a les algebres sans radical dont toutes les re-
presentations irreductibles sont de dimension finie, L\G) pour G
compact ou produit d'un groupe compact et d'un groupe commutatif,
MJSΆ) pour 31 commutative et sans radical (voir [1]), l\S) pour S
semi-groupe libre ayant un nombre fini ou denombrable de genera-
teurs, etc.

2. Soient A une algebre de Banach complexe, avec
unite, et B une algebre de Banach complexe avec unite, admettant
une famille separante de representations irreductibles de dimension
finie, si T est une application lineaire de A sur B telle que Tl = 1
et x inversible implique Tx inversible, alors T est un morphisme
de Jordan. Si en plus B est sans representations irreductibles de
dimension 1 il existe des ideaux bilateres I et J uniques, un mor-
phisme unique φ de A sur I et un antimorphisme unique ψ de A
sur J tels que B = J ® J et T = φ + ψ.

2. Quelques resultats preliminaires* En utilisant les techni-
ques de fonctions sous-harmoniques developpees dans [3], Z. Slodkowski,
W. Wojtyήski et J. Zemanek [15] ont pu obtenir le lemme suivant
qui caracterise le radical de faςon purement spectrale. On denote
par p le rayon spectral.

LEMME 1. Soit A une algebre de Banach complexe, si p{x + α) = 0
pour tout x tel que p{x) — 0, alors a e Rad A.

DEMONSTRATION (a). Commenςons par montrer que p{ax — xa) — 0,
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pour tout xe A. II est clair que p(a) = 0. Comme eλxae~λx =
X(xa — αa?) + est dans A, meme si A n'a pas d'unite, et que
p(eλxae~λx) = p(a) = 0, a l o r s / θ ( — e λ x a e ~ λ x - \ - a ) — \X\ p(xa—ax + X(x(xa—ax) —
(xa — ax)x) + . . . ) = 0, on deduit que p(f(X)) = 0, pour λ ^ 0, oύ
f(X) est la fonction analytique xa—ax+X(x(xa—ax) — (xa—ax)x) + ' .
D'apres le theoreme de Vesentini ([3], Lemme 2), X \-+ p(f(X)) est
sous-harmonique sur C et identique a 0 sur C\{0} done

p(f(O)) = p(xa - ax) = lim p(f(X)) = 0 .
λΦO

(b) Soit Π une representation irreductible de A sur Γespace de
Banach X, alors p(Π(x)Π(a) — Π(a)Π(x)) = 0, pour tout a e A Si /7(α)
n'est pas de la forme λ/7(l), avec λ e C, il existe £ 6 X, ζ Φ 0, tel que
Ύ] = /7(α)f et f soient independants. D'apres le theoreme de densite
de Jacobson il existe x e A tel que Π(x)η = f et /7(sc)£ = 0, alors
(Π(x)Π(a) - Π(a)Π{x))ξ = /7(a?)7 = f, done 1 6 Sp(Π(x)Π(a) - Π(a)Π(x)),
ce qui est absurde. Ainsi 77(α) = XΠ(l)f mais comme ô(α) = p(Π(a)) = 0,
alors λ = 0, dJoύ α 6 Ker 77 quel que soit Π irreductible, soit a e
Π Ker Π = Rad A.

Le resultat qui suit est interessant en lui-meme et generalise
fortement un certain nombre de theoremes de continuite des mor-
phismes d'algebres de Banach.

PROPOSITION. Soient A une algebre de Banach complexe et B
une algebre de Banach complexe, sans radical, avec rayon spectral
continu. Si T est une application lineaire de A dans B tel p(Tx)<^
p(x)9 pour tout x de A et telle que T(A) soit dense dans Vensemble
des elements quasi-nilpotents de B, alors T est continue.

DEMONSTRATION. D'apres le theoreme du graphe ferme pour
montrer que T est continue il suffit de montrer que si xn tend vers
0 dans A avec Txn tendant vers a dans B, alors a = 0. Soit x e A
et xeC, alors x + Xxn tend vers x et T(x + Xxn) = Tx + XTxn tend
vers Tx + Xa done, d'apres la continuite du rayon spectral,

p(Tx + Xa) = lim p(Tx + XTxn) <: lim p(x + Xxn) ^ p(x) .

Ainsi p(Tx + Xa) ^ p(x), pour tout X e C, ce qui implique d'apres le
theoreme de Vesentini et le theoreme de Liouville pour les fonctions
sous-harmoniques que ρ{Tx + Xa) = p(Tx). Comme T(A) est dense
dans Γensemble des elements quasi-nilpotents de B, et que p est
continue sur B on obtient que p(y + Xa) — 0 pour tout y quasi-
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nilpotent de B done que a e Rad B = {0}, soit a = 0, d'apres le
Lemme 1.

REMARQUE 1. II serait fort interessant de savoir, lorsqu'on
laisse tomber Phypothese que T(A) est dense dans Γensemble des
elements quasi-nilpotents de B, si T est continue modulo le radical
de la sous-algebre fermee C engendree par T(A), autrement dit si
a e Rad C dans la demonstration precedente. Pour cela il suffirait
de prouver que p(TxxTxi Txn + a) — ρ{Tx1Tx2 Txn), pour toute
famille finie xlf •••,$„ d'elements de A.

Rappelons qu'un anneau A est dit premier si aAb = {0}, pour
α, b 6 A, implique α = 0 ou 6 = 0. D'apres le theoreme de densite
de Jacobson un anneau primitif est premier, done en particulier le
lemme qui suit va pouvoir s'appliquer aux algebres de Banach
primitives.

LEMME 2 {Herstein). Soίent A, B deux anneaux et T un mor-
phίsme de Jordan de A sur B. Si B est premier alors T est un
morphisme d'anneau ou un antimorphisme.

Ce resultat qui est une tres belle generalisation du theoreme de
Hua sur les corps (voir par exemple [2], p. 38-40) admet une demon-
stration tres calculatoire (voir [9], pp. 47-51).

3* Demonstration du Theoreme l D'apres la proposition, T
est continue, ainsi (λ, μ) -> φ(\, μ) = άet(T(eXxeμv)e-λτ*e-μT') est analyti-
que en λ, μ et ne s'annule pas, done (λ, μ) —> Log ^(λ, μ) est analyti-
que en λ, μ. Comme:

M I + \Mn\\Tx\\ + \μ\n\\y\\ + \μ\n\\Ty\\}

on deduit que Re Log φ(X, μ) ^ L|λ| + M\μ\ + N, pour L, M, N> 0
convenables. En appliquant le theoreme de Liouville reel, comme il
est fait dans [6], p. 51-53, separement en λ et μ, on obtient que:

pour a, β, 7 6 C. De Γl = 1 on deduit 7 = 1. II est bien connu que
det(l + m) = 1 + Trm + σ2(m) + σs(m) + + det m, oύ σ2, σ3,
designent les fonctions symetriques fondamentales, de degre ^ 2, des
valeurs propres de m. En faisant un developpement jusqu'au degre
3 on obtient:

Txe-μTy = 1 - —(Tx)2 -£-{Tyf + — Tx2

Δ Δ Δ
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+ £-Ttf + Xμ(Txy - TxTy)

+ —[Tx3 - (Tx)3 + 3(Tx)3 - ZTx2-Tx]
6

+ {τxγτy + Ty{Txf - Tx* Ty - 2Txy Tx)

+ 2 TyTyTy - 2 TxyTy - Tψ Tx]
Δ

+ £[Ty3 + 2{Ty)3 - ZTy' Ty] + v
6

oύ v contient seulement des termes de degre ^ 4 en λ et ]«. Si on
pose u egal aux termes de degre ^ 2 dans (2) il est facile de voir
que rσ2(u)9 σz(u)f sont de degres ^ 4 en λ, μ. Aussi en prenant
les coefficients de λ et μ on obtient deja que a = β = 0. DΌύ en
identifiant a 0 les coefficients de Xμ et X2μ on obtient:

(3) TrTxy = TrTxTy = TrTyTx .

(4) Tr[Tx2y + (TxfTy + Ty(Txf - 2V 2V - 2 T ^ Γa?] = 0 .

D'apres (3): TrTx2-Ty = Γ r Γ ^ et TrTxy-Tx = TrTx-Txy^
TrTx2y, done on obtient:

(5) Tr(TxYTy = Γ

qui avec (1) donne:

2Y(ΪV - (Tx)2)Ty = TrTx2-Ty - Tr(Tx)2Ty

= TrTtfy - TrTx2y = 0 .

Comme Γ est surjective et que toute forme lineaire sur M%{C) est
de la forme $ -» Γrαjα pour une matrice convenable a = Ty alors on
obtient Γx2 = (T#)2. H suffit d'appliquer le Lemme 2 pour terminer.

Sp a? designe le spectre de α .

LEMME 3. Soient A et B deux algebres de Banach complexes
avec unite. Si T est une application lineaire de A dans B telle
que Sp Tx c Sp x quel que soit xeA,Sx — (Tl)~ιTx est une applica-
tion lineaire de A dans B telle que SI = 1 et SpScccSpa?. Autre-
ment dit lorsque SpTsccSpa; on peut toujours supposer que Γl = 1.

DEMONSTRATION. Comme S p Γ l c S p l = {1}, on a Γl = 1 + u oύ
p(u) == 0. En particulier 1 + u est inversible. Supposons que λ 6
Sp(l + uY^Tx, alors - 1 6 Sp(l + u)~xTy, oύ y= -x/X. Ainsi (1 + u)
[1 + (1 + uYxTy\ = I -{- u + Ty est non inversible, done comme
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Sp(l + u + Ty) = SpT(l + j/)cSp(l + y),l + y est non inversible,
soit λ e Sp#. Ainsi SpSα? c Sp #.

COROLLAIRE 1. Si T est une application lineaire de A sur
Mn(C) telle que Sp Tx a Sp x, pour tout x, alors Tx = (Tl)Sx, oύ S
est un morphisme ou un antimorphisme.

DEMONSTRATION. II suffit d'appliquer le Lemme 3 et le Theoreme 1.

COROLLAIRE 2 (Marcus-Purves). Si T est une application lineaire
de Mn(C) sur Mn(C) qui conserve le determinant, alors Tx = (Tl)Sx
oύ Sx est de la forme uxu"1 ou u%xu~x, pour u e Mn(C) convenable.

DEMONSTRATION. D'apres les remarques du debut concernant le
theoreme de Noether-Skolem il suffit de verifier que Sp Sx = Sp xf

pour tout x. Mais λ e S p x equivaut a det(# — λl) = 0 done a
det(Tx - λΓl) = 0 soit det TV det((Tΐ)-ιTx - λ) = 0 qui, comme det
Tl — 1, equivaut a det(Sx — λ) = 0, done λ e Sp Sx.

4. Demonstration du Theoreme 2. Soit Π une representa-
tion irreduetible de B, de dimension finie, qui appartient a ^"\
D'apres le theoreme de densite de Jacobson Π{B) — Mn(C), pour un
certain n9 done d'apres le theoreme 1, Π o T est un morphisme ou
un antimorphisme, done en particulier Π(Tx2 — (Tx)2) = 0. Comme
^ est separante Tx2 = (Tx)2, done T est un morphisme de Jordan.
La suite de la demonstration se fait comme dans [14], Theoreme 2.1.
Soit & Pensemble des ideaux primitifs de B muni de la topologie
de Jacobson. Si Ker Π e & alors Π © T est un morphisme de Jordan
et Π(B) est primitif done, d'apres le Lemme 2, Π o T est un mor-
phisme ou un antimorphisme, aussi ^ = ^ U ^ 2 > oύ &[ =
{KerIT\Πof soit un morphisme} et ^ 2 = {Ker Π\ΠoT soit un anti-
morphisme}. Si B est sans representations irreductibles de dimension
sur alors ^ n ^ 2 est vide. On pose 1= Πpe^P, J= ΠPB^2P9 Φ egal
au produit de T et du morphisme canonique de A sur A/I ainsi que
ψ egal au produit de T est du morphisme canonique de A sur A/J.
En se reportant a [14] on verifie que toute la suite fonctionne bien.

REMARQUE 2. A. M. Sinclair a montre que la fin du theoreme
est fausse si B admet des representations irreductibles de dimension
1. Maintenant il est evident qu'on peut obtenir une grande quantite
de corollaires, en particulier de grosses generalisations du theoreme
de Marcus-Purves, en prenant B = L\G), oύ G est compact ou
produit d'un groupe compact et d'un groupe commutatif, Λfft(8l) pour
9ί commutative et sans radical, V(S) pour S semi-groupe libre ayant
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un nombre fini de generateurs, etc.

REMARQUE 3. Un probleme de la plus haute importance serait
de savoir si le Theoreme 2 reste vrai, sans supposer T surjective,
avec comme conclusion que T est un morphisme de Jordan modulo
le radical de la sous-algebre fermee C engendree par T(A), ou bien
plus faiblement que p(Tx2 — (Txf) = 0, pour tout xeA. On peut
aussi se poser la question de savoir si ce meme theoreme s'etend a
une classe plus vaste d'alegbres de Banach, par exemple celles ayant
une famille separante de representations irreductibles a spectre
denombrable (oύ le spectre varie localement analytiquement en dehors
d'un ferme de capacite nulle, voir [4]).
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