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GROUPE DES CLASSES ET UNITE FONDAMENTALE
DES EXTENSIONS QUADRATIQUES RELATIVES
A UN CORPS QUADRATIQUE
IMAGINAIRE PRINCIPAL

HEDI AMARA

On établit un algorithme qui permet de calculer le nombre
des classes et 'unité fondamentale des extensions quadra-
tiques, non galoisienne sur @, d’un corps quadratique im-
aginaire principal. La méthode consiste a mettre en évidence
des représentants des classes d’idéaux, les idéaux réduits,
qui s’introduisent au moyen des bases. Le regroupement de
ces idéaux en classes, qui constitue I’essentiel de ce travail,
donne le nombre des classes et I’unité fondamentale.

I. Notations. Idéaux réduits. Soit & I'un des 9 corps
quadratique imaginaires principaux, O, son anneau des entiers, @ un
entier de k sans facteurs carrés, K le corps k(1 a) et O, son anneau
des entiers, {1, 6} une O, base des Oy et enfin z (respectivement o)
le k-automorphisme non trivial de K (respectivement la conjugaison
complexe).

Comme dans le cas des corps quadratiques [2], chaque classe
d’idéaux fractionnaires de K contient un idéal entier admettant le
couple (a, & — ¢) comme O, base oi a et ¢ sont deux entiers de k&,
appelés norme et racine, reliés par la relation F(¢) = 0 mod a, avee:

FX)=X*—(0+6)X + 667 .

DEFINITION I. 1: un idéal entier I = (a, 8 — ¢) est dit réduit si
et seulement si il vérifie la propriété suivante: pour tout £el, & -0
on a:

la| = sup(|&l, [£€7]) .

Conséquences. (1) I est réduit si et seulement I° le soit aussi et
ils ont la méme norme.

(2) 1l existe un nombre fini d’idéaux réduits.

Plus précisement: pour que (a, f — ¢) soit réduit il faut que |a|* <
(4/I1)V'Dyg,q oU Dy, désigne le diseriminant positif de K/Q.

(8) chaque classe d’idéaux fractionnaires de K contient au
moins un idéal réduit.

ProposITION 1.2. Soient I= (a,0 —e¢,) et J = (b,0 —c,) deux
idéaux réduits. Pour que JI* soit principal il faut et il suffit il
existe dams I un élément h, tel que |hy| < |a| et vérifiant:
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(i) J = (hi/a)I et N(h,) = cab ou N désigne la norme de K/k et
€ une unité de k.

(il) pour tout helI* |h| < |h,| on a |h| < |h7|.
Cette derniére condition est appelée condition de réduction et tout élé-
ment h € I*, |h|<|a| et vérifiant (ii) est appelé élément réduit dans I.

Démonstration. Si JI' est principal, il existe ve K* tel que
J = vI; comme beJ il existe & € I™* tel que b = v&, si |&]| < a prenons
h, = & et en prenant la norme des deux membres dans 1’égalité J =
~vI on obtient b = N(J) = eN(v) a, avec ¢ unité de k.

On en déduit que: b = vh, = ¢vy°a done que hj/a = ¢y et ainsi
J = vI = hilJa et on obtient facilement N(k,) = eab. Si|&]| > |a| on
choisit v unité de K telle que |u&| < |a| et on prend h, = u&, et on
obtient facilement la méme chose.

D’autre part comme J réduit on a pour tout neJ* |[b| <
sup(|7], |7°]) mais en tenant compte du fait que J = (hj/a)l ceci
revient a dire que pour tout € I* on a:

(121 [y Blle] Lkl €]
o= sup (LS i)

en divisant par |hj|/|a]| ceci reste équivalent a: pour tout £ € I*|h,| <
sup(1&], (|ho| |&°|/|R5])). Cette derniére inégalité étant trivialement
vérifiée pour les & e I* tels que |£| = |h,| elle devient done équivalente
a: pout tout gerI* |&| < |h,| on a |hy| < |ho||&°|/|hi] et c’est bien (ii).

Pour regrouper les idéaux réduits en classes, on est donc amené
a étudier pour un idéal I l’ensemble de ses éléments réduits noté
R,. Le lemme suivant vérifié dans le cas K/Q non galoisien (i.e.,
ao’ ¢ k*?) simplifie cette étude.

LemME 1.8. Soit I = (a,0 — ¢) un idéal réduit et soient & et %)
deux éléments de R;. Pour que |&| = || <l faut et il suffit que & =
en avec ¢ unité de k. Plus précisemment les éléments de méme
module dans R; differe d’une unité de k.

Démonstration. Si L désigne la cloture galoisienne de K et K’
I’extension bicyclique k(aa®) on a la figure suivante:

L
/}\
/ N
K K K
AN ‘ s
\k/
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Soit J = (7/a)I, J est un idéal réduit de norme b = &, /a) avec ¢,
unité de k. L’élément ¢t = (°/a)s appartient a J et il est tel que
|£] = |b]. Ecrivons [t|* = tt° = bb° = |b|*€ Z si bien que t° = (|b|*/t)
appartient 4 K. On en déduit que tc K N K° =k, comme teJ on a
teJNk=JnN0,=0b0, et ainsi t = be, avec 5,€0,, |&,| = 1.

Cette derniére égalité s’écrit en remplacant ¢ et b par leur valeur
(la)e = ee,(nn/a) et ainsi & = ey avee € = ¢, unité de k.

II Etude de R,. Pour un idéal I = (a, 6 — ¢) on va étudier R,
modulo les unités de k. Considérons ’application @:

IN — [R;|U{la]}
définie par récurrence par:
P(0) = la| = |h|

@(n) = |h,| ot h, est I'élément de I* vérifiant:

(1) kol <|lpul

(ii) pour tout hel* et |h| < |h,_.| on a |ki| = |h7].

La condition (ii) est plus forte que la condition de réduction
assure que h, € R, et l'existence des h, n’étant pas difficile 4 voir si
bien que @ est bien définie en vertu du Lemme I.3.

LemMmE I1.1. La suite (n) = |h,| est décroissante et temd vers
z6ro.

Démonstration. |h,|est décroissante par construction. Supposons
que |h,| ne tend pas vers zéro. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout
neN, |h, =t Soit zel* avec |£| < t, d’aprés la définition des h,
on doit avoir pour tout entier n, |h;| < |£7| ce qui donne les inégalités
suivantes:

¢ =< |h,] = |al
la| = |ha| =&
Ceci exprimé au moyen du plongement habituel de la géométrie des
nombres de K dans C* définie par: s(8) = (B, 5°) pour tout Be K et
pour lequel s(I) est un réseau de C* donne s(R;)Cs(I)N D ot D est
le compact de C* définie par:
t < |z < l|a }

D_: 2
{@, mec \la! <yl =]

mais ceci entraine que R, est fini ce qui est absurde.

LEMME I1.2. @ est une bijection de IN dans |R;|U {|al}.
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Démonstration. @ est injective par construction. Démontrons
la surjectivité: soit he R;: comme |h| < |a| et que {|k,|} tend vers
zéro en décroissant, il existe un entier m tel que |hni| Z b < | Bl
supposons que |h,.;| < |h|, h étant un élément réduit de I cela
entraine que |hL.,| = |hk7|. Par ailleurs d’aprés la définition de
hwi, et du fait que |h| < |h,| on a:|hi.,| =< |h°| d’ou légalité
|h*| = |h,,| et par un raisonnement analogue a celui du Lemme 1.3
on déduit que h° = ehi,,, avec ¢ unité de k si bien que h = ¢'h,4, et
@ est surjective.

LeEmME 11.8. Soit u une unité de K
(i) Si |u] =1 alors pour tout h de R;,, uhe R,
(ii) Si Ju| <1 alors ua € R;.

Démonstration. (i) Si h e R;, montrons que uh vérifie la condition
de réduction soit h,eI* et |h,| < |uh]|, ceeci entraine: |hu~| < |h|
donc % étant réduit:

[Ri(w™)"| = |k7| d’ou |hi| = |(uh)|
(ii) Se démontre de la méme maniére.
III. Cycles d’idéaux réduits. Soit I = (a, § — ¢) un idéal réduit
et R; I’ensemble de ses éléments réduits. R; = {h,},.y.. Notons 6,

I’ensemble des idéaux réduits équivalents a I et considérons 1’appli-
cation 7': R, — 0, qui:

a

pour tout 1€ N*. On appelle I, le i-éme successeur de I.

LEMmA III.1. (i) & est surjective

(il) ¥@G) = T(9) st et seulement si 1l existe u unite de K telle
que h; = uh;.

Démonstration. (i) Est une conséquence de la Proposition I.2.

Pour (ii) dire que ¥'(i) = ¥(j) c’est dire que I, = (hi/a)[ = I; =
(hi/a)I donc qu’il existe u unité de K tel que h, = uh,;.

LEMME IIL.2. Pour tout m e N*, R, est formé par les éléments
(hiJa)h; avec 1 = n + 1.

Démonstration. Pour montrer le lemme il suffit de montrer
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que |(hi/a)h;| < |NI,| et les (hi/a)h; vérifie la condition de réduction
pour ¢ = n + 1. En effet |NIL,| = (|h;|/|a])|h,| et on voit bien que
|(RJa)h;| < (|hi|h,l/la]) si et seulement si |h;| < |h,| donc que 7=
n + 1.

D’autre part soit 7,€If avec |7, < |hih;|/la], il existe alors
heI* tel que n, = (hi/a)h avec |h| < |h;|; comme h, est réduit dans
Ion a |hi| = |h7| si bien que |73| = [(R,h7/a)| = (|R,R5|/|a]) et ainsi
(hija)h, vérifie la condition de réduction dans I7,.

LemMmE II1.3. Pour tout (n, p)eN** on a: (I,), = L,

Démonstration. D’aprés la définition du p iéme successeur d’un
idéal réduit et le lemme précédent on a:

avec a, = NI, = (h,,h;/a) a l'unité prés dans k%

done que (1), = Jto Parols _ Bary hi

h, h hi h

ntp

DEFINITION III.4. On appelle cycle de I 1’ensemble des idéaux
réduits de la forme I, avee n e N*.

THEOREME III.5. Soient I = (a,0 —¢) un idéal réduit, R; =
{Putwere Uensemble de ses élements réduits définis au produit preés
par une unité de k. et I, = (hija)l. Les assertions suivantes sont
vérifides:

(i) Les idéaux réduits équivalents a I sont ceux du cycle de I.

(i) soit d le plus petit entier naturel non nul tel que I, =1
alors, hi/a est une unité fondamentale de K.

(iii) pour tout ne N* faisons la division euclidienne de n par
d:n=4dq+7r avec 0 = r <d alors: h, = (hy/a)h,.

(iv) Uensemble des idéaux réduits du cycle de I est égal a:
{I, (hija), - - -, (hi_,]a)I}.

Démonstration. (i) est une conséquence du Lemme III.1 (surjec-
tivité de 7). L’existence de d est assuré par la finitude des idéaux
réduits, d’autre part comme I, = (hi/a)] = I il en résulte que hjja
est une unité de K de méme que h,/a, notons %, une unité fonda-
mentale de K vérifiant |u,] < 1. Done il existe ne Z tel que h,/a =
uy, d’aprés le Lemme II. 3, waac R, et il est tel que |wua| = |hyl,
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d’aprés la définition de d on a: h, = u,a et ainsi h,/a = u, 1’égalité
étant a 'unité prés dans k.

Pour démontrer (iii) remarquons que I, = I entraine d’aprés le
Lemme III.3 que pour tout g e N*, I, = I et ainsi on aura I, = [, =
I., ce qui signifie qu’il existe w unité de K tel que h, = wh,. Plus
précisemment et en tenant compte de (ii) qu’il existe xe€ Z tel que
B = (hs/a)°h,, montrons que « = q. D’aprés le Lemme III.2 R,, est
formé par les (hifa)h, avec 1 =d + 1. Comme I, = I ceci entraine
R,, = R,, on en déduit que: h, = (hi/a)hgss, -+, bp = (hi[@)hg1m, -
et en particulier on a: h,_, = (hi/a)h, pour tout me N* et m — d > 0,
soit encore h,_sh, = (hshi/a)h, qu’on peut écrire h, = h,_q(h;/a) grice
a N(h,) = a® égalité modulo les unités de k. En intérant cette égalité
suffisamment de fois:

hm = hm—d@i
a

ha

hm—d = hm—zd_
a

ha

hm—(q—l)d = hm—qd_—'
a

d’'od h,, = (ha/a)h,.
(iv) est une conséquence de (iii).

IV. Description de 1’algorithme. Pour la partie pratique on
va en plus supposer que O, est euclidien pour la norme (i.e., m =
1,2 8,7, 11).

On aura besoin des définitions et des lemmes suivants:

LeEmME IV. Soit I = (a, 0 — ¢) un idéal entier avec |0 — c¢| < |a]|.
Pour que I soit réduitil faut et il suffit que pour tout &=xna+ p—c)
dans I avec (), tt) € OF et vérifiant:

2|a|

s N <1+ (g

on a:

la| = sup(|&], [£7]) .

Démonstration. Si I est non réduit il existe £ e I'* tel que: |&] <
lal, |&7] < |a|. Eecrivons & = na + (6 —¢) avee (\, #£) €O} on a:
|6 —& | =[p0 — 67)| = |&] + [&°| done que [p][6 — 67| < 2|a| donc
que |¢| < (2]al/l@ — 67)]. D’autre part on a:
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M fal = [a]10 —cll = ¢ <la]

d’ou
INMal <la]+ [p]]6 —c]
<lal+|¢llal
et ainsi
IN <14 Jp.

LeEMME IV.2. Soit I = (a,8 — ¢) un idéal réduit, M, I’ensemble
de ses racines (i.e., les entiers de k vérifiant F(c) = Omod a). I
existe dans M, un élément unique c; appelé racine minimum vérifiant:

(i) 10 —e¢l <lal

(ii) pour tout c€ M; avec |6 —c¢| < |alon a |67 — ¢;| < |67 — ¢|.

Démonstration. L’existence des ¢ e M, vérifiant |6 — ¢| < |a| est
une conséquence de la structure de M, et de la division euclidienne.
En effet soit ce M, il existe A et ¢, dans O, avee |¢,| < |a] et ¢ =
aa + e, or ¢, = ¢ — aa est une racine de I car Fe,) = (0 — ¢ (67 —¢,) =
@ — ¢+ 1) — ¢+ ra) = Fe) + na(S — 2¢) + Na® avee S =60 + 6°
dans O,, et on voit bien que FY(c¢,) = F(¢) = Omod a et comme il y a
un nombre fini de ¢, il n’y a qu’a prendre pour c¢; celui qui est
minimum parmi les |67 — ¢,|. Pour l'unicité supposons qu’il existe
deux racines minimum ¢, et ¢,. La condition (ii) entraine que |67 — ¢,| =
|67 — ¢,| qui entraine d’aprés le Lemme 1.3 que 67 — ¢, = &(6° — ¢,)
avec ¢ une unité de k. On en déduit que e =1 et ¢, = ¢, du fait
que {1, 67} est aussi une O, base de O.

LeEmmA IV.8. Soient I = (a, 8§ — ¢;) un idéal réduit, c; sa racine
minimum et B; = {h}en. Eerivons h, = o + (6 — ¢;) alors

la| + |67 — ¢

] < T

Nl <1+ [#] .

Démonstration. D’aprés la définition de &, on doit avoir |h,| <
la| et |h{| £ |67 — ¢;| ceci donne:

[hy — Bi| = |10 — 67)] = [Bu] + [Ri| < [a| + [6° — ¢

d’ou la premiére inégalité. La deuxiéme s’établit comme dans le
Lemme III.1. Les (A, ) €O vérifiant les inégalités précédentes
sont en nombre fini, k, sera alors celui qui réalise le minimum, parmi
les h = na + (0 — ¢;), par |k7|.

DEFINITION IV.4. On appelle comme dans [6] h, élément de
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conversion de I. La recherche sur ordinateur des idéaux réduits se
raméne donc aux opérations suivantes:

(1) Dresser le tableau T des entiers de k vérifant |af* <
411V Dy,

(2) Chercher pour chaque entier aeT les entiers ¢ de k& a
I’intérieur du disque de rayon |a| et vérifiant F(c) = O moda.

(8) Identifier les idéaux entiers pour lesquels la différence de
deux valeurs de ¢ est multiple de a.

(4) Eliminer grace au Lemme III.1 les idéaux non réduits.

(5) Calculer pour chaque idéal réduit sa racine minimum et son
élément de conversion.

Ceci étant fait, on peut alors pour chaque idéal réduit I calculer
i la main son premier succeur I, et engendrer ainsi tous les cycles
du groupe des classes et ’'unité fondamentale et ceci griace aux deux
remarques suivantes:

REMARQUE IV.5. Soit I = (a, & — ¢;) un idéal réduit, ¢, sa racine
minimum et &, son élément de conversion. Eecrivons k, = \a +
10 — ¢;) avee (v, o) €05, Singt, =0alorsh, =0 —¢;, I, = (b, 0 —¢)
avec b = (Fcy)/a) et ¢ =S —¢;, ou S=60 + 6°.

Si non, ), et #, sont premiers entre eux et on a: I, = (b, 6 — ¢)
avec: b= (N(h)/a), ¢ = —[Mh@ — Mothier + Mtt(S — ¢;) + potti(Fcr)/al
ol ), et y, sont deux entiers de k tels que

Moy — Hody = 1.

Démonstration. Sit, = 0 alors nécéssairement \, = 0 car |h,| <
la| et h,= (8 —¢;) car |hi| < |67 — ¢;|(définition de h,) donec I, =
(hifa) = ((6° — ep/a)] d’ou:

L= b - CI‘(G, 0 —c;) = (0T — ¢y, M)
a a

Si Mte # 0, soit d = PGCD(\,, t,) alors h, = dh; avee h] = (\/d)a +
(#o/d)(@ — ¢;) si d n’est pas une unité de k, 1’élément . de I* vérifierait
|hi| < |hy| et |hT] < |hi] ce qui est absurde vu la définition de &,.
Soit donc ), et ¢, deux entiers de k tels que: nott, — g, = 1 (identité
de Bezout dans O,), comme I, = (hi/a) alors N(I) = (N(h,)/a) et
(hila)[ma + (6 — ¢;)] € I, calculons done:

hi
a

e + (0 — cp] = l:)\'o + #OMJ e + (0 — ¢))]
a



GROUPE DES CLASSES ET UNITE FONDAMENTALE 9
: Fle
= [7\'07\’1(1 + Motha(0 — 1) + o7 — ¢;) + ‘aopl___(af)}

- [No}vla + Mthf — Mather 4 PM(S = 0) — pther + ot F((fl)]
= (ot — M) + Moda@ — Nothi6r + UoM(S — ¢7) + #O#I_FS:I)
=0 —c

avec pour ¢ la valeur annoncée; si bien que ¢ est une racine de I, et
I = (b, 0 — c).

REMARQUE IV.6. Soient I = (a, d — ¢;) un idéal réduit et A, son
élément de conversion. Soient I,, ---, I,_, les successeurs de I jusqu’a
'ordre n —1, ay, - - -, a,_, leurs normes respectifs et &, ,, - - -, h,,,_, leurs
éléments de conversion respectifs. Alors:

[ SR - PSP

a a  a Wpsy

Plus précisemment une unité fondamentale de K se calcule sur un
cycle quelquonque d’idéaux réduits en faisant le produit de h,/a par
le produit des (,,;/a;), j€[l, ---,d — 1] ou d est le plus petit entier
tel que I; = L.

Démonstration. On démontre par récurrence sur n. Si n =2
comme I, = (hi/a) et h,, = (hi/a)h, (Lemme II1.2) alors

hi Riy_ B hihi _ Wi B _ R

a a, o a a, aa, a a

car a, = N(h,)/a. Supposons mainteonnt que:

Comme I, = (hi_fa) I et h,,_, = (h;_,/a)h, (Lemme III.2), on a
alors:

Bos Biams _ By hace RS

o @, a a
D hahio By b o o Nl
at,_, a a a

La seconde partie est immédiate d’aprés le Théoréme III.5.

V. Exemples numeériques. Dans les deux exemples qui suivent,
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les tableaux donnés constitue la liste des idéaux réduits fournie 3
I’aide de ’ordinateur. On lit dans la colonne “idéaux réduits” 1’idéal
donné sous la forme (a, ¢;) ou a désigne sa norme ¢, sa racine mini-
mum. Dans la colonne “éléments de conversion” on lit 1’élément
de conversion de 1’idéal correspondant, donné sous la forme M\a +
U0 — ¢;) avee N, Y, dans O,.

ExempLE I. k= Q(V —1) et @ =29 + 374 avec i = 1/ —1.

Le décomposition en facteurs premiers de a est la suivante:
a=—y1 4+ )2+ )2+ 3)4 + 7).

Ox admet comme O, base {1, 8} ou # est une racine carrée de 29 +
371 et on aura:

F(X)=X*—29 — 3N
Dy, = 4(29 + 377)
Dy =2°x5x 13 x 17.

Le tableau des idéaux réduits est le suivant:

Idéal réduit Elémént de Idéal réduit Elémént, de
Ty = (1, 6 + 30) 0—6—3i Too =B +10i, -2+ 7) | 6+2-17
Ip=0+05+3) | 6—5-—3 Tas = (8 + 10i, 5 + 30) 0—5—3
I =(+3i,4+2)| 6—-4—2 Top = @+ 4,4+ 9) 0—4—4
Iy =(1+10i,4—5) 0—4+5i Ion =6 +1,5+1) 6—5—i
I = @ +100, 560 7*FF IO ) Ty = 6+ 20,2+ 20) 6—2—2
Iy =@+0,6+3) | 0—6—3i Taw = (5 + 2i, 3) 0—3
Iy=(2+3i,5+4) | 60—5—1i Tow = (5 + 6i, 1 + 50) 6—1—5i
Im=@+5i,2+2)| 0—2—2i Ton = (5 + 60, 4 + 1) 0—4—3i
Iy =@+5i,5+9) | 0—-5—1i Ien = (5 + 8i, =2 + i) 0+2—T
Iy =@ +5i,3+5)| 0—38—5i Ioo = (G +8i, —1+60) | (18 z{i)(l +49)
Tow =@ +Ti,1+5i) 0—1—5i Taw = (6 + 51, 3) 6—3
Iop=@+7i,2+2) 0—-2—2i Ty = (6 + 54, 3 + 53) 0—3—5i
Top = (3 +8i,4—5) 0—4+5i Tew = (7+ 30, 2 + 20) 0—2—2
Tnp = (3 +8i,4+2) 0—4—2i Ton = (7+ 80,5 + 4) 0—5—i

Le groupe de classes admet quatre cycles d’idéaux réduits qui sont
les suivants:

(1) Iy—1,
(2) I,—1Iy Iy I, Iy — I, I,
I, > o) > Iy
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(3) Iy Iy I Iy Iy — Iy —— 15— Iy

(4) Iy I, L I I, I Iyy—1 .

Ceci donne pour K un nombre des classes hy = 4, un groupe des
classes isomorphes a Z/,; X Z/,; car chaque cycle contient un idéal
réduit et son conjugué donc il est d’ordre 2 et comme unité fonda-
mentale:

v — @ —6—80  —26 + 30)0 + 56 + 73i
x 2+ 1 2 +1
= —660 + 37 + 18i .

ExempLE II. k= Q(V'—38), @ = 10 + 87, j la racine cubique de 1
j=—(1/2) + 1/ 3/2)i. Une O, base de O, est formée par 1 et une
racine carrée de @. On a done:

F(X)=X*—10 — 85
Dy, = 4(10 + 87)
DK/Q:26><33X7

La liste des idéaux réduits est la suivante:

Idéal réduit Elémént de conversion
I =(1,3 +2j) 0—3—2§
Iy=@2+7J,2+37) 0—2—3j
Ioy = (2,24 2)) 0 —2—25
I(3):(3+j,2+3j) 0—2—3j
Iy =W@+73,2+9) 0—2—3
Iy =(4+3,1+3j) 0—1-—3j
I = 5+ 24, 2 + 29) 0—2— 25
Iy = 6+ 24,1+ 3j) 0—1—3j
Iy = (5,3 + 27) 0—8—27
Iy = (5, 2+ 3)) 0—2—3j

Ceci donne les deux cycles d’idéaux réduits suivants

( 1 ) I(O) I(9) I(s) I(B)
( 2 ) I(2) I(7> I<4) I(l) I(&) I(6) .

Ceci donne pour K un groupe des classes d’ordre hy = 2 et une unité
fondamentale:

_ (0 —8—257%0 —2—3j5)°
25(3 + J)

_ [—2(3 + 25)0 + 15 + 164][—2(2 + 3/)0 + 5 + 114]
25(3 + 4)

Uk
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_ =225 — 18 — 13 + 55 _ —2ji(8 + 50 + 58 + (T + 39)
3+ G+ 7)
= j(—20 + 7 + 35) .
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