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Introduction

L’étude du probléeme du balayage est un objet principal de la théorie
du potentiel. Au début, ce probléme s’est posé de la maniére suivante :
étant donnés une distribution positive x dans R” et un ensemble compact
K dans R”, existe-t-il une distribution positive x’ (une mesure balayée)
portée par K dont le potentiel

U (x) = Six—yl*”du’(y)

est égal an potentiel de p sur K et l'est au plus partout dans tout
lespace R"?

On a résolu ce probléme affirmativement a I’exception des points
d’un sous-ensemble de capacité nulle sur K et I'étude depuis lors s’est
développé pour la direction suivante. Soient £ un espace localement
compact et G(x, y) une fonction numérique définie sur QxQ. Alors,
dans quelles conditions imposées sur G(x, y) peut-on obtenir le résultat
analogue au cas classique en considérant des potentiels pris par rapport
au noyau G(x, y) au lieu du noyau newtonien |x—y|*~"? Quelques ma-
thématiciens francais et japonais ont étudié des problémes de cette
nature et ont montré qu’il est en relation profonde avec le principe de
domination qui caractérise un noyau G(x, y). En définissant une certaine
quantité (par example, la variation de Gauss ou de Ninomiya [8]) sur
une famille des mesures positives portées par un ensemble compact
donné, on peut montrer que s’il existe une mesure extrémale minimisant
la quantité et si un noyau G(x, y) satisfait au principe de domination,
cette mesure extremale est une mesure balayée. D’une maniére com-
parativement facile, on peut démontrer I'existence d’une mesure extrémale
en vertu du théoréme du choix donné par F. Riesz. Mais il n’est pas facile
de montrer I'existence d’'une mesure balayée lorsque K est un ensemble
non compact, méme s’il est fermé.
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Ce présent travail est consacré au probléme du balayage général
pour un ensemble quelconque. Dans son travail bien connu [3], H.
Cartan a traité le méme probléme pour le potentiel newtonien. Il y
a clairement développé la théorie du balayage des distributions positives
pour un ensemble quelconque, en signalant que le potentiel newtonien
engendré par une mesure positive est surharmonique et en s’appuyant
sur le fait que '’ensemble des mesures positives d’énergie finie est com-
plet pour la norme-énergie. Plus généralement, dans ce présent travail,
nous considérons des potentiels pris par rapport au noyau positif,
symétrique ou non, défini sur un espace localement compact séparé Q.
En ajoutant d’autre condition en cas de besoin, nous allons étudier le
balayage d’'une mesure positive pour un ensemble quelconque dans la
condition qu'un noyau satisfasse au principe de domination, qui est
indispensable dans le balayage.

Dans le premier paragraphe, nous envisagerons des potentiels pris
par rapport 4 un noyau positif et non-symétrique. Quand le noyau
satisfait au principe de domination dilaté de quelque type, nous définirons
la mesure balayée intérieurement (resp. extérieurement) relative a un
ensemble quelconque. Dans le second paragraphe, nous considérerons
des potentiels pris par rapport a un noyau positif et symétrique.
D’abord, nous étudierons, plus précisément que dans le premier para-
graphe, le balayage intérieur (resp. extérieur) d’une mesure positive pour
un ensemble quelconque. Ensuite, nous introduirons la p-capacité
intérieure (resp. extérieure) qui est définie au moyen de I'énergie de la
mesure balayée intérieurement (resp. extérieurement). Quant aux p-—
capacités, nous étudierons la capacitabilité qui entraine la balayabilité
relative a tout ensemble K-analytique. On dit qu'un noyau est balayable
relativement a un ensemble A, si deux potentiels engandrés par les
mesures balayées intérieurement et extérieurement pour l’ensemble A
s’identifient dans tout ’espace sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure positive d’énergie finie. Dans le troisiéme paragraphe,
nous traiterons le balayage pour un ensemble fermé (non compact) et
la balayabilit¢é du noyau d’ordre « et du noyau greenien relatif a tout
ensemble analytique. Enfin, comme une application de ce qui précéde,
on donnerons une condition suffisante pour que l’espace des mesures
positives d’énergie finie soit complet pour la norme-énergie.

1. Balayage intérieur et extérieur

Soit ) un espace localement compact séparé tel qu’il soit s-compact
et admette une base dénombrable. Par un noyau sur Q on comprend une
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application semi-continue inférieurement G(x, y) de Q xQ dans (0, + .
Le noyau G défini par G(x, ¥)=G(y, x) s'appelle le noyau adjoint de G.
Le potentiel Gu(x) et le potentiel adjoint va,(x) d’une mesure p (au sens
de Radon) sont définis par

Gu(x) — SG("’ ¥ du(y)
et

é;b(x) = SGv(x’ y)du(y)

respectivement. La G-énergie de p est définie par SG,u(x)d,u,(x). Bien

entendu, la G-énergie et la Gv—énergie de u s’identifient. Nous désignons
par 50 I’ensemble des fonctions numériques continues sur  a support
compact, par M Tensemble des mesures de Radon réelles sur Q, par E
I'ensemble des mesures de G-énergie finie, par C,, M et E les sous-
ensembles de 50, M et E constitués par des éléments positifs. Etant
donné un sous-ensemble quelconque A, on désigne par E, l'ensemble
des mesures p de E dont le support Su est contenu dans A. L’espace
M étant un espace des formes linéaires sur l'espace vectoriel 50, on
peut considérer sur M la topologie de la convergence simple dans 50,
que nous appellerons la topologie vague sur M. Le lemme suivant
relatif a la topologie vague est treés important.

Lemme. 1. Tout ensemble borné dans M est relativement compact pour
la topologie vague.

Nous mentionnons ici quelques principes importants.

PRINCIPE DE CONTINUITE: Pour toute mesure positive p a support
compact Su, le fait que la restriction de Gu(x) a Su soit finie et con-
tinue entraine que Gu(x) soit fini et continu dans Q.

Soient #(x)>0 une fonction finie et semi-continue supérierement ou
une fonction semi-continue inférieurement et v(x)>0 une fonction quel-
conque telle que u(x)<v(x)= + o dans Q.

PRINCIPE DU BALAYAGE RELATIF A (%, v): Etant donné un ensemble
compact K, il existe une mesure positive p portée par K telle que

Gu(x)=u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure A€ Ekg,
Gu(x)=ov(x) dans tout l'espace Q.

PRINCIPE DE DOMINATION RELATIVE A (%, v): Soit p une mesure posi-
tive d’énergie finie a4 support compact. Si on a
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Gu(x)<u(x) sur Su,
on a
Gu(x)<v(x) dans tout l'espace Q.

M. Kishi [7] a obtenu le théoréme suivant,

Théoréme A. SiG et G satisfont au principe de continuité, pour que
G satisfasse au principe du balayage rvelatif a (u, v), il faut et il suffit
que G satisfasse au principe de domination relative a (u, v).

Nous allons démontrer un théoréme plus général. Pour cela, nous
préparons le lemme suivant.

Lemme 2 (Brelot et Choquet). Soit G un noyan adjoint satisfaisant
au principe de continuité. Si une suite de mesures positives {u,} portées
par un ensemble compact converge vaguement vers une mesure positive u,
om a partout

Gu(x)=< lim G, (%)

et l’égalité a lieu sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure
reE.

Théoréeme 1. Supposons que G et G satisfassent au principe de con-
tinuité. Pour que G satisfasse au principe de domination relative a (u, v),
il faut et il suffit que, étant donné un ensemble quelconque relativement
compact A, il existe au moins une mesure positive u'y (resp. u%) portée par
A (resp. OQAO’ ou O parcourt la famille des ensembles ouverts contenant A)

telle que
Gui(x)=u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure N\&E,,
Guix)=v(x) dans tout lespace Q.
(resp. Gui(x)=u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute

mesure A& () Eo,
004
Gué(x)<v(x) dans tout espace Q).
Démonstration. Si l'on considére le cas ou A est compact, d’aprés
le théoréme A, cette condition est suffisante. Nous montrerons que la

condition est nécessaire. Supposons que G satisfasse au principe de
domination relative a (%, v). Nous considérons I’ensemble

K(A) = {K; compact et KC A}
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qui est une famille filtrante croissante® relativement 4 <. Pour tout
Ke K(A), d’aprés le théoréme A, il existe une mesure positive ux portée
par K telle que

Gux(x)=u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
(1) toute mesure reEg,
Gux(x)=v(x) dans tout l'espace Q.

La masse totale de toute mesure ux est uniformément bornée, parce
que toute mesure ux est portée par A et le noyau G est strictement
positif. Par suite, selon le lemme 1, 'ensemble H= {ux; K= K(A)} est
relativement compact pour la topologie vague. Posons

Fx={ux; KKDK et K'e KX(A)}
et
F= {Fx; KeK(A)}.

< est une base du filtre sur H et l'intersection d’une sous-famille finie
quelconque de ¥ n’est pas vide. Alors il existe une mesure positive upf

dans lintersection (| Fx ou Fg désigne I'adhérance de Fx pour la
H(A)DK —
topologie vague. Bien entendu, le support Sp! est contenu dans A.

Désignons par <V I'ensemble des voisinages V de p’ et par U l'ensemble
{U; U=(V,K), Vel et KeK(A)}.

Pour tout U=(V, K) et U’=(V’, K’), nous définissons U<U’ si VoV’
et KcK’. 9U constitue une famille filtrante croissante relativement a
<. Pour tout U=(V, K), on choisit une mesure positive u, dans VN Fg
et alors il existe un ensemble compact K’ tel que py=ux et K'DK.
Soit

K'(A)={K"; K’ K(A) et ux'= py pour tout UsU}.

K'(A) est une sous-famille filtrante croissante de K(A) telle que, pour
tout K K(A), il existe un ensemble K’ K(A) qui contient K. Posons
Fyxr = {uxr; K"DK' et K" X'(A)}

et
F = {Fxr; K'e K'(A)} .

1) Une famille d’ensembles &5 (ou p parcourt un ensemble d’indices I absolument quel-
conque) est dite filtrante croissante si, quels que soient les indices p et ¢ dans I, il existe
dans I un indice 7 tel que F, D% et F,DF,. Définition analogue pour une famile filtrante
décroissante, le signe O étant remplacé par C.
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& est une base de filtre telle que lim pxgr=p%. L’espace Q étant o-—
9‘/

compact et admettant une base dénombrable, le filtre des voisinages
vagues de toute mesure de I’espace M posséde une base dénombrable.
Par suite il existe une base dénombrable F”’={F™} de &. Si l'on
choisit, pour tout #, une mesure ™ dans F, il existe un ensemble
compact K" K'(A) tel que p™=pug”. Cette mesure sera notée simple-
ment u$%. La suite de mesures {u$} posséde la propriété suivante,

lim u$@ = pi
et
UK’= lJ K (= U K).
HK'(A)SK H(A)SK

En substituant x%) 4 wx dans (1) et puis en tendant » vers 'infini, grace
au lemme 2, on a

Guiy(x) = u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A€ E,,
Gpa(x)=v(x) dans tout l’espace Q.

Ensuite, nous considérons les ensembles

O(A) = {0 ; ouvert et 0D A},

et
O’(A) = {O’; relativement compact et O’ O(A)}

qui sont deux familles filtrantes décroissantes relativement a O et
[ O= (] O. Pour tout O'=0O’(A), d’aprés ce qui précéde, il
O(A)>0 &’'(A)>0 _
existe une mesure positive uj portée par O’ telle que
Gubx)=u(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
(2) toute mesure N E,
Gub(x)<v(x) dans tout I'espace Q.

La mass totale de toute mesure u} est uniformément bornée et, par
suite, 'ensemble H' = {u} ; O'=O’(A)} est relativement compact. Posons

Fo={ub; 0’00 et O'c(A)}
et
G = {Fo; 0=O/(A)} .

A

< est une base du filtre sur H’ et intersection d’une sous-famille finie
A

quelconque de & n’est pas vide. Alors il existe une mesure positive
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u%y dans lintersection  F,. Analoguement au cas précédent, on
(Y(A)30
peut montrer que cette mesure p% posséde la propriété cherchée.

Nous ajoutons de plus deux principes.
Soit N(x, y) un autre noyau sur Q.

PRINCIPE DE DOMINATION RELATIVE A N: Soient p une mesure positive
d’énergie finie 4 support compact et » une mesure positive quelconque.
Siona

Gu(x) = Nv(x) sur Su,
on a la méme inégalité dans tout I'espace Q.

PRINCIPE DU MAXIMUM k-DILATE (k=1): Soit A une mesure positive
a support compact. Si on a

G x)Z1 sur Sh,
on a
GAx)<E dans tout 'espace Q.

Nous avons deux corollaires du théoréme 1.

Corollaire 1. Supposons que G et G satisfassent au principe de con-
tinuité. Pour que G satisfasse au principe de domination relative a N,
il faut et il suffit que, étant donnés un ensemble relativement compact A
et une mesure positive u telle que Nu(x)Eoco dans Q, on peut associer d
u une mesure positive p'y (resp. p4) portée par A (resp. o )8 o 0) telle que

>

Guly(x) = Nu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure NE,,
Guly(x) < Nu(x) dans tout I’espace Q)
(resp. Gu4(x) = Nu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour

toute mesure e (| Eo,
A(A)30
Guiy(x) < Nu(x) dans tout lespace Q).

En effet, en posant wu(x)=uv(x)=Nu(x), ce corollaire résulte du
théoréme 1.

Corollaire 2. Supposons que G et G satisfassent au principe de con-
tinuité. Pour que G satisfasse au principe du maximum k-dilaté, il fant
et il suffit que, étant donné un ensemble quelconque relativement compact

A, il existe une mesure positive \'y (resp. \%) portée par A (resp.(7 1{] . 0)
(A0

telle que
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G () =1 sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure NEE,,
(&OWEIEY dans tout I’espace Q.
(resp. Gry(x) =1 sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute

mesure A< Eo,
O(A)=0
G y(x) kR dans tout lespace Q).

En effet, en posant #(x)=1 et v(x)=Fk dans le théoréme 1, nous
avons immédiatement ce corollaire.

Définition. Nous appelons p% (resp. p%) dans le corollaire 1 la me-
sure balayée intérieurement (resp. extérieurement) relative & N de p
pour A. En particulier, dans le cas ot N=G, on dit u’, (resp. u%) la
mesure balayée intérieurement (resp. extérieurement) de x pour A.

Ensuite, nous allons traiter le méme probléme dans le cas olt un
ensemble A n’est pas relativement campact. Pour cela, nous préparons
un principe et deux lemmes.

PRINCIPE DE DOMINATION : Soient p une mesure positive d’énergie

finie & support compact et » une mesure positive quelconque. Si on a
Gu(x)<Gv(x) sur Sy,
on a la méme inégalité dans tout I'espace Q.

Lemme 3. Supposons que tous deux G et G salisfassent au principe
de continuité, G au principe de domination et G au principe du maximum
k-dilaté. Si uly (resp. u%) est ume mesure balayée intérieurement (resp.
extérieurement) de u pour A, on a

pa(Q)<ku(Q)
(resp. pa(Q)=<ku(Q)).

En effet, pour tout ensemble compact K dans A, d’aprés le corol-
laire 1, on peut associer 4 x une mesure positive ux portée par K telle
que

Gux(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A& Ey,
Gux(x) < Gu(x) dans tout I'espace Q.

Ici, la mesure ux est limite vague d’une suite de mesures positives
d’énergie finie {u,} portée par K telle que Gu,(x)<Gu(r) dans Q (cf.,
[7], p. 175). Selon le corollaire 2, il existe, pour tout K, une mesure
positive Ak portée par K telle que
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éx}{(x)gl sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure A Ex,
éx;{(x)gk dans tout I'espace .

Alors on a, pour tout nombre #,
pa(@)S [Ork@dpsn(®) = [Gua()drkl)

< [er@arem = [ersan@ < ru@).

Par suite, on a
px(Q) = lim p,(Q) = ku(Q) .

En signalant que pk est limite vague d’une certaine famille {ux}, on a
pa(Q) < ku(Q).

En vertu du résultat ci-dessus et du fait que u% est limite vague d’une
famille {u5}, on a immédiatement

ralQ) = ku(Q) .

Lemme 4. Supposons que G satisfasse au principe de continuité et a
la condition (x): pour tout ensemble compact K et pour tout nombre &>0,
il existe un ensemble compact K, tel que

é(x, N<E sur Kx(Q—K,).

Si une suite de mesures positives {u,} de masse totale uniformément bornée
converge vaguement vers une mesure u, on a partout

lim G, (%) 2 Gu(#)

et Uégalité a lieu sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure
AeE.

En effet, soit w un point a linfini et C, 'espace des fonctions con-
tinues dans Q qui tendent vers O lorsque x tend vers o. L’espace C,
s’identifie avec I'adhérence de C, relative a la topologie de la conver-
gence uniforme. Cela étant, toute mesure bornée sur Q se prolonge
d’une seule maniére par continuité 4 C,. Par suite, on a

51_{2 Sgd;a,, = Sgd,u, pour toute geC, .

Il est bien connu que, si une suite de mesures positives {u,} converge
vaguement vers une mesure p, on a partout
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Lim Gp,(x) = Gu(x) .

Posons
e={x€Q; Gu(x)<lim Gp,(x)}

et supposons qu’il existe une mesure v=FE telle que v(¢)>0 et SvCe.
D’aprés le principe de continuité et le théoréme de Lusin, il existe une
mesure »’ i support compact telle que év’(x) soit fini et continu dans
Q et v(Q)>0. Grace a la condition (x), le potentiel év’(x) appartient a
la famille C, et donc on a

Gpudv'< lim 50#,@1/ — lim Séu'd,b,, - Sév’du - SGudv’.

n-poo

ce qui est évidemment contradictoire.

Théoréme 2. Supposons que G et G satisfassent au principe de con-
tinuité, G a la condition (x) et G aux principes de domination et du
maximum k-dilaté. Etant donnés une mesure positive u telle que Gu(x)
=400 ef un ensemble quelconque nonm-relativement compact A, on peut
toujours associer & u au moins une mesure positive u'y (resp. u%) portée
par A (resp. [ O) telle que

O(A)>0

Guix) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N E,,
Gui(x) = Gu(x) dans tout I’espace Q
(resp. Guay(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour

toute mesure & || Eo,
O(A)30

Guy(x) < Gu(x) dans tout l'espace Q).

Démonstration. Il suffit de le prouver lorsqu’un ensemble fermé A
porte au moins une mesure positive d’énergie finie. Nous représentons
I’espace ) comme

Q= Do K*n KncKn+1 ’

ol K, est un ensemble compact et K, désigne la partie vide. Posons
A,=ANK,.

Alors A, est relativement compact et croissant avec #. Par suite, selon
le théoréme 1, il existe, pour tout 7z, une mesure positive uf, portée
par A telle que



LE BALAYAGE POUR DES ENSEMBLES QUELCONQUES 227

Gul, (%) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
(3) toute mesure A€ E,,,
Gy, (%) = Gu(x) dans tout l’espace Q.

D’aprés le lemme 3, on a
Q) < ku(©).

Supposons d’abord qu’une mesure positive donnée p soit 4 support com-
pact. Alors il existe une mesure positive x% portée par A qui est limite
vague d’une suite partielle {u%,} de {u4%,}. En tendant n=n’ vers
linfini dans (3), grice au lemme 4, on a

Gri(x) =Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure LeE,,
Guhy(x) < Gu(x) dans tout I'espace Q.

Ensuite, supposons qu’une mesure positive donnée p soit & support non
compact. Soit ™ la restriction de p 4 K,—K,_,. En vertu de ce qui
précéde, on peut associer a p“ une mesure positive(u™)} portée par
A telle que

G(p™)4(x) = Gu™(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
(4) pour toute mesure AEE,,
G(p™)4y(x) = Gu™(x) dans tout l’espace Q.

On peut démontrer que la famille de mesures {ﬁ] (™4}, m=1,2,3, -

est vaguement bornée. En effet, soit (u$)% la restriction de (u™)4 a
un ensemble compact KC. On a partout

216uR)a(®) < 31 Cu™(x) < 31 Gu™(2) < Gulx) .

Par I'hypothése, il existe au moins un point x, telle que

Gu(x)<+oo .
En conséquence, on a

G(E3 (u)2)(x) < Gul) < + oo .

On en conclut
> (™)K < + o0

pour tout entier m et pour tout ensemble compact KCQ, parce que le
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noyau considéré est strictement positif. Alors en vertu du lemme 1,
on peut extraire une suite partielle {i (L™)4y} de {i (™4} qui con-
fn=1 fn=1

verge vaguement vers une mesure positive %4 portée par A. Cette
mesure pY4 posséde les propriétés suivantes,

Gui(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A€E,, '
Gui(x) ZGu(x) dans tout Iespace Q.

Analoguement a ce qui précéde, on peut démontrer I'existence d’une
mesure positive p4 qui posséde la propriété cherchée.

Remarque. Si G est continu en x et y pour x+y, le noyau G
satisfaisant au principe de domination ou du maximum £k-dilaté satis-
fait au principe de continuité.

2. Relations entre Gui(x) et Gp5

On appelle G(x, ) un noyau symétrique sur  si une application
G(x, y) est positive, symétrique (G=é) et continue en x et y dans Q,
qui peut étre +oo en x=y. Désormais, nous allons considérer des
potentiels pris par rapport 3 un noyau symétrique G sur Q. L’énergie
mutuelle des mesures p et v sur O est définie par

(> ) = [Gutx)dn(s) .

Evidemment on a (u, »)=(», u) et lorsque v=pu, on obtient I'énergie
d’une mesure u

Nl = (ps @) -

Un noyau G est dit de type positif si (¢, 0)=0 pour toute mesure telle
que lintégrale double (o, o) soit bien définie. Un noyau G est dit satis-
faire au principe d’énergie si le noyau G est de type positif et (o, 0)=0
n’a lieu qu’au cas ot e=0. Si G est de type positif, le produit scalaire
(u, v) et la semi-norme ||u||=+/(u, u) définissent sur E une structure
préhilbertienne. Dans ce cas, la topologie sur £ définie par la pseudo-
distance ||u—v]|| s’appelle la topologie forte. Nous énumérons ici quel-
ques résultats relatifs aux potentiels pris par rapport 4 un noyau
symétrique.

Théoréme B. Si un noyau G satisfait au principe de domination, il
satisfait au principe de continuité et il est de type positif ([8], p. 160
ou p. 157).
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Un noyau de type positif G est dit K-consistant par B. Fuglede
([6], p. 186) s’il satisfait a la condition suivante: Si un filtre de Cauchy
pour la structure uniforme forte sur Ex converge vaguement vers une
mesure p&FE, alors ce filtre converge fortement vers pu.

Theéoreme C. Si un noyau G de type positif satisfait au principe de
continuité, le noyau G est K-consistant et Ex est fortement complet ([6],
p. 187).

G étant de type positif, nous noterons E% ’adhérence forte de
I'ensemble des mesures d’énergie finie portées par un ensemble quel-
conque A. On peut considérer Ei) comme I'adhérence forte de

E,= |J] Eg. Dautre part, nous noterons E¢4 [Ilintersection des
K(A)DK
ensembles E} relatifs aux ensembles ouverts O contenant A. Par défini-

tion, on conclut que E4CE, E4YCEj; et ESCER pour ACB et E,=E}
pour tout ensemble ouvert O. Alors nous avons un corollaire du
théoréme C.

Corollaire. Supposons que G satisfasse au principe de continuité et
soit de type positif. Pour tout emsemble quelconque relativement compact
A, tous deux E'y et E¢ sont fortement complet.

En effet, EY% est complet, puisque, d’aprés le théoréme C, EZ est
complet et EY est un sous-ensemble fermé contenu dans Ez. De plus,
E¢ est complet, parce qu’il existe un ensemble ouvert O(DA) qui est
relativement compact, et 'espace complet Ep contient 'ensemble fermé
Es.

Dans ce paragraphe, nous étudierons d’abord, plus précisément que
dans le premier paragraphe, le balayage intérieur (resp. extérieur) d’'une
mesure positive pour un ensemble quelconque et ensuite les relations
entre Gu'y(x) et Gugy(x).

Lemme 5. Supposons que G satisfasse au principe de domination.
Etant donnés une mesure positive uE et un ensemble quelconque relative-
ment compact A, il existe au moins une mesure positive p’y (resp. p%)
portée par A (resp. N O) telle que

O(A)>0
Guly(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A E%,
Guiy(x) = Gu(x) dans tout I'espace Q,

SGMZdV= SG,udvi1 pour toute mesure veFE
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(resp. Gus(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N EY,
Gua(x) = Gu(x) dans tout l'espace Q,

SGqudV= SG/Ldeq pour toute mesure veFE).

En effet, en posant N=G dans le corollaire 1 du théoréme 1, il
existe au moins une mesure positive p,FE portée par A telle que

Gui(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure L E,,
Guliy(x) < Gu(x) dans tout l’espace Q.

Prenons une mesure quelconque A€E%. Il existe une suite {\,} dans
E, telle que lim ||r,—2||=0. En conséquence, on a
nyoo

l(#fq_#’ >")l
= [(ma— s M) = (pa— s )l
S a—wll IV =2al]
-0,

ce qui montre

Guhy(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A€ EY.

D’autre part, d’aprés les théorémes B et C et le corollaire, pour toute
mesure pFE, p) appartient 4 EY et donc on a

[ousar = [Graaus = (Gutdvs = (Guavy

pour toute mesure v E. Le raisonnement analogue pour u$.

Lemme 6. Si G satisfait au priuncipe de domination et u et v sont
deux mesures de E telles que

Gu(x) = Gu(x)
sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure NE, on a
Gua(x) = Gri(x) et Guu(x) = Gra(x)
sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure N€E.

En effet, d’aprés le lemme 5, on a
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Gui(x) < Gri(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A E%.
Posons
e={xEQ; Gu'y(x)—Gviy(x) >0}

et supposons que l'ensemble e porte une mesure positive c=E et SoCe.
On a alors

0< S(Gpg—cyg)da = S(G,Lf;,—cvg) do, <0,

ce qui est évidemment contradictoire. De la méme maniére, on a
Gua(x) = Gra(x)
sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure A= E.
Theoréme 3. Supposons que G satisfasse au principe de domination.
Etant donnés un ensemble quelconque relativement compact A et une

mesure positive u telle que Gu(x)= + oo dans Q, on peut associer @ u au
moins une mesure positive u'y (resp. po) portée par A (resp. [} O0)

O(A)30
telle que
Guiy(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure NsE},
Gui(x) < Gu(x) dans tout espace Q,
SG[.LildV: SG,udqu pour toute mesure v E.
(resp. Guiu(x) =Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N E<,
Gui(x) < Gu(x) dans tout lespace Q,

SG[bfqu: SG'U“de‘ pour toute mesure veE).

Démonstration. Soit K un ensemble compact contenant ’ensemble

1 O, par suite, 'ensemble A. G étant un noyau symétrique, on
O(A)>0
peut montrer, de la méme facon que dans la démonstration du théoréme

5 de Ninomiya ([8], p. 165), I'existence d’une mesure balayée n’ portée
par K telle que

Gu/'(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure A Ey,
Gu'(x) < Gu(x) dans tout l’espace Q.

Ici, la mesure p’ est limite vague d’'une suite de mesures positives
d’énergie finie {y,} portées par K telle que

Gp, (%) 1 Gu'(x)
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sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure A E. D’aprés
le lemme 5, on peut associer a toute p, une mesure positive (u,)a
portée par A telle que

G(p,)a (%) = Gu ,(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
(5) pour toute mesure AEEf,
G(p)a(x) S Gu,(x) dans tout I'espace Q,

XG(/* padv= SG“ ,dva pour toute mesure rEE.

D’autre part, on a grace au lemme 6

Glu,)a(x) 1
sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure L€E et la
masse totale de toute mesure (u p)fA est uniformément bornée. Par suite,
selon le lemme 1, on peut extraire une suite partielle {(x,)4} de {(x,)4}

qui converge vaguement vers une mesure positive p%. En tendant
p=p’ vers linfini dans (5), on a, en vertu du lemme 2 et du théoréme B,

Gui(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure A E%,

Gui(x) = Gu(x) dans tout I’espace Q,

SG,uf‘,duz SG,udqu pourtoute mesure v E.

De nouveau, d’aprés le lemme 5, on peut associer a toute u ,/ une me-
sure positive (u,)a portée par (] O telle que

O(A)e0
G(u )a(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure A& E4,
G(u ,Na(x) = Gu(x) dans tout I'espace Q,

SG(#p/);dv = SG,up/a’u;1 pour toute mesure v E.

En considérant désormais analoguement a ce qui précéde, on peut
démontrer l'existence d’'une mesure positive p4 qui posséde la propriété
cherchée.

Lemme 7. Supposons que G satisfasse au principe de domination.
Etant donnés une mesure n=FE el deux ensembles quelconques relativement
compacts A et B tels que ACB, on a

Guia(x) = Gup(x), Gua(x) = Gua(x) et Gua(x) = Guy(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure \<E.

En effet, posons
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e={x€Q; Gpi(x)—Gui(x)>0}
et supposons qu’il existe une mesure positive ¢ €FE portée par e. On
a alors

0< S(GMZ—Gug)da = SG"”f‘ld"'fﬁl—SGu%dag

- S(GuﬁﬂGufa)dcrfﬁrS(Gdl—Gaé) dyly
<0,

ce qui est évidement contradictoire. En se procédant analoguement, on
peut prouver les autres inégalités.

Corollaire. Dans la condition du lemme 7, on a

= pall? S pslF—1lpill,
[l pa—pall? < | pallP—Il wil P
et Nua—psllPZIpsllP—Illpall.

En effet, en vertu du lemme 7, on a

W= ppll? = palP = P =2(pns—plh, 1h)
= lppllP— Il pall?.

De la méme facon, on peut prouver les autres inégralités.

Lemme 8. Supposons que G satisfasse aw principe de continuité.
Etant donnée une mesure positive d’énergie finie p a support non com-
pact, il existe une suite de mesures positives {u,+ convergeant vaguement
vers u dont le support Su, contenu dans le support Su est compact et dont
le potentiel Gu,(x) est fini et continu dans Q et Gu,(x)} Gu(x) dans Q.

En effet, on peut représenter l'espace ) comme
Q= UKn’ KnCKnﬂ
n=0

ou K, est un ensemble compact et K, désigne la partie vide. Posons
F,=Sunk,.

Alors F, est compact et croissant. Gu(x) étant p-mesurable, il existe
un ensemble compact F7CF,, tel que u(F,— Fr)<1/m pour tout
nombre entier m et >0, et que la restriction de Gu(x) a F» soit
continue. On peut supposer que, pour z fixé, FrCF™' m=1,2, -
et pour m fixé, FRpCFp,, n=1,2,--. Soit u? la restriction de p a .
Selon le principe de continuité, Gu™(x) est fini et continu dans Q. En
particulier, nous allons considérer la suite {u7}, n=1,2,--- et de nouveau
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le poser simplement {u,}, #=1,2,--. {Gu,(x)} est croissante et
Gu,(x)=Gu(x) dans Q, parce que {F?} est aussi croissante et u, est
la restriction de p a F©?. Pour toute fonction feC,, il existe un
nombre entier N tel que KyDSf et on a

0= Sfd/w— Sfdu,, - SFn_and,u<M/n pour #>N,

ou M désigne le maximum de f(x). Alors {u,} converge vaguement
vers u et donc
lim Gu,(x) = Gu(x) dans tout l'espace .

En conséquence, on a
Gu,(x) 1 Gu(x) dans tout l'espace Q.

Théoréme 4. Supposons que G satisfasse aux principes de domination
et du maximum k-dilaté et ¢ la condition (x). Etant donné un ensemble
quelconque non velativement compact A et une mesure positive u telle que
Gu(x)=E + oo, on peut associer @& p au moins une mesure positive u'y (resp.
ul) portée par A (resp. [} O) telle que

O(A)=0

Gui(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N E?,
Guri(x) = Gu(x) dans tout l'espace Q,
SG;Lledy = SGMdeA pour toute mesure veE
(resp. Guiy(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure NE¢,
Guiy(x) = Gulx) dans tout lespace Q,

SG/u,jlldv= SG,udqu pour toute mesure veFE).

Démonstration. Il suffit de le prouver lorsqu'un ensemble fermé A
porte au moins une mesure positive d’énergie finie. Nous représentons
I’'espace ) comme

0 :ﬂDOKn’ KnCKn-l—] >

oi K, est un ensemble compact et K, désigne la partie vide. Posons
A, =ANK,.

Alors A, est relativement compact et croissant avec xn. Selon le

théoréme 3, il existe une mesure positive p%, portée par A, telle que

Gpi, (%) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
(6) pour toute mesure A€EY,
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Gui,(x) = Gu(x) dans tout 'espace Q,

SG,ufqndVZ SG,udqu,n pour toute mesure vEE.

D’aprés le lemme 3, on a
i) = k() .

Supposons d’abord qu’'une mesure positive donnée . soit a support com-
pact. Alors il existe une mesure positive u’y portée par A qui est
limite vague d’une suite partielle {u/,} de {z4,}. Et on a

Gran(x) = Gura,, (%)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure v<E. En
effet, soit

e=1{x€Q; Gul,(x) —Gul,, (x)>0}

et supposons qu’il porte une mesure positive d’énergie finie ». En vertu
du théoréme 3 et du lemme 7, on a

O < S(GIUI;‘”_G'U/:A”‘FI) dU - SG#/;Andyj‘hl_ SG’ujqﬂ-Fl dyi‘ln—‘rl
_ S(G,ufa,,— Gpisy, ) dvly,+ S(Gygf o'y, i,
<0,

ce qui est évidemment contradictoire. En tendant z=wn’ vers linfini
dans (6), grace au lemme 4, on a

Guiy(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure XE"Q)EQ,,,

Gula(x) < Gulx) dans tout I'espace Q, .

SG,uJildy = SGH dv%,  pour toute mesure a support compact v E.

Signalons que l'adhérence forte de l:l E’,, est identique a E’, et, étant
n=0

donnée une mesure A& E’, la restriction de A a tout ensemble compact

appartient a UoEfaw En vertu du théoréme B et du lemme 8, il existe

une suite de mesures positives {\,} convergeant vaguement vers A dont
le support Sh, est compact et Gx,(x) 1 Gh(x) dans Q. Par suite, on a

S(G,L;—G,L)dx = lim SGx,,d,w’A— lim ngndﬂ

Hyco

— lim S(G,L;—Gp,) dn,
=0 ,
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ce qui montre
Guiy(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure L EY.

Ensuite, supposons qu'une mesure positive donnée p soit 4 support non
compact. Analoguement au théoréme 2, on peut démontrer l'existence
d’'une mesure positive u% qui posséde les propriétés suivantes,

Guiy(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure AeFE%,
Gui(x) £ Gu(x) dans tout l'espace Q,

SGufgdv: SG,u,deq pour toute mesure a support compact
veF.
De plus, étant donnée une mesure positive a support non compact v E,
on peut bien définir une suite convenable {nzm;(v(”’)’;,} qui converge
vaguement vers une mesure positive »%, ou »” désigne la restriction
de v a K,—K,_,. Enfin, on a

SGpi,dv: SG,udqu1 pour toute mesure vEE.

De la méme fagon, on a une mesure positive x4 qui posséde les pro-
priétés cherchées.

REMARQUE. En s’appuyant sur le fait que I'ensemble des mesures
positives d’énergie finie E est fortement complet et en utilisant la sur-
harmonicité du potentiel newtonien engendré par une mesure positive,
H. Cartan [3] a montré que, étant donnés un ensemble quelconque A
et une mesure positive u, il existe une mesure positive v (resp. v’)
telle que

SU”d?\: SU“th pour toute mesure A FE
(resp. SU"'dx = SU‘“du1 pour toute mesure NEE).

Il a défini la mesure balayée intérieurement (resp. extérieurement) de
u pour A comme la mesure ci-dessus v (resp. v’).
Nous allons étudier la relation entre Gu’y(x) et Guéy(x).

Lemme 9. Si G est de type positif et satisfait au principe de con-
tinuité, on a
Ei=FE%

pour tout ensemble compact K.
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En effet, pour tout ensemble quelconque relativement compact A,
toute mesure de E’ est portée par l'adhérence A de A. Par suite,
pour toute mesure u=E¢4, le support Sy est contenu dans 'ensemble

compact (] O. Pour prouver ce lemme, il suffit de montrer que
0(A)30
mesure pEE% est portée par K. Supposons qu’il existe un ensemble

ouvert N, ne rencontrant pas K, tel que u(N)>0. Naturellement on
peut trouver un ensemble compact K’ contenu dans N tel que u(K’)>0.
Il existe un voisinage compact de K et un voisinage compact de K’
sans point commun ([27, § 10, cf., ex. 21), parce que K et K’ sont deux
ensembles compacts sans point commun dans l'espace localement com-
pact séparé. C’est en contradiction avec le fait que Sp est contenu

dans [} O.
O(A)50

DEFINITION.  Soit K(Q) la famille des ensembles compacts dans Q.
Pour chaque p=E, une application numérique C.(K) de K(Q) dans
[O’ +°°]’

Cu(K) =l pkll*,
s’appelle la p-capacité d’ensemble compact K.

Lemme 10. La u-capacité C.(K) est une fonction d’ensemble crois-
sante et continue a droite® sur K(Q).

En effet, grace au corollaire du lemme 7, on a
k= pwl? = pillP— Il pi 1P

pour deux ensembles compacts K et K’ tels que K'CK.
Ainsi on a
Cu(K) =z Cu(K") .

D’aprés les lemmes 5 et 9, on a
k= pxll’ = (uk—pk, pi)—(Bgk—rk, rk)=0.

Par suite, on a
| o — picll = | pd — pikll

pour tout ensemble ouvert O’e(@’(K) (cf. Théoréme 1). En signalant

2) Soit M une famille de sous-ensemble X dans £. Une fonction d’ensemble croissante
f(X) définie sur M est dite continue a droite en X, € M si, étant donné un nombre &>0,
il existe un voisinage V de X, tel que

f(X)—f(X,)<e pour tout X € M tel que X,cXCV.
La fonction f(X) est dite continue a droite sur ¥ si elle ’est en tout X € M.
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que lim || ub —ug!|=0 et que, pour tout ensemble ouvert O contenant K,
(K

il existe un ensemble O’=(@’(K) tel que OO0/, on a
luklf= _inf |luoll*.
O(K)=0

Par suite, pour tout nombre £>0, il existe un ensemble ouvert O, con-
tenant K tel que

1o, IP— Il i |I* < €.

En conséquence, on a
CuUKN—Cu(K)< €&

pour tout K'e K(Q) tel que KCK'CO,.
Ainsi nous savons que la p-capacité C.(K) est une capacité définie
sur K(Q) au sens de G. Choquet ([4], p. 174).

DerNiTION. Etant donnés un ensemble relativement compact A et
une mesure p<FE, on définit u-capacité inférieure (resp. extérieure) de
I’ensemble A de la maniére suivante,

Ci(A) = lpall
(resp. Ce(A) =1lpall).
Lemme 11. On «a

Ci.(A)= sup Cu(K)
K(A)DK
et
C:(A)= inf CL(0).
O0(A)=0

En effet, en tenant compte de la facon de construction de p% ou u%
dans le théoréme 1 et du théoréme C, on a
Nur'—pall? < [|pa—pxl|-(leall+ 1l ek |]) pour tout K'e K'(A)
et
lno— pall’ =1l po— pall-(llpoll+1 pall) pour tout O'€0'(4).

Puisqu’on peut identifier ux avec % et, pour tout ensemble K& K(A),
il existe un ensemble K’ K’(A) tel que KCK’, on a

lpalf= sup |lukll
HK(A)SK
et donc

C.(A)= sup Cu(K).
HK(A)DK
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Analoguement, on a
C:(A)= inf CL(O).
0(A)30

Ainsi on peut identifier C/:(A) (resp. Ci(A)) avec la capacité intér-
ieure (resp. extérieure) d’ensemble A au sens de G. Choquet. D’autre
part, il a introduit la notion d’ordre relative a la capacité ([4], p. 175).
Quant a la p—capacité, on a

Lemme 12. Si G satisfait au principe de domination, la p-capacité
Cu(K) est une capacité alternée d’ordre N, sur H(Q), autrement dit,
C.(K,UK,)+Cu(K,NK,) =Cu(K,)+Cu(K,)
pour tout K,, K, K(Q).
En effet, pour démontrer ce lemme, il suffit d’indiquer que
Guk,ux,(%)+Guk,nk, (%) = Guk, () +Guk, (%)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure AE, car on
a en vertu du lemme 5

Culk) = | Guicdn

pour toute p&E et pour tout K& K(Q).
D’abord, on a

Guk,uxk,(®) =Guk, (%) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure M€ Ek,

Gui nk, (%) = Guk,(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle
pour toute mesure M E.

On a donc

Gui,ux, (%) +Gpk,nk,(¥) = Guk, (%) + Gpk, (%)
sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure n€Ex . En
remplacant K, par K,, on a la méme inégalité sauf sur un ensemble
de mesure nulle pour toute mesure A&Eg,, et par suite, pour toute

mesure AEEx yx,.
Soit

e={xe(K,UK)"; Gpk,ux,(®)+Guk,nk, (%) —Guk, (£) —Gpk,(x) >0}

et supposons qu’on puisse trouver une mesure c=E telle que o(e)>0
et SoCe. En signalant que
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sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure AEEk, yk,, On a
0 < [(Gukeume, + Guteom,— Gute,— Gk do

S(GMK,UK +Gugnk,—Gug;—Gpi,)dok, vk,
S(G,U«Kanz G:U'K G,uKz)do’KIUK2
S

+ \Gri,nk,—Guk,—Gug,) do

IA

(Go—Gotqur) duknr, + [Goleur,~ Go) it + | Goleur,— Go)duk,
=0,
ce qui est évidemment contradictoire.

Ici, nous donnons une définition et un principe qui seront utiles
dans la suite.

DEFINITION.  Soit u’ (resp. p%) une mesure balayée intérieurement
(resp. extérieurement) d’'une mesure positive p pour un ensemble quel-
conque A. On dira qu’un noyau G est balayable relativement a I'ensemble
A si Gui(x)=Gu4(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute
mesure AEE.

PRINCIPE D’UNICITE: Si l'on a
Gu(x) = Gu(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure A€E, on a
nécessairement u=uv.

Théoréme 5. Etant donnés ume mesure ucE et un ensemble K-
analytique A®, un noyau satisfaisant au principe de domination est balay-
able relativement a A. De plus, si le noyau satisfait au principe d’énergie
ou au principe d’unicité, nous avons u'y= u%.

Démonstration. En vertu des lemmes 10, 11, 12, et du fait qu'un
espace localement compact est complétement regulier, on peut appliquer
le théoréme de G. Choquet relatif a la capacitabilité ([4], p. 223, voir
le cas (ii)) et on a

Ci(4)=Ci(A)
pour tout ensemble K-analytique A. Du lemme 2, il résulte

luy—pall=0

3) Dans un espace topologique séparé, tout ensemble qui est une image d’'un ensemble
Kys contenu dans un espace compact par une application continue s’appelle un ensemble K-
analytique ([4], p. 139).
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Par suite, on a
[(pa—p M=l ph—pall-lIx]=0
pour toute mesure A E, c’est-a-dire,
Gua(x) = Gui(x)

sauf sur un ensemble de mesure nulle pour toute mesure AE. Si le
noyau satisfait au principe d’énergie ou au principe d’unicité, on a
évidemment u’y= p5.

On a signalé que si A est un ensemble ouvert, on a E{,=FE¢%. Plus
généralement, on peut prouver le théoréme suivant.

Théoréme 6. Si un noyau satisfait au principe de domination, on a
alors

EY=Ej

N

pour tout ensemble K-analytique A.
Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, il suffit de montrer
ELiDE:.

Supposons qu'il existe une mesure v telle que v€E4 mais v EY.
Alors on a

!Iv‘vf‘lll >0y

parce que v4eEYy et EY est fortement fermé. En tenant compte du
théoréeme 5, on a

0<|lv—vill—llva—rall = llv—rall .
C’est en contradiction avec le fait qu’on a
llv—valf = @—2a, »)—@—v4, v4)=0,
car veE¢4. En conséquence, on a
“DE:.

Theéoreme 7. Etant donnés une mesure positive u telle que Gu(x)
%+ oo dans Q et un ensemble K-analytique A, un noyau G satisfaisant
au principe de domination est balayable relativement a A. De plus, si le
noyau G satisfait au principe d’emergie ou au principe d’unicité, on a

Ba= pa-

Démonstration. Tout ensemble K-analytique est relativement com-
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pact, puisque, dans un espace topologique séparé, un ensemble K-
analytique est, par définition, une image d’'un ensemble Kod contenu
dans un espace compact par une application continue. Par suite, selon
le théoréme 3, on peut définir deux mesures u% et x4 dans la condition
de ce théoréme. D’aprés le lemme 2, le théoréme 5 et le fait que pi
est limite vague d’une suite de mesures positives d’énergie finie {(x,/)a}
et uj est limite vague d’une suite partielle {(n,)a} de {(z,)a}, on a
immediatement les résultats cherchés.

Theéoréeme 8. Supposons que G satisfasse aux principes de domination
et du maximum k-dilaté et a la condition (x). Etant donnés une mesure
positive u telle que Gu(x)=x-+oco dans Q et une réunion dénombrable
d’ensembles K-analytiques A, le noyau G est balayable ¢ A. En parti-
culier, si le noyau G satisfait au principe d’énergie ou au principe d’unicité,
on a ph=pl.

Démonstration. En tenant compte de la facon de construction de
un' ou p4 dans le théoréme 4, on a, d’aprés le théoréme 7 et le lemme 4,
les résultats cherchés.

3. Balayage dans le cas particulier et 1’application

Dans la théorie du potentiel d’ordre «, M. Riesz [12] a démontreé
a l'aide de la transformation de Kelvin que, étant donné un ensemble
fermé (non compact) F, on peut assoccier 4 toute mesure ponctuelle une
mesure balayée sur F. En appliquant le théoréme 2, on peut genér-
aliser le résultat obtenu par M. Riesz de la maniere suivante.

Théoréme 9. Supposons que G et G satisfassent au principe de
continuité, G a la condition (x) et G aux principes de domination et du
maximum k-dilaté. Etant donnés une mesure positive u telle que Gu(x)
= + oo dans ) et un ensemble fermé F (non-compact), on peut associer a

1 au moins une mesure positive up portée par F telle que

Gur(x) =Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N Er,
Gurp(x) =Gu(x) dans tout I'espace Q.

Si G est un noyau symétrique, on a de plus la relation,
SG;Lde = SGpdvF pour toute mesure vEE.

Nous nous placons dans I'espace euclidien a # dimensions R”. Soit
G(x) une fonction positive, continue, symeétrique (G(x)=G(—x)) et
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sommable dans tout voisinage de 'origine telle que G(0)= lim G(x) < + oo.

Considérons le potentiel

Gulw) = [Ga— du(y)

d’une mesure positive p pris par rapport au noyau G(x). Pour les
potentiels de ce type, M. Ohtsuka ([11], p. 282) a étudié la relation
entre les principes de domination dilatée et du maximum dilaté. Il a
obtenu un résultat suivant: si un noyau G(x) satisfait au principe de
domination et a la condition,

G(x)dx
[M] lim BOm
e G(x)dx

B(O, r-0)

IA
e

(k=1)

pour tout nombre p>0, B(a, ») désignant la boule de rayon 7 centrée en
le point a, il satisfait au principe du maximum k-dilaté. En particulier,
N. Ninomiya ([8], p. 169) a démontré que, si un noyau G(x) satisfaisant
au principe de domination est décroissant de la seule distance |x], il
satisfait a la condition [M]. Par suite, on a

Théoréme 10. Supposons qu'un noyau G(x) décroissant de la seule
distance |x| satisfasse au principe de domination et Sannule & I'infini.
Etant donnés une mesure positive p telle que Gu(x)= + oo dans R" et un
ensemble quelconque non-relativement compact A, on peut associer ¢ p au
moins une mesure positive p'y (resp. p%) portée par A telle que

Gui(x) =Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N EY,
Guiy(x) = Gu(x) dans tout lespace Q,

SG,ui,dv= SG,udqu pour toute mesure ve E

(resp. Gu4y(x) = Gu(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure N E?4,
Guiy(x) = Gu(x) dans tout Despace Q,

SG,uixdv= SGpdvi, pour toute mesure veE).

En particulier, si A est un ensemble analytique, le noyau G est balayable
relativement ¢ A. D’ailleurs, si le noyau G satifait au principe d’énergie
ou au principe d’unicité, on a ply=ps.
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Quant aux noyaux greenien et d’ordre o, nous avons le théoréme
suivant.

Theoreme 11. Le noyau d’ordre a, n—a<a<mn, défini dans lespace

euclidien R™ a n dimensions (n=3) et le noyau greenien défini dans un
espace regulier de Green a n dimensions (n=2) sont balaybles relativement
a tout emsemble analytique A. Dans ce cas, on a de plus p's=p%.

Démonstration. Il est bien connu que ces noyaux satisfont au
. principe du balayage relatif 4 tout ensemble compact [5]. Grice au
corollaire 1 du théoréme 1, ces noyaux satisfont au principe de domi-
nation. De nouveau, ces noyaux sont décroissants de la seule distance
|x| et s’annulent a linfini. D’autre part, la notion de “K-analytique”
dans R" s’identifie avec la notion de “analytique ordinaire” dans R”.
En signalant que ces noyaux satisfont au principe d’énergie et en
appliquant les théorémes 3 et 10, on a les résultats cherchés.

Un noyau de type positif est dit consistant par B. Fuglede ([6],
p. 167) s’il satisfait a la condition suivante,

(C) Si un filtre de Cauchy pour la structure uniforme forte sur £
converge vaguement vers une mesure p,=F, alors ce filtre
converge fortement vers pu,.

Lorsque la topologie faible relative 4 un noyau de type positif est
définie sur I'espace E par la semi-norme p—v— |(A, u)—(\, »)| pour tout
mesure M E, B. Fuglede se pose une autre condition,

(CW) Si un filtre fortement borné converge vaguement vers une
mesure u,=FE, ce filtre converge faiblement vers u,.

Il a démontré qu’un noyau de type positif satisfaisant a la condition
(CW) est consistant et, de plus, si un noyau positif symétrique est con-
sistant, alors E est fortement complet. D’autre part, M. Ohtsuka ([11],
p. 194) a obtenu une condition suffisante pour qu’ un noyau satisfasse
a la condition (CW).

Théoréme D. Supposons qu’un noyau de type positif G satisfasse au
principe de continuité et que, pour toute mesure positive d’énergie finie a
support compact v et pour tout nombre >0, on puisse trouver une mesure
A et un ensemble compact K, . tels que ||\||<E et Guv(x)=G\(x) sauf sur
un ensemble de mesure nulle pour toute mesure o€Eq—x;. Alors ce
noyau satisfait a la condition (CW).

Theéoréme 12. Si un noyau positif G satisfait a la condition (x) et
aux principes de domination et du maximum k-dilaté, le noyau G satisfait
& la condition (CW),
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Démonstration. Etant donnés une mesure positive d’énergie finie a
support compact » et un nombre &>0, prenons un nombre & tel que
& [k (Q)>& >0. D’aprés la condition (x), il existe un ensemble compact
K. tel que G(x, y)<& sur Sy xX(Q—K,). On peut trouver un ensemble
ouvert relativement compact U tel que UDK,,. L’espace Q est normal,
puisqu’il est un espace localement compact tel qu’il soit s—compact. Par
suite, ils existent deux ensembles ouverts G et G’ sans point commun
tels que GO U’ et G'DK,.

Posons

K.,=G".

Grace au théoréme 9, on peut associer 4 » au moins une mesure posi-

tive A portée par Q—K, . telle que

Gv(x) = GM(x) sauf sur un ensemble de mesure nulle pour
toute mesure o€ Egx;;,

Gv(x) = GA(x) dans tout l'espace (,

kv(Q) = AQ).

On a alors
BN Scm <eMQQ) < e,
En vertu des théorémes B et D, le noyau G satisfait a la condition (CW).
Nous avons immédiatement le théoréme suivant.

Théoreme 13. Si un noyau satisfait aux mémes conditions que celles
du théoréme 12, l'espace E est fortement complet.
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