
Nomizu, K.
Osaka Math. J.
14 (1962), 45-51.

SUR LES ALGEBRES DE LIE DE GENERATEURS DE KILLING

ET LΉOMOGENEITE D'UNE VARIETE RIEMANNIENNE*
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PAR

KATSUMI NOMIZU

Le present memoire est essentiellement une suite du travail [2] dans
lequel on a introduit la notion de generateur de Killing en chaque point
d'une variete riemannienne. On demontre d'abord que Γensemble des
generateurs de Killing l(x) forme une algebre de Lie et etudie la structure
de cette algebre de Lie.

Ensuite, apres avoir discute des varietes riemanniennes localement
homogenes, on obtiendra des resultats qui generalisent un theoreme de
[2] ainsi qu'un resultat de I. M. Singer [3] concernant Γhomogeneite des
varietes riemanniennes. On y utilisera un lemme de A. Nijenhuis p.].

Toutes les notations de [2] seront reservees.

1. L'algebre de Lie !(x). Soit M une variete differentiate munie
d'une metrique riemannienne definie-positive g. Pour chaque point x de
M, T(x) et E(x) designent Γespace tangent en x et Γalgebre de Lie des
endomorphismes antisymetriques de T(x) muni de produit scalaire gx

respectivement. Un generateur de Killing en x est un element (X, A)
de Γespace vectoriel Q(X) = T(x) + E(x) (somme directe) qui satisfait a la
condition

(1) (Vx+A) (VmR) = 0 pour tout m = 0,1, 2, ••• ,

oύ VmR est la differentielle covariante d'ordre m du champ de tenseurs
de courbure R de M. L'ensemble de tous les generateurs de Killing en
x se note l(x). L'espace vectoriel Q(X) admet une operation de crochet
definie par

(2) ί(X, A)y (F, B)-} = (AY-BX, -R(X, F) + [

* Ce travail a ete financie partiellement par NSF. Grant No. 14032. L'enonce des resultats
a ete presente a Amer. Math. Soc. le 7 novembre, 1961.
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oύ R(X, Y) est la transformation de courbure qui s'obtient par contrac-
tion de R avec X et Y. On va demontrer

Theoreme 1. Le sous-espace l(x) de Q(X) forme une algebre de Lie
(sur le corps des nombres reels).

Demonstration. II suffit de montrer : 1) [!(*), !(#)]O(*) et 2)
Γidentite de Jacobi dans ΐ(x).

1) Soient (X, A), (Y, B)£l(x). Partons de la formule

( 3 )

dont Γexpression a gauche signifie le tenseur qui associe aux vecteurs
X19 - , Xm en x le tenseur (A(Vm+1R)}(Y, X19 ... , XJ en x. La formule (3)
n'est que la loi de derivation A a qui s'etend Γendomorphisme A de
T(x). Comme (X, A) et (Y, B) satisfont a (1), on obtient de (3)

En echangeant (X, A) et (Y, B)y on a egalement

-(Vy(Vm+1J?))(X;) - -5

Les deux egalites ci-dessus entrainent

En utilisant Γidentite de Ricci

(VX(VK))(Y;)-(VY(VK))(X;) = R(X, Y) K,

qui est valable pout tout champ de tenseurs K, on arrive a

= (R(X, F)-[Λ

Ceci montre que [(X, A), (Y, BJ] = (AY-BX, -R(X, Y) + [A, BJ) appar-
tient a ϊ(x).

2) Si (X, A), (Y, B) et (Z, C) e Ϊ(ΛΓ), on a

, A), (y, B)-], (Z, C)]

= (-/?(X, Y)Z+[A, B^Z-^AY-BX),

-R(AX-BX, Z)-[R(X, y), C] + [[Λ 5], C]) .

Si Γon designe par @ la somme cyclique pour (X, A), (Y, B) et (Z, C),
on a

en vertu de ®{R(X, Y)Z] =0 et de @{[[A, β], C]} =0, Or on a
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[C, R(X, F)] = (CR)(X, Y}+R(CX, Y) + R(X, CF)

= -(VZR)(X, Y)+R(CX, Y) + R(X, CF) ,

puisque (Z, C) € Ϊ(ΛΓ). II en resulte que

@{-R(AY, Z} + R(BX, Z)-[1?(X, y), C]}

= @{-7?G4F, Z) + R(BX, Z) + R(CX, Y) + R(X, CY)-(VZR}(X, Y)}

= -@{(VZR)(X, Y}} = 0 ,

en vertu de Γidentite de Bianchi.

REMARQUE. On a erronement constate dans [2] que Q(X) est une
algebre de Lie. L'identite de Jacobi n'y est valable que dans le cas oύ
le tenseur R est 0 en x.

2. Produit scalaire dans ϊ(jc). La metrique riemannienne g definit
canoniquement un produit scalaire defini-positif dans Q(X) par

( 4 ) ((X, A\ (Y, £)) = gχ(X, Y) - trace (ΛB) .

L'algebre de Lie l(x) se munit aussi de ce product scalaire canonique.
Soit f)(x) = E(x)Γ\l(x)9 c'est-a-dire, §(ΛΓ) est Γensemble de tous les endo-
morphismes antisymetriques A de T(x) tels que A (VmR) = Q pour
w = 0, 1, 2, ••• . Evidemment, fy(x) est une sous-algebre de Lie de l(x).

Lemme. Le produit scalaire dans l(x) est invariant par

En effet, soient (X, A), (Y, B ) £ ΐ ( x ) et C = (0, C) eί)(jt;). On a

,C), (X, A)], (y,β)) = ((CX, [C, A]), (y,B)) = fo(CX, ̂ )-trace ([C,

On a egalement ((X, ^4), [(0, C), (F, 5)]) = fo(X, CY)- trace (Λ[C, 5]).
Comme C est antisymetrique, on a fo(CX, y) + fo(X, Cy) = 0. D'autre
part, on a aisement trace ([C, A]B) + trace (A[C, β]) = 0. II en resulte
que ([(0, C), (X, A)], (y, β)) + ((X, A), [(0, C), (F, β)]) = 0, c'est-a-dire, le
produit scalaire est invariant par ad ((0, C)) operant dans l(#).

Soit m(x) le complement orthogonal de $(x) dans !(Λ;). Le lemme
entraίne

Theoreme 2. Ly algebre de Lie l(x) est la somme directe τn(#
oώ [m(jtr), f)(x)~](^.m(x). La sous-algebre ΐ)(jr) est reductive dans l(x).

Soit TV la projection canonique de Q(X) sur T(Λ ). II est clair que π
induit un isomorphisme de m(x) dans T(x). On voit que π(t(x)) = T(x)
si et seulement si π applique m(x) sur T(x), ce qui revient a dire que
dim m(^) = dim M. On dira que M est ίnfinitesimalement homo gene en %
si dim m(x) = dim Ms
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3. Varietes riemanniennes localement homogenes. Une variete
riemannienne M sera dite localement homogene si pour tous les points x
et y de M il existe une isometrie / cΓun voisinage de x sur un voisinage
de y telle que f(χ)=y. Si M est localement homogene, il est evident
que tout point de M est ϊ-regulier dans le sens de [2]. M est dite
homogene si pour tous les points x et y de M il existe une isometrie de
M sur elle-meme telle que f(χ)=y. On etablira plus loin le fait que si
M est connexe, simplement connexe et complete, Γhomogeneite locale
entraine Γhomogeneite globale.

On demontre ici

Theoreme 3. Si une variete riemannienne M est infinitesimalement
homogene en un point x qui est l-regulier, alors x admet un voisinage
ouvert qui est localement homogene.

Corollaire. Si une variete riemannienne analytίque connexe est in-
finitesimalement homogene en tout point, elle est localement homogene.

Ici la condition que M soit complete n'est ni supposee ni impliquee.

Demonstration du theoreme 3. Comme x est f-regulier, on a ϊ*(#)
^l(x) d'apres le theoreme 4 de [2], oύ l*(x) est Γalgebre de Lie des germes
de champs de vecteurs de Killing. Soit U un voisinage ouvert de x tel
que !*(#) est isomorphe a Γalgebre de Lie I(C7) des champs de vecteurs
de Killing definis dans U. M etant homogene en x, il en resulte que
pour tout XeT(x) il existe X*6ϊ(t7) tel que X* = X. Maintenant le
theoreme 3 est une consequence du lemme suivant.

Lemme. Soit ϊ une algebre de Lie de dimension finie formee par des
champs de vecteurs sur une variete differentiate M. Si{Xx X£ ΐ} coincide
avec T(x), alors x admet un voisinage U ay ant la propriete suivant e : pour
tout y G [7, // existe un element X^l qui engendre un groupe local a un
parametre de transformations locales exptX definies dans un voisinage de
x pour — l^ί^l tel que expX applique x en y.

La demonstration de ce lemme est facile.
Le corollaire se deduit du theoreme 3 de [2] et du fait que si tout

point d'une variete riemannienne admet un voisinage localement homo-
gene, elle est localement homogene.

4. Variέtέs riemanniennes a courbure completement homogene.
On dira qu'une variete riemannienne M est a courbure completement
homogene si elle satisfait a la condition suivante. Pour tous les points
x et y de M, il existe une isometrie de Γespace tangent T(x) sur T(y)
qui conserve VmR pour tout w = 0 ?l, 2, ••• . I. M, Singer [3] a demontre
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qu'une variete riemannienne simplement connexe et complete est homo-
gene si elle est a courbure completement homogene (voir 5). On va
demontrer plus generalement

Theoreme 4. Si une variete riemannienne connexe M est a courbure
completement homogene, elle est localement homogene.

Demonstration. II resulte de Γhypothese faite que dim f (x) est
constante sur M. II suffit alors, en vertu du theoreme 3, de montrer
que M est infinitesimalement homogene en tout point x.

Soit X G T(x) et soit x(ί) une geodesique determίnee par le vecteur
tangent initial X. Designons par xn le point de la geodesique pour t = l / n
et par τn le deplacement parallel le long de la geodesique du point x
jusqu'a xn. Pour un champ de tenseurs quelconque Ky on a

oύ Kx designe la valeur de K en x. Soit φn une isometrie de T(x) sur
T(xn) qui conserve VmR pour tout m = 0, 1, 2, ••• . Le compose Sn =

 er~l φn

est une isometrie de T(x) sur lui-meme pout tout n. Pour K=VmR, m =
0,1,2, - , on a Sn Kx = r-l.φn Kx = r-l.KXn de sorte que

VxK=limn(SH K,-Kx).
«->00

On a aussi

Or un lemme de Nijenhuis [1], p. 121, affirme qu'il existe un endomor-
phisme antisymetrique A de T(x) tel que A KX = VXK pour tout K^V^R,
w = 0, 1, 2, ••• . Cela signifie que (X, —A)£l(x). On a ainsi demontre
que M est infinitesimalement homogene en x.

II est evident que si M est localement homogene, elle est a courbure
completement homogene. On vient de demontrer que cette derniere
propriete entraine que M est infinitesimalement homogene en tout point.
D'apres le theoreme 7 de [2], on a comme dans [3]

Corollaire. Soit M une variete riemannienne connexe, simplement con-
nexe et complete. Si M est a courbure completement homogene (en particulier,
si M est localement homogene), alors M est homogene.

Dans ce cas, Γalgebre de Lie du groupe des isometries de M est
isomorphe a ΐ(x), x etant un point arbitraire, et celle-ci est determinee
algebriquement par (V"R)X9 w = 0, 1, 2, ••• . Ce fait a ete deja montre
dans [2].
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5. L'hypothese de I. M. Singer. Le resultat de I. M. Singer [3] est
un peu plus general que celui indique plus haut. Pour le preciser, soit
1)s(x)={AeE(x); A (VmR) = Q pour O^ra^s} et soit s(x) le premier
entier 5 tel que f)s(x) = $s+l(x). L'hypothese faite par Singer est

(*) Pour tous les points x et y de M, il existe une isometrie de
T(x) sur T(y) qui conserve tous les VmR, Q^m^s(x) + l.

Son resultat peut etre generalise dans une forme plus precise que
le theoreme 4.

Thέoreme 5. Si une variete riemannienne connexe M satisfait a la
condition (*), M est localement homogene.

On en indiquera les procedes de demonstration dans les etapes
suivantes.

1) Sous Γhypothese (*), on voit que s(x) est une constante, soit s,
sur M. En designant par lm(x) le sous-ensemble des elements (X, A) G Q(X)
tels que (Vx+A) (ViR) = Q pour 0<i<m, on demontre que ls(x) = ls+1(x)
en tout point x. Soit (X, A) G Ϊ3(x). Par le raίsonnement qui s'appuie
sur le lemme de Nijenhuis dans la demonstration du theoreme 4, on voit
qu'il existe BeE(x) tel que (X, B) 6 ts+1(x). II en resulte que (X, A)-
(X,B) = (Q,A-B)el3(x)f\E(x) = b(x). Comme on a $,(*) = W*), on
obtient (X, A) = (X, B) + (Q9 A-B)e ΐs+1(x).

2) Pour demontrer que M est localement homogene, il suffit de
montrer que !*(#) ̂  ΐs+1(x) en tout point x (sous Γhypothese (*), bien
entendu), parce que Γon sait deja que pour tout Xe T(x) il existe A 6 E(x)
tel que (Xy A) G ls+1(x). La demonstration de cet isomorphisme est tout
a fait analogue a celle du theoreme 4 de [2] il suffit de faire les deux
remarques suivantes.

3) La demonstration du lemme 12 de [2] etablit que la prolongation
de (X, A) G ΐs+1(x) le long du chemin υ(f) est contenue dans ΐs+1(v(t)) on
n'a besoin que du fait que ts(v(t)) = ls+1(υ(t)) le long du chemin.

4) Dans la demonstration du theoreme 4 de [2], il suffit d'avoir
la condition (VX+A) #=0 le long du chemin v(t), c'est-a-dire, (X(t), A(t))
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