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Introduction. Soit V une variete complexe satisfaisant aux conditions

suivantes.'

1) un groupe de Lie semi-simple connexe G opέre sur V de maniere transi-

tive et holomorphe

2) la variέtέ V admet une mesure invariante par Gι).

On dira par abus de langage que la variete V est semi-simple. On se pro-

pose d'etudier dans ce travail des varietes complexes cornpactes semi-simples.

Les varietes de ce genre font Γobjet de deux travaux de Wang [5], [βj. Dans

le memoire [5] il a etudie le cas simplement connexe et dans [6] le cas paral-

lelisable. Le resultat obtenu dans ce travail montre que toute variete complexe

compacte semi-simple est en un certain sens une combίnaison de deux types de

varietes etudiees par Wang. On etablit en effet le theoreme suivant.

THEOREME 1. Soit V une υariέtέ complexe compacte semi-simple. Alors V

est un espace fibrέ holomorphe de base W et de fibre F. La base W est un

espace homogέne kάhlέrien d'un grouPe de Lie compact semi-simple connexe et

la fibre F est un espace quotient d'un groupe de Lie complexe rέductif connexe

par un sous-groupe discret.

Ce theoreme generalise un theoreme bien connu de Wang [5]. Voir egale-

ment un memoire recent de Hano et Kobayashi [3]. L'enonce detaille du

theoreme 1 sera donne au paragraphe 4 sous la forme du theoreme 1'. On

trouvera aussi une methode pour construire les varietes complexes compactes

semi-simples.

On deduira du theoreme 1 et d'un theoreme de Wang [βj le theoreme

suivant.

Received October 15, 1960.
1 } Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que le groupe d'isotropie de G en un point

de V soit unimodulaire.
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THEOREME 2. Soit V uns variέtέ kdhlέrienne compade semi-simple. Alors

V est un espace homogene kάhlέrien cfun groupe de Lie compact semi-simple

connexe.

Ainsi dans le cas d'une variete kahlerienne compacte Γexistence d'une

mesure invariante entraίne Γexistence d'une metrique kahlerienne invariante.

1. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soit 8 Γalgebre de Lie

du groupe G et soit 8 = Oi -f * 4- Qk, oύ o/(i=l k) sont des ideaux sim-

ples de β. Soient Ai(i~l, . . . , k) les sous-groupes invariants de Lie de G

correspondant a αz . Supposons que les sous-groupes Aid-I, . . . , s) soient

compacts et que les autres Ajij — s-\-lt . . . , k) ne soient pas compacts. Soient

Gi = Aι . . . As et G2 - As+i . . . Ak. Alors G = d G2 = G2 d . On appellera

Gi la composante compacte de G et d la composante ouυerte de G.

A. Rappelons d'abord un resultat recent de Borel [1]. Soit G un groupe

de Lie. On dira qu'un sous-groupe B de G possede la propriete (S) dans G si

pour tout voisinage U de Γelement neutre dans G et pour tout element g de G

il existe un entier n>0 tel que gn e Z7 2? Z7. Soient G et G' des groupes de

Lie connexes et soit ψ un homomorphisme de G sur G', Soit β ύn sous-groupe

de G possedant la propriete (S^ dans G. Alors Γimage ψ(B) de B dans G'

possede aussi la propriete (S) dans G*. D'apres un lemme de Selberg, si Γespace

quotient GIB possede une mesure invariante dont la mesure totale est ίinie, le

sous-groupe B possede la propriete (S) dans G (voir [1]).

A. Borel a demontre le theoreme suivant.

Theoreme de Borel Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe dont la

composanίe compacte se rέduit a ΐelέment neutre. Soit B un sous-groupe pos-

sέdant la propriete (S) dans G. Alors toute sotis algebre de ΐalgebre de Lie &

du groupe G qui est stable par ad.x pour tout x e B est un ideal de 9.

Utilisant ce theoreme de Borel on va demontrer un lemme sur les espaces

homogenes symplectiques.

Un espace homogene V-G/B d'un groupe de Lie G est dit homogene

symplectique, s'il existe sur V une 2-forme exterieure ψ partout de rang maxi-

mal et invariante par G telle que dψ = 0.

LEMME. Soit V-G/B un espace homogέne symplectique dun groupe de
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Lie semi-simple connexe G. Supposons que G opere sur V de maniere presque

effective et que le sous-groupe B possede la propriέtέ (S) dans G. Alors le

groupe G est compact.

Soient Gi et G2 la composante compacte et la composante ouverte de G

respectivement. Soit G = G3 x G2. Soit ψ Γhomomorphisme canonique de G

sur G defini par ψ(gι, go) - gι'gi* Soit B Γimage inverse par ψ du sous-groupe

B de G. On peut identifier Γespace quotient GIB avec GIB par Γapplication

g B -> φ(g) B. Alors G/B est un espace homogene symplectique et, le noyau

de Γhomomorphisme <f etant discret, G opere de maniere presque effective sur

G/B. De plus, le noyau de ψ etant dans le centre de G, le sous-groupe B pos-

sede la propriete (S) dans G (cf. [1]). II suffit done de demontrer le lemme

pour Γespace homogene G/B. Pour simplifier les notations on supposera que

G^G, e'est-a-dire que G = GιX G2. On designera les algebres de Lie des

groupes G, Gu G2 par 0, 9i, fl2. Alors Q = 8i-ffl2. Soit π i la projection cano-

nique de G = Gi x G2 sur G2. On designera par la meme rr2 la projection cano-

nique de 0 sur 02. Le sous-groupe B possede la propriete (S) dans G et par

suite Γimage 7τ2(β) de B possede la meme propriete dans G2. Or la composante

compacte du groupe semi-simple G2 se reduit a Γelement neutre. Alors il

resulte du theoreme de Borel que Γalgebre 7r2(b) du groupe τr2(Z?) est un ideal

de 02. D'autre part, la variete G/B etant un espace homogene symplectique

du groupe semi-simple G, Γalgebre b du groupe d'isotropie B est le centralisateur

dans 0 d'un element W de 0 (voir [2], [4]). Soit W = Wi+W2, Wit=Qlf W2^

02. Soit hi le centralisateur de Wi dans 0/(/=l, 2). Alors b = b3-f-b2, hi^hΠQj.

Par suite on a 7τ2(b) = b2 et b2 est un ideal de 02 et done de 0. Or on a suppose

que G opere de maniere presque effective sur GIB. Alors Γalgebre b ne con-

tient pas d'ideal de 0 de dimension positive. Par consequent, on a b2 = (0) et

W2 = 0, car Wi est un element de b2. Alors W=Wι(=Qι et le centralisateur b

de W dans 0 contient Γideal 02. Alors 02== (0) et par suite G = Gι. Le groupe

G est ainsi compact.

B. Variέtέs complexes parallelisables (voir Wang C63). Soit F u n e variete

complexe compacte. Soit α Γalgebre de Lie des champs de vecteurs analytiques

sur V. On sait que α est de dimension ίinie et engendre le plus grand groupe

connexe d'automorphismes de V. r Soit / le champ de tenseurs definissant la



4 YOZO MATSUSHIMA

structure complexe de F. Si X e= α, on a / X e α et / [X, Y] = [/ Xy Y] =

[X, /• Y] quels que soient X, Y&a. Le tenseur / definit done une structure

d'algebre de Lie complexe de α. Une variete complexe compacte V sera dite

parallelisable s'il existe des champs de vecteurs Xu . . . , Xn dans α (n etant

la dimension complexe de V) qui sont lineairement independants sur les nom-

bres complexes en chaque point de F. Cette derniere condition signifie que, si
n

Σϋfljfe (Xk)ρ + bk J(Xk)p3 =P en un point p^V (ak, bk etant des nombres

reels), on a tfi = an = 0, 61 = = bn = 0. On voit alors que JYi, . . . , Xn

forment une base complexe de Γalgebre complexe α. II resulte de cette defini-

tion que, si V est parallelisable et connexe, le plus grand groupe connexe d'auto-

morphismes AQ de V est transitif sur V et que le groupe d'isotropie de Ao en

un point de V est discret.

Soit maintemant L un groupe de Lie connexe operant de maniere transitive,

holomorphe et presque effective sur V parallelisable. Soit ί Γalgebre des champs

de vecteurs sur V definis par les transformations de groupes a un parametre

dans L. Alors ί est une sous-algebre de α et isomorphe a Γalgebre du groupe L.

Le groupe L etant transitif sur F, la dimension reelle de ί est plus grande ou

egale a celle de F. Or la dimension complexe de F est egale a celle de α. On

a alors ί = α. Le groupe L est alors un groupe de Lie complexe et le groupe

d'isotropie de L en un point de V est discret.

2. Demonstration du thέoreme 1. Soit V une variete complexe compacte

semi-simple. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe operant sur V de

maniere transitive, holomorphe et presque effective. On suppose que F possede

une mesure invariante par G. La variete F etant compacte, la mesure totale

de F est finie. Soit F = G/B. Alors le sous-groupe B possede la propriete ίS)

dans G (voir [1]). Soient Gι et G2 la composante compacte et la composante

ouverte de G respectivement. On peut supposer sans gener la generalite que

G = d x G2. D'apres un resultat recent de Hano-Kobayashi [3], il existe un

sous-groupe ferme L de G contenant B et possedant les deux proprietes sui-

vantes:

A) ΐespace quotient G/L est homogέne symplectique

B) ΐespace quotient LIB est connexe et une sous-variete complexe de GIB.

De plus, L/B est parallέUsable.
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Soit maintenant M le plus grand sous-groupe connexe invariant de G con-

tenu dans L. Alors M est ferme. Puisque L contient B et que B possέde la

propriete (S) dans G, L possede aussi la meme propriete dans G. Par suite le

sous-groupe L/M de G/M possede la propriete (S) dans G/M. Or le groupe

G/M opere de maniere transitive et presque effective sur Γespace homogene

symplectique G/L. II resulte alors du lemme que le groupe G/M est compact.

De plus, le groupe G/M etant compact semi-simple, le groupe L/M est connexe

et coincide avec le centralisateur d'un tore de G/M (cf. [2], [4]).

Le groupe G/M etant compact, le sous-groupe connexe invariant ferme M

de G doit etre de la forme M = Mi x G2, oύ Ml est un sous-groupe connexe

invariant ferme du groupe compact Gi. Les groupes M e t L/M etant connexe,

le groupe L Test aussi. Puisque L contient M, L est de la forme L = Zi x G2,

L\ D MΊ,oύ L\ est un sous-groupe connexe ferme du groupe compact Gi.

Or la variete F-L/B est une sous-variete complexe parallelisable de G/B.

Soit iV le plus grand sous-groupe connexe invariant de L contenu dans B. Alors

N est ferme et le groupe quotient Lr = L/N opere de maniere transitive et

presque effective sur F. Par suite le groupe L' est un groupe de Lie complexe

et le groupe d'isotropie de Lf en un point de F est discret (cf. 1, B). Or ce

groupe d'isotropie est isomorphe au groupe BIN. Par consequent, B/N est un

sous-groupe discret du groupe Lf = L/N et ceci montre que TV est egal a la

composante connexe de Γelement neutre BQ de B. On a ainsi demontre le

resultat suivant: la composante connexe de Γelement neutre Bo de B est un

sous-groupe invariant de L et le groupe quotient L' = L/Bo est un groupe de

Lie complexe operant de maniere transitive et presque effective sur la variete

complexe compacte parallelisable F-L/B.

Or on a suppose que le groupe G opere de maniere presque effective sur

G/B. Alors le groupe 2?0 ne contient pas de sous-groupe invariant connexe de

dimension positive de G. Le groupe Bo etant invariant dans le groupe reductif

L = Li x G2, BQ est contenu dans Lu sinon Bo contiendrait une composante

simple de G2 qui est un sous-groupe invariant de G.

Considerons maintemant Γimage dans L1 du sous-groupe invariant compact

Li de L. L'image dans L1 de la partie semi-simple de Li est un sous-groupe

invariant compact semi-simple de ZΛ Le groupe Z/ etant complexe, L1 ne con-

tient pas de sous-groupe invariant compact semi-simple de dimension positive.
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Par suite Γimage dans V de la partie semi-simple de L\ se reduit a Γelement

neutre. La partie semi-simple de Lx est done contenue dans BQ.

Revenons maintenant au sous-groupe invariant ferme connexe Mάe G. On

a M-M\ x G2, MiGLi. Le groupe Mi etant invariant dans &, Mi est semi-

simple et done dans la partie semi-simple de Lj. Alors Mi est contenu dans

Bo et par suite MΊ = (e), car Mi est invariant dans G. On a ainsi montre que

M=G 2 . D'autre part, on a deja dit que LlM est le centralisateur d'un tore

de G/M. Or L/M^Li et G/M=Gi et par suite Li est le centralisateur d'un

tore de Gu

Resumons ce que on a demontre: L = L\ x G2 eί Li £sί fe centralisateur

d'un tore de Gx. La composante connexe de Vέlement neutre BQ du groupe B

est un sous-groupe invariant du Li contenant la partie semi-simple de L\. Bo

est done un C-sous-groupe du groupe semi-simple compact Gi au sens de Wang

[5j. Le groupe LI Bo est complexe et opere de maniere transitive et presque

effective sur la υariέtέ complexe compacte parallέ Usable F-L/B.

3. Suite de la demonstration du thέorέme 1. On va montrer maintenant

les faits suivants:

1) la variete Li B/B est une sous-variete complexe de G/B;

2) le groupe G2 est un groupe complexe et la variete G2 BIB est une sous-

variete complexe de GIB.

Demonstration de 1). Soit π la projection canonique de G sur G/B et soit

τz(e) = o, e etant Γelement neutre de G. Soit U Γalgebre de Lie des champs de

vecteurs analytiques sur G/B definis par les transformations de groupes a un

parametre dans Li. La variete L\*B/B est egale a Γorbite du point o par Li

et contenue dans F-L/B. L'image L[ de Lx dans le groupe Lf = L/B0 est

egale au centre connexe de ZΛ Le groupe Lf etant complexe, le centre connexe

L[ de L' est aussi complexe, Cela signifie ceci: pour tout I e ί b il existe un

YeίjL tel que J Xp = Yp pour tout p^F, oύ / designe le champ de tenseurs

sur GIB definissant la structure complexe de GIB (cf. 1, B; remarquons que,

F etant une sous-variete complexe de G/B, le tenseur sur F definissant la

structure complexe de F est egal a la restriction de /) . La variete Li B/B

etant contenue dans F et egale a Γorbite du point o par Lu il resulte de ce

que on a montre que pour tout point p de Li B/B et pour tout vecteur Xp en
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p tangent a Li B/B, le vecteur l Xp est tangent a Lι B/B. Ceci montre que

Lx B/B est une sous-variete complexe de GIB.

Demonstration de 2). On utilisera les notations introduites ci-dessus. Soit

G\ Γimage de G2 dans V •= L/Bo. Alors G\ est egale a la partie semi-simple du

groupe complexe reductif ZΛ Alors le groupe G[ est aussi complexe. Comme

on le voit facilement, G2 est localement isomorphe k G[. Par suite, le groupe

Go est aussi un groupe complexe. Le fait que G2 B/B est une sous-variete

complexe de G/B peut etre demontre d'une maniere analogue a celle de la

demontration de 1).

4. Fin de la demonstration du thέoreme 1. On va montrer maintenant les

faits suivants:

1) la variete Gi B/B est une sous-variete complexe de G/B;

2) la variete G/L se munit d'une structure complexe invariante par G telle

que la projection canonique de G/B sur G/L soit holomorphe.

Le groupe Li etant compact, il existe un sous-espace vectoriel Wi de Γalgebre

0i du groupe Gi tel que

(1) 0i = Wi-Mi, m1Γiίi = (0), Di, UhUCtoi,

oύ Ii designe Γalgebre du groupe Li. Puisque Γalgebre b du groupe Bo est un

ideal de U contenant la partie semi-simple de ίi, il existe un sous-espace vectoriel

Πi dans le centre de ίr tel que

τtinb=(O), ίnu b] =

De (1) et (2) resulte

(3) 0ι = mi + b, πίj = πi -f- toi, Cb,

Or on a β = 9i + 02 Alors de (3) resulte

(4) 9 = m + b, m = mi -f 02, [b, m] = [b, mx] C mi.

On designera par Xm la composante dans in d'un element I e 8 relative a

la decomposition (4) de 0. De meme de Xuv

Remarquons que le groupe B etant un sous-groupe de L = Li x G2, on a

ad. x mi = mi, ad. ΛΓ πi = Πi et ad. x 02 = 02 pour tout # e 5. Par suite, ad. x mx = nil

et ad.ΛΓ ni = m pour tout x^B. Maintenant la structure complexe invariante
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de GIB definit un automorphisme / de Γespace vectoriel m avec les proprietes

suivantes:

1)

2)

3)

7 2 = - i ;

ad.x(I'X) =

IίY, XI, ye

I ίX, Ylm-

Les varietes Li

on a

4)

5)

7 Πi = Πi ,*

7 02 = 02.

, Z e i n et en particulier [Y, 7 X] =

, l e m ;

-EX, 7 y] m -7 [7 X, 7 ylm = 0, X

et G> J5/S etant des sous-varietes complexes de

Pour montrer que Gi BlB est une sous-variete complexe de G/B, il suffit de

montrer que/• mi = mi. Soit I X = h X+f(X) pour tout Xenii, oύ Λ X

(resp. /(Z)) designe la composante de 7 J?em dans πu (resp. fl2) relative a la

decomposition in = mi 4- 02. Alors 7i est un endomorphisme de Γespace vectoriel

mi et / est une application lineaire de mi dans 92. On va montrer que f(X) = 0

pour tout l ε m i . De 4) resulte que

4') f(X) =0,

Par un calcul facile, on obtient de 1), 2) et 3) les egalites suivantes:

1') H X= ~X

20 [y, Λ Z] = 7i [y, Z], Y(=b, 1 6 π u

3')7i [X; yilmx-CΛ X y]m x -[Z, 7i

y e mi

Γ;)/(Cyf

2") /([X, y]mx)=/(E7i X, 7i y]m i)+7E/(-Y),/(y)l X,

Les egalites 1'), 20 et 30 montrent que Γautomorphisme h de mi definit une

structure complexe invariante de Gi/B0.

Soit maintenant ί̂  une sous-algebre de Cartan de ϊ> et soit J)i = nx + ̂ δ.

Alors ί)i est une sous-algebre de Cartan de Gi. Soit 0? la complexification de

fli. Soit D Γensemble des racines non nulles de 9ί relatives a la sous-algebre

de Cartan ϊjf. Prolongeons 7i en un automorphisme de Γespace vectoriel com-

plexe in?. Soit niΓ (resp. mf) le sous-espace de mf des elements Z G nif tels que
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/i X = i*X (resp. L Z = - i X, i2 = - 1). On a alors mf = mί" + mf. Soient

Πl

+ = nf Π mί et πΓ = nf Π mf. De (4) resulte que nί = nί + nΓ. Soit D(mΐ)

(resp. D(mΓ)) Γensemble des racines a G D telles que £ β e m ί (resp. fteinΓ),

oύ £ α designe un element de flί tel que IH9 EΛ] = a(H) EΛ pour tout i?ef)ί.

Soit tϋί (resp. xoT) le sous-espace vectoriel de tπί (resp. mf) engendre lineaire-

ment par les EΛ avec α ε D ( m P (resp. αreD(mΓ)). On a alors iυί = tt>Γ4-toΓ

(voir [3]). Puisque mί = nί + mί, on a m ί = nx

+ -b mί + nΓ + n>Γ ,• mί = nί + n?ί,

ΠΊΓ =nΓ + tt)Γ. Prolongeons/ en une application lineaire complexe de ml dans

02. Montrons que f(X) = 0 pour tout I G mί. De 4') resulte que /(X) = 0 pour

tout Xenί. Prenons un element £ β avec α e D W ) . Alors J5β e toί". Soit

jffe ^ - Alors il resulte de V) que / (Lff, £•«]) = 0. Or /(Cff, &])

f(Ea) et par suite

Soit maintenant ffenf. Alors/(H) =0 et de 2") resulte que f&H, EJ) =

AZli H, Ix EaD. P u i s q u e i J e n ί e t EΛ<ΞKΪ, on a h-H^i-H e t IrEΛ = i*EΛ.

Par suite /(LET, Bβ]) - -/(HfΓ, £ J ) et ceci entraϊne/([#, £ J ) = aiH)f{Ea) = 0.

On a done

(**) a(H)f(Ea)^0f flenί.

De (*) et •(**) resulte que a{H)f{Ea) =0 pour tout Heϊ)ί =nί +^g. Or on

sait que, si a #0, il existe un element H e ί)ί tel que <*(#) ̂ 0 (voir [3], Lemma

7.1). On a alors /(2?β) = 0. Puisque voΐ est engendre lineairement par Ea, on a

f(X)=Q pour tout I ε mί. Par un raisonnement analogue on peut montrer

que f(χ) = 0 pour tout Xetoϊ. Par suite f(X) = 0 pour tout I G mί. II resulte

de ce que on a demontre que f{X) = 0 pour tout I G mί. Alors on a /• iiTχ =

mi. La variete Gi B/B est ainsi une sous-variete complexe de GIB.

On va montrer maintenant que la variete GIL se munit d'une structure

complexe invariante par G telle que la projection canonique de GIB sur GIL

soit holomorphe. On utilisera les notations introduces ci-dessus. L'automor-

phisme / de m laisse le sous-espace toi invariant. Soit V la restriction de / a

tυi. On designera par Xtox la composante de l e δ dans tϋi relative a la de-

composition £=tth + I (ί = ίi + β2). On a alors les egalites suivantes:

a) / ' 2 = - l ;
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b) IY, I' X1 = Γ- [F, XI, Fe( ,

c) r CX YM - IF z, γixx - [z, /' r v - /' [/' z, /' y]W l = o, x,
I D I .

(cf. [3]). L'automorphisme Γ de ΪΌI definit done une structure complexe in-

variante de G/L. II est facile de voir que la projection canonique de G/B sur

GIL est holomorphe. Puisque G = Gi x G2, L = Z,i x G2, le groupe Gi est transi-

tif sur W=G/L et le groupe d'isotropie de Gi est egal a Zr. Le groupe Li

etant le centralisateur d'un tore de Gi, WΓ est un espace homogene kahlerien

du groupe compact semi-simple Gi (voίr [2]).

On a ainsi demontre le theoreme suivant.

TH^OREME 1'. Soit V une variέte complexe compacte et soit G un groupe de

Lie semi-simple connexe opέrant sur V de maniere transitive, holomorphe et

presque effective. Supposons que V admette une mesure invariante par G. Soit

V= G/B et soit Bo la composante connexe de ΐέlόment neutre de B. Soient Gi

et G? la composante compacte et la composante ouverte de G. Alors G% est un

groupe de Lie complexe. De plus, il existe un sous-groupe compact connexe Li

du groupe compact Gi aυec les propriέtέs suivantes:

a) le groupe L\ est le centralisateur dun tore de G\ dans G\ et Bo est un

sous-groupe invariant de L\ contenant la partie semi-simple de L\. Le groupe

Bo est done un C-sous-groupe de Gi au sens de Wang;

b) soit L = Li G2. Alors le groupe B est contenu dans L et ΐespace quotient

F-L/B est une sous-variέtέ compacte complexe parallέlisable de V—GlB. Le

groupe Lf = L/Bo est un groupe complexe reductif et F est un quotient de L1

par un sous-groupe discret:

c) ϊespace quotient W = G/L est un espace homogene kahlerien du groupe

compact semi-simple Gi/

d) la variέtέ V est un espace fibrέ holomorphe de base W et de fibre F.

5. Construction des variέtέs complexes compactes semi-simples. Soit Gi

un groupe de Lie compact semi-simple connexe et soit G2 un groupe de Lie

semi-simple complexe connexe et soit G = Gi x G2. Soit Lj le sous-groupe de

Gi qui est le centralisateur d'un tore de Gi. Soit Bo un sous-groupe ferme

connexe de Lx contenant la partie semi-simple de L\ tel que dim Li - dim Bo soit

pair. Alors BQ est un sous-groupe invariant de Li et le groupe quotient LJBQ
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est un tore. Prenons un sous-groupe discret D du groupe L! -LJBo x G2 tel

que Γespace quotient L'/D soit compact. Soit B Γimage inverse de D dans L =

Li x G2 par Γhomomorphisme canonique de L sur ZΛ Alors B est un sous-

groupe ferme de G contenu dans L et Γespace quotient GIB est compact. On

voit facilement que le groupe B est unimodulaire et done que Γespace quotient

G/B admet une mesure invariante par G. On va montrer maintenant que

Γespace G/B admet une structure complexe invariante par G. Dans ce but on

utilisera les notations introduites au paragraphe 4. Soit done

0 = m + b, m =' mi -f 92, nil = in -f tυi, ίi = in + b, Qi =

On sait qu'il existe une structure complexe invariante de .Γespace quotient GIIBQ

verifiant les proprietes suivantes (coir [3] et [5]) : Soit Λ Γautomorphisme de

Γespace vectoriel iΠi defini par cette structure. Alors

1) /i Πi= Πi

2) /j IDI = t»i et la restriction V de L a \v>ι definit une structure complexe

invariante de GjLu

On voit facilement que ad. x Πj = rii, ad. x tυi = \ih et ad. x 02 = 82 pour

tout x G B. On va montrer maintemant que ad. x( I{ X) = Λ(ad. x X) pour tout

x&B et tout Z e nil. Puisque 5 est un sous-groupe de L = Lx x G2, tout ele-

ment x de B s'ecrit x = xι x2, Xιe Li, ΛΓ2e G2. Pour tout X G Πh on a ad..τ X =

ad.^i X Soit I E Π J . L'espace vectoriel rti etant dans le centre de ίi, on a

ad.Xι X= X pour tout Zeiiί . Par suite ad.χ{(h X) = Λ X et Λ(ad. ^ - X) =

/i I e t done ad.#i(/i AΊ = 7i(ad.X\ X). Soit maintenant I G I D I . Puisque la

restriction de 7i a n̂  definit une structure complexe invariante de GjLi, on a

ad.jΊ(Λ X) = Λίad.jΊ X) pour tout vi G LI et tout Xeiih. En particulier

ad. ΛΓI(Λ X) = Λ(ad. AΓI X). Puisque iΠi = in + \ih, il resulte de ce que on a mon-

tre que ad.x(I X) = 7(ad.Λ X) pour tout %GJ5 et Xenii.

D'autre part, le groupe G2 etant un groupe complexe, il existe un automor-

phisme 72 de Γalgebre Q2 tel que II - - 1 et que ad.v(72 A0 =/2(ad.jy X) pour

t o u t ^ e G 2 et tout X(=g2. Soit maintenant 7 un automorphisme de l'espace

vectoriel m = nu -+- α2 defini par 7(Xi -f X2) = Λ X-f 72 X2, Xi e πn, X2 e o2. II

est facile de voir que I definit une structure complexe invariante de G/B.

L'espace quotient GIB est ainsi une variete complex compacte semi-simple. II

resulte de ce que on a deja montre que toute variete complexe compacte semi-
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simple se construit de cette maniere.

6. Dέmonstration du thέorέme 2. Supposons maintenant que la variete

V = GlB soit kahlerienne. Alors, la variete F=L/B etant une sous-variete

complexe de V, F est aussi kahlerienne. Or F est parallelisable. D'apres un

theoreme de Wang [6], F est alors un tore complexe. Un groupe de Lie com-

plexe semi-simple de dimension positive ne peut pas operer sur un tore com-

plexe de maniere holomorphe et presque effective, car le plus grand groupe

connexe d'automorphismes d'un tore complexe est abelien. Par suite on a ft =

(e) et done G = Gι. Le groupe G est ainsi compact. Alors V admet une

metrique kahlerienne invariante par G et par suite V est un espace homogene

kahlerien du groupe compact semi-simple G. Le theoreme 2 est ainsi demontre.
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