SUR CERTAINES VARIETES HOMOGENES COMPLEXES
Y0ZO MATSUSHIMA

Introduction. Soit V une variété complexe satisfaisant aux conditions

suivantes :

1) un groupe de Lie semi-simple connexe G opere sur V de maniére transi-
tive et holomorphe;

2) la variété V admet une mesure invariante par G*.

On dira par abus de langage que la variété V est semi-simple. On se pro-
pose d’étudier dans ce travail des variétés complexes compactes semi-simples.
Les variétés de ce genre font I'objet de deux travaux de Wang [5], [6]. Dans
le mémoire [5] il a étudié le cas simplement connexe et dans [6] le cas paral-
1élisable. Le résultat obtenu dans ce travail montre que toute variété complexe
compacte semi-simple est en un certain sens une combinaison de deux types de

variétés étudiées par Wang. On établit en effet le théoréme suivant.

TutorBME 1. Soit V une variété complexe compacte semi-simple. Alors V
est un espace fibré holomorphe de base W et de fibre F. La base W est un
espace homogéne kdhlérien d'un groupe de Lie compact semi-simple connexe et
la fibre F est un espace quotient d'un groupe de Lie complexe réductif connexe

par un sous-groupe discret.

Ce théoréme généralise un théoréme bien connu de Wang [5]. Voir égale-
ment un mémoire récent de Hano et Kobayashi [3]. L’énoncé détaillé du
théoréme 1 sera donné au paragraphe 4 sous la forme du théoréme 1. On
trouvera aussi une méthode pour construire les variétés complexes compactes
semi-simples.

On déduira du théoréeme 1 et d'un théoréme de Wang [6] le théoréme

suivant.
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D Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que le groupe d’isotropie de G en un point
de V soit unimodulaire.
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TuEOREME 2. Soit V une variété hihlérienne compacte semi-simple. Alors
V est un espace homogenz kéhlérien d'un groupe de Lie compact semi-simple

connexe.

Ainsi dans le cas d'une variété kihlérienne compacte lexistence d'une

mesure invariante entraine l'existence d’'une métrique kihlérienne invariante.

1. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soit 8 I'algebre de Lie
du groupe G et soit d=a;+ «+ - +ap, ot a; (z=1, ..., k) sont des idéaux sim-
ples de 8. Soient A;(¢=1,..., k) les sous-groupes invariants de Lie de G
correspondant a a;.  Supposons que les sous-groupes A; (i=1, ..., s) soient
compacts et que les autres A;(j=s+1, ..., &) ne soient pas compacts. Soient
Gi=Ai...Aset Go=A5:1... A, Alors G=G;*G:=G:+G,. On appellera

Gy la composante compacte de G et G, la composante ouverte de G.

A. Rappelons d’abord un résultat récent de Borel [1]. Soit G un groupe
de Lie. On dira qu'un sous-groupe B de G posséde la propriété (S) dans G si
pour tout voisinage U de 1'élément neutre dans G et pour tout élément g de G
il existe un entier >0 tel que g"=U-B+U. Soient G et G’ des groupes de
Lie connexes et soit ¢ un homomorphisme de G sur G'. Soit B un sous-groupe
de G possedant la propriété (S) dans G. Alors l'image ¢(B) de B dans G'
possede aussi la propriété (S) dans G'. D’aprés un lemme de Selberg, si I'espace
quotient G/B posseéde une mesure invariante dont la mesure totale est finie, le
sous-groupe B posséde la propriété (S) dans G (voir [1]).

A. Borel a démontré le théoréme suivant.

Théoréme de Borel. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe dont la
composante compacte se réduit a I'élément neutre. Soit B un sous-groupe pos-
sédant la propriété (S) dans G. Alors toute sous-algébre de Ualgébre de Lie §

du groupe G qui est stable par ad.x pour tout x € B est un idéal de 9.

Utilisant ce théoréme de Borel on va démontrer un lemme sur les espaces
homogenes symplectiques.

Un espace homogeéne V=G/B d'un groupe de Lie G est dit homogeéne
symplectique, s'il existe sur V une 2-forme extérieure ¢ partout de rang maxi-

mal et invariante par G telle que d¢ =0.

LEMME. Soit V= G/B un espace homogéne symplectique d'un groupe de
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Lie semi-simple connexe G. Supposons que G opére sur V de maniére presque
effective et que le sous-groupe B posséde la propriété (S) dans G. Alors le
groupe G est compact.

Soient G; et G» la composante compacte et la composante ouverte de G
respectivement. Soit G =Gy X G,. Soit ¢ I’homomorphisme canonique de G
sur G défini par ¢(g,, &) =g *g. Soit B Iimage inverse par ¢ du sous-groupe
B de G. On peut identifier 'espace quotient G/B avec G/B par lapplication
g-B - ¢(@)+B. Alors G/B est un espace homogeéne symplectique et, le noyau
de '’homomorphisme ¢ étant discret, G opeére de maniére presque effective sur
G/B. De plus, le noyau de ¢ étant dans le centre de &, le sous-groupe B pos-
seéde la propriété (S) dans G (cf. [11). 1l suffit donc de démontrer le lemme
pour l'espace homogéne (3/B. Pour simplifier les notations on supposera que
G =G, clest-a-dire que G=G; x G.». On désignera les algebres de Lie des
groupes G, Gy, G: par 8, 95, §. Alors §=9;+ 8. Soit =, la projection cano-
nique de G =G; X G, sur G,. On désignera par la méme = la projection cano-
nique de 4 sur .. Le sous-groupe B posséde la propriété (S) dans G et par
suite I'image m(B) de B posséde la méme propriété dans G.. Or la composante
compacte du groupe semi-simple G, se réduit & 'élément neutre. Alors il
résulte du théoréeme de Borel que l'algébre m(b) du groupe =.(B) est un idéal
de 9,. D’autre part, la variété G/B étant un espace homogéne symplectique
du groupe semi-simple G, l'algébre b du groupe d’isotropie B est le centralisateur
dans g d’'un élément W de 8 (voir [2], [4]). Soit W= Wi+ W, W,§, W,
8;. Soit b; le centralisateur de W; dans 8; (=1, 2). Alors b="b;+4b,, b;=bNg;.
Par suite on a m(b) =b, et b, est un idéal de ¢, et donc de §. Or on a supposé
que G opere de maniére presque effective sur G/B. Alors l'algébre b ne con-
tient pas d’idéal de 9 de dimension positive. Par conséquent, on a b = (0) et
W.=0, car W est un élément de b.. Alors W=W.<4, et le centralisateur 0
de W dans g contient I'idéal 4,. Alors 8.=(0) et par suite G=G;. Le groupe
G est ainsi compact.

B. Variétés complexes parallélisables (voir Wang [6]). Soit V une variété
complexe compacte. Soit a 'algeébre de Lie des champs de vecteurs analytiques
sur V. On sait que a est de dimension finie et engendre le plus grand groupe

connexe d’automorphismes de V. = Soit J le champ de tenseurs définissant la
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structure complexe de V. Si X€q,ona J*Xeaet J[X, YI=[J-X, Y]=
[X, J* Y] quels que soient X, Y=a. Le tenseur J définit donc une structure
d’algebre de Lie complexe de a.  Une variété complexe compacte V sera dite
parallélisable s’il existe des champs de vecteurs X;, ..., X, dans a (n étant
la dimension complexe de V) qui sont linéairement indépendants sur les nom-

bres complexes en chaque point de V. Cette derniére condition signifie que, si

n

kg[ak'(Xk)p+bk'f(Xk)p]=Q en un point p €V (ax, bp étant des nombres
réels), ona ai=--+an=0,b="+--=5b,=0. On voit alors que Xj, ..., Xn
forment une base complexe de I'algébre complexe a. Il résulte de cette défini-
tion que, si V est parallélisable et connexe, le plus grand groupe connexe d’auto-
morphismes A, de V est transitif sur V et que le groupe d’isotropie de A, en
un point de V est discret.

Soit maintemant L un groupe de Lie connexe opérant de maniére transitive,
holomorphe et presque effective sur V parallélisable. Soit [ I'algébre des champs
de vecteurs sur V définis par les transformations de groupes 2 un parameétre
dans L. Alors [ est une sous-algébre de a et isomorphe a l'algébre du groupe L.
Le groupe L étant transitif sur V, la dimension réelle de [ est plus grande ou
égale a celle de V. Or la dimension complexe de V est égale a celle de a. On
a alors [=a. Le groupe L est alors un groupe de Lie complexe et le groupe
d’isotropie de L en un point de V est discret.

2. Démonstration du théoréme 1. Soit V une variété complexe compacte
semi-simple. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe opérant sur V de
manieére transitive, holomorphe et presque effective. On suppose que V posséde
une mesure invariante par G. La variété V étant compacte, la mesure totale
de V est finie. Soit V=G/B. Alors le sous-groupe B posséde la propriété (S)
dans G (voir [1]). Soient G: et G. la composante compacte et la composante
ouverte de G respectivement. On peut supposer sans géner la généralité que
G=G; x G,. Dapres un résultat récent de Hano-Kobayashi [3], il existe un
sous-groupe fermé L de G contenant B et possédant les deux propriétés sui-

vantes:

A) lespace quotient G/L est homogéne symplectique;
B) l'espace quotient L/B est connexe et une sous-variété complexe de G/B.

De plus, L/B est parallélisable.
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Soit maintenant M le plus grand sous-groupe connexe invariant de G con-
tenu dans L. Alors M est fermé. Puisque L contient B et que B posséde la
propriété (S) dans G, L posséde aussi la méme propriéte dans G. Par suite le
sous-groupe L/M de G/M posséde la propriété (S) dans G/M. Or le groupe
G/M opére de maniére transitive et presque effective sur I'espace homogeéne
symplectique G/L. 1l résulte alors du lemme que le groupe G/M est compact.
De plus, le groupe G/M étant compact semi-simple, le groupe L/M est connexe
et coincide avec le centralisateur d’'un tore de G/M (cf. [2], [4]).

Le groupe G/M étant compact, le sous-groupe connexe invariant fermé M
de G doit étre de la forme M = M; x G., ou M; est un sous-groupe connexe
invariant fermé du groupe compact G;. Les groupes M et L/M étant connexe,
le groupe L V'est aussi. Puisque L contient M, L est de la forme L =L; X G,,
L; D M, ot L; est un sous-groupe connexe fermé du groupe compact G;.

Or la variété F= L/B est une sous-variété complexe parallélisable de G/B.
Soit IV le plus grand sous-groupe connexe invariant de L contenu dans B. Alors
N est fermé et le groupe quotient L'=L/N opeére de maniére transitive et
presque effective sur F. Par suite le groupe L' est un groupe de Lie complexe
et le groupe d’isotropie de L' en un point de F est discret (cf. 1, B). Or ce
groupe d'isntropie est isomorphe au groupe B/N. Par conséquent, B/N est un
sous-groupe discret du groupe L'=L/N et ceci montre que N est égal A la
composante connexe de I'élément neutre By de B. On a ainsi démontré le
résultat suivant: la composante connexe de I'élément neutre B, de B est un
sous-groupe invariant de L et le groupe quotient L'=L/B, est un groupe de
Lie complexe opérant de maniére transitive et presque effective sur la variété
complexe compacte parallélisable F=L/B.

Or on a supposé que le groupe G opére de maniére presque effective sur
G/B. Alors le groupe B, ne contient pas de sous-groupe invariant connexe de
dimension positive de G. Le groupe B, étant invariant dans le groupe réductif
L=L,x G., By est contenu dans L,, sinon B, contiendrait une composante
simple de G: qui est un sous-groupe invariant de G.

Considérons maintemant 'image dans L' du sous-groupe invariant compact
Li de L. L’image dans L' de la partie semi-simple de L; est un sous-groupe
invariant compact semi-simple de L'. Le groupe L' étant complexe, L' ne con-

tient pas de sous-groupe invariant compact semi-simple de dimension positive.
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Par suite 'image dans L' de la partie semi-simple de L; se réduit a 1'élément
neutre. La partie semi-simple de L; est donc contenue dans B.

Revenons maintenant au sous-groupe invariant fermé connexe M de G. On
aM=M x G, MiCL,. Le groupe M, étant invariant dans G;, M; est semi-
simple et donc dans la partie semi-simple de L,. Alors M; est contenu dans
B, et par suite M;= (e), car M est invariant dans G. On a ainsi montré que
M =G, D'autre part, on a déja dit que L/M est le centralisateur d’'un tore

de G/M. Or L/IM =L, et G/M= G, et par suite L; est le centralisateur d'un
tore de Gi.

Résumons ce que on a démontré: L=L, X G; et L, est le centralisateur
d'un tore de G;. La composante connexe de I'élément neutre By du groupe B
est un sous-groupe invariant du L, contenant la partie semi-simple de L. B,
est donc un C-sous-groupe du groupe semi-simple compact G, au sens de Wang
[56].  Le groupe L/By est complexe et opére de manidre transitive et presque

effective sur la variété complexe compacte parallélisable F = L/B.

3. Suite de la démonstration du théoréme 1. On va montrer maintenant
les faits suivants:

1) la variété L, B/B est une sous-variété complexe de G/B;

2) le groupe G est un groupe complexe et la variété G.+ B/B est une sous-
variété complexe de G/B.

Démonstration de 1). Soit = la projection canonique de G sur G/B et soit
n(e) = o, e étant I'élément neutre de G. Soit [; I'algébre de Lie des champs de
vecteurs analytiques sur G/B définis par les transformations de groupes a un
parametre dans L;. La variété L,* B/B est égale a l'orbite du point o par L;
et contenue dans F£=L/B. L'image Li de L; dans le groupe L'=L/B, est
égale au centre connexe de L’. Le groupe L' étant complexe, le centre connexe
L} de L' est aussi complexe. Cela signifie ceci: pour tout X/, il existe un
Yel, tel que J*Xp=7Y, pour tout p=F, ou J désigne le champ de tenseurs
sur G/B définissant la structure complexe de G/B (cf. 1, B; remarquons que,
F étant une sous-variété complexe de G/B, le tenseur sur F définissant la
structure complexe de F est égal a la restriction de J). La variété L,+B/B
étant contenue dans F et égale a l'orbite du point o par L;, il résulte de ce

que on a montré que pour tout point p de L+ B/B et pour tout vecteur X, en
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p tangent 4 L, B/B, le vecteur I+ X, est tangent a L+ B/B. Ceci montre que

L+ B/B est une sous-variété complexe de G/B.

Démonstration de 2). On utilisera les notations introduites ci-dessus. Soit
G; 'image de G, dans L' = L/B,. Alors G; est égale a la partie semi-simple du
groupe complexe réductif L'. Alors le groupe G; est aussi complexe. Comme
on le voit facilement, G, est localement isomorphe & G;. Par suite, le groupe
G, est aussi un groupe complexe. Le fait que G:*B/B est une sous-variété
complexe de G/B peut étre démontré d'une maniére analogue a celle de la

démontration de 1).

4. Fin de la démonstration du théoréme 1. On va montrer maintenant les

faits suivants:

1) la variété G,+ B/B est une sous-variété complexe de G/B;

2) la variété G/L se munit d’'une structure complexe invariante par G telle
que la projection canonique de G/B sur G/L soit holomorphe.

Le groupe L; étant compact, il existe un sous-espace vectoriel 1v; de I'algébre

8; du groupe G; tel que

(1) g =1+, w; N ;= (0), L, w] Chy,

ou [, désigne l'algebre du groupe L;. Puisque l'algebre b du groupe B, est un
idéal de {; contenant la partie semi-simple de (;, il existe un sous-espace vectoriel

n; dans le centre de [; tel que
(2) L=m+0, nNb=(0), [ny, 5]=(0).
De (1) et (2) résulte

(3) Gi=m+5b  my =1+, [b, mJCmy.
Oronag=98+9 Alors de (3) résulte
(4) =m4+b m=m+6, [b, ml=[b mICm.

On désignera par Xm la composante dans m d’un élément X g relative a
la décomposition (4) de 8. De méme de Xy,.

Remarquons que le groupe B étant un sous-groupe de L=L; X G, on a
ad.x+w;=wy, ad. x -y, =, et ad. x * §, = 8, pour tout x & B. Par suite, ad.x « ;= myy

et ad.x+m=m pour tout x=B. Maintenant la structure complexe invariante
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de G/B définit un automorphisme I de l'espace vectoriel m avec les propriétés
suivantes:

1) I*= -1;

2) ad.x([+ X)=Iad.x*X), x€B, Xem et en particulier [V, I-X]=
ITY, X1, Yeb, Xem;

N ILX, YIin-[I X, YIm—[X, I YIm—I-[IX, I*YIln=0, X, Yem.

Les variétés L;+ B/B et G.+ B/B étant des sous-variétés complexes de G/B,
on a

4) Ieny=mny;
5) 1’92292.

Pour montrer que G+ B/B est une sous-variété complexe de G/B, il suffit de
montrer que [em;=m;. Soit I+ X=1+X+f(X) pour tout Xem;, ou I+ X
(resp. (X)) désigne la composante de I+ X&m dans m; (resp. §.) relative a la
décomposition m = m; +g,. Alors [ est un endomorphisme de I’espace vectoriel
n; et f est une application linéaire de m; dans .. On va montrer que f(X) =0

pour tout Xem;. De 4) résulte que
4’))‘(X)=0, Xenl.
Par un calcul facile, on obtient de 1), 2) et 3) les egalités suivantes:

") LeX=-X, Xem;

20 Ly, L X1=1-1Y, X1, Yeb, Xem;

3 L-[X, Y]ml"'[L‘X, ann-"[X, Il'Y]m,“Il‘[Il'X, L'Y]mﬁ—‘O, X,
Yem;

1" ALY, X1)=0, Yeb, Xem;;
2 FLX, YIn) =fLhLX, L+ Y1n) +ILAX), AY)] X, Yem,.

Les égalités 1'), 2/) et 3') montrent que l'automorphisme I; de m; définit une
structure complexe invariante de G:/B,.

Soit maintenant f; une sous-algébre de Cartan de b et soit B =u, + by.
Alors b, est une sous-algebre de Cartan de §;. Soit §f la complexification de
8;. Soit D l'ensemble des racines non nulles de 9f relatives 4 la sous-algébre
de Cartan %{. Prolongeons I; en un automorphisme de l’espace vectoriel com-

plexe mi. Soit my (resp, m;) le sous-espace de m{ des éléments X € m{ tels que
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L*X=4+X (resp. [, X= —i+X, 4= —1). On a alors m{=m +m;. Soient
nf=n{Nm et ny =nfNm;. De (4) résulte que n{=n{ +n;. Soit D(my)
(resp. D(m;)) I'ensemble des racines « € D telles que E, € m; (resp. E, €my),
ot E, désigne un élément de g tel que [H, E,]=al(H)+E, pour tout He (.
Soit w; (resp. w;) le sous-espace vectoriel de m; (resp. m;) engendré linéaire-
ment par les E, avec a € D(mj) (resp. «a € D(m7)). On a alors wi=1m +wy
(voir [3]). Puisque m§{=n{+wf, on a m{=nf +wi +n; +w;, m’=n +w',
m; =n; +w;. Prolongeons f en une application linéaire complexe de mj dans
g5. Montrons que f(X) =0 pour tout X m{. De 4') résulte que f(X) =0 pour
tout Xeni. Prenons un élément E, avec a € D(mi). Alors E.Ew/. Soit
HeYg.  Alors il résulte de 17) que f ([H, E.]) =0. Or f([H, E.J) = a(H)
f(E,) et par suite

(+) a(H)f(E.) =0, Heh,

Soit maintenant Heny. Alors f(H) =0 et de 2") résulte que f([H, E,]) =
Sf(LL+H, I,*E,]). Puisque Hen; et E,€w/,ona [*H=i HetI,*E,=i*E..
Par suite f([H, E.]) = — f(LH, E.]) et ceci entraine f([H, E.]) = a(H) f(E,) = 0.
On a donc

(%) a(H)f(E)) =0, Henf.

De (*) et (**) résulte que a(H)f(E,) =0 pour tout HEH =nf +%5. Or on
sait que, si a %0, il existe un élément H< ), tel que a(H) =0 (voir [3], Lemma
7.1). On a alors f(E,) =0. Puisque w; est engendré linéairement par E,, on a
7(X) =0 pour tout X& w{. Par un raisonnement analogue on peut montrer
que f(X) =0 pour tout X w;. Par suite /(X) =0 pour tout X wi{. Il résulte
de ce que on a démontre que f(X) =0 pour tout Xemi. Alorson a I+ =
m. La variété G;- B/B est ainsi une sous-variété complexe de G/B.

On va montrer maintenant que la variété G/L se munit d'une structure
complexe invariante par G telle que la projection canonique de G/B sur G/L
soit holomorphe. On utilisera les notations introduites ci-dessus. L’automor-
phisme 7 de m laisse le sous-espace w, invariant. Soit I' la restriction de I a
w;.  On désignera par Xw, la composante de X=¢ dans t; relative a la dé-

composition g=1w;+ ! (I=1;+8.). On a alors les égalités suivantes:

a) I"=—1;
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b) [V, I' ' X]=I-[Y, X], YEI, YE;
) I'[X, YIn,—[I'* X, Y1lo,—[X, I’ Yo, —I'<[' X, I YIn, =0, X, Ye

01,

(cf. [3]). L'automorphisme I’ de w; définit donc une structure complexe in-
variante de G/L. 1l est facile de voir que la projection canonique de G/B sur
G/L est holomorphe. Puisque G =G; X G;, L =L; X G, le groupe G, est transi-
tif sur W= G/L et le groupe d'isotropie de G, est égal a L;. Le groupe L,
étant le centralisateur d'un tore de Gi, W est un espace homogeéne kihlérien
du groupe compact semi-simple G: (voir [2]).

On a ainsi démontré le théoréme suivant.

TutoriME 1. Soit V une variéte complexe compacte et soit G un groupe de
Lie semi-simple connexe opérant sur V de maniere transitive, holomorphe et
presque effective. Supposons que V admette une mesure invariante par G. Soit
V =G/B et soit By la composante connexe de I'élément neutre de B. Soient G,
et G, la composante compacte et la composante ouverte de G. Alors G, est un
groupe de Lie complexe. De plus, il existe un sous-g@roupe compact connexe L,
du groupe compact Gy avec les propriétés suivantes:

a) le groupe L, est le centralisateur d'un tore de G, dans G, et B, est un
sous-groupe invariant de L, contenant la partie semi-simple de L. Le groupe
By est donc un C-sous-groupe de G, au sens de Wang;

b) soit L =L,+*G.. Alors le groupe B est contenu dans L et I'espace quotient
F=L/B est une sous-variété compacte complexe parallélisable de V=G/B. Le
groupe L' = L/ By est un groupe complexe réductif et F est un quotient de L'
par un sous-groupe discret:

c) lespace quotient W = G/L est un espace homogéne kihlérien du groupe
compact semi-simple G,

d) la variété V est un espace fibré holomorphe de base W et de fibre F.

5. Construction des variétés complexes compactes semi-simples. Soit G,
un groupe de Lie compact semi-simple connexe et soit G, un groupe de Lie
semi-simple complexe connexe et soit G =G X G,.  Soit L; le sous-groupe de
G, qui est le centralisateur d'un tore de G,;. Soit B, un sous-groupe fermé
connexe de L; contenant la partie semi-simple de L tel que dim L; — dim B, soit

pair. Alors B, est un sous-groupe invariant de L et le groupe quotient L;/B,
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est un tore. Prenons un sous-groupe discret D du groupe L'=Li/By X G: tel
que l'espace quotient L'/D soit compact. Soit B limage inverse de D dans L =
L; X G, par 'homomorphisme canonique de L sur L. Alors 5 est un sous-
groupe fermé de G contenu dans L et I'espace quotient G/B est compact. On
voit facilement que le groupe B est unimodulaire et donc que l'espace quotient
G/B admet une mesure invariante par G. On va montrer maintenant que
I'espace G/B admet une structure complexe invariante par G. Dans ce but on

utilisera les notations introduites au paragraphe 4. Soit donc
g=m—4+b, m=my+0, Wy=u4+1w, H=m+Db & =1w+ (.

On sait qu'il existe une structure complexe invariante de I'espace quotient Gi/ By
vérifiant les propriétés suivantes (coir [3] et [5]): Soit 7; 'automorphisme de
I'espace vectoriel m; defini par cette structure. Alors

1) Lieng=n;

2) I »w; =1, et la restriction /I’ de [; a w; définit une structure complexe
invariante de G./L;. ,

On voit facilement que ad.x*n;=1n;, ad.x*w =w; et ad.x+%.=9, pour
tout x = B. On va montrer maintemant que ad.x(/,+ X) = I(ad. x* X) pour tout
xe B et tout Xemy. Puisque B est un sous-groupe de L= L; X G,, tout élé-
ment x de B s'écrit x =x1° %2, %, € L1, %2 G,. Pourtout Xemyonaad.x+ X=
ad.x;* X. Soit Xeu,. L’espace vectoriel n; étant dans le centre de [;, on a
ad.x,* X=X pour tout Xen,. Par suite ad.x(L+X)=1L--Xet L(ad.x+*X) =
6L» X et donc ad. x,(J,+ X) = I(ad. ¥, X). Soit maintenant X<w;. Puisque la
restriction de I; & w; définit une structure complexe invariante de G;/L:;, on a
ad.yi([i+ X) = L(ad.y;» X) pour tout v =L, et tout X<=w,. En particulier
ad.x(1* X) = [i(ad. x,+ X). Puisque ny =u; + 1w, il résulte de ce que on a mon-
tré que ad.x(7+ X) =I(ad.x+ X) pour tout x= B et X<y,

D’autre part, le groupe G, étant un groupe complexe, il existe un automor-
phisme % de l'algebre 8, tel que /3= — 1 et que ad.y(L+X) =L(ad.y+X) pour
tout y & G et tout X<6.. Soit maintenant / un automorphisme de l'espace
vectoriel m=unu+9, défini par I(Xi+Xe) =1L X+ L+ X,, Xiesm, Xo=0,. 1
est facile de voir que 7 définit une structure complexe invariante de G/B.
L’espace quotient G/B est ainsi une variété complex compacte semi-simple. Il

résulte de ce que on a déja. montré que toute variété complexe compacte semi-
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simple se construit de cette maniére.

6. Démonstration du théoréme 2. Supposons maintenant que la variété
V = G/B soit kihlérienne. Alors, la variété F=L/B étant une sous-variété
complexe de V, F est aussi kdhlérienne. Or F est parallélisable. D’aprés un
théoreme de Wang [6], F est alors un tore complexe. Un groupe de Lie com-
plexe semi-simple de dimension positive ne peut pas opérer sur un tore com-
plexe de maniére holomorphe et presque effective, car le plus grand groupe
connexe d’automorphismes d’un tore complexe est abélien. Par suiteona G:=
(e) et donc G=G;. Le groupe G est ainsi compact. Alors V admet une
métrique k#hlérienne invariante par G et par suite V est un espace homogene

kdhlérien du groupe compact semi-simple G. Le théoréme 2 est ainsi démontré.
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