UBER DEN BIZYKLISCHEN BIQUADRATISCHEN
ZAHLKORPER

TOMIO KUBOTA

Unter einem bizyklischen biquadratischen Zahlkorper verstehen wir einen
absolut abelschen Zahlkérper vierten Grades, der von zwei verschiedenen quad-
ratischen Zahlkorpern zusammengesetzt wird.  Wir behandeln im folgenden
die Einheiten- und Idealklassengruppe dieses Korpers, indem wir die Ergebnisse
von [6] und [7] weiterfithren.

Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkérper mit den drei quadra-
tischen Teilkérpern kg, k; und ks,  Als die Struktur der Einheitengruppe vom
reellen K sind dann nach [7] die sieben Typen méoglich. Ist ndmlich & die
Grundeinheit von & (=1, 2 und 3), so besitzt K als ein System der Grundein-
heiten irgendeines aus den folgenden: i) e, e, e; ii) Ve, e, =; i) Ve,
&, €.  Wir stellen in §3 fest, zusammen mit dem entsprechenden Resultate
fir den imagindren K, dass es unendlich viele zu jedem genannten Typus
gehorende K gibt.

Nun sei a; ein Ideal von ki, §; die Idealklassengruppe von &k und $ die
Idealklassengruppe von K. Bezeichnet man dann mit a;Xa;Xa; ein Element
des direkten Produktes der drei Idealgruppen von ki, k» und Ak;, so entsteht
aus der Zuordnung a;X a;Xaz— ;8,03 ein Homomorphismus von §;x §.xh; auf
eine Untergruppe 9, von . Wihrend wir in §4 den Kern §, dieses Homo-
morphismus und die Faktorgruppe $/9, bestimmen, erkennt man insbesondere,
dass die beiden Gruppen 0§, /9 Gruppen vom Typus (2, 2,...) sind, und
dass ihre Ordnungen explizite ausgedriickt werden koénnen. Dadurch erhélt
man sogleich einen klassenkérpertheoretischen Beweis des von Herglotz ver-
allgemeinerten Dirichletschen Satzes, der einmal in [6] zuerst erbracht worden
ist.

Beildufig ermoglichen unsere Resultate die Klassenzahl und ein System der
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Grundeinheiten von K ganz leicht aus denen von % zu berechnen, was in §5
durch einige Beispiele erklirt wird.

Im folgenden wird der rationale Zahlkérper mit P und die absolute
Norm Ng/r bzw. die absolute Spur Sg/» mit Ng bzw. So bezeichnet. Uberdies
nehmen wir die Hassesche vereinfachte Bezeichnungsart von Gruppen an, die

ein allgemeines Element einer Gruppe gleichzeitig die Gruppe selbst darstellen
14sst.
§1. Hilfssatze

HiLrssatz 1. Eine Einheit 7 eines quadratischen Zahlkorpers k hat dann
2
und nur dann eine Darstellung 7= % (o Ek, rE P), wenn Npp=1 ist. Dabei
ist notwendig (p) ein ambiges Hauptideal von k/P.

Beweis. Ist Nip=1, so gilt nach Hilbert y» =p'"° mit p &k, wo s der von

2
1 verschiedene Automorphismus von %/P ist. Also ist n= 7\‘;;5 Umgekehrt
2
folgt aus 7= % ersichtlich Ny =1. Dass dabei (p) ein ambiges Hauptideal

von k/P ist, ergibt sich sofort aus (p)’= (7). Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Wir setzen hier die folgenden Bezeichnungen fest.

K: bizyklischer biquadratischer Zahlkorper.

ki : quadratischer Teilkorper von K (i=1, 2 oder 3).
oi: der Automorphismus =1 von K/%;.

si: der Automorphismus =1 von k;/P.

¢ . die Grundeinheit von k;, wenn nur k; reell ist.
e;: die Einheitengruppe von ;.

e’ : die Gruppe aller 7 € e¢; mit Neip=1.

e: die Einheitengruppe von K.

Andererseits definieren wir die Zahl «(X) durch

1, wenn K reell und Ng,e = Np,es = Npes= — 1 ist.
k(K) =
0, sonst.
Falls weiter K reell ist, so bezeichnen wir mit e* die Gruppe, welche aus
allen totalpositiven und totalnegativen Elementen von e;e;e; besteht.. Falls
dagegen K imaginir ist, so setzen wir e* = efferes .

Aus diesen Definitionen folgt ohne weiteres der
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HiLrssatz 2. Ist k(K) =0, so ist e =effesed. Ist dagegen v(K)=1, so

wird e aus efeses und eiere; erzeugt. Ferner gilt tmmer

(erezes : ™) =27 [T (e; : ef).
1

Hirssatz 3. Es sei K reell und «(K)=1. Setzt man dann 7= eiccs, 50
ist P(\4 )/ P eine abelsche Erweiterung vom Typus (2, 2,...). Ist ferner k'
ein beliebiger Zahlkorper mit den Eigenschaften KNk = P und \q € K' = KF/,
so ist NggpNy = — 1.

Beweis. Da

o, _ & 02_”2, 7y &
7 7 P » 7 7 7

alle Konjugierte von 7 sind, hat jedes Konjugierte von vy entweder die Form

. &4
++v7 oder die Form = \*/—;7— (¢=1, 2 oder 3). Andererseits ist K ersichtlich in

— . - € . .
P(y7 ) enthalten, und ein durch vy - = \7% bestimmter Automorphismus von

P(+/y )/ P induziert in K den Automorphismus ¢;. Also ist P(vy )/P galoissch,
und jeder Automorphismus (%1) von P(vy )/P hat die Ordnung 2. Damit ist
die erste Behauptung bewiesen. Betreffs der zweiten Behauptung, bedeute
oi (i=1, 2 und 3) der Automorphismus von K'/k', welcher a” =a” fir jede
a € K erfillt. Ist dann

—.t v, € —.7 v, &2 . \
Vp % =(-1) .\/% , V% =(~1) 257/'— (»1, vz ganz rational),
so ist

g o/ Gat ,, —1 V7 vyt v, +1 68
oy _ Ve _ (. Vig e VoYU (o ptvetl oo
V7 % =y =(-1) o 1) o =(-1) Vr

Also ist

€

NK///Z/\/',VQH — V«;7~1+01/+021+ca/ - \/’}7—’ ( _ 1)v1;/

v, B2 vty +1 88
(= 1) )yttt o
, (=1 N (-1 V7

w.z.b.w.

HiLrssatz 4. Eine Einheit 7 von K hat dann und nur dann eine Darstel-
2

lung 7 = ‘; (o€ K, r& P), wenn 7 zu e* gehirt. Insbesondere gilt e* D =&’
2

Beweis. Es sei = ‘;, (pe K, r& P). Dadann (p)*=(p) (i=1, 2 und 3)
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Nk/k 0
7

ist, gehort 7 = zu e;, und, falls K imaginidr und k; reell ist, so ist

Nemi=1. Ferner gilt » =y ", und fiir reellen K ist » der Form nach

entweder totalpositiv oder totalnegativ. Daher ist y €e*. Es sei umgekehrt
2
y&e*. Dann folgt aus Hilfssatz 1, dass 7 sicher eine Darstellung 77:—‘; -

(pE K, » € P) hat, wenn nur 7 € efelef ist. Fiir die Vollendung des Beweises

ist mithin hinreichend nur noch zu bestitigen, dass, im Falle von «(K) =1,

2
auch eese3 sich in der Form f, (pe K, r& P) darstellen lisst. Nun sei

7 = eieoes, Nper= Npea=Npes= —1, und 7 sei in K keine Quadratzahl. Dann

folgt aus Hilfssatz 3, dass es eine » € A mit K(Vy ) = K(Vr ) gibt. Da dann

2
o=vry zu K gehért, ist 7 = 3’ » w.z.b.w.

2
Hivrssatz 5. Es sei p etne Zahl von K. Gilt dann ‘; =y’ Ml
rE P pEef, 1€ e, so gilt p=p10:03m, wo pi E ki etne erzeugende Zahl eines
ambigen Hauptideals von k/P ist.  Gill umgekehrt p = 0:10:05m (p Ee), und

ist (p;) ein ambiges Hauptideal von ki/ P, so gilt f;; =y mit r€P, el

Beweis. Aus f, =y (7 € ef) folgt nach Hilfssatz 1, dass ‘:;::

o050
!

12
, St (e P, o€ ki) gilt, wobei (p;) ein ambiges Hauptideal von %;/P

ist. Da dann ::, in K eine Quadratzahl ist, gehort ‘/ ;, zu irgendeinem k.
Daraus folgt die erste Behauptung'. Ist umgekehrt p = pip2ps7 und (p;) ein

ambiges Hauptideal von k,/P, so ist 7; = eine Einheit von e;.  Daraus

0P
Nk;Pi
ergibt sich die zweite Behauptung.

HiLrssatz 6. Es bedeute p eine Zahl von K, fiir die (p)* = (r) (r € P) gilt.
Ferner bedeute o, eine Zahl mit po & P von K und p; eine Zahl von k., welche
ein ambiges Hauptidzal (p;) von k)P erzeugt. Dann entsteht aus der Zuord-

nung p-> f, der Isomorphismus

(0)/(po) = e¥/ €.

Hierbei wird die Untergruppe (o1) (02) (p3) der Gruppe efefele® zugeordnet.

I* Wie man leicht nach Normbildung in bezugl auf K/k. einsehen kann, folgt die
Ambigkeit von (p.) notwendig aus (p)*=(7r), (p)=(p1)(02) (p3).
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2 2
Beweis. Ist (;, = x7° (nEe), so ist (7‘7) ) = +7. Also ist (p) = (py) mit
oo=vx7. Folglich ergeben sich alle Behauptungen aus Hilfssatz 4 und Hilfs-

satz 5.-

HiLrssatz 7. Ist 4 eine Einheit von K, so gehort 7° dann und nur dann
zu eielrel, wenn Nyn=1 ist. Ist insbesondere x(K) =0, so ist Nxp=1 fiir
jede Einheit 7 von K.

Beweis. Da 4" = Nyt Nieams (Nepy) ™™ ist, folgt 7* € effesres aus Ny =1.
Ist umgekehrt 7° = 77273 (7 € e), so ist wie oben 7725 = Nisey® Nijen* (Niegn)” .
Nach Normbildung in bezug auf K/k; ist also 7 = (N, ndmlich Nxgn = =71,
Ngn=1.

§ 2. Bemerkungen iiber den quadratischen Zahlkorper

Es sei k& ein quadratischen Zahlkdrper und % eine Einheit von 2 mit Ney = 1.
Dann ist nach Hilbert y=0""° (o0 € %), wo s der von 1 verschiedene Automor-
phismus von k/F ist” Diese Zahl p kénnen wir dadurch eindeutig normieren,
dass o ganz ist und durch keine rationale Primzahl teilbar ist. Die Norm Nip
der so normierten Zahl p wird im folgenden mit Jx(y) bezeichnet.

Wir setzen hier noch die folgenden Bzzeichnungen fest.

Es sei- £ ein Zahlkérper und es seien @, & Zahlen von £. Dann driicken
wir mit

a=b(2)

aus, dass Z in 2 eine m-te Potenz ist. Ist speziell 2 = P, so schreiben wir

einfach

a = b.

m

Dann gilt ersichtlich der

HirrssaTz 8. Es sei k ein quadratischer Zahlkorper wund m eine Einheit
von kB mit Nyp=1. Dann ist 0r(y) eine fiir v eindeutig bestimmte quadralfreie

ganze rationale Zahl, die die Norm in bezug auf k|/P einer ganzen Zahl von

2> Vgl. den Beweis von Hilfssatz 1.
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k ist, und die in der Diskriminante von k anfgeht®  Ferner ist % = or(n) (&),

und fiir zwei Einheiten 7, 1 von k gilt 6x(n7') 5 0k(1) 0(7').

Hivrssatz 9. Es sei 4 eine quadratfreie positive ganze rationale Zahl und
k=P(NA) ein reeller quadratischer Zahlkorper. Wenn dann Nie=1 fiir die
Grundeinheit € von k gilt, so ist or(e) weder mit 1 noch mit 4 identisch.

Beweis. Wire or(e) = 4, so gibe es eine ganze Zahl p von & mit N = 4,
so dass 7= Yj eine Einheit von 2 mit Ny = — 1 sein wiirde, was unmoglich

1-s __ .2

ist. Wire andererseits dr(¢) =1, so gehoérte zu k eine Einheit » mit e=1y 7

(s der Automorphismus =1 von k/P), was wieder unmoglich ist.

Hirrssatz 10. % sei ein reeller quadratischer Zahlkirper mit der Grund-
einheit ¢, und & bedeute ¢ oder ¢, je nachdem Npe=1 oder —1 ist. Ferner

seien

X, X1, % Primzahlen =1 (mod. 4),

¥, %, ¥2 Primzahlen= —1 (mod. 4).
Setzt mann dann & = 0r(c*), so erhalten wir die folgenden Resultate:
i) 621 (k) fir k= P(NZ), fiir PNZ) und fiir PN%%: ) mit (%) =1

i) 652 (k) fir k=PNy) und fiir PN 2y).
iit) 1 (k) fiir k=P(Nyy:).

iv) 6=x fiir k=P(Nxy) mz‘t(—i—): , (%)

i
|
=

Beweis. Bekanntlich ist Npe= —1 im Falle i), und in allen anderen Fillen

ist Nke=1. Sogar gilt im Falle iv)

( 2, ;1) - (:&_2?4_1) - ( ,Z,x}w;) = (l"xf;"> = (,xy,zxy ) - (ﬂé}ﬂ) -1

im Falle v)

(B52)=(252) - (222)= () = (25252) - -

3) Vgl. Hilfssatz 1.
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und im Falle vi)
X XY Y2 _ (Vi X012 Y _ Yo, XV1Y2
(%50 ) = (32 ) = ()
- ( XY, ’Q’i—“’i) = (,ﬁ)’%,,?@?kyz) - ( XY1Yz, ,,{24,1’2) = 1
x x Dt ’
Aus diesen und aus den in Hilfssatz 8 und Hilfssatz 9 ausgesprochenen Eigen-
schaften von ¢ folgen nun alle Behauptungen.
Es sei 7 eine Einheit mit Ny = 1 eines quadratischen Zahlkérpers k. Dann
wird dk(y) als der quadratfreie Kern von Ni(y+1) leicht aus 7 berechnet.

Unterstehend ist die Tafel von & =0dr(e) (¢ die Grundeinheit von k) fiir alle
k=P(N4) mit Nee=1, 0<4<100.

4 3 6, 7, 11, 14, 15, 19, 21, 22, 23, 30

s ¢ 6 3 2 2, 2 10, 38, 7, 11, 2, 6
I o

4 1 31, 33, 34, 35 38, 39, 42, 43, 46, 47, 51

s 2, 3, 2 14, 19, 13, 7, 8, 2 2, 102
4 . 55 57, 59, 62, 66, 67, 69, 70, 71, 77, 78

s i 5, 19, 118, 2, 33, 134, 3, 14, 2, 11, 3

4 79, 83, 86, 87, 91, 93, 94, 95

d 2, 166, 43, 58, 14, 31, 2, 5

§3. Einheiten des bizyklischen biquadratischen Zahlkropers.
HiLrssatz 11. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper und i
eine Einheit in e (i=1, 2 oder 3). Dann gehorl 5=y dann und nur

dann zu €, wenn
Ory (1) Ok, (72) Oy (73) 1 (K)
ist, und v gehort dann und nur dann zu eieses, wenn zudem
Or(ni) 3 £1 (ki) fiir jedes i

gilt.
Beweis. Nach Hilfssatz 8 ist k(1) dr,(72) dr,(92) 1 (K) gleichbedeutend

mit y€e%  Ist nun 7 =777 E elese;, so ergibt sich nach Normbildung in

bezug auf K/k;, dass 7; € =e; und folglich d,(7:) s £1 (k) ist. Nimmt man
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umgekehrt 0k, (71) 8k,(72) Ory(n5) =1 (K) und dk(7:) 5 £1 (ki) an, so ist nach
Hilfssatz 8 7; & xe; und daher 7 =77:73 € = ejeses. Da nach der Annahme
V7 € K ist, muss es notwendig 7 € elelel sein, w.z.b.w.

Es sei wieder »i€ei (=1, 2 und 3). Dann bildet die Gesamtheit
aller Beziehungen &k, (7)™ 6k, (72)™ 0k, (7)™ 51 (K) (m ganz rational) eine
Gruppe, wenn man die Beziehung Bkl(m)"’”""l6k,(m)mz+’"‘,Bka(m)”’””“,g«l (K)
als das Produkt zweier Beziehungen 0k,(9:)™ 0k,(72)™0k(7:)™ 51 (K) und
O (7)™ akg(‘))z)mz'ak,(‘va)”‘;?l (K) ansieht. Diese Gruppe wird im folgenden
mit D(y:, 72, 73) bezeichnet. Die Zahl 8g,(7;)™ (i=1, 2 und 3) heisst “trivial,”
wenn 0k (7)™ 5 +1 (k) ist, und die Beziehung o, (1) 0k, (92) " 0ky(72)™ 5 1 (K)
selbst heisst “trivial,” wenn jede &y (7:)™ “trivial” ist. Die Gesamtheit aller
“trivialer” Beziehungen bildet dann eine Untergruppe von D(7i, 72, 73), die im

folgenden mit Do(7:, 72, 73) bezeichnet wird.

Satz 1.2 Es sei K ein reeller bizyklischer biquadratischer Zahlkirper mit
den drei quadratischen Tetlkorpern ki, ks und ks. Ist dann e die Grundeinheit
von ki, so besitzt K als ein System der Grundeinheiten irgendeines aus den

folgenden:

i) e, &, & ]
ii) V€;, €2, €3
iii) V’é:) ¢;24) €3

. — Fiir jede in Wurzelzeichen auftretende e ist
iv) \/6152, €2, €2 J 4 !

v) Ve, Va, o Niei = 1.
vi) Yere:, Veses, Veser
Viil) \/57;4?3, &, €3 J
vili) Verezea, €2, e mit Nier = Nieo = Niges = — 1.

Es gibt iiberdies unendlich viele zu jedem Typus gehirende K.

Beweis. Es sei ki = P(y4; ) mit einer quadratfreien ganzen rationalen Zahl
4; (i=1, 2 oder 3), ¢f bedeute ¢ oder ¢}, je nachdem Niei =1 oder —1 ist,
und es sei d; =0k(e]"). Ist dann erstens x(K) =0, so folgt aus Hilfssatz 2,

Hilfssatz 4 und Hilfssatz 11, dass die Zuordnung

4 Vel e Mg g T T =1 (K)

4 Vgl. [7], Satz 11.
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einen Isomorphismus

3

e/eiees = D(cf, o, & )/Dolef, &, )

liefert. In diesem Falle ist aber das gleichzeitige Bestehen der nicht “trivialen”

Beziehungen
i1 (K), 651 (K), 6351 (K)

unmoglich. Wire ndmlich dies der Fall, so kime, nach Hilfssatz 8 und Hilfs-
satz 9, [2, 4;11[2, 4] fiir jedes i, j (4, j=1,2 oder 3) vor, wo durch die eckige
Klammer das kleinste gemeinsame Vielfache gemeint wird.  Folglich ergibe
sich 4;|2 fir jedes 4, was fiir rellen K unmoglich ist”  Als das Vertreter-
system von D(&, &, & )/Doel, &, &) wird also irgendeines aus den folgenden
angenommen.”

i) keine nicht-“triviale” Beziehung.

i) 6151 (K)

iii) o5 1 (K), 6251 (K)

iv) 010251 (K) In jeder Beziehung ist jedes auftre-

v) 810231 (K), &35 1 (K) tende &; nicht “trivial.”

vi) 810251 (K), 2825 1 (K)

viiy) 010285 5 1 (K)

wl]

wol

|

J

Der im Satz ausgesprochene Typus der Einheiten von K wird dann eindeutig
durch die entsprechende Beziehung zwischen ¢§; bestimmt. Dass es unendlich
viele zu jedem Typus gehérende K gibt, erkennt man sogleich folgenderweise,
indem man Hilfssatz 10 gebraucht.

i) di=%1Y, do = 229, A3 = %1%,
01 = %1, 8522 (k), ds 51 (ks),
o (2)=5 (2)=(2)=(2)=(3) -
i) di=x, 4> =y, da=x
61 =X, 02 3z 2 (kz), 03 5 1 (k';),

5 Vgl [7], S. 397.
6) Zwei Beziehungen, die voneinander nur durch eine Permutation der Indizes i ver-
schieden sind, sind hierbei als gleich anzusehen.
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iii) 4=y, 4:=2y, 4y=2
01 = 2 (k), 02 7 2 (k), 03 7 1 (k&)
iv) dl=xy, 4, =9, d3=x

31 5 2x (kl), 52 Ex 2 (kz), 6:} ? 1 (ks),

v ($)=(2)--

V) 4y =y, 42 =2, d3=91y:
0152 (R, 02 =2 (k2), 0= 0 (B3)
vi) di=y192, 4> = ¥2 93, 4y = Y3y
ov 5y (R, 0 = y2 (k2), 0= ¥y (k)
vily) 41 = xy1ve, ds = y1, Az =%
01 =Y1Ye, 02 = 2 (k2), das2x (B3),
w (2)=(2)=(2)= -1
x, %1, ¥» Primzahlen=1 (mod. 4)
(y, v, y2 Primzahlen= -1  (mod. 4))

Ist zweitens x(K) =1, so folgt aus Hilfssatz 2 und Hilfssatz 4, dass entweder
€1, &, € oder veeses, e, e3 ein System der Grundeinheiten von K ist. Nach
Hilfssatz 6 gehort nun vee:s; dann und nur dann zu K, wenn es keine Zahl
o € K gibt, die zwar (p)*= () (» € P), aber nimmer (p) = (o) (p2) (03) (p; E k)
erfillt. Es sei 4y =%, 45 =%z, 4= x1x> mit (%) = —1 (%1, %2 Primzahlen=1
(mod. 4)). Dann ist bekanntlich £(K) =1 und‘ es gibt keine p mit den frag-
lichen Eigenschaften. Daraus ergibt sich die Existenz unendlich vieler zum

Typus vii,) gehorender Korper K. Der Satz ist somit vollstéindig bewiesen.

Satz 2.7 Es sei K ein imagindrer bizyklischer biquadratischer Zahlkorper
mit dem reellen quadratischen Teilkirper ki und mit den imagindren quadra-
tischen Teilkirpern k. und ks. Bezeichnet man dann mit e die Grundeinheit
von ki, so ist entweder & oder Y Yz eine Grundeinheit von K, wo ¢ eine
Einheitswurzel mit der Eigenschaft VC € K wvon K ist. Es gibt iiberdies

unendlich viele zu jedem Typus gehorende K.

Bewets. Es sei k= P(Ydi), 61 =0(e), wie beim Beweis von Satz 1, und

¢ (i=2 oder 3) bedeute eine erzeugende Einheitswurzel von ej.  Setzt man

© Vgl [7], Satz 12,
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dann 8 = 0k,($2), 83 = 0r,(&s), so liefert, nach Hilfssatz 2, Hilfssatz 4 und Hilfs-

satz 11, die Zuordnung

+ \/Ei*m‘ anz C:);n, 8';711 5&”2 5?‘;”3

(K)

]
—

einen Isomorphismus

eleieres = D(ef, o, C)/Dolef, ¢y &),

und = Ve "™ ¢" ist dann und nur dann von der Form &' (&' Einheitswurzel
von K, 71 € e1), wenn 8/ “trivial” ist. Ferner ist in diesem Falle das Besteh-
en der nicht-“trivialen” Beziehung 4, = 1 (K) unméglich. Denn wiire dies
der Fall, so hitte K notwendig reell zu sein. Als die nicht-“trivial” 4, enthal-
tenden Beziehungen zwischen §; sind daher nur folgende zwei moglich.”

i) keine nicht-“triviale” Beziehung.

i) 816, 1 (K) (6; nicht-“trivial”).

Vom Typus i) sind nach Hilfssatz 10 die Kérper K mit
di =%, (x Primzahl=1 (mod. 4)),
und vom Typus ii) sind die Kérper mit

di=y1y2, do= =y, dg= — (V=1 & K)
oder mit

4=y, bh=—1, &= -y (-1e€kK)
(y, y1, »» Primzahlenz= -1 (mod. 4)).

Damit ist der Satz bewiesen.

Gelegendlich fiigen wir hier noch den folgenden Satz zu.

Satz 3. Es gibt unendlich viele reelle bizvklische biquadratische Zahlkirper
K mit der Eigenschaft Nxy=1 fiir jede Einheit n von K, und es gibt auch
unendlich viele K mit der Eigenschaft Nwn= — 1 fiir passende Einheit v von
K.

Beweis. Fir K mit #(K) =0 ist nach Hilfssatz 7 Nxe =1. Fiir K mit den
Eigenschaften x(K) =1 und veie:e; € K ist nach Hilfssatz 3 Neyeiee = - 1.

Dadurch erhilt man die Behauptungen, wenn man Satz 1 beriicksichtigt.
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§ 4. Idealklassengruppe des bizyklischen biquadratischen Zahlkorpers.
Wir setzen hier noch einmal die folgenden Bezeichnungen fest.”

p: rationale Primzahl

e(p): die Verzweigungsordnung in X von p.

Nun heben wir vorldufig eine in Klassenkérper- und Normenresttheorie

wohlbekannte Tatsache als Hilfssatz hervor.

HiLrssatz 12. Es sei S der griosste iiber P abelsche Teilkorper des absoluten
Klassenkorpers von K. Dann ist S|P vom Typus (2, 2,...) und

,% I1 e(p), wenn K reell und —1 kein Normenrest
14

(S: P)= von K/P mod. irgendeine p ist.
II e(p), sonst.
v

Hivrssatz 13. Es sei o die Gruppe derjenigen Idealklassen, die durch
Ideale von der Form a;asq3 vertreten werden, wo a; ein Ideal von ki bedeutet
(=1, 2 oder 3). Dann ist der Klassenkirper iiber o der grisste iiber P
abelsche Teilkorper S des absoluten Klassenkorpers von K.

Beweis. Der Klassenksrper iiber 9, sei S’. Dann gilt o'~ 7 = Ngm,a
*(Nijr,0) "% fiir jedes Ideal @ von K. Daher ist S’ iiber %, also symmetrisch

auch iiber k: und k;, abelsch. Ist nun o' ein Automorphismus von S'/P, so
S'/ki
a

ist, fir irgendeines ¢, ¢ =(
1

), wo a; ein Ideal von k; ist. Daraus folgt

6,22(M>2=(_SL/£)_1,

a; as -

so dass S'/P eine abelsche Erweiterung vom Typus (2, 2,...) ist. Also ist
SDS'. Da aber nach Hilfssatz 12 S/P vom Typus (2, 2,...) ist, ist
notwendig

(SIE) - (S

a; ai
fiir jedes Ideal a; von jedem k:;, was S C S’ ergibt.
Hirrssatz 14. Damit es ein Hauptideal (a) mit Nxa <0 (« € K) von K

® Die bisherigen Festsetzungen bleiben wirklich,
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gibt, welches sich in der Formi (a) = a,0:a3 mit Idealen o; von k; darstellen ldisst,

ist notwendig und hinreichend, dass — 1 Normenrest von K/P mod. jede p ist.

Beweis. Ist (a) =0a;0,05, Nxa <0, so ist ersichtlich Nxa = — a* mit a € P.
Daraus folgt, dass —1 Normenrest von %;/P (i=1, 2 und 3) und daher von
K/ P mod. jede p ist. Ist umgekehrt dies der Fall, so gibt es 8 € ki, 8: € &, mit
Nifi=Ni,fo= —1. Da dann Nig, b5 =1 ist, ist nach Hilbert 5! = '™ mit

Bz
S2
« €K Also folgt aus a'™* = Ngma+(Nopa)™, dass DEM% (Nigya)™

€ P ist, und dass daher Nxa = —a’* mit a € P gilt. Mithif 1ist, fiir eii2 Pri-
mideal p ersten Grades von K, die Summe der Exponenten von («) fiir die Kon-
jugierten von p notwendig gerade, so dass, wegen p* = Ni/x,D* Nik, D (Ngsp, )%,
das Ideal (a) sich in der Form (a) = a;0:0; mit Idealen a; von k; darstellen lasst,

w.z.b.w.

HiLrssatz 15. Es sei a; ein Ideal von k; und es sei a;0.05 = (a) (a € K) ein
Hauptideal in K. Dann gehirt jedes a; notwendig zu einer ambigen Idealklasse
von ki/P. Wenn K reell und «(K) =0 ist, so hidngt das Vorzeichen von Nxa
nicht von der speziellen Auswahl des Erzeugenden a ab. Falls dabei Nxa > 0
ist, so gibt es fiir jedes i eine Zahl p; € k; mit

ai "%t =(p;), Ngpi=1.

Falls aber Nya <0 ist, so gibt es solch etne p; nur fitr ¢ mit Npei= —1. Wenn
dagegen entweder K imagindr ist, oder «(K)=1 ist, so kann jedes a;™% yon

einer Zahl poi € ki mit Ny;0i =1 erzeugt werden.

Beweis. Alle Behauptungen sind ohne weiteres klar nach Hilfssatz 7 und
nach

-5 ( NK/k._O{)_

afse = Nk

T N,y Ni,az0 Ng, 3

HiLrssaTz 16. t; bedeute ein ambiges Ideal von ki und p eine Zahl von K
mit (p):=(7r), r& P. Dann ist

275 (e : e*), K reell,
(ritat3: (p)) = Sfiir
2% (e 1 e"), K imaginir,

9 Vgl [2], S. 449.
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wobei t die Anzahl der in K/P sich verzweigenden Primzahlen ist.

Beweis. Es ist ersichtlich 1113 D (p) und
(r1r2r3 . (1)) =2t.
Nun bedeute po eine Zahl mit p2€ P von K. Dann ist

2, ween K3y -1 ist.
((po) (1) =I .
l2, sonst.
Ferner ist nach Hilfssatz 6
((p) : (o)) =(e*: xe?).
Andererseits ist
(e:e*)(e*: te?)=(e: xe)
23 wenn K reell ist.
=192’ wenn K3Vy—-1 ist.

2, sonst.
Daraus folgt die Behauptung, denn es ist

() = . (urets : (1))

(erata = (0)) = 057 () (o) £ (D)
_ 2'(e:e*) .
= (D) (e: 269

Satz 4. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper mit den drei
quadratischen Teilkorpern ki, ks und ks. O bzw. V) sei die Idealklassengruppe
von K bzw. ki (i=1, 2 oder 3), und e bzw. e; set die Einheitengruppe von K
bzw. k;. Es bedeute Vi, o die Gruppe der ambigen ldealklassen von ki/P, und
es bedeute Y, o die Gruppe derjenigen Idealklassen von ki, welche ambige Ideale
von ki/P enthalten. Man bezeichne mit e(p) die Verzweigungsordnung in
K/ P einer rationalen Primzahl p, und man bezeichne mit D, bzw. 9 das Bild
bzw. der Kern des Homomorphismus von Y x 0 X O in 9, der aus der natiirlichen
Zuordnung a; X @2 X as - 0,023 entsteht, wo a,XayXas ein Element des direkten
Produktes der drei Idealgruppen von ki, k. und ks bedeutet.  Schliesslich setze

man

f)‘;:bonfﬁyoxbéyoxbéyo
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Dann sind /90, b Gruppen vom Typus (2,2, ...), und es ist:

( 213 11] e(p), wenn K reell und —1 kein Normenrest
von K/P mod. irgendeine rationale Prim-
zahl p ist.

| 210 I;l e(p), sonst.

(1) (H:90) =

(2, wenn K reell und —1 Normenrest von K/P mod.
jede rationale Primzahl p ist, und wenn zudem
(2) (ho : o) = mindestens ein ki keine Einheit u; mit Nyymi= —1
enthdlt.

L 1. sonst.

—— wenn K vreell ist, und wenn zudem
(e . elezeg)

jeder ki eine Einheit u; mit Npyi= —1
enthdlt.

sonst.

(3) (g : D=

w

IT1 e(p)
¥4

| 2(e: eiese;) ’

Beweis. Dass /9, und § vom Typus (2, 2, ...) sind, folgt, zusammen
mit (1), unmittelbar aus Hilfssatz 12, Hilfssatz 13 und Hilfssatz 15, und (2) folgt
aus Hilfssatz 14 und Hilfssatz 15. Nun sei ¢ bzw. ¢; die Anzahl der Primzahlen,
die in der Diskriminante von K/P bzw. ki/P aufgehen. Dann ist bekanntlich

272 (e; 1 ef) ki reell.
(f);, h:1) = fur

tom . - . ..
247 (g e ) = 2! k; imagindr.

Also ist nach Hilfssatz 16

, (5, 0:1) 20 'T(ei: ef)
(60 . 1) = "(‘r’l’fzfc;": (p)’)’ = (e . e*)
ILe(p)-T1 (& : ef)

—

T 2(e:e®)

wo t;, p die gleichen Bedeutungen wie bei Hilfssatz 16 haben. Nun folgt aus
Hilfssatz 2

10 Hierbei bedeutet 1 das Einselement der Idealklassengruppe.
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(e:e’)=27"") (e: ejese;) Il(e; : efF).
13

Daher ist

II e(p)
[ -
T 2IkKi(e : e ese3)

(hs: 1)

was nichts anderes als (3) ist.

Satz 5. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper mit den drei
quadratischen Teilkirperr ki, k. und ks, e bzw. e; (i=1, 2 oder 3) die Ein-
heitengruppe von K bzw. ki und h bzw. h; die Klassenzahl von K baw. ki.

Setzt man dann Q = (e : ejeq:e3), so gilt

'%5 Qhihshs K reell.
h= 1 Siir
o Qhihshs K imagindr.

Beweis. Mit Bezeichnungen von Satz 4 ist

_(H:9)
h——mo—:lo)hlhzhs.

Man setze jetzt

]1, wenn K reell ist.
= lO, sonst.
k= k(K),
jl, wenn K reell und —1 Normenrest von K/P mod. jede p ist.

A=
lO, sonst.

Dann ist nach Satz 4

EX(1=k) H e(p)
(f)ozl)=2 . . ‘Wy

(9 : Do) =272 "N e(p).
14

Also ist

(D: 90 _ o-z-ca-n-ara-x+1-x
o:1) ~2 Q

= 2—1—l FK(‘X—I)Q = z-l-tQ’
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denn « =1 liefert A =1. Damit ist der Satz bewiesen.

Anschliessend beweisen wir noch den folgenden

Sarz 6. Es sei K ein bizyklischer biquadratischer Zahlkorper mil den drei
quadratischen Teilkorpern ki, ks und k., und es sei a; etn Ideal von ki. Man
setze ferner voraus, dass 0,0:03 ein Hauptideal von K ist. Dann hatl a,0,0; dann
und nur dann eine Darstellung a,0:05 = () (as)(as) (a; € k), wenn 010205 durch
einz Zahl « € K mit Nxa > 0 erzeugt wird. Damit es ein Ideal a,0:0; ohne
Jragliche Darstellung gibt, ist notwendig und hinreichend, dass zwar —1 Nor-
menrest von K/P med. jede rationale Primzahl p ist, aber es keine Einheil 7

mit Nxy = —1 von K gibt.

Beweis. Ist AQQs03 = ((ﬁ)(a'g)(a’:’,) = ((Xla'zd:;), SO gllt Nrga>0 fiir @ = arazas.

Ist umgekehrt a,m0; = (a), Nxa >0, so ist natiirlich Nxa =d* (e € P), also ist

Niria . . . N 1n-s;
Nki(" '[/;9 —)=1 (i=1, 2 und 3). Daher ist nach Hilbert »—wét——‘:a,- :
(ale k) und

- 1-8y 1= Jl-
& = Ngjpyao* Nejeyao ( Nijpaa) "5 = al Sy ™20l a
=a'2a'2af’2 a .
152 E3 Npal s Ne,abs Nyab
a . . . . .
Da dann ;o =7 in K eine Quadratzahl ist, hat « sicher eine
Ng,aq* Np,an * Ny

Darstellung a = aiasas («; € k). Damit ist die erste Behauptung bewiesen.™
Die zweite Behauptung folgt ohne weiteres aus der ersten Behauptung und
Hilfssatz 14.

§ 5. Zusatze und Beispiele.

Zusatz 1. Es sei K reell und es sei v eine Einheit mit y = nipan von K, wo

niEe, 121 und Nymo= Ni,ne=Neyms=g (g= +1) ist. Setzt man dann

1) Vgl. den Beweis von Hilfssatz 5.

12) Diese Tatsache ergibt sich auch wie folgendes. Es bedeute 1: ein ambiges Ideal
von k;. Ist dann erstens «(K) =0 und rnips = (p)(pe K), so ist nach Hilfssatz 2 und Hilfs-
satz 6 (p)=(p1)(p2)(ps) (pi=k:i). Nach Hilfssatz 15 ist daher notwendig Nxz< 0, wenn
arazas = {(x) ist und keinesweges (x) = (w1) (22) (23) (k) gilt. Ist zweitens «{K)=1,
rit2rs = (p) und nie (p) = (p1) (p2) (ps), so gilt nach Hilfssatz 2 und Hilfssatz 6 (2/r =e €8y’
(reP, 7 Einheit von K), und r ist in K keine Quadratzahl. Also ist nach Hilfssatz 3
Nxjep <O0.
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o =MmN2Ms+ M+ 72+ &Ns
=MW — P2 — &0
2 =M — N1+ 2 — &Ns

Yy YTp YTp

Sa=mmms— N -—N2+8MN
Skéi = ¢ (7=0,1, 2 und 3),

so st

V7 = i (Veo +ver + Ve + e ).

Uberdies gehiort Nq dann und nur dann zu K, wenn irgendein c¢; (j=0, 1, 2

oder 3) in K eine Quadratzahl ist.

Beweis. Leicht zu sehen ist zunichst

SR NE PR SR
4\Vn  Nn o Nn o W
und

5773' =¢j fur jedes j.

Im Falle von g=1 ist es klar, dass %; = 0 fiir jedes j ist. Dies ergibt sich
auch im Falle von g= —1 in der Tat daraus, dass fiir jede Einheit »; > 1 von
ki% P(¥5) sogar 7 >2 und fir jede Einheit % >1 von k= P(y5) sogar
i > *g—
gehort jede vc; ersichtlich zu K. Ist umgekehrt vy € K, ist namlich K’ = K(V7 )
% K, so ist Skyxv7 =0. Daher ist fir jedes j notwendig vc; & K, was die

gilt.  Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Ist nun vy € K, so

zweite Behauptung ergibt.
Aus Zusatz 1 folgt ohne weiteres der

Zusatz 2. Es sei y eine Einheit mit Npn =1 eines quadratischen Zahlkor-

pers k. Dann ist™

V7 = YSe(+1) +VSetn—1)
7= 2
Mittels der bisher erhaltenen Resultate und Zusitze kdnnen wir-die Klas-

senzahl und ein System der Grundeinheiten eines bizyklischen biquadratischen

13) Vgl. [7], S. 395. Hierbei ist ja Si(p+1)= Nk(n+1), Si(n—1)=—Ni(p—1),
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Zahlkérpers K sehr leicht numerisch aus denen der quadratischen Teilkorper

von K berechnen.

Beispiel 1. K=P(V6, V7)

4y =6, 4 =1, dy =42

by =1, he =1, By =

e =5+2vV6, e=8+3V7, &=13+2v42, k(K)=0
01=3, 0, =2, Sa=7

Beziehungen zwischen ¢;: 010:5 1 (K), 6251 (K)
Grundeinheiten von K: Ve, Ve, &, @ =4
1

Kassenzahl von K: h= 47-4-1-1-2=2

Nach Zusatz 2 ist

Ve =VE +vZ, Ve = NZAVIL o y7 iy,

also ist

Jores = 64+3V6 +2V7 +vV42
e 2

Beispiel 2. K=P(y5, V17)

41 =5, 4y =17, ds =85
hi=1, he=1, ha=2
! - Q =
a’zl’%ﬁ’ p=d V17, a= 0TV ) =1

&

Co = SK(€15253+ g1+ 22— ;3) =121
¢1 = Sklererey+ e — 22+ 8) =125
Ca = S[;(61£2€3 — e+ e+ e:z) =153

C3 = S/,'(F:[EQS:; — g — €& 53) =85
Da v, € K ist, gehort veieze; nach Zusatz 1 zu KM

Grundeinheiten von K: Ve, o, 2, @ =2

Klassenzahl von K: h:i ¢2¢1¢1°2=1

I Vgl. den Beweis von Satz 1. Daraus folgt auch ~z &6 € K.
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Ferner ist

Veiergs =+ (Veu +Yor + Vs +vey) = LLHIVE AT 4785

Beispiel 3. K=KK70, V=14 )

4; =170, 4= —14, dy= —5
=2, By = 4, By =
6 =2514+3070, C= -1, Ci= —1
o =14, 8 =14, 83=5

Beziehung zwischen di: d:d: 5 1 (K)
Grundeinheit von K: vV—¢, @ =2
Klassenzahl von K : h:%-2'2'4~2=16

Nach Zusatz 2 ist Ve, =3V14 +5vV5, also ist v—¢ =3V —14 +5V—5.
Beispiel 4. K=P(2, y=1)

4 =2, 4= -1, dy= —2
hi=1, h:=1, hs=1
a=1+v2, G=vV-1, G=-1
o1=2, 82 =2, 83 =2.

Da §; “trivial” ist, ist e eine Grundeinheit von K. DC(ef, &, C3)/Do(ef, &, &)
wird durch einzige Beziehung 6. =1 (K) vertreten, und daher *V-1€ K,
Q=2.

Klassenzahl von K: h=--+21+1°1=1.

DO =
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