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� ������ �� �	
�� �	� 
������� ��
�� ��� ��	�	��
 �� ����� �� �	������ 	� � 
��
	� N ���� ��������� ���������
 �	 �	�� 	� �� ������� ���� ��
 ������� �	 ����������	��
��������� ������ �	�����	��� �� ��� �	���� 	� ��� �	�����	� � ������	� !
��	��
 �� ε ∈
[0, 1]" 	� ��� �������� ���	���� 	� ��� �	���
��
 ���� 	� ��������� �� 
��������
� #� ����� �	�
�������� �	 �$� �	� � 
������ ������ 	� ������� ��
 ��
�	
������ �	
��� �	� 
�������
��
���

� %���	� ���� ������� �	
�� ��� �	������ 
�����
 ��	� ���� �������� �	
�� �� ���
����� �� N → +∞ ε → 0 ���� Nε → λ �	� �	�� λ > 0& ��� ���� �'� ��� �(�� )���
�	
�� ���
�&

∂tf + v∂xf + λ∂v(F (f)f) = 0 , !���"

����

F (f) ≡ F (f)(t, x, v) =
∫

R

|v′ − v|(v′ − v)f(t, x, v′)dv′ , !��*"

��
 ����� f ≡ f(t, x, v) 
��	��� ��� 
������ 	� ��������� ����� �� ���� t ��� ��
�	����	� x ���� ���	���� v� +	� ������� ������������ �������� ��� ���	 ��(� ��
 �,� ��
���� �� ���� ��
 �-��

)�� ������� ����� �	���
��� � �� ��������� �������� ������ �� ��	�� �	
���
 ��
�� !���" ��� �������
 �� � ������� ���� �� � �	������ ������������ �� �� ��� �*�

∗�����&�#A ����(5�� +>	 .==0B ����� �# *�" ��&���# &����!"-A ��5����4 ,	 .==<) 
!((�"��� �#
54 ��� C�")
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��� �.��� 	� ��� ������� ���� �� �	
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 �� �

��
 �	 ��� %���	� �/����	� !���" �
+	����01����� ����& ������
 	� !���" ��� ����� ����� 
������ f ���� �������

∂tf + v∂xf + λ∂v(F (f)f) = β∂v(vf) + σ∂vvf , !���"

����� β �� ��� ������	� �	�2����� ��
 σ/β ��� ����������� 	� ��� ������� �����
�� �*� � ���� ��
�	
������ ����� 	� ��� �	
�� !���" ��� �	������ ����������
 ��

��� ���� 	� � ������� ���� �� ������� ����������� !�/���������� �� ��� ���� ����� ���
������	� �	�2����� β = 0"� �� ���� ����� ��� ����	��	��� 	����������

ρ(t, x) =
∫
f(t, x, v)dv , u(t, x) =

1
ρ(t, x)

∫
vf(t, x, v)dv , !��("

������������ ��� ����	��	��� 
������ ��
 ���� ���	���� ���� ��	�� �	������ �	 �������
��� �	��	���
 ������ 	� �	��������	� ����

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0 ,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + kρ1/3) = 0 ,
!��,"

����� k �� � �	������ ��	�	���	��� �	 λ−2/3 !�� ���� ���� 	��	������� �	 �	����� ���
�������� �� 3/� !*���" 	� �*� ����� k ��� ��	�
�� ��� ��	�	���	��� �	 λ1/3"�

)�� ����	�� 	� ��� ������� ����� �� ��	�	�
� +���� �� ���� ��� 4�����05�	���
�	������	� �	 3/�� !��," ����� �	��� �� ��� �	�� 	� � ����	�� ����������	� 	� ���
�	������ �/����	� �� !��,"� )��� �� ��� ���� ����� ��� ������� ���� ��� ����� ���0
�������� !	� �/���������� �� ��� ���� ����� β > 0" ��� 
������� 
�� �		��� �	������

�� �	 ������	� �	 ���� ��� ���� ���	���� u �� 6 �� ���
��
 	�
��� �� ���� �������	� ���
����	��	��� 
������ �� 
	�����
 �� � �	������� 
�.���	� �/����	�� 7	�� 
�������	��
��� �	���� ��
 ����
 	� ��� 8������ 	� 9������03���	
 �:�����	��� )�� ��:� ���0
��	� �	������ � 
��������	� 	� ��� ������
� ��
�� ����� ��� ������ �����	��
 ��	�� ���

�����
 ����� ��� 8������ ��
 9������03���	
 �:�����	�� ��� �����;�
 �� �����	�
( ��
 ,� )�� ��� ��
����� �� ������
 ��� 	� ����� �:�����	�� �� ���� ��� �������;�

����0���
 	�����	� �������� ��� +��
�	�� ������������ 5����	� � �� 
��	��
 �	 ���
������������ �������� 	� ���� �������;�
 ����0���
 	�����	��

$� �"��%!&� �!# �'# �#'!�(%" 
%(%)�

$��� �'*� +��%" ��� �� �+��%" �"��%!&�� +���� �� ������ ��� 
������	�����
�	�� 	� ��� %���	�0+	����01����� �	
�� �� 
�������
 �� �*� ��� �� � ���
���� 
�.�����
�	��� )�� ��
�	
������ ������ �	���
���
 ���� ��� ������� �	���� ��
 �	�
 ����
������ 	� 3/� !���"�

<	�� ��������� 	�� 
����� � ����	��	��� ���
�� ����� L ��
 ��	 � ���	�� 
�.�����
���� ������ T ≤ τ ���� ���� L/T �� ��� ����� 	� ��� ������� ����
 	� ��������� �� ���

������� 
�� ����� L/τ �� ��� ����� 	� ��� ����
 	� ����	��	��� �������� �	��	� �� ���
���� 
������� 
��� 9	���
�� ���� ��� 
������	����� ���������

t =
t

τ
, x =

x

L
, v =

vT

L
. !*��"

������


f(t, x, v) =
L2

T
f(t, x, v) !*�*"

�� ������ �	 ��� 
������	����� �	�� 	� 3/� !���"



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� �*�

1
τ
∂tf +

1
T
v∂xf +

λ

T
∂v(Ff) = β∂v(vf) +

σT 2

L2
∂vvf , !*��"

����

F (f)(t, x, v) =
∫

R

|v′ − v|(v′ − v)f(t, x, v′)dv′ . !*�("

)�� 
������	����� �	�� !*��" 	� ��� %���	�0+	����01����� �/����	� ���	���� �����
�

���	��� ���� ������

Tf =
1
β
, TF =

T

λ
, Td =

L2

σT 2
.

)���� �������� ������
 �� �� �	��	��&
• Tf �� ��� ������� ���
�� 	� ���� 
����
 ����� � �������� 	� ��� 
������� 
��

�		��� ���� 	� ��� ������� ����
� 
�� �	 ������	� 	� ��� ������� ����=
• TF �� ��� ������� ���
�� 	� ���� 
����
 ����� � �������� 	� ��� 
������� 
��

�		��� ���� 	� ��� ������� ����
� 
�� �	 ��������� �	�����	��=
• Td �� ��� ������� ���
�� 	� ���� 
����
 ����� � �������� �� ����������
 �� ���

�	������� �
�����	� �� ��� ������� ���� �	 ���� ��� ����
 ��������� ��	� 0 �	
L/T �

)�� ���� �������	� ���
��
 ���� ����� ���� �� �������
 �	 �� >��� ������	��� ����0
��
? �	�����	�
� �	

τ = T , TF << T <<
√
TFTf , Td = Const TF . !*�,"

� ������� 	� !*�," �� ��� ������	��� ������
 ���� ����:���	�

τ = T , Tf = Const T , TF << T , Td = Const TF . !*�-"

)�� ���	�
 �������	� �	���
���
 �� ���� �	�� �� ��� �	0�����
 >�����	��� ������
?

τ >> T ,
TF

T
=
T

τ
, Tf = Const TF , Td = Const TF . !*�@"

�� ��� ������	��� ������
 !*�," �� ���

ε =
TF

T
, σ =

TF

Td
.

�� ��� ����:���	� ������
 !*�-" �� ���

ε =
TF

T
, σ =

TF

Td
, β =

T

Tf
.

����� 
�	����
 ���� ��� 
������	����� %���	�0+	����01����� �	
�� !*��" ���	���

∂tfε + v∂xfε +
1
ε
∂v [F (fε)fε − σ∂vfε] = 0 !*�'"

�� ��� ������	��� ������
 !*�," ��


∂tfε + v∂xfε − β∂v(vfε) +
1
ε
∂v [F (fε)fε − σ∂vfε] = 0 !*�$"

�� ��� ����:���	� ������
 !*�-"�
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�� ��� �����	��� ������
 !*�@" �� ���

ε =
TF

T
=
T

τ
, σ =

TF

Td
, β =

TF

Tf
.

�
��� ����� 
�	����
 ���� ��� 
������	����� %���	�0+	����01����� �	
�� !*��"
�� ��� �����	��� ������
 ���	���

∂tfε +
1
ε
v∂xfε +

1
ε2
∂v [F (fε)fε − βvfε − σ∂vfε] = 0 . !*��6"

$�$� ��� 
 �� �!� &' �!# )�� �)�)%�!� ' �)�)��� �� ��� �� ��� ���	
��;�

���� ��� ����� �	�	
���	�� 
������� 	� !���" ��� �� ������� �� �	��	��&

−∂v [F (f)f − βvf − σ∂vf ] = ∂v (f∂vDηβ,σ(f)) . !*���"

8��� ��� ���� ����
� ηβ,σ �� 
����
 	� ��� ����� 	� ��� ���������� ���� �	���
�0
���� ������	�� 	� ��� �������� v �� ��� �	�����

ηβ,σ(f) = σ

∫
f ln fdv + 1

2β

∫
v2fdv + 1

6

∫∫
|v − v′|3f(v)f(v′)dvdv′ !*��*"

��


Dηβ,σ =
δ

δf
ηβ,σ = σ(1 + ln f) + β

v2

2
+ 1

3

∫∫
|v − v′|3f(v′)dv′.

�� ��� ��� ������
� 
�������
 ��	�� ��� �������
 �	�� 	� ��� %���	�0+	����01�����
�/����	� !*�'" �	 !*��6" �� ���	�
��
 �	 !*���" ��	�� 

∂v (f∂vDηβ,σ(f)) = 0 , !*���"

���� β = 0 �� ��� ���� 	� ��� ������	��� 	� ����:���	� ������
� ����� β > 0 �� ���
���� 	� ��� �����	��� ������
� )��� � ������� �	�� �� ��� ��
�	
������ ������ 	� !���"
�� �����
 �� �����	���� ������ �� 	���� �	�
� �������� �	���� 	� ηβ,σ ���� 
�������� f0
���� ����

Dηβ,σ(f0) = 0 , !*��("

����� ��� ���������� �	����	�� 	� ��� �������
 �	�� !*���" 	� ��� %���	�0+	����01�����
�/����	�� 4	���� ���� �����	���� ������ ��� 
����
 	� ��� ��������� t ��
 x �����
��� ���� ���������� �� !*���"= ���� �����	���� ������ ��� �������
 �	 �� >�	���? �����
��	�� ����� ��� �	������ �� t ��
 x ��� �������
 �	 �� >����	��? �����	���� �������

� ������� /�����	� �� ���� 	� ��� �:������� ��
 ���/������ 	� �����	���� ������
���� ������� �	 ��� ���� ����
� ηβ,σ ��	��= ����� ������ ������;� ��� ���� ����
� ��
��
��� �	�������� 	� 
���� �	��� �����

����� �� ��� ��� β > 0 ��� σ > 0� ηβ,σ �	 	
���
�� ���
�� ��
� 
����	 �� [0,+∞]
�� 
�� 	�
 �� ���������
� ���	�
��	 �� R ��
� ���
� 	����� �����
� ��� ������	 �
	
������� 
���� �
 � 	����� ����
 ����
�� �� Gβ,σ� ���	 ����
��� Gβ,σ �	 �
�� ���
������	 
� C∞(R)� �����
��� 
�� ����� 	
���� 	
�
� ��
� 	��
��� ���	�
� ρ �	

f0(v) = ρGβ/ρ,σ/ρ(v). !*��,"

)��� �� ��������� )��	��� *�� 	� ��� �� ��� ���� β > 0 A ��� ���	 ��*� �	� � �	��

������ ������� �� ��� ���� β = 0 ���/������ �� �	�� 
�� �	 ���������	� ���������� !�� v"



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� �*,

	� η0,σ� B��/������ �� ���	����
 �� ���	 ���	���
 ��� �	�������� 	� 
���� �	������ 
�� �	��	��� ����� �	� ��� ρ ≥ 0 ��
 u ∈ R

Kρ,u =

{φ ∈ L1(R, (1 + v2)dv) |φ ≥ 0 ���� ,

∫
R

φdv = ρ ,

∫
R

vφdv = ρu} . !*��-"

����		��
 �� ��� ��� σ > 0 ��� ��� ρ > 0� u ∈ R�

inf
Kρ,u

η0,σ �	 �

����� �� 
�� ������ ����
��� v �→ ρG0,σ/ρ(v − u) .

������ C�� φ ∈ Kρ,u= ���� ψ : v �→ 1
ρφ(v+u) ���	�
� �	 K1,0 ��
 � ������� ����
�

	� ��������� ��	�� ����

η0,σ(φ) = ρ2η0,σ/ρ(ψ) + σρ log ρ . !*��@"

D�� ���� �	����
�� �� � 
����� ���������	� 	� C���� ��

�� �:������
 �� ��� η0,σ �� � C�����	� ������	� �	� ��� ��������� �	�	
���	��
�����	� 	� !���" ��
 ��� ������	�� G0,σ ��	�� ��� ��� ��������� �	�	
���	�� ����
�
������ �	� 3/� !���"� )��� ���	 ������� ��� ���� �	�������� �/����	�

G0,σ =
e−

1
3σ

∫ |v′−v|3G0,σ(v′)dv′∫
e−

1
3σ

∫ |v′−v|3G0,σ(v′)dv′
dv

, !*��'"

����� �� � �	���/����� 	� ��� �����	���� �	�
���	�

∂v(Ff) − σ∂vvf = 0

�	� ��� �	�	
���	�� �/����	� ���	�����
 �	 !���"� ���	 �� �	��	�� ��	� 3/� !*��'"
����

G0,σ(v) = O(e−|v|3) �� |v| → +∞ . !*��$"

����		��
 �� ��� ��� σ > 0 ��� ��� v ∈ R�

G0,σ(v) = σ−1/3G0,1(σ−1/3v) .

)��� �� ���� ��	���� �	�������	� 	� C���� � �� 	�� �����	�� �	�� �*� ��
 ���
����	� ��� ��� �������� ��� �� 3/�� !��," �� 	� ��� �	�� ��	�	��
 �� �*� ��
 �������

�� ��� ��������� 	� !��," ���� ��

P (ρ) =
∫
v2ρG0,σ/ρ(v)dv = kρ1/3 ���� k = σ2/3

∫
v2G0,1(v)dv . !*�*6"

$�,� ��� �'# �#'!�(%" ��#���� )�� ���� ���� ��
�	
������ �	
�� ��
��� ������ !��," ��
 �	�����	�
� �	 ��� ;��	��0	�
�� !�� ε" ����	:�����	� 	� ���
%���	�0+	����01����� �/����	� !*�'" �� ��� ������	��� ������
� )�� ���� ;��	��0	�
��
����	:�����	� 	� ��� %���	�0+	����01����� �/����	� !*�$" �� ��� ����:���	� ������

���
� �	

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0 ,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + kρ1/3) = −βρu . !*�*�"

�� �	�� ����� 	�� �:����� �	 ���	������� ��� ���
��
 	�
�� 	� ��� �	����	�� 	� ���
%���	�0+	����01����� �/����	� �� ������ ��� ������	��� !*�'" 	� ��� ����:���	� !*�$"
������
 �� ����� 	� �	����	�� (ρ, u) 	� !��," 	� !*�*�" ������������ �� ��� �	�����

fε(t, x, v) = ρ(t, x)G0,σ/ρ(t,x)(v − u(t, x)) + o(1) .
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4	���� ����

ρ(t, x)G0,σ/ρ(t,x)(v − u(t, x)) =
ρ(t, x)4/3

σ1/3
G

(
ρ(t, x)1/3

σ1/3
(v − u(t, x))

)
!*�**"

�� ���� 	� 9	�	����� *�
)�� ��:� �	
�� �	���
���
 ���� �� ��� ���� 	�
�� !�� ε" ����	:�����	� 	� ���

%���	�0+	����01����� �� ��� ����:���	� ������
 � ����	�� �	������	� 3/�� !*�*�" ����0
	
	�� �	 �	���������� 4�����05�	��� �	
��� �� 
�������
 �	� �:����� �� ��6�� �� ���
�

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0 ,

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + kρ1/3) = −βρu+ ε∂x(µρ−
1
3 ∂xu) +

3
4
εβµ∂xρ

− 1
3 ,

!*�*�"

����� µ > 0 �� � !�	������" ����	���� �	�2����� ����� �
���� ��� �	��	���
 ����������
�:������	�

µ = − 4
3∂β

∫
v2Gβ,σ(v)dv ∣∣β=0

. !*�*("

8	� �	 ���	������� ��� ���� 	�
�� !�� ε" ����	:�����	� 	� ��� ����	��	��� 
������
������ 	� �	������ ���� �:������ �	�������	�� �� �����
 ��� 8������ 	� ��� 9������0
3���	
 �:�����	�� �����;�
 �� ��� ��:� �����	���

9	���
�� ������ ��� %���	�0+	����01����� �/����	� �� ��� �����	��� ������
 ����
3/� !*��6"= ��� 60�� 	�
�� !�� ε" ����	:�����	� �� 
	�����
 �� ��� �	������� 
�.���	�
�/����	�

∂tρ− ∂xxDσ,β(ρ) = 0 , !*�*,"

����� ��� �	������� 
�.���	� E�: �� 
���� �� ��� �	�����

Dσ,β(ρ) =
ρ

β

∫
v2Gβ/ρ,σ/ρ(v)dv . !*�*-"

)�� ��
�� ����������� ������� �	������ !*�*(" �	� ��� ��������� ����	���� ��

!*�*-" ���
��
 �	 � 
�.���	� �	�2����� ∂ρDσ,β(ρ) ��
�� ��

��� ���� �� �	�� ����	0
������ ������
 ����� ��� 
�.���	� �/����	� !*�*," ��� �� 
�����
 ��	� ��� �	����������
4�����05�	��� �	
�� !*�*�"� )��� ����� �	����� �	����� ������
��
� F����� ��� �	�0
������ 
�.���	� �/����	� !*�*," ��� �� �		���� ������
 �	 ��� ���
� β ����� 	� !*�*�"
�� �	��	��� +	��	���
 ��� 
������ ����	
 	������
 �� �@� �	 	����� 
�.���	� ������ 	�
������� 	� �	��������	� ���� �� ��� ���� ��� ���
� β ����� 	� !*�*�" �� 
	�����
 ��
��� �	������� 
�.���	� �/����	�

∂tρ− ∂x

(
1
β
∂x(kρ1/3)

)
= 0 . !*�*@"

7������ 	� !*�*6" 	�� ��� ������ ��� �	������� 
�.���	� E�: �� !*�*@" ��

Dβ,σ(ρ) =
1
β

∫
v2G0,σ/ρ(v)dv .

)���

βDβ,σ(ρ) = lim
β→0

β

ρ
Dβ,σ(ρ) .

�� 	���� �	�
� ��� �	������� 
�.���	� ����� !*�*," ���	���� ��� ����:���	� 	� ���
����
 	� ��� 
������� 
�� 
�� �	 �	�����	�� ���� ��� ������� ���� ��
 �	� ��� ����	����
	� ��� 
������� 
�� �	���� 
�� �	 ��� ��������� �	�����	� ��	���� �� ���� 
�� ��
 �� ���
7�	����� ����� 
�� �	 �	�����	�� ���� ��� ������� �����



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� �*@

,� ��� 
%!�� %-�# ���!�
%��# �*� �)� 

�� ���� �����	� �� �����;� ��� �������;�
 ����0���
 	�����	�� #� ��	�� ���� ��
�������� ��� +��
�	�� ������������ )��� ���	�� �� �	 ����	�� �� ��� ��:� �����	�� ���
8������ ��
 9������03���	
 �:�����	���

)�� ����0���
 	�����	� ��

−∂v[F (f)f − βvf − σ∂vf ] = ∂v(f∂vDηβ,σ(f)),

��
 ��� �	��� �����	���� ����� f0 �� 
���� �� 3/� !*��," ��
 ��������

−∂v[F (f0)f0 − βvf0 − σ∂vf0] = 0. !���"

)�� �������;�
 ����0���
 	�����	� L �� 
����
 ��

L(f) = ∂v[βvf + σ∂vf ] +Q(f, f0),

�����

Q(f, g) = −∂v[F (f)g] − ∂v[F (g)f ]. !��*"

#� ���� �	 �:��	�� ��� ������������� 	� L� 7��	�� 
	��
 ���� �� 	������ ���� ��
�	��	�� ��	� 3/� !���"

L(f) =∂v (σ(∂vf − f∂v log(f0)) − F (f)f0) =

=∂v

(
f0 ∂v

(
σ
f

f0
+

1
3

∫
|v − v|3f(v)dv

))
.

!���"

L ��� �� ���	 �:������
 �� ����� 	� ��� ���� ����
� ������	��� �	� ��� �������;�

����& ���

θβ,σ(f, g) =
1
2
D2ηβ,σ

∣∣∣∣
f0

(f, g) =

σ

2

∫
fg

f0
dv +

1
6

∫
|v − v|3f(v)g(v)dv dv ,

!��("

����

L(f) = ∂v(f0∂vDθβ,σ(f, f)). !��,"

����� �� ��� ��� f ∈ C2(R) 	�
� (1 + v2)f(v) ∈ L1(R)
��
∫
L(f)(v) dv = 0�

���
∫
vL(f)(v) dv = −β ∫ vf(v)dv�

���� �� f �	 �
��  ����� L(f) �	 �
��  �����

������ 5�������� �" �� 	���	��= ��" �	��	�� �� ��� �
������∫
[fF (g) + gF (f)]dv = 0 .

+������ ���" �	��	�� ��	� 
����� ��������	��
��������
 3/� !*��," �	� f0 �� 3/� !���" ��
 
������
 ���� ������� �	 ρ �� 
��

L(α) = 0 !��-"
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�����

α = ∂ρf0 = Gβ/ρ,σ/ρ + ρ∂ρGβ/ρ,σ/ρ. !��@"

��.����������
 ���� ������� �	 v&

L(∂vf0) = −β∂vf0. !��'"

D���	���� α �� ���� ��

∫
α dv = 1 ����� ∂vf0 �� 	

 ��


∫
v∂vf0(v) dv = −ρ�

4	� �� ��� �����;� ��� �/����	�

L(f) = g, !��$"

�	� g ���� ����
∫
gdv = 0�

5�����


h(v) =
∫ v

−∞
g(w)dw , !���6"

�� ���� �� 3/� !���"

σ(∂vf − f∂v log f0) = f0F (f) + h, !����"

σ∂v

(
f

f0

)
= F (f) +

h

f0
, !���*"

f

f0
(v) =

f

f0
(0) +

1
σ

∫ v

0

F (f) dv +
1
σ

∫ v

0

h(w)
f0(w)

dw. !����"

#� ����� ���� ����� �:���� � ���/�� �	����	� 	� 3/� !����" ���� ����∫
f2(w)
f0(w)

dw < +∞ ��


∫
fdv = 0 .

#� ���� ������ ����

∫ v

0

dw F (f)(w) =
∫ v

0

dw

∫
(v − w)|v − w|f(v)dv =

= −
∫ v

0

dw ∂w

∫ |v − w|3
3

f(v)dv = −1
3

∫
|v − v|3f(v)dv +

1
3

∫
|v|3f(v)dv .

!���("

)��� 3/�� !����"0!���(" �����

f(v) = f0(v)
f

f0
(0)

− 1
3σ
f0(v)

∫
(|v − v|3 − |v|3)f(v)dv +

1
σ
f0(v)

∫ v

0

h(w)
f0(w)

dw.

!���,"

����
�����
 ���� ������� �	 v ��� �	�
���	�
∫
fdv = 0 �������

ρ
f(0)
f0(0)

− 1
3σ

∫
(|v−v|3−|v|3)f(v)f0(v)dv dv+

1
σ

∫
f0(v)

∫ v

0

h

f0
(w)dwdv = 0. !���-"



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� �*$

)�����	�� �� ��� ���	��� f(0) �� � ������	��� 	� f &

f(v) = − f0(v)
1
3σ

∫
|v − v|3f(v)dv + f0(v)

1
3σρ

∫
|w − v|3f(v)f0(w)dwdv

+
1
σ
f0(v)H(g)(v) − 1

σρ
f0(v)

∫
f0(w)H(g)(w)dw ,

!���@"

�����

H(g)(v) =
∫ v

0

h

f0
(w)dw =

∫ v

0

dw

f0(w)

∫ v

−∞
g(v)dv . !���'"

5�����
&

f(v) = f̃(v)f
1
2
0 (v), !���$"

!�	 ����
∫
f̃ f

1
2
0 dv = 0" ��� �/����	� ��	�� ���	���

f̃(v) = − f
1
2
0 (v)

1
3σ

∫
|v − v|3f 1

2
0 (v)f̃(v)dv+

+ f
1
2
0 (v)

1
3σρ

∫
dv |w − v|3f 1

2
0 (v)f̃(v)f0(w)dw + S(v),

!��*6"

����� S(v) �� ��	�� ��
 �� �	��	�� ��	� ��� exp(−|v|3) 
���� 	� f0 !��� 3/� !*��$"" 
�� �� �� L2(R)�

3/� !��*6" �� 	� ��� �	��

f̃ −Kf̃ = S. !��*�"

#� ���
� ���� �/����	� �� ��� 8������ ����� Ṽ0 = {f̃ ∈ L2(R) |f̃ ⊥ f
1
2
0 }� 4	��

���� K �� ����0�
�	��� �� Ṽ0 ��
 �� ��� ��� 	� � �	����� ��
 � ����� ���� 	�����	��
<	��	��� S ∈ Ṽ0�

7� ��� +��
�	�� ����������� 3/� !��*�" ��� �	����	� �� (I −K)f̃ = 0 �� �/��������
�	 f̃ = 0 !K �� ����0�
�	���"�

��
��
∫
f̃(I −K)f̃ =

∫
f2

f0
+

1
3σ

∫
|v − v|3f(v)f(v)dv dv+

+
1

3σρ

(∫
f(v)dv

)∫
|w − v|3f(w)f0(v)dw dv ,

!��**"

��
 �����&∫
f̃(I −K)f̃ =

∫
f2

f0
+

1
3σ

∫
f(v)f(v)|v − v|3dv dv =

2
σ
θβ,σ(f, f), !��*�"

����� θβ,σ �� ��� ������	��� 
����
 �� !��("� )�� ����∫
f(v)f(v)|v − v|3dv dv

�� �	������ 	� ��� ����� 	� ��� ������	�� f ����∫
f(v)dv =

∫
vf(v)dv = 0 ,
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�� ��� �� ���� �� ������
 �	 +	����� ������	���� )�����	�� θβ,σ ���������
 �	 ����
����� �� � ������ ��	
���� <	��	��� �� β > 0 θβ,σ �� ���	 � ������ ��	
��� �� ��� �����
	� ��� ������	�� f ����

∫
fdv = 0�

4����� ��
������
 ���� c =
∫
vf(v)dv � 
����� �	�������	� ���
� �	

θβ,σ(f, f) = θβ,σ

(
(f − c

ρ
∂vf0), (f − c

ρ
∂vf0)

)
+
βc2

2ρ
. !��*("

)�� ������	� f − c
ρ∂vf0 ��� ;��	 ���� ��
 ;��	 ���� �	������ ���� θβ,σ(f, f)

�� 0 	� ��� ;��	0���� ������	�� 	��� �� f = 0�
)�� ��	�� �������� ��	��� ��� ���� ���� 	� ��� �	��	���
 ��	�	����	��

���
������� �� !�
 V = {f | ∫ f2

f0
dv < +∞}� V0 = {f ∈ V| ∫ f = 0}� V00 = {f ∈

V0|
∫
vf(v)dv = 0}� ������� ��
� 
�� 	����� ������


(f, g) �→
∫
fg

f0
dv .

�� β > 0 
�� ����
���

L(f) = g !��*,"

�	 �������� 	��
���� �� V0� ���

Ker(L) = {cα| c ∈ R}, !��*-"

����� α �	 �	 �� "��  #�$� �� β = 0� "��  #�%&� �	 �������� 	��
���� �� V00� ���

Ker(L) = {c1α+ c2∂vf0| c1, c2 ∈ R}. !��*@"

)�� �������	� 	� ��� ������ 	� L �	��	�� ��	� ��� ���� ���� �� β > 0 C ���� �

���� ������ 	� V0 �� ������ !��� �" 	� C���� *" ��
 ���� �� β = 0 C ���� � 
����
������ 	� V00 �� ������ !��� ��" 	� C���� *"�

#� �	����
� ���� �����	� 
��������
 �	�� 	���� ������ �	���� ��	������� 	� ���
������	��� L�

���
������� �� ��� β > 0
�� 
�� ���� ������ ����
����� θβ,σ(f, g) �	 � 	����� ������
 �� V0 ����
����
 
�

(f, g) �→ ∫
fg
f0
dv'

��� ��� ��� ������� ����
���	 f, g ∈ V0�

θβ,σ(L(f), g) = θβ,σ(f, L(g)),

���� L �	 �������� 	���(��)���
 �� 
�� ���� ������ ���� θβ,σ'
���� ��� ��� g ∈ V0 ∫

vg(v)dv = − 2
β
θβ,σ(∂vf0, g);

�
� ��� ��� g ∈ V0 ∫
vL−1(g)(v)dv = − 1

β

∫
vg(v)dv .

������ 5�������� �" �� �� ���� �	���/����� 	� ��� 9�����05������; ���/������ ��

	� 3/� !��*("� 1	���� ��" ��
 ���" �	��	� �� 
����� �	�������	� ����
 ��� �:������	�
!���" ��
 3/� !*���" ������������� 1	��� ��" �	��	�� ��	� ���" �" ��
 ��	� 3/� !��'"�



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� ���

.� ��� �%�+� ) �/*�!�%�!

.��� �'# �#'!�(%" �"��%!&� )�� 8������ �:�����	�

f(t, x, v) = f0(t, x, v) + εf1(t, x, v) + ε2f2(t, x, v) . . . !(��"

�	� ��� ������� +	����01���� �/����	� ��
�� ��� ��
�	
������ ������
 !*�'" ����
�&

O(ε−1) : f0(t, x, v) = ρ(t, x)
4
3G0,σ(ρ(t, x)(v − u(t, x))), !(�*"

�� �	��	�� ��	� 9	�	����� * ����� ρ ��
 u ��� ����	�� ��


∂tfk + v∂xfk = L(fk+1) +
k∑

h=1

Q(fk+1−h, fh), !(��"

�	� k ≥ 0� ����
�����
 3/� !(��" �� dv ��
 v dv

∂t

∫
fk(v)dv + ∂x

(
u

∫
fk(v)dv +

∫
(v − u)fk(v)dv

)
= 0 , !(�("

∂t

(
u

∫
fk(v)dv +

∫
(v − u)fk(v)dv

)
+

+ ∂x

(
u2

∫
fk(v)dv + 2u

∫
(v − u)fk(v)dv +

∫
(v − u)2fk(v)dv

)
= 0 .

!(�,"

+	� k = 0 3/�� !(�(" !(�," ��� ��� ��	��
 ��
�	
������ ������ 
�������
 �� �*� 
��� 3/� !��,"�

#� ���� ��	� ���� �� ��� �	��� 3/� !(��" ��
 3/�� !(�(" !(�," �	� ���� k� #�
����� ���� f1� +�	� 3/� !(��"

f1 = L−1(∂tf0 + v∂xf0) + µ1α(t, x, v) +
ν1
ρ
∂vf0, !(�-"

����� µ1 = µ1(t, x) ��
 ν1 = ν1(t, x) ��� ����	�� �	�2������ 	� ��� ��	 ��
����
���
�������� 	� ��� ������ 	� L !��� 3/� !��*@""� )����
 ���	 ���	��� ����∫

α(v)dv = 1∫
(v − u)α(v)dv = 0∫
(v − u)2α(v)dv = − 1

3kρ
−2

3

1
ρ

∫
∂vf0(v)dv = 0

1
ρ

∫
(v − u)∂vf0(v)dv = −1

1
ρ

∫
(v − u)2∂vf0(v)dv = 0,

!(�@"

!�� �	��	�� ��	� 3/�� !(�*" ��
 ��	� ��� 
������	� 	� α = ∂ρf0" �� 	����� ��	� 3/��
!(�("0!(�," �	� k = 1 ��� �	��	���
 ������ ������	��� ������ �	� µ1 ��
 ν1&

∂tµ1 + ∂x(uµ1 − ν1) = 0

∂t(uµ1 − ν1) + ∂x(u(uµ1 − 2ν1) + kρ
1
3µ1) = s1,

!(�'"

����� s1 �� ��	��&

s1 = −∂x

∫
(v − u)2L−1(∂tf0 + v∂xf0)dv . !(�$"
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#� ��� ������� ���� ��	��
��� �	 ��
 fk� +���� ��	� 3/� !(��" �� ��
 ���
�	��	���� ���� ;��	 ���� ��
 ;��	 �	������ 	� fk ��
 ���� ��	� 3/�� !(�(" ��

!(�," �� ���	��� ��� ;��	 ���� ��
 ��� ;��	 �	������ �	��	������ #� 	����� ���
�	��	���
 ������ ������	��� �	�0�	�	
���	�� �������&

∂tµk + ∂x(uµk − νk) = 0

∂t(uµk − νk) + ∂x(u(uµk − 2νk) + kρ
1
3µk) = sk,

!(��6"

�����

sk = −∂x

∫
(v − u)2L−1

(
∂tfk−1 + v∂xfk−1 −

k−1∑
h=1

Q(fk−h, fh)

)
dv ,

�� � ��	�� �	���� �����
#��� β > 0 !��� 3/� !*�$"" ��� �������� ��� �� ������
 	�� ��	�
 ��� ���� ������

.�$� �%01�%�� �"��%!&� )�� 8������ �:�����	�

f(t, x, v) = f0(t, x, v) + εf1(t, x, v) + ε2f2(t, x, v) . . . !(���"

�	� ��� �	
�� �� ��� 
�.����� ������
 !*��6" ����
�&

O(ε−2) : f0(t, x, v) = ρ(t, x)Gβ/ρ(t,x),σ/ρ(t,x)(v), !(��*"

����� ρ �� ����	��=

O(ε−1) : v∂xf0(t, x, v) = L(f1)(t, x, v); !(���"

O(εk) : ∂tfk + v∂xfk+1 = L(fk+2) +
k+1∑
h=1

Q(fk+2−h, fh), !(��("

�	� k ≥ 0�
����
�����
 3/� !(��(" ���� ������� �	 dv ��
 v dv

∂t

∫
fkdv + ∂x

∫
vfk+1dv = 0, !(��,"

∂t

∫
vfkdv + ∂x

∫
v2fk+1dv = −β

∫
vfk+2dv . !(��-"

����
�����
 ���� ������� �	 v dv 3/� !(���"

∂x

∫
v2f0dv = −β

∫
vf1dv . !(��@"

3/�� !(��," �	� k = 0 !(��@" ��
 !(��*" 
��� ��� ��	��
 �	�0������ 
�.���	�
�/����	� 
�������
 �� !*�*,"&

∂tρ(t, x) =
1
β
∂2

xx

∫
v2f0(t, x, v)dv =

1
β
∂2

xx(Φ(ρ(t, x))ρ(t, x)), !(��'"

����� Φ(ρ) =
∫
v2Gβ/ρ,σ/ρ(v)dv� 5���� 3/� !(��'" ��� � ���/�� ��		�� �	����	� ��

��:� 
�������� ���� ���� 	� ��� 8������ �:�����	�� )�� ����	
 �	������ �� �	����

�������
�� !(��(" �	� fk �� ����� 	� f0, . . . fk−1�



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� ���

�� ����� �:���� � �	����	� f1 �	 3/� !(���" ����
∫
v∂xf0dv = 0� 1��� f0 �	 �� ���� ��

v� )��� ��� ��	�� �	�
���	� �	�
� ��


f1 = L−1(v∂xf0) + µ1α, !(��$"

����� µ1 �� ����	��� +	� k > 1 �� ��� ��������� �	�
���	� 	� ;��	 ���� �:������
 ��
3/� !(��," �� �������


fk = L−1(rk) + µkα, !(�*6"

�����

rk = ∂tfk−2 + v∂xfk−1 −
k−1∑
h=1

Q(fk−h, fh), !(�*�"

��
 µk = µk(t, x) �� ����	���
B���
 3/� !(��," ��
 3/� !(��-" �	� k − 1 ��
 3/� !(��@" �� ����

∂t

∫
f1(t, x, v)dv =

1
β
∂2

xx

∫
v2f1(t, x, v)dv , !(�**"

�	� k = 1 ��


∂t

∫
fk(t, x, v)dv =

1
β
∂2

xx

∫
v2fk(t, x, v)dv +

1
β
∂2

tx

∫
vfk−1(t, x, v)dv , !(�*�"

�	� k > 1�
��������
 !(��$" �� !(�**" �� 	����� ��� �/����	� �	� µ1&

∂tµ1(t, x) =
1
β
∂2

xx(Ψ(ρ(t, x))µ1(t, x)), !(�*("

�����

Ψ(ρ) = Φ(ρ) + ρ∂ρΦ(ρ), !(�*,"

�� � ������	� 
����
��
 	��� 	� ρ(t, x)�
��������
 !(�*6" �� !(�*�" �� 	�����&

∂tµk(t, x) =
1
β
∂2

xx(Ψ(ρ(t, x))µk(t, x)) + sk(t, x), !(�*-"

�����

sk =
1
β
∂2

xx

∫
v2L−1(rk)(v)dv +

1
β
∂2

xt

∫
vL−1(rk−1)(v)dv . !(�*@"

�� ���� �	��� �� ���� 	��� �	 ��	�� ���� ��� ;��	 ���� �	�
���	� !(��," !�����
�� �	� �� ��������� �/�������� �	 3/� !(�*-"" �� �������
� )��� ���� �� �	���/����� 	�
��� �	��� ��" 	� 1�	�	����	� �&

∂x

∫
vfk+1dv = ∂x

∫
vL−1(rk+1)dv = − 1

β
∂x

∫
vrk+1dv =

= − 1
β
∂x

∫
v(∂tfk−1 + v∂xfk)dv = − 1

β
∂2

xx

∫
v2fkdv − 1

β
∂2

tx

∫
vfk−1dv .

!(�*'"

)��� 3/�� !(��," ��
 3/�� !(�*-" ��� �/���������
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2� ��� 	��*(�!��!���& �/*�!�%�!

�� ���� �����	� �� ��������� ��� ���� 	�
�� �	������	� �	 ��� ��
�	
������ ������
!*�*�" !	� �� ��� ���� ��� �	 ��� ������ !��,""� ���	�
��
 �	 ��� ��	��
��� �	� ���
9������03���	
 �:�����	� �� ���

f0 = ρ
4
3G0,σ(ρ

1
3 (v − u)), !,��"

����� ρ = ρ(t, x) =
∫
f(t, x, v)dv ρ(t, x)u(t, x) =

∫
vf(t, x, v)dv ��
 f �	���� !*�$"�

3:���
��
 �� ��	�� f = f0 + εf1 + ε2f2 . . .  �� ��� ���� 	�
�� �� ε ��� ����:�

��
�	
������ ������ ��

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + kρ
1
3 ) + ε∂x

∫
(v − u)2f1dv = −βρu. !,�*"

)�� �/����	� �	� f1 ��

L(f1) = ∂tf0 + v∂xf0 − β∂v(vf0). !,��"

��� ��� ������	�� fk ���� ��������
 ���� ��
 �	������ ���� �� ��� ��
 f1 ��
L−1(∂tf0 + v∂xf0 − β∂v(vf0)) ������� ��	� 3/� !,�*" ��� ������ 	� 3/� !,��" ���	 ���
;��	 ���� ��
 �	������ �� 	�
�� ε0�

#� ������� ��� ������ 	� 3/� !,��" �� ����� 	� ��� ��
�	
������ ���������

∂tf0 + v∂xf0 − β∂v(vf0) =
= ∂ρf0(∂t + v∂x)ρ+ ∂uf0(∂t + v∂x)u− β(f0 + v∂vf0) =
= ∂ρf0 ((v − u)∂xρ− ρ∂xu)+

+ ∂uf0

(
(v − u)∂xu− k

ρ
∂xρ

1
3 − βu

)
+

− β(f0 + v∂vf0) +O(ε)

!,�("

!�� ���� ���
 ��� ������ !,�*""� �� 	�
�� �	 �	�����
∫
(v−u)2f1dv �� ��� ���������


	��� �� �	��������	�� �	 f1 ���� ��� ���� �� ��� �������� v − u� )�� ���� ���� �� ���
�����	�� �	����� ��

∂xu(−ρ∂ρf0 + (v − u)∂uf0)) − β(f0 + (v − u)∂vf0). !,�,"

�� �� ������ �	 ������� ��� ��� �������� /��������� �� ����� 	� G0,σ ��
 	� ��� ��������

ξ = ρ
1
3 (v − u)�

∂ρf0(v) = ρ
1
3

(
4
3
G0,σ(ξ) +

1
3
ξG′

0,σ(ξ)
)
,

∂uf0(v) = −ρ 5
3G′

0,σ(ξ),

∂vf0(v) = −∂uf0(v) = ρ
5
3G′

0,σ(ξ),

L(f)(v) = ρ
2
3L(f)(ξ),

!,�-"

����� f(v) = f(ξ) ��


L(f) = ∂ξ

(
G0,σ∂ξ

(
σ

f

G0,σ
+

1
3

∫
|ξ − ξ′|3f(ξ′)dξ′

))
. !,�@"



�) ���������	 �) 
�������	 �) �����	 ��� 
) ���������� ��,

)�� ����� �� 3/� !,�," ���	��

∂xu

(
−ρ 4

3

(
4
3
G0,σ +

1
3
ξG′

0,σ

)
+ ρ−

1
3 ξ
(
−ρ 5

3G′
0,σ

))
+

− β
(
ρ

4
3G0,σ + ρ−

1
3 ξ
(
ρ

5
3G′

0,σ

))
=

= −4
3
∂xuρ

4
3 (ξG0,σ)′ − βρ

4
3 (ξG0,σ)′ = −

(
4
3
∂xu+ β

)
ρ

4
3 (ξG0,σ)′.

!,�'"

+������ �� ��� �	����� ��� 	�
�� ε0 ���� 	�
∫
(v − u)2f1dv&∫

(v − u)2L−1(∂xu(−ρ∂ρf0 + (v − u)∂uf0) − β(f0 + (v − u)∂vf0))dv =

= −
(

4
3
∂xu+ β

)
ρ−1ρ

4
3 ρ−

2
3

∫
ξ2L

−1
((ξG0,σ)′) (ξ)dξ =

= −µ
(
∂xu+

3
4
β

)
ρ−

1
3 ,

!,�$"

����� µ = 4
3

∫
ξ2L

−1
(ξG0,σ)′ (ξ)dξ �� � �������

��������
 !,�$" �� 3/� !,�*" �� 	�����

⎧⎨
⎩
∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂t(ρu) + ∂x(ρu2 + kρ
1
3 ) = −βρu+ ε∂x(µρ−

1
3 ∂xu) +

3
4
εβµ∂xρ

− 1
3 .

!,��6"

�� 	�
�� �	 	����� ��� �:������	� !*�*(" �	� ��� ����	���� �	�2����� µ �� �������
��� �/��������� �/����	� !���" �	���
 �� Gβ,σ �� ���

�������� ξ&

−∂ξ

(
Gβ,σ(ξ)

∫
|ξ′ − ξ|(ξ′ − ξ)Gβ,σ − βξGβ,σ(ξ) − σ∂ξGβ,σ

)
dξ′ = 0. !,���"

7� 
������
 ��� ��	�� �
������ ���� ������� �	 β �� 
�� �	� β = 0&

L(∂βG0,σ) + (ξG0,σ)′(ξ) = 0, !,��*"

����

µ = − 4
3
∂β

∣∣∣∣
β=0

∫
ξ2Gβ,σ(ξ)dξ . !,���"

#� �	����
� �� ��	���
 ���� µ �� �	������� C�� γ ∈ V00 �� ���� ����

L(γ) = (ξG)′. !,��("

B���
 ��� �:������	� 	� L �� !,�@" ����
�����
 �� ξ �� 	�����

G0,σ∂ξ

(
σ

γ

G0,σ
+

1
3

∫
|ξ − ξ′|3γ(ξ′)dξ′

)
= ξG0,σ !,��,"

!��� �	������ 	� ����
����	� �� 6 ����� γ �� ����"� ����
��
 �� G0,σ ��
 ����
�����

�
��� �� ��
 ���� γ ��������

σ
γ

G
+

1
3

∫
|ξ − ξ|3γ(ξ)dξ =

ξ2

2
+ c, !,��-"



��- 9I����I��
�
 ��
��� �� � ������$��JJ��$����
J �K������

�	� �	�� �	������ c� <���������
 �	� γ ��
 ����
�����
 �� ξ ��
 ����
 ��� 
������	�
!��(" 	� ��� ������ ��	
��� θ0,σ �� ����

1
2

∫
ξ2γ(ξ)dξ = 2θ0,σ(γ, γ). !,��@"

)���

µ =
4
3

∫
ξ2L

−1
(ξG0,σ)′dξ =

4
3

∫
ξ2γ(ξ)dξ =

16
3
θ0,σ(γ, γ) > 0. !,��'"
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