
Communications in
Commun. Math. Phys. 127, 585-596 (1990) Mathematical

Physics
©Springer-Verlagl990

Un phenomene de concentration evanescente
pour des flots non-stationnaires incompressibles
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Abstract. We consider a sequence vε of non-stationary solutions of the
incompressible 2D-Euler equation, locally bounded in L2. We prove that if
the defect measure is supported in a one-dimensional set (in R 3) of some spe-
cial type (which we call "finite type"), the weak limit v of vε is a solution of the
Euler equations: our theorem is of the type "concentration-cancellation".

Introduction

Dans Γetude du probleme de Cauchy pour les equations dΈuler incompressibles
en dimension deux d'espace, Di Perna et Majda ont recemment introduit [1,2] le
concept de «suite de solutions approchees» (qui implique notamment des
estimations a priori precises), et, pour ces dernieres, les notions de «mesure de de-
faut reduite» et d'«ensemble de concentration)) [3] (voir les rappels de la Sect. 1
du present travail).

II s'agit, dans ces travaux, d'etudier precisement la faςon dont la suite des
vitesses vε converge faiblement (mais non fortement) dans L2 vers v. Un des
phenomenes interessant mis en evidence dans [3] est le phenomene de «concen-
tration evanescente)) (que les auteurs appellent «concentration-cancellation))): il
arrive, si le defaut de convergence forte est «tres petit)) (en un sens a preciser), que la
limite faible v soit quand meme solution des equations dΈuler (bien qu'on ne
puisse pas passer a la limite banalement dans ce cas).

Cela correspond au fait que la mesure de defaut satisfait alors une certaine
equation.

Dans le cas d'une suite de solutions stationnaires vε(x), un theoreme de ce type a
ete obtenu par Di Perna et Majda (Theoreme 3.1 de [3]), par une methode de
«troncatures-fantόmes ».

Nous presentons ici une condition suffisante, dans le cas general non-
stationnaire. Comme Greengard et Thomann ont remarque [5] que le Theoreme 2
de [3] correspondait en fait a une situation de convergence forte de vε vers v, il
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semble que ce resultat soit le premier de ce type dans le cas non-stationnaire. II
n'apparaΐt toutefois pas suffisant encore pour obtenir Γexistence de solutions
faibles du probleme de revolution des nappes de tourbillon.

1. Generalites et rappels

1.1. Nous considerons Γequation dΈuler incompressible en dimension deux
d'espace (x = (xί9

oύ υ = (v1, v2) est la vitesse, v (g) v est la matrice 2 x 2 de terme general ι>V, div(f® v)
signifiant qu'on calcule la divergence de chaque ligne de la matrice.

DiPerna et Majda [2] ont introduit une notion de «suite de solutions
approchees» υε9 impliquant notamment des estimations (uniformes en ε) sur vε et
ωε = dίvε

2 — d2vε

ι.

Nous considerons ici une suite vε definie sur R 2 x [0, T], telle que, pour tout JR,
il existe CR avec

sup J \vJtx,t)\2dx£CR. (1.1.2)
ίe[0,T] \x\£R

Nous ne faisons aucune hypothese sur ωε, ni sur le comportement de v a Γinfini.
Quitte a extraire une sous-suite de la suite v& on peut toujours supposer qu'il

existe v e L2

OC(R2 x [0, T]) et une matrice

μ = (μ^ ) de mesure de Radon

telles que Γ .,, A , τ2
n vP^v faiblement dans L ,

(1-1.3)
vι

εv
j

ε->μij au sens de la convergence vague des mesures.

Depuis le travail de Lions [6], il est coutumier d'introduire aussi la messure σ
definie par: ^ 0 ... w 2 ,

φeC°comp, $φ{x)\{υε-υ){x)\2dx-+(φ,σ},

qui est appelee «mesure de defaut» (cf. aussi [4]). Bien entendu, σ est positive et en
2 2 2

Rappelons enfϊn quelques definitions de Di Perna et Majda [2,3]: pour tout
borelien E, on pose:

La fonction θ est dite «mesure de defaut reduite», bien que ce ne soit pas une
mesure.

Si Θ(E) = 0, on dit que E est un « ensemble de convergence »(sous-entendu: forte
dans L2, de ve vers v).

D'autre part, E est un «ensemble de concentration» pour {vε} si son
complementaire Ec est reunion d'une suite croissante FίcF2C... de fermes de
convergence.
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1.2. Nous souhaitons repondre a la question: si une suite {vε} satisfaisant (1.1.2),
(1.1.3) est formee de solutions approchees de (1.1.1), la limite faible v est-elle une
solution de (1.1.1)?

On trouve dans la litterautre deux types de reponses a cette question:

a. Des hypotheses supplementaires de regularite sur vε peuvent impliquer qu'en
fait υB->υ fortement dans L2 (auquel cas on peut «passer a la limite» dans
Γequation), ou qu'au moins {vε} est concentree sur de tres petits ensembles.

Les resultats de Greengard et Thomann [5] et les Theoremes 1 et 3 de Di Perna
et Majda [3] sont de ce type.

b. Dans certains cas, il est possible de montrer que υ est solution de (1.1.1), grace a
une information du type obtenu en a: c'est la demarche du Theoreme 3.1 de [3],
correspondant au phenomene de «concentration evanescente».

II apparaϊt en b la difficulte suivante: il ne semble pas possible d'obtenir des
enonces portant sur la seule dimension (de Hausdorff) d'un ensemble de
concentration. II faut en realite faire une hypothese sur la geometrie d'une famille
d'ensembles de convergence qui epuise Ec. En effet, si E est un ensemble de
concentration et F un ferme de mesure (de Lebesgue dans R3) nulle, E\F est encore
un ensemble de concentration; dans le cas stationnaire considere au Theoreme 3.1
de [3], si par exemple σ est la mesure de Dirac portee par une droite F du plan, on
voit tout de suite que F est un ensemble de concentration, mais on peut aussi bien
dire que φ en est un, auquel cas le theoreme devrait s'appliquer, ce qui n'est pas.

Au paragraphe 3, nous presentons un theoreme de type b, qui semble etre le
premier resultat de ce type dans le cas non-stationnaire. Auparavant, nous allons
definir la notion d'« ensemble de type fini» utilisee dans le theoreme.

2. Ensemble de type fini du plan par rapport a une direction

Soit E un ensemble relativement compact du plan R2, oύ les coordonnees sont
notees (x, t). Dans ce qui suit, la direction de Γaxe des temps joue un role particulier.

2.1. Quelques definitions

Definition 2.1.1. On dit que E est de type 0 s'il existe un nombre fini de compacts
Ku ...,KN, XjCR, Kι de mesure nulle, et des fonctions φx(x, ί), ...,ψN(x,t) de la
forme ψt = t ou ψi(x,t) = x — φi(t) (pour une fonction φx lipschitzienne a support
compact sur 1R) tels que

pour tous ouvert ωί9 ...,ωN de R , ω p ^
(2.1.1)

On dit que E est de type k (fceN, fc^ 1) si, avec les memes notations que ci-
dessus

E\(j ψr \ωi) est de type k-ί. •
i

Bien entendu, si F C E et E est de type fc, F est lui-meme de type k.

Definition 2.1.2. E est de type fini s'il est de type k pour un certain k.
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2.2. Exemples cΓensembles de type k

2.2.1. Courbes C 1.

Lemme. Soit {x(s), t(s)} (s e [0, \~\) un segment de courbe de classe C 1. Alors Γimage
Γ est de type 1.

Preuve. Soit C = {s,ί'(s) = 0}: C est un compact, et son image K = t(C) est un
compact de mesure nulle, d'apres le Theoreme de Sarde.

Soit ω un ouvert, ωjK: Γensemble C = [0, l]\ί~1(ω) est un compact. Pour
tout s0 e C, il existe un voisinage V de s0, un voisinage T de t0 = t(s0) et une fonction
C1 s = s(ή sur T tels que si t = t(s) pour se V, alors s = s(ή (d'apres le theoreme des
functions implicites). En extrayant un recouvrement de C par des Vj [avec des 7},
Sj{t) associes], on voit que tout point (x(s), t(s)) de Γ pour lequel t φω est contenu
dans la reunion des arcs x = x(Sj{t)). •

Remarquons qu'il ne semble pas possible d'etendre le lemme au cas de courbes
Lipschitziennes.

2.2.2. Spiv ales. La spirale S d'equation ρ = e~θ (θ^.0) en «coordonnees polaires»
(ρ, θ) est de type 1: en effet, la suite K des valeurs critiques de t converge vers 0, et
pour tout ωjK, S\t~i(ω) est formee d'un nombre fini (dependant de ω!) de
graphes reguliers.

2.2.3. Bouquets de droίtes. Soit {λn} une suite, λw->Ό.
L'ensemble E = {(x, ί), 3n, x = Aπί} est (localement) de type 1 en effet, pour tout

ωDθ, £\x~1(ω) est constitue d'un nombre fini de droites.
On peut creer des ensembles de type 2 par les memes procedes, en «ac-

cumulant» convenablement des ensembles de type 1, etc
Par ces quelques exemples, on a simplement voulu montrer que la condition

«de type fini», qui exclut, parmi les ensembles du plan de dimension 1, les
pathologies de type «ensembles denses d'arcs», autorise quand meme des
singularites non triviales.

3. Le theoreme principal

Theoreme. Soit {vε} une suite satisfaisant (1.1.2), (1.1.3), et de plus

dtvε + divfoφi^ = - Vpε +/ β ,

divfε = 0,

avec fεeL\oc, fε-+feL\oc au sens des distributions.
Supposons qu'il existe dans R 3 un ensemble dense D de plans passant par ΐaxe des

temps tel que, localement, suppσ se projette sur chacun de ces plans en un ensemble de
type fini.

Alors v est solution de Vequation

dtv + div(v(g)v)=-Vp+f, divt; = 0. • (3.2)

Corollaire. Soit une suite {vε} satisfaisant (1.1.2), (1.1.3) et (3.1) Si suppσ est
localement contenu dans une reunion finie de segments de courbes C 1, alors (3.2) est
vrai.
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La preuve de ce theoreme sera presentee a la Sect. 4. Auparavant, faisons
quelques remarques:

i) Des exemples de suites stationnaires vε concentrees sur des ensembles denses de
dimension zero ont ete construits dans [5]. Dans ces cas, on observe que σ est la
mesure de Lebesgue, et la connaissance de σ ne fournit bien sύr aucune
information fine sur la structure des ensembles de convergence. La methode de
troncatures-fantόmes de [3] permet neanmoins de conclure. Dans les cas non-
statίonnaίres, des conditions techniques de regularite des troncatures-fantόmes
nous interdisent de traiter de telles pathologies, et nous obligent a faire une
hypothese forte en terme de la mesure de defaut σ.

ii) Comme il est observe dans [2], des hypotheses de regularite supplementaires
(par exemple, dans le cas stationnaire, Vυε borne dans L1) impliquent une
structure raisonnable de σ (comme somme de masses de Dirac). L'hypothese faite
ici n'est done pas irrealiste.

iii) En passant a la limite (au sens des distributions) dans Γequation, on obtient

dtυ + divμ = — Vq +/, άwv = 0,

d'oύ, par difference Λ. /

dιv(v®v — μ)= — V(p — q).
Autrement dit, la mesure de defaut matricielle μ — υ®υ verifϊe Γequation dΈuler
stationnaire.

Enfin, decrivons brievement les idees de la preuve du theoreme, pour mieux en
saisir Γapplication eventuelle a d'autres situations:

Comme on le voit sur la formulation duale (4.3.2) des equations, deux termes
bien distincts apparaissent:

[VLdtr\'Vz et lVVλη:(vεxvε).

i) Le passage a la limite lorsque ε->0 s'effectue sans difficulte dans le premier
terme, mais necessite une condition de support sur la matrice VVLη du second: le
choix de η dependant essentiellement d'une seule variable «x» permet de prendre
VVLη arbitraire (alors qu'a plusieurs variables, les compatibilites empechent de
resoudre; ceci explique 4.3e).

ii) Apres le passage a la limite en ε->0 Γelimination de la condition de support sur
VVLη (dite «methode des troncatures fantόmes») se fait automatiquement dans le
second terme (grace au choix de η en 4.3b), mais n'est possible dans le premier que
sous des conditions geometriques precises, explicitees au Lemme 4.2. En gros, ces
conditions signifient que dt equivaut a dx uniformement sur les fonction de
troncature introduites, e'est-a-dire que ces troncatures ont lieu sur des voisinages
tubulaires d'arcs non horizontaux.

On remarque ici que Γanalyse des types de (suites de) troncatures admissibles
repose sur Γexamen des structures respectives des termes «lineaires» et «non-
lineaires» de Γequation.

iii) La necessite structurelle de distinguer deux types d'arcs conduit aux deux
notions d'ensembles de type fini: le type k et le type k restreint, seuls les arcs non
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horizontaux etant autorises dans ce dernier. La discussion de ces notions et des
troncatures correspondantes est faite a la Sect. 4.1.

iv) Enfϊn, on remarque que c'est la regularite a priori dissymetrique (1.1.2) de la
suite de solutions consideree qui rend possible Γ« excision» des fragments d'arcs
horizontaux: c'est le but du Lemme 4.1.1 et des Sects. 4.3c, d.

En termes d'analyse microlocale, on peut dire que seule la direction ξ = 0 est
mauvaise, inconvenient compense par une meilleure regularite en t. Des idees
voisines sont a Γoeuvre dans [4].

4. Preuve du theoreme

4.1. Une discussion sur les ensembles de type finί

Introduisons d'abord la definition suivante.

Definition 4.1. E de type k restreint est defini comme a la Definition 2.1.1, en
n'autorisant cette fois que des fonctions ψ de la forme ψ(x, t) = x — φ(t).

Le lien avec les ensembles de type fini est donne par le lemme de reduction
suivant.

Lemme 4.1.1 (« Lemme de reduction »). Si E est de type fc, pour tout ε > 0, ίl exίste un
ouvert ωClR, de mesure au plus έgale a ε, tel que E\t~ ^ω) soίt de type k restreint.

Preuve. Elle s'effectue par recurrence sur k.
Si k = 0, c'est evident. Supposons la propriete vraie pour un k> 0 et soit E de

type fc + 1.
Soit KU...,KN, ψl9...,ψN comme dans la Definition 2.1.1, ψί = t, ψj{x,t) = x

— φjίή (j ̂  2). Choisissons, pour; ̂  2, des suites decroissantes d'ouverts ω) D Kp ω"

etant une reunion finie d'intervalles ouverts disjoints de longueur totale au plus -.

Notons Kj = f)ω": Kj est un compact de mesure nulle, et pour tout ouvert ω 3 Kj9
n

ω" C ω a partir d'un certain rang.
Soit ε>0. Choisissons ωίjKu mesure ω1 ^ -: pour tout π,

EVrVJu U Ψ7\aή))=Fn

β

est de type fc, et il existe un ouvert ώn, mesure ώn ^ —+γ tel que Fn\t~1(ώn) soit de

type k restreint. Posons ώ = \Jώn; pour tous ωpKj (j^2\ soit n tel que ω C ^ ;
Γensemble "

est done de type k restreint, et comme mesure (ω^ωj^ε, la preuve est
complete. •

Par ailleurs, nous aurons besoin d'utiliser des troncatures regulieres de forme
tres speciale, s'annulant sur un ensemble donne E. La construction de ces
troncatures est rέsumee dans le lemme suivant.
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Rappelons la notation

φ{t')dt\ μ(s)ds=U

pour la regularisee d'une fonction φ(t).

Lemme 4.1.2 (« Lemme des troncatures»). Soit E de type k restreint. II exίste alors N
suites {χ*},..., {χ^} de fonctίons de la forme

(oύ les φj sont Lίpschitzίennes a supports compacts) telles que:

i) Pout t fixe, χ{(t, )-»l p.p. en x.

ii) Pout tous nu...,nN,

£nsupp(χ^ ... χ"N) est de type k—ί restreint. (4.1.1)

Si k = 0, (4.1.1) signίfie seulement E n s u p p ( . . . ) = φ.

Preuve. a. Soient Kl9 ...,KN, ψu ...,ψN (ψ—x — φ1) les compacts et les functions
correspondant a la Definition 4.1, et soient ω" des suites d'ouverts choisies comme
au Lemme 4.1.1.

Soit N(n) + 2 le nombre d'intervalles de (ω")c, et soit [α, β~] Γun deux, suppose
borne: on choisira pour χ{ dans [α,jS] une fonction C00, comprise entre 0 et 1,
valant 1 sur Γintervalle [oc + 2η,β — 2η'] et a support dans [μ + η9β — ή\\ ici,

(si 4η ^ β — α, on prend simplement χl = 0 sur [α, /?]). On procede de meme avec un
intervalle non borne du type ] — oo, α] (par exemple): χJ

n sera choisie C00, valant 1
dans ]oo,α — 2τy], nulle dans [α — η,oc].

La fonction χ{ construite verifie done

suppχ^C(ω")c, χj

n=l sur G{ = reunion d'intervalles

. 2 (4-1.2)
tels que \μ + 2η9β — 2ή], et mesure (GJ

n)
c<, -.

R e m a r q u o n s que lorsque n augmente, un intervalle de (ω")c ne peut que s'agrandir,
et de nouveaux intervalles de (ω")c peuvent appara i t re : N(n) est done croissante,
η(ή) decroissante, et la suite des G{ croϊt.

b. E n n o t a n t C o un majorant des normes Lipschitz des φ\ choisissons εn>0 telle

q U C (μ\s\ds)CoεnSmϊηj(n).

En notant G{ la reunion d'intervalles tels que [α + 3η,β — 3η~], on remarque que G{
est une suite croissante, et Hj = f](GJ

n)
c est de mesure nulle.

n

Montrons alors que si x — φj(t)φHp χj

n(xj) tend vers 1 lorsque w-> + oo. En
effet, x — φ\t) e G{ pour n assez grand, done

x - φ{n{t) = x- φ\t) + φ\t) - φ{n{t) e G{,

\ψ\i)-φi(t)\Zl-λ( — ) W(t')-φ\t)\dt'^Coε Jλ\s\ds.
£ \ S I

car / ,
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Alors χJ

n vaut 1, d'apres (4.1.2), ce qui prouve i).

c. Si x — φj(t)eω ,x-φ{n{t)φsuppχ£, done χJ

n(x, t) = 0. Comme

χ^ ... χSN CE\[J xpj \off)

et est done de type k — ί restreint. •

4.2. Un lemme de passage a la lίmite

La methode des «troncatures-fantόmes» utilisee dans la preuve du theoreme
repose sur le lemme suivant.

Lemma 4.2. Soίt φ:IR—>]R une fonction Lίpschitzienne a support compact.
Soit une suite de functions χn(x, ί), de la forme

(pour une suite χπeC°°(]R), 0 ^ χ n ^ l , εn>0), et telle que pout t fixe,

χn(x,ή-*ί p.p. en x.

Soit enfin fc6C°°(R2), telle que pour t dans un compact, k(-,t) est nulle pour

Alors, pour tout φ e C ? ( R 3 ) , v = (v\v2)eL\oc(TR.%

xux2,t) 7 dz ] (l-χn(s,t))k(s,t)ds
- o o - o o

x v(x9 t)dxdt->0 lorsque n-> + oo

Preuve: a) On a:

x ( 7 dz J (l-χn(s,ή)k(s,t)ds)dxdt
—oo — oo /

φv2dφυ1)\" )
( _ - oo - oo

+ i(dXιφv2-dX2φυ1)\ϊ dz ) dt(i-χ(s,t))k(s,t)ds

dz } (1 - χn(s, t)) (dtk) (s, ήds] dxdt
— oo — oo

φυ2 (+ J dtφυ2 ( M l - ZΛS, O)Ms, ί

dt(ί-χ(s,t))k(s,t)ds

J
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b) Pour ίc = fc, dtk ou dsk, la suite

fn(z,ή = ) (i-χn(s,t)Ms,t)ds
— oo

converge simplement vers 0, et, si t reste dans un compact, /M(z, t) = 0 pour z ̂  cte,

Cela implique que les functions

7 dz ] (l-χn(s,t))k(s,t)ds
— oo — oo

tendent simplement vers 0, en restant bornees sur les compacts. Done les termes (1),
(2)', (3) et (4)' tendent vers 0.

c) On a
f dt(l-χn(s,ή)k(s,t)ds= i φ'εn(t)χ'n(s-φεn(t))k(sj)ds

— oo — oo

= -<P'Jt) ] ds(l-χn(s,t))k(s,t)ds
— 00

= -φ'εβ)(i-χn(z,t))k(z,t)

+φ'Jίt) I (i-χn(s,t))(dsk)(s,t)ds.
— oo

Par consequent

(2)=-ί(dXιφυ2-dX2φυ1)φ'Jit)( ? (l-χn(z,t))k(z,ήdz)dxdt
V o o /

dz J (l-χn(s,t))(dsk)(s,t)ds\dxdt.
X) — 00 /

Comme φ est Lipschitzienne, \φ'ε(t)\^C0 J|λ'(σ)| |σ|dσ; le point b) implique done

d) D'autre part,

(4) = - f φv2φ'εn(t) (1 - χ(x1? ή)k(xu ήdxdt

+ ί Φv2φ'En(t) (1 (i - x»fc 0) (3Λ (s, ί)ds) dxdί
\ — oo /

=(5) + (6).

Comme J \φv2k\ (1 — χn(x1? t))dxι est bornee et tend vers zero pour (x2, ί) fixe, (5)->0.
Enfin, (6)^0, d'apres b). D

4.3. Preuve du theoreme

a. Tout champ WECQ, divw = 0, s'ecrit w=Vλη pour un ηeC£. Pour montrer
(3.2), il suffit de prouver

J Vλdtη v+ J ΓΓ1?/: (ϋ(g)t;)= - J P71^ •/, (4.3.1)

oύ: denote la somme des produits terme a terme des matrices.
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Par Γhypothese (3.1), on a de meme, pour tout ε > 0 et tout

ί V%η - vε+ J VV1 :(υε®vε) = - J VLη fΛ. (4.3.2)

b. Fixons φeC?(R^ x]0, T[),
Soit y e R 5 et /e C^(R): on se propose d'etablir une version modifiee de (4.3.1)

pour η = φl(x1+γt).
Pour ce faire, supposons que la projection E de suppσnsuppφ sur le plan (xl91)

soit de type k.
Fixons ε o > 0 et choisissons ε1 > 0 tel que

ε^supl^^+yOl^y (4.3.3)

D'apres le lemme de reduction 4.1.1, il existe un ouvert ω de mesure au plus εί9

tel que F = E\t~ 1(ω) soit de type k restreint. Le lemme des troncatures 4.1.2 fournit
alors Nί suites de fonctions χ\n, ...,χ^n (dites «premiere generation»). Fixons
nί9...9nNl: Γensemble Fnsupp(χ} n i ...χΐ1,,,^) est de type k — ί restreint. En
appliquant de nouveau le lemme des troncatures, on obtient ΛΓ2 suites de fonctions
xl.rp - •> Xifn (dites «deuxieme generation»), qui dependent bien entendu des entiers
nl9 ...,nNί choisis, telles que pour nί9 ...,nN2 arbitraires,

Fnsupp(χl,. . . ftχ\t... χ£2)CFnsupp(χ},... χ ^ n s u p p ^ , . . . χN

2f)

est de type k — 2 restreint.

(On a omis d'ecrire les indices en bas pour alleger.)
On fixe done successivement les indices de premiere generation nl9..., nNι9 puis

de deuxieme et ainsi de suite jusqu'a la kieme generation nl9..., nNk (par abus, on
omet dans les Πj Γindice de generation: Γensemble Fns\xpp(χ\t... χ^χl, Xk?)est

alors de type 0 restreint. On prend finalement nl9...9nNjc+1 arbitraires, et Γon ecrit
Γequation (4.3.2) pour le potential η = φt(xί9t)9 oύ

T(xut)= J1 dz ] χ(s,t)Γ'
— oo — oo

X designant le produit des troncature χ}>Wl ...χ%ϊ\ι

tnifk+1.

c. On a en fait

J WLη: (vε®vε) = J φΊ"v\v2

ε + J{VφxVλT): (vε®vε)

+ \{VVVLφ)\{vε®vε)+ \VVLφ\{vε®vε)Ί

et

(' signifie une derivee en
On scinde (1) en

) = f Λ f φχΐ'υlυ2

εdx+ J dt J φχl"υlυ2

εdx = WHV
ω R 2 ωc R 2

et |(1)Ί ̂  y par le choix de ω et (4.3.3).
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On passe maintenant a la limite lorsque ε->0 dans les termes (1)", (2), (3) et (4).
Par construction, Γintegrale dans (1)" a lieu sur un compact disjoint de suppσ: sur
un tel compact, la convergence de vε vers v est forte, done

(1)"-»JΛ f φχΐ'vιv2dx.

Les termes (2), (3), (4) en revanche tendent vers des termes (2)', (3)', (4/ de meme
forme, oύ vE®vE a ete remplace par μ.

Finalement,

d. A Tissue de c, on a done obtenu

If PVι;+ f
I

d'oύ

c

If v+$φχlW + (2)' + (3)' + (4)' + f VL

Ά / I £ ε 0
(4.3.4)

On va maintenant faire disparaϊtre une a une, generation par generation, les
troncatures qui forment χ, en appliquant de faςon repetee le Lemme 4.2 (e'est
pourquoi la methode est dite «des troncatures-fantόmes»).

On fait tendre d'abord nNk+ί vers Γinfini, toutes les precedentes troncatures
restant fϊxees: le Lemme 4.2, applique avec fe(s,ί) = le produit des precedentes
troncatures x Γ(s + yt)9 montre qu'on peut supprimer la derniere troncature χ dans
le terme f V±dtη v.

Dans le terme $φχl"v1v2

9 la suppression de χ resulte du theoreme de
convergence dominee. Dans les termes (2)', (3)r, (4)' et f Vλη •/, le passage a la limite
resulte de ce que

xι z

• ί dz J j
— 00 — 00 uniformement sur tout compact;

en effet, pour (xut) dans un compact,

f ( i - f (l-χ)ώ^
nNk +

et

f dz f (1-flfafc
— oo — oo % k 4

par construction des troncatures (voir Lemme 4.1.2).
On obtient ainsi (4.3.4) avec une nouvelle fonction η pour laquelle χ contient

une troncature de moins (la derniere).
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En faisant disparaϊtre successivement toutes les troncatures comme plus haut,
on obtient fϊnalement

+ J VΓVλφ:μ+ f VVλφ:μl + j Vλφl •/, (4.3.5)

avec l = l(xut).
Comme ε0 est arbitraire, on a fait

7 = 0. (4.3.6)

e. Soit π un plan de D: on peut toujours choisir des coordonnees en sorte que π soit
le plan (xί91\ et Γhypothese du theoreme nous place alors dans la situation de b.
On obtient done (4.3.6) avec l=l(d x + yt) (d = (πr\t = 0)nS\ yeR), oύ / est a
support compact.

II est facile de voir, a Γaide de la transformation de Radon, que des
combinaisons lineaires fϊnies de functions telles que l(d-x + yt) approchent une
fonction test donnee η en norme C2: en passant a la limite dans (4.3.6), on trouve
done

J Vλdtφη - v + \φVVLη: v®v+ f VφΨ^: μ
+ j VrfVLφ :μ+ J VV1φ: μη+ J Vλφη f=0.

Si Γon a pris soin de choisir φ = 1 pres de supp/;, on trouve (4.3.1), ce qui complete
la preuve.
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