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Existence d'orbites quasi-periodiques
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Abstract. For each number ρ between the lower and the upper rotation number
of the Birkhoff attract or of a dissipative monotone twist map, there is a periodic
or quasi-periodic orbit with rotation number ρ.

On va prouver ici un theoreme d'existence d'orbites quasi-periodiques pour un
diffeomorphisme de Γanneau deviant la verticale et dissipatif. On utilise pour cela
une methode geometrique simple conduisant d'autre part au theoreme geometri-
que de Poincare-Birkhoff dans le cas de Γiteree d'une application deviant la
verticale.

I. Rappels sur les Attracteurs de Birkhoff

Les resultats qui suivent se trouvent pour la plupart, mais sous une terminologie
differente, dans les articles [Bl] et [Cha].

On note TΓ1 le tore de dimension 1, et on considere TΓ1 x R muni de la mesure de
Lebesgue et de ses projections canoniques p1 et p2. On defϊnit de meme sur son
revetement R x R les projections p1 et p2, la translation T (T(θ, r) = (θ +1, r)) et la
projection canonique π: IR x R-^TΓ1 x IR.

On notera x = (θ, r) un point de T 1 x R et x = (θ\ r) un point de R x R.
On ecrira respectivement A, Fr{A), T 1 x R\,4 pour Γadherence, la frontiere et

le complementaire d'une partie A de T 1 x R et A Γensemble π~1(A).
On dit qu'un compact connexe A de T 1 x R separe TΓ1 x R si, et seulement si

T 1 x R\τl possede deux composantes connexes non bornees (eventuellement
d'autres composantes connexes bornees); on note alors respectivement U(A) et
V(A) les composantes connexes contenant T 1 x ] — oo, — M] et T 1 x [M, + oo [ oύ
M est grand. Si T 1 x 1R\A = U(Λ)vV(Λ), on dira que A est un compact annulaire.

On considere un diffeomorphisme / de T 1 xR, de classe C1, homotope a
Γidentite, tel que:

i) II existe α e ]0,1 [ tel que, pour tout x e T 1 x R, 0 < DetD/(x) < α.
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ii) L'application / devie la verticale a droite: il existe β e ]0, π/2[ tel que, pour
tout x e T 1 x R, on ait

Df(x) (0,1) G cm, D/ " \x) (0,1) e Cπ(β),

oύ Cj(j8) est le cone forme des demi-droites OD verifiant — π + /? < angle {Or, OD)
<-β^ioxxCΠ{β)=-CI{β).

Fig. 1.

On veut etudier les compacts connexes separant T 1 x R invariants par /.
On montre d'abord Γexistence de tels ensembles. D'apres i), si M > 0, Γaire de

/(T 1 x [0,M]) est plus petite que ocM. Par consequent, si M est suffisamment
grand, on peut trouver un point x verifiant: p2(x)^ M + 2 cotgβ, p2(f(x))^M
— 2cotgβ. Sijamaisona/fTΓ1 x {M^nT 1 x {M} φ 0, il existe alors deux points x
et j ; dans R x R verifiant, pour un relevement / de /, les relations: Pι(y)^pχ(x)
<Pi(3θ + 1 , P2<J(y)) = Viiy)) = M, p2(x) ^M + 2 cotgβ p2(f(x)) ^M-2 cotgβ et
ceci est impossible par la condition ii). En effet, Tangle entre le vecteur (0,1) et
x—T(y) serait alors compris entre 0 et β et on aurait pί of(χ)^>βί °/(y) +1. Par
consequent, il existerait k>\ tel que Tangle entre (0,1) et Tkof(y)—f(χ) soit
compris entre — β et 0; on en deduirait alors, par passage a Fin verse, Γinegalite
Pι(x)^Pi(y) + k et done une contradiction. Ainsi, pour M assez grand, on a:

/(T 1 x [-M, +MDCT 1 x ] - M , + M [ .

Soit maintenant Λ1 un compact connexe quelconque separant Γ x R et
invariant par /. II est de mesure nulle, done d'interieur vide, et, de plus, annulaire.
On considere alors A\ = FrU{A1)nFrV{A1), e'est un compact annulaire invariant
par /, et on montre que A\= FrU{A/

1) = FrV{A\).
De plus, si A2 est un autre compact annulaire invariant par /, on a Γegalite

A'2 = A\. En effet, Γouvert U{A\)n V(A2) est borne et invariant par /, done vide. On
en deduit U(A'ί)nV(Ά2) = Φ et done Γinclusion U{Af

ι)CV(A/

2) qui suffit pour
conclure. II n'y a done qu'un compact annulaire qui est frontiere commune des
deux composantes connexes de son complementaire, invariant par /. On Γappelle
Γattracteur de Birkhoff de / et on le note A\ il est contenu dans tous les compacts
annulaires invariants. C'est aussi Γattracteur de Birkhoff des iterees fq de /

On obtient de la deviation de la verticale une propriete geometrique
supplementaire. Si A est un compact annulaire invariant par /, tout point de U(A)
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est accessible par un chemin negatif issu verticalement de Γinfini a valeur dans
U(A), de meme pour tout point de V(Λ) [Bl,He].

Fig. 2.

Rappel. Le chemin y est dit negatif si c'est un plongement C1 de ] — oo,0] dans
U(A) avec y(0) = x et /(ί) = (0,1) si ί^τ (τ<0). De plus, le relevement a R de
Tangle que fait le vecteur (0,1) avec la tangente en y(t), et qui vaut 0 quand t^τ, est
strictement negatif si t>τ.

On ecrit, pour θeT 1 , respectivement (Θ,u2{θ)) et (θ9v^(θ)) les points de
An{θ} x R d'ordonnee minimale et maximale. On note alors respectivement A~,
A+, U~(A), V+(A) les graphes de u2, de v\ et les ensembles
{(θ, r) e T 1 x R, r < u2(θ)}, {(θ, r) e T 1 x R, r >v+(θ)}.

La propriete precedente prouve alors les resultats suivants [Bl]:
) f\

ii) f-\A
iii) L'application uΛ est semi-continue inferieurement, continue a droite et

admet une limite a gauche en tout point.
iv) L'application v\ est semi-continue superieurement, continue a gauche et

admet une limite a droite en tout point.
V(Λ)

U(Λ)

Fig. 3

Choisissant un relevement / de /, on montre que / " x preserve sur A + Γordre
donne par la premiere projection et on en deduit Γexistence d'un reel ρ^ tel que,
pourtoutx~^~+' , P.σ-xxΊ) .+

hm = -QΛ,

puis d'un ensemble d'Aubry-Mather dans A+, de nombre de rotation
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Note ([Che]). Un ensemble d'Aubry-Mather est un compact Ξ de TΓ1 x R invariant
par / et minimal, s'envoyant injectivement sur T 1 par la projection pu et tel que
Γordre ainsi defini sur Ξ est conserve par / II existe alors un reel ρ appele nombre
de rotation, et tel que pour tout x e Ξ,

On definit de meme ρ^ pour les points radialement accessibles par le bas et,
utilisant le fait que / ~1 devie la verticale et preserve sur A + et A ~ Γordre donne par
la premiere projection, on obtient alors les doubles inegalites suivantes, pour tout
xe A et pour tout /ceN:

On en deduit, si A1CA2 sont deux compacts connexes invariants par /,
separant TΓ1 x R, les inegalites:

QΛ2 ^ QM S QM ύ Ql2 (en particulier ρ^ ^ ρ^ SQI'SQD-

Les nombres ρ^ et ρjj" sont appeles nombres de rotation inferieur et superieur de A.
On ecrira plus simplement respectivement ρ~, ρ + , u~, v+ pour ρ^>, QΛΊ UΛΊ VΛ'

II existe une autre interpretation de ρ~ et ρ + en termes de points accessibles et
non plus seulement radialement accessibles. La theorie de Caratheodory prouve
Γexistence d'un homeomorphisme H: U(A")^1R. x ] — oo,0[, commutant avec Γ,
tel que, si γ:[0,ί[m->U(Λ/) est un chemin continu avec Kmy(ί)eyϊ', alors Hoy

f->l

admet une limite quand ί-> 1 vers un point de R x {0} ne dependant que de lim y(ί)
ί->l

[car A/=FrU{A') = FrV{Ar)~\. On obtient ainsi une bijection ή entre Γensemble,
invariant par f, des points de Άf accessibles par le bas et une partie dense Σ de
Rx{0}. On considere alors la bijection Φ = ήofoή~1 de Σ sur elle-meme, elle se
prolonge en un homeomorphisme croissant de R x {0} commutant avec % le
nombre de rotation de cet homeomorphisme est alors egal a ρ~.

C'est d'ailleurs cette interpretation de ρ~ qui permet de montrer le caractere
topologiquement complique de A des que ρ ~ φ ρ + . II ne s'ecrit pas comme reunion
de deux compacts connexes propres: c'est un continu indecomposable [Cha].

Exemple de Bίrkhoff. Originellement, Birkhoff donne Γexemple d'un attracteur
indecomposable de la faςon suivante: soit f0 un diffeomorphisme de TΓ1 x R, de
classe C1, homo tope a Γidentite, preservant la mesure, deviant la verticale a droite
et ayant une zone d'instabilite A [B2, He] delimitee par deux graphes C~ =grψ~
et C+ =grψ+ (ψ~ <ψ+). On sait que les nombres de rotations ρo et ρo sur C~ et
C+ d'un relevement f0 de f0 sont distincts. On peut definir alors une famille de
diffeomorphismes dissipatifs /ε, εe]0,1[, en choisissant ψ de classe C1, avec
ψ~ <ψ<ψ+, et en posant:

Γattracteur de Birkhoff de fε est alors contenu dans A et ses nombres de rotations
inferieurs et superieurs convergent, pour le relevement naturel, quand ε tend vers
zero, respectivement vers ρ^ et ρ^. II est indecomposable des que ε est assez petit.
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II. Existence dΈnsembles d'Aubry-Mather

On garde les notations de Γexemple de Birkhoff. On sait qu'il existe, pour chaque
ρ E IQQ , QQ ], un ensemble d'Aubry-Mather pour /0 dans A de nombre de rotation
ρ (cf. [Che] et ref. cit.). On va montrer le resultat analogue suivant (dans le cas
dissipatif), en prenant une application / dέfinie au § I.

Theoreme. Pour tout nombre ρe [ρ~,ρ+], il existe dans /Γ un ensemble d'Aubry-
Mather pour f de nombre de rotation ρ.

On suppose que peZ,qe N*, et que p et q sont premiers entre eux. On rappelle

qu'un point — periodique de / est un point x e l R x R verifiant fq(x) = Tp(x). En
q

particulier, tout ensemble d'Aubry-Mather de nombre de rotation — est Γorbite

P
 q

d'un point x = π(x), oύ x est —periodique.

On montre d'abord les resultats suivants:
Proposition 1. Pour tout -e]ρ~,ρ + [, il existe un point - periodique dans R x R .

q q

Proposition 2. Si x e l R x R est un point —periodique, avec ρ~ < - <ρ + , alors

xeλ'. q q

Chacune de ces propositions utilise le lemme suivant (voir §1 pour les no-
tations).

Lemme 1. 5/ yo = (&o,ro)eΰ~(Ά) et si Xo~(&o,u~(ffo)), alors, pour tout IceN,

Demonstration du Lemme 1. On rappelle que f~i(U~(A/))cU~(A/) et que la
restriction de / " x a A!~ est croissante. Si Γon pose, pour k eN, f~k(y0) = φk9 rk),
xk = (ffk,u~(θk)); la deviation a droite et les resultats mentionnes entrainent les
inegalites suivantes:

Fig. 4. y0
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Demonstration de la Proposition 1. La demonstration repose sur Γetude du
compact K d e F x R defini par:

et plus specialement sur le resultat suivant:

Lemme 2. Si LcK est un compact connexe sέparant TΓ1 xR, ίl existe un point

—pέriodique dans L.

Demonstration du lemme 2. On considere un point θ de R, un entier q ̂  1 et le
chemin μq defini par μq(t) =?q(θ, t) oύ t e 1R. Utilisant la deviation de la verticale
vers la droite et le fait que / est un diffeomorphisme, on en deduit les egalites:

lim p2 o μ (ί) = lim px o μ (ή = + oo ,
ί-> + oo ί-> + oo

lim p2 o μq(t) = lim p1 o μβ(ί) = - oo .
t-*- — oo ί-> — oo

On peut alors montrer par une recurrence sur q le resultat suivant verifie pour
les chemins negatifs [He]:

le premier et le dernier point de rencontre du chemin μq avec une verticale
{§'} xR,ί 'e!R(ce qui a un sens d'apres ce quiprecede) sont les points de rencontre
d'ordonnee respectivement maximale et minimale.

Fig. 5.

Le resultat est evident quand q = l.On suppose le resultat vrai jusqu'au rang
q — ί et on ecrit Xo = (ffΌ,ro)=μq(to) le premier point de rencontre de μq avec la
verticale {θ'o} x IR. On note alors x1 = (8\, rx) le point μq_ ^Q) = / " 1(x0) Le fait
que

seet la propriete appliquee au chemin μq_1 prouvent alors que μq-x(\ — oo, ίo[)
trouve a gauche de {θ'^xTR. et que μq_1 ne rencontre pas la verticale
{θ\} x]r 1 ? + oo[.

En considerant Γimage de μβ-i(] —oo,ίo[)u({0i} x [r1? +oo[) par f, on en
deduit que μq ne rencontre pas ]r0, + oo[.
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Fig. 6.

La demonstration est identique pour le dernier point de rencontre.
Si #eR, on note h~(θ) et h+{ff) les ordonnees respectivement minimale et

maximale de Γensemble {ff} x RnK, on obtient alors des fonctions de periode 1,
ft" et h+, h~ ̂ h+, verifiant:

i) Pour tout ffeR, px(J*(S, h-(ff)))=p1φ(ff9 h+(ff))) =

ii) Pour tout {ff, r) ε R x R,

, h~{ff))).

fq(ί<)

Fig. 7.



390 P. Le Calvez

Soit LcKun compact connexe separant T 1 x R. D'apres la propriete (Q), si
, les courbes {0} x]-oo,/Γ(0)[ et f~q({ff+p} x]p2(/e(£*~(0)))> + °°D

ne rencontrent pas K. Le graphe de h~ est done contenu dans L. De meme, celui
de/z+.

Si on suppose maintenant que, pour tout xeL, p2(fq(x))^P2(x)> o n a u r a

l'inclusion U(L)cf%U(L)).

Fig. 8.

Or, Λ' se trouve dans tous les compacts eonnexes separant T 1 x R, invariants
par fq. Par consequent, Ar\ U(L) = 0.

De meme, si, pour tout xeL, P2(fq(x)) = P2(x)> o n a u r a Λ/nF(L) = 0. Or, si

xoeΛ'-, onsLpί(f~q(x0))>p1(x0)-ppmsquQρ~ < -, Qtp1(f~q(y0))>p1(y0)-P

pour tout j ; 0 = (θ0,r0)G [/"(/I7). Par consequent, la courbe f~%{θ0} x ] —oo,
P 2(*o)])n e rencontre pas L, done f~q(x0) e ̂ 4'n t/(L). De meme, Λ'n F(L) Φ 0. Le
lemme decoule de la connexite de L. D

Fin de la demonstration de la Proposition 1. Dans le cas q = ί, K est un graphe
eontinu et le lemme s'applique directement a K; mais, si q> 1, K peut ne plus etre
connexe et il faut trouver un compact connexe dans K separant T 1 x R. On
considere pour cela Γouvert

0± = {xeT xR|p 1(Ax))<p 1(x) + p oύ π(x) = x}

qui contient T 1 x ] — oo, — M[ et ne rencontre pas TΓ1 x ]M, + oo[ des que M est
assez grand. On note alors O2 la composante connexe de Ox contenant
T x x ] —oo,—M[, O3 la composante connexe de T x x R 2 \ 0 2 contenant
T 1 x ]M, + oo[ et L la frontiere de 03. On a ainsi construit un compact connexe
separant T 1 x R qui verifie L C FrO2 C FrOί CK. D
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Remarque. La demonstration de la Proposition 1 s'applique aussi dans le cas d'un
diffeomorphisme defϊni sur un anneau limite par deux graphes invariants
preservant l'aire et transformant chaque verticale en une courbe negative, pour
montrer le theoreme geometrique de Poincare-Birkhoff.

Demonstration de la Proposition!. Soit y0 un point - periodique tel que

ρ~ < - <ρ + . Si y0 e U(Λ'), alors, d'apres le Lemme 1, Γorbite de y0 est formee de

points de Ό{Ar) non radialement accessibles.
On considere, pour tout point de discontinuite ί de u~ le segment

{θ} x Γw~(0), lim u~(t)\ II rencontre soit des points de U{Λ') (dont Γimage inverse
[ t-+§- ^ ]

est d'ailleurs dans U~(Λy)9 soit des points de Λ' accessibles. On peut done
considerer Γimage par H (defmie au 01) de ce segment qui est un arc continu
joignant deux points de R x {0}.

Fig. 9.

On obtient de cette faςon une familίe (W^)ieI au plus denombrable d'ouverts
connexes disjoints de R x ] — oo, 0[5 delimites par des arcs (/j)ίe/joignant deux
points de R x {0}.

Fig. 10.

On note JF = H °/° H ι Γhomeomorphisme de R x ] — oo, 0[ conjugue a / et

1^1'ouvert R x ] - oo, 0[\ljl^ = ii([/"~G4'))- Comme F~ \W) c W, pour tout i e /,
iel

Γouvert connexe F(W^) est entierement contenu dans un des Wj. Soit Ϋo = H(y0), oύ

y0 est —periodique; il existe i0 tel que 70 e Wio (en fait 70 G Wio car F~ 1(Y0) φ W), et

comme Fq(Y0) = TP(ΫO), on a Γinclusion Fq(Wio)CTp(Wio). En notant et et e2 les
extremites de Γio, on en deduit pγ ° Φ%e1)^pί o T ^ ) et px o Φq(e2)^p1 ° fp(e2)

(Γapplication Φ a ete defini au §1), ce qui entraϊne ρ~ = -. ϋ

Demonstration du theoreme. II suffit de prouver Γexistence d'ensembles d'Aubry-

Mather dans A' pour tout nombre de rotation rationnel -, o ύ ρ " ' < - < ρ + (voir
q q

[K]). On va le montrer d'abord dans le cas oύ / est de classe C3, et pour cela
utiliser les deux propositions et un resultat recent de Hall [Ha]. Celui-ci montre
qu'un diffeomorphisme de classe C2 sur un anneau delimite par deux graphes
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invariants, deviant la verticale, admet un ensemble d'Aubry-Mather de nombre

de rotation - e Q des qu'il possede un point —periodique.

On choisit un anneau A = Ύ1 x ] - α , +α[ (α>0) verifiant f(A)cA, et on
suppose construit un diffeomorphisme g de classe C2, defini sur un anneau
B = T1 x [ — fo, +fo] (b>a), coϊncidant avec / sur 4, laissant invariants les deux
bords T 1 x { — b) et T 1 x {b} et deviant la verticale. Le compact A est alors
invariant par g et Γon a les relations g~1(U~(Λ/))cU~(Λ/) et g~\V+(Λ'))
C F^yl7) puisque / et g coincident sur A et que A'CA. Or, g admet un ensemble

d'Aubry-Mather de nombre de rotation -. Par une demonstration equivalente a
Q

celle du Lemme 1, on montre qu'il est forme de points non radialement accessibles;
c'est done un ensemble d'Aubry-Mather pour /. On utilise ensuite la Proposi-
tion 2.

II reste a construire g.
On definit deux champs de vecteurs ω 0 et ωγ sur T 1 x R par les relations: ωo(x)

= Z)/(/-1(x)) (0,l), ω1(x) = (l,cotgi8) oύ x e Γ x R (le reel β est defini au
§1).

On considere ensuite une application reelle v de classe C2, croissante et
verifiant: v(x) = 0 si x^O et v(x) = ί si x ^ l .

On appelle alors ώ le champ de vecteurs defini, pour tout x = (0, r) e T 1 x R,
par:

ώ(x) = (1 - v(\r\ - a))ωo(x) + v(\r\ - d)ωγ{x)

les equations: g(θ9 a) =/(0, a) et — (0, r) = ώ(g(θ9 r)) defmissent alors un diffeomor-

phisme de classe C2 de TΓ1 x ]R sur son image, coϊncidant avec / sur A. De plus, le

dessin ci-dessous prouve que Γimage ^(T1 x R) est egale a T 1 x R. Enfin, g devie la

verticale a droite.

f((θ}χE)
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Les images par g des droites {θ} xIR sont, dans le revetement IRxR, des
graphes de pente egale a cotgβ sauf sur un intervalle borne. II est facile ensuite de
construire un champ de vecteurs ω de classe C2 en conservant en tout point la
direction du champ ώ, et le champ ώ lui-meme sur T 1 x [— a — 1, a +1], pour que le

diffeomorphisme g, defϊni par les equations g(θ, a) =f(θ, a) et — (θ, r) = ω(g(θ, r)),

laisse invariantes les courbes T 1 x { — b} et T 1 x {b} oύ b est grand, et verifie ainsi
toutes les conditions requises.

On suppose maintenant que / est seulement de classe C1 et on choisit un
anneau A = Tι x ] — a, +α[ verifiant f(A)cA. On construit aisement - par
exemple par une methode utilisant des champs de vecteurs sur T 1 x ]R analogue a
celle que Γon vient de voir - une suite (/„)„«= M de diffeomorphismes de classe C3 de
T 1 x IR, deviant la verticale, dissipatifs, convergeant uniformement vers / sur A et
verifiant fn(A) C A pour tout neN. On note alors Λ'n Γattracteur de Birkhoff de /„
et, considerant une suite (fn)ne^ formee de relevements des /„ qui converge
uniformement vers / sur A, on note ρ~ et §„ les nombres de rotation
respectivement inferieur et superieur de Λ!n pour fn.

Pour tout neN, on a Γinclusion A'ncA. Ainsi, la suite (ΛQneN est une suite
bornee pour la distance de Hausdorff. Toute valeur d'adherence de cette suite sera
alors compacte, connexe, invariante par / et separera T 1 x IR, elle contiendra done
A.

De la double inegalite suivante, vraie pour tout fceN, pour tout n e N e t pour
tout xeΆn\

on en deduit la suivante, pour tout fceN et tout xeΛ':

- 1 +/climsupρn" ^p1 ofk(χ) — p^x)S^ + kliminϊ§„ .
+

En choisissant x dans un ensemble d'Aubry-Mather forme de points radiale-
ment accessibles, on obtient:

limsupρ~ ^ ρ ~ ^ ρ + ^liminfρn

+ .
«-* + oo n-> + co

Si on choisit maintenant pΛ?e]ρ~,ρ + [, la relation precedente montre qu'il
existe N e N et une suite (Ξn)n^N d'ensembles d'Aubry-Mather pour fn de nombre
de rotation p/q contenus dans Af

n et done dans A. On obtient alors un ensemble
d'Aubry-Mather pour / en choisissant une valeur d'adherence de cette suite. D

Remarques. C'est une « bonne propriete d'intersection» verifiee par A qui a permis
de montrer la Proposition 1 (U(L)Cfq(U(L)) => AnU(L) = Φ). On peut montrer
que le theoreme est faux dans le cas d'un compact connexe quelconque separant
T 1 x IR invariant par /. II peut manquer des nombres de rotation entre ρ^ et ρ^.
Supposons en effet que Γapplication f0 (defϊnie au § I) possede de plus un point

—periodique hyperbolique au-dessus de C+ et que ρo (voir §1) est irrationnel.

On peut montrer Γinegalite QΛ(S,A)<QO °ύ QA(E,A)
 e s t ^e n o m b r e de rotation

superieur (pour fε) de Γensemble A(ε, A) = f] fε

n(A). Si ε est assez petit, fε possede
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un point — periodique et, pour un anneau B = T 1 x [ — M, + M] suffisament large,
q

on aura f(B)CB, QA(E>B)= ~> e t finalement:

q

B)CB, QA(E>B)= >

^_ , , p ,, , p

II est alors facile de montrer que fε n'a pas d'ensemble d'Aubry-Mather de

nombre de rotation dans ~\QA{E,A^ QO t Π
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