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Applications conservant une mesure absolument
continue par rapport a dx sur [0,1 ]

D. Ruelle

Institut des Hautes Etudes Scientifique, F-91440 Bures-sur-Yvette, France

Abstract. Sufficient conditions are given such that a differentiate, non
invertible, map 0:[0,1]^[0,1] leaves invariant a measure absolutely con-
tinuous with respect to the Lebesgue measure. In particular, this is shown to be
the case for g(x) = Rx(l-x) when £ = 3,6785735....

Nous nous interessons dans cette note a des applications differentiates non
invertibles de Γintervalle [0,1] dans lui-meme pour lesquelles il existe une mesure
invariante absolument continue par rapport a dx. De telles mesures invariantes
n'existent pas «en general»: cela resulte d'un theoreme de lakobson [2] qui affϊrme
que les applications Ω-stables de S1 dans lui-meme forment un ensemble dense pour
la topologie C1. Nous obtiendrons cependant des conditions suffisantes assez
generates pour Γexistence d'une mesure invariante absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.

L'interet que presente Γexistence d'une telle mesure est qu'elle est ici liee a une
«dependance sensitive par rapport a la condition initiale» pour revolution a temps
discret definie par g :[0, ll^EO,1], La sensitivite par rapport a la condition initiale
joue un role important dans divers problemes de physique et d'ecologie (voir Lorenz
[4], Ruelle-Takens [7], May [5]).

Nous discuterons surtout des applications du type indique sur la Figure 1:
croissant de 0 a 1 sur un intervalle [0, c], puis decroissant de 1 a 0 sur [c, 1]. Nous
commenςons par rappeler un cas classique (voir Ulam-von Neumann [8]), celui de
Γapplication χH*4x(l — x).

Soient /, φ les applications continues de [0,1] sur lui-meme definies par

-Λ

φ(x) = — arc sin J/x .

Alors φ est un homeomorphisme et

-i/ 2π x _ 1 —cosπx<p (x) = sιn γ= - .
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Fig. 1
1 x

En outre

est donnee, comme on le verifie immediatement, par

(2x si xeΓO,i~|
/(*) = [2(1 -x) si xe [£,!].

La mesure de Lebesgue m est invariante pour /, done / laisse invariante φ 1 m, c'est-
a-dire la mesure donnee par

, 1 dx

dx

Lemme 1. Soit h une function croissante sur [0, 1] avec /z(0) = 0, ft(l) = 1. Supposons
que la derivee h' est Holder continue d'exposant y, et satisfait 0<α^/ι'^/J. Alors la
derivee h' de ίi = φ°h°φ~ί est Holder continue d'exposant y et satisfait

On a Γidentite

h'(x)=—φ°h°φ-1(x)

if -i/ \\ πx πx

h'°φ \x)) sm — cos —

Si Γon utilise les inegalites

il vient immediatement a/β ^ h'^β/oc. Comme φ~ ί est de classe C1, la continuite de
Holder de h' resulte de celle des functions

x l — x
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A g ( x )

Fig. 2

On a par exemple, en utilisant la formule de Taylor

th'(t) - h(t) = t(h'(t) - h'(θt)) ^tC\t- θt\y ^Cty+ί.

Done, si x<y,

h(y) h(x)

-( )£ -\y-x\y.

Lemme 2. Soίt g une fonction continue sur [0,1], croissant de 0 a 1 sur un intervalle
[0, 2], puis decroissant del άO sur [c, 1] (voir Fig. 2). On suppose que g a une derivee
g' Holder continue d'exposant y sur [0, c] et sur [c, 1], avec \g'\ > 1. II existe alors k
Holder continue d'exposant y sur [0, 1] telle que ek(x)dx est une mesure de probabilite
g-invariante sur [0, 1].

Pour la demonstration, voir Ruelle [6], Section 7.31. Si g est de classe C2 par
morceaux, Γexistence d'une mesure g-invariante equivalente a dx resulte aussi d'un
theoreme de Lasota et Yorke [3].

Proposition. Soient h^ h2 des functions croissantes sur [0, 1] avec hi(Q) = Q, ^(1)= 1.
On suppose que les derivees h( sont Holder continues et satisfont aux inegalitesO<aί

!g h'^βi. Alors, si 2α1α2//?1β2 > 1, il existe une mesure de probabilite equivalente a dx
sur [0, 1], et invariante pour h2°f°h1 (oύ /(x) = 4x(l — x)).

resulte done du Lemme 1 que la derivee gf est Holder continue et satis fait

Par le Lemme 2, il existe alors une mesure de probabilite ^-invariante de la forme
ek(x}dx sur [0,1]. L'image de cette mesure par φ"1 est

C'est une mesure g-invariante equivalente a la mesure de Lebesgue sur [0,1].
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Corollaire 1. Soil g une function concave sur [0,1] telle que g(Q) = g(l) = Q et
max#(;x) = l. Si g est de classe C2 + γ et si

u<—%g"<v avec v3<4u3

alors il exίste une mesure de probabilite g-invarίante equivalente a dx sur [0,1],

Posons hί(x)= J—/ ^ , alors f°h1=g parce que hί(x) = ̂ (l — (sgng'(:x))

- j/1 — g(x)) La derivee h\ est Holder continue d'exposant 7. En effet si c est tel que
g(c) = l et si x<y, on a

En outre, on voit aisement que

^2 1/2Λ' M<
" V ' ~

ί

yv

et 2α1/j81 > 1.

-
yu

Corollaire 2. 5oii / wn intervalle compact de R // βxisίβ wnβ variete Σ de codimension 1
dans C2 + y(/,7) ίe//e ^wβ ίowίe gεΣ possede une mesure de probabilite invariante
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur I.

On peut prendre / = [ — ε, 1 +ε] avec ε>0. Posons alors

et soit g0εS telle que g0(x) = 4x(l — x) pour xe [0, 1] et g0(x)<0 pour x^[0, 1]. Si Σ
est un voisinage ouvert assez petit de g0 dans S, alors Σ est une sous-variete de
codimension 1 dans C2 + y(/,/). En outre toute fonction geΣ, restreinte a
[/ίί/(max #), max^f], satisfait, apres un changement lineaire de variables, aux
conditions du Corollaire 1.

Exemple. Soit # = 3,6785735... la seule racine reelle de Γequation (R — 2)2(R + 2)
-16, et posons g(x) = (R-2)2x(l-x)[l+(R-2)x(l-xJ]. Alors g applique [0,1]
sur lui-meme. Si 1 on definit h1 comme dans la demonstration du Corollaire 1, on a
encore g = f°hί. Le Corollaire 1 ne s'applique pas (g n'est pas concave), mais un
calcul elementaire montre que
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= 0,6188503.. . >i, la Proposition montre que a a une

mesure invariante equivalente a la mesure de Lebesgue.
Pour 0^r^4, soit fr(x) = rx(l — x). Alors fr applique [0, 1] dans lui-meme. En

particulier fR permute les intervalles [l/#, 1 — 1/R] et [1 — l/R,R/4]. Si Ton pose

= (R-l-Rx)/(R-2\ il vient y - 1- = [0,1] et Ψ<>fRoψ-i(x) = (R
[K R\

— 2)x(x — 1), doncψ°fR°fR°Ψ~ ΐ(x) — g(x). Du resultat obtenu plus haut pour g, on
deduit que/£°/R a une mesure invariante equivalente a la mesure de Lebesgue sur

— , 1 -- , done que fR a une mesure invariante equivalente a la mesure de
[R R

[ 1 R\
— , — . Ceci confirme une conjecture de Dunet, Sakowitsch et

Taranco [1].
En general, on peut conjecturer que fr a une mesure invariante absolument

continue par rapport a la mesure de Lebesgue quand Γimage du point critique \ par
une iteree de fr tombe sur une orbite periodique repulsive.
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