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Abstraet. For axialsymmetric stationary vacuum fields Einstein equations
reduce to a system, derivable from a simple Lagrangian. An investigation of its
forminvariance leads to a method to construct from known solutions generalized
solutions with one additional parameter.

The method is applied to Weyl’s class and to Kerr metric.

Fiir axialsymmetrische stationsre Vakuumfelder reduzieren sich die Einstein-
schen Gleichungen auf ein System, das aus einer einfachen Lagrangefunktion herleit-
bar ist. Eine Untersuchung ihrer Forminvarianz fithrt zu einer Methode, die es
erlaubt, aus bekannten Losungen verallgemeinerte Losungen mit einem zusétz-
lichen Parameter zu konstruieren.

Das Verfahren wird auf die Weylsche Klasse und auf die Kerr-Metrik angewandt.

1. Einleitung

Uns interessieren hier diejenigen Losungen der Einsteinschen Feld-
gleichungen fiir das Vakuum, bei denen eine Abelsche Bewegungsgruppe
G, vorliegt. Der zeitartige Killingvektor &# driickt die Stationaritat aus,
der raumartige Killingvektor ##, dessen Trajektorien konzentrische
Kreise um die Symmetrieachse seien, beschreibt die Axialsymmetrie.
Beide Killingvektorfelder sind im allgemeinen nicht hyperflichennormal.
Unter diesen Voraussetzungen allein lassen sich die Feldgleichungen
noch nicht integrieren, die statischen axialsymmetrischen Losungen
(Weylsche Klasse) sind jedoch vollstindig bekannt. Wir geben ein Ver-
fahren an, wie man aus bekannten Losungen (mit G,) andere mit zusétz-
lichem Parameter gewinnen kann.

2. Feldgleichungen

Wenn die Feldgleichungen E,,= 0 auBerhalb einer inselférmigen
Materieverteilung auch auf der Achse erfiillt sein sollen, 148t sich nach
[1] das Linienelement eines Raumes mit den Killingvektoren &* und
n# ohne zusétzliche Annahmen auf folgende Form bringen:

ds? = e 2U(y pdad daB + W2 dg?) — e2U(dt + a dg)?

I
=05 =0 o¢=2a°, t=2a° A4=12.



Einsteinsche Feldgleichungen 133

Dabei hingen die metrischen Funktionen y,5, W, U, a nur von den
beiden Variablen z4 ab. Im Zweierraum V, mit der Metrik v, p konnen
noch beliebige Koordinatentransformationen

a4’ = 4’ (x5) @)
ausgefithrt werden.

Setzt man in der Metrik (1) voraus, dal einer der beiden Killing-
vektoren hyperflichennormal ist, so ergibt sich unmittelbar die Existenz
eines zweiten hyperflichennormalen Killingvektors. Damit gilt

Satz I. Die Bondi-Metrik [2] enthilt keine eigentlich-stationiren, son-
dern nur statische Losungen mit G..

Stationdre axialsymmetrische Massenstréme in den Ebenen ¢ = const.
miiBiten sich also, wenn sie iiberhaupt existieren konnen, an eine statische
Weylsche Vakuumlésung anschlieBen lassen. Stationdre Rotationen um
die Symmetrieachse sind jedoch mit den Feldgleichungen vereinbar und
in der von SacHs [3] angegebenen Verallgemeinerung der Bondi-Metrik
enthalten.

Satz I 148t sich auch ohne das Resultat von [1] zeigen [4].

Anstelle von a = e~2Ug,, fithren wir jetzt gema?

Al ,
ba=7¢e40a° ®3)

eine neue Funktion b ein. Damit folgt aus den Feldgleichungen E,, = 0:

W,i4=0, @)
S (WU, )4 = — 5 e4Tb,, b4, (%)
o (Wb, 1)id = 4T, b4 . (6)

Die metrischen Operationen beziehen sich auf y, 5.

(6) ist die Integrabilitdtsbedingung zu (3); die urspriinglich fir a
geltende Differentialgleichung ist durch den Ansatz (3) identisch erfiillt.
Ein Konformfaktor in der Metrik y 4 g geht in die Gln. (4—6) nicht ein.
Die restlichen Feldgleichungen liefern dann gerade die Bestimmungs-
gleichung fiir diesen Konformfaktor.

Mit Hilfe von (2) lassen sich in ¥, immer isotrope Koordinaten ein-
fithren:

Yap=€%d,p. (M

Da W in diesen Koordinaten Potentialfunktion ist, kénnen wir durch
eine Transformation

2 =w(), z=uz'+i2?, w(z) analytisch (8)

1 g4 5 = Levi-Civita-Pseudotensor in V, (Metrik y,4 z).
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stets W = ! erreichen. Die isotrope Form von y,p wird dabei nicht
zerstort. Damit ist (4) identisch befriedigt, und das Problem reduziert
sich auf das gekoppelte System elliptischer Differentialgleichungen

1 1
Py (@ U,p)s = — '2—6_4U b,4 b,4

1 9)

X

(xlb,A),A=4U,Ab,A .

Zu jeder Losung U, b dieses Systems ist dann das zugehorige & durch ein
Linienintegral aus

b= 5 [0 + 1000 =at i) (10)

bestimmbar, wobei die Integrabilititsbedingung wegen (9) automatisch
erfiillt ist.

Die Weylsche Klasse ist als Spezialfall (b = 0) enthalten.

Auf das System (9) wird man auch bei der Behandlung anderer
Probleme gefithrt. Zum Beispiel 148t sich jeder axialsymmetrischen
stationéiren Losung von E,, = 0 eine axialsymmetrische statische Losung
mit elektrostatischem Feld zuordnen, indem man in (1) @ = 0 setzt und
die Substitutionen

201U,

gy 11
T 4
(% = Einsteinsche Gravitationskonstante, y = elektrostatisches Poten-
tial) sowie Parameterédnderungen (! — 4l) vornimmt. Die Losung, die in
diesem Sinne das Analogon zur Kerr-Metrik [5] darstellt, wurde in [6]
angegeben und diskutiert. Umgekehrt entspricht beispielsweise der
Reissner-Nordstrom-Losung eine stationdre Losung, bei der allerdings

die Bedingung

gin2d

an~ + (hohere Potenzen in sin® und r-1) (12)
nicht erfiillt ist (@~ cos®). (12) wird durch die linearisierte Theorie
nahegelegt [7] und ermdglicht

(1) Ubergang des Linienelementes in die Metrik des flachen Raumes
fiir grofe rdumliche Absténde 7,

(2) Mikroeuklidizitit auf der Symmetrieachse [8]. (Das Verhéltnis
von Umfang zu Radius eines Kreises um die Achse ergibt im Limes
kleiner Radien gerade 2z.)

Das Gleichungssystem (9) bleibt gegeniiber der Ersetzung

02U — ple—2U

- 13
b,A='I:xle—4USABg,B=—‘id,A ( )
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forminvariant. (Der Faktor ¢ =]/—1 kann durch Parameterdnderungen
ausgeglichen werden.) Aus einer Losung U, b erhilt man so eine neue
Losung U, b.

3. Invarianzen der Lagrangefunktion
Das System (9) ist aus der Lagrangefunktion

L=t (U,g U+ 347 b gbs) (14)

0L 0L
herleitbar ( T =56

koordinaten zu dreidimensionalen kartesischen Koordinaten ergibt sich

= O). Beim formalen Ubergang von Zylinder-

L=UUy+y e40b,b, =123 (15)
[A U=U,;,;= % (2t U,A),A]. Mit der Abkiirzung

f=e2U 4 4b (16)
erhilt man schliellich aus (15)2

L= tdE (= v (17)
(f + 142 '
Wir untersuchen die Forminvarianz von L bei Transformationen
U=U0(0,5), b=0b(0,5). (18)

Eine Differentialform e2*dz dz* bleibt nur bei analytischen Trans-
formationen (8) forminvariant; (17) hat eine entsprechende Struktur, das

heiBt
=1, (19)

und es ist noch die Gleichung?

. |
T+7F TP (20)
auszuwerten. Wir formulieren das Ergebnis in
Satz II. Die Lagrangefunktion bleibt nur gegeniiber den Transfor-
mationen

f= 7__'_‘%3_ +1iy (o B, y reelle Konstanten) (21)

forminvariant.
Dieses Resultat 148t sich auch herleiten, indem man (15) als Diffe-
rentialform

wd8* =d U+ e"‘“7 ab?

2 Diese Form wurde auch von F.J. ErNsT; Phys. Rev. 168, 1415 (1968)
angegeben (Zusatz bei der Korrektur).
ey A
f '_]T', f f
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auffaft. Die Kriimmung dieses ,,Raumes‘‘ ist konstant:

? ()= 4. 22)

— _ 2T
IR T/

Man kann daher diese Pseudosphire in einen pseudoeuklidischen Raum
einbetten:

Wir werden so auf ein Variationsproblem mit
L=A4,4,;+ B,;B,; — C,;C,; (24)
unter der Nebenbedingung
A2+ B2 — (2= —1 (25)

gefiihrt. Die Feldgleichungen erhalten die symmetrische Form
AA =34, AB=1B, A4C=1C (26)

(A = L: Lagrangescher Multiplikator).

Bei dem entsprechenden mechanischen Problem (kriftefreie Bewe-
gung eines Massenpunktes auf einer Pseudosphére) ist A = const, und
die Integration bereitet keinerlei Schwierigkeiten. Hier liegt aber eine
Abhéngigkeit von 2 unabhéngigen Variablen vor.

Die Lorentzdrehungen im Raum der 4, B, C (3 Gruppenparameter)
bilden die Invarianzgruppe von (24) und (25). Umrechnung auf die
komplexe Variable f ergibt das Resultat (21).

Eine dhnliche Untersuchung findet man in [9]. Dort wird allerdings
die Funktion b nicht eingefithrt, und die reellen Lorentzdrehungen
fithren nicht zu neuen Losungen, sie sind mit Koordinatentransforma-
tionen in der Raum-Zeit identisch.

Aus einer Lésung f gewinnen wir gemaB (21) (Satz II) eine Losung f,
die zunédchst 3 neue Parameter enthélt, von denen aber » wegen (3)
unwesentlich ist und « durch die Koordinatentransformation

¢ =a e, ' =all% (27)

zu 1 gemacht werden kann. Es bleibt nur ein wesentlicher Parameter.
Das asymptotische Verhalten f — 1 wird durch die Operation (21) nicht
verdndert, wenn wir
a=p+1, y=24 (28)
wiéhlen.
Bei Beschrinkung auf statische Metriken (6 =0) und f =0 geht
(21) in eine spezielle Form des Buchdahl-Theorems [10] iiber:

U=-07. (29)
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4. Lisungen der Feldgleichungen

An konkreten Beispielen soll gezeigt werden, daB (21) tatséchlich
einen wesentlichen Parameter enthilt und zu einer erweiterten Losung
fihrt.

1. Die Anwendung von Satz IT auf die statischen Metriken ergibt die
Losungsklasse U = U (b) [11]. Wir erhalten mit (28)

2 U ed0 1 o~
AV=Q1A+p) gorpm: b=F wovipm, 4U=0 B0

und damit den Zusammenhang (g8 == 0)

e4U=1+ﬁ2’3_1b—b2. (31)
Fiir § = 1 vereinfachen sich die Ausdriicke (30), (31) zu
e 20U =Qf¥ b=%g¥, eU=1-0 (32)

(P = 20). Mit der Losung der Potentialgleichung A¥ = 0
> O, P,(cosd)

po 3 S (33)
n=1
berechnet man die Funktion a zu
o) in2
a= 3 S (eostPy— Py~ L (14, (34)
n=1

Fir n =1 ist die Losung also in Einklang mit der Bedingung (12),
das Gravitationspotential enthélt jedoch keinen Anteil ~ 1/r: Die
Losung  beschreibt wahrscheinlich rotierende Massenmultipole. Die
Erweiterung von (33) um einen Term n = 0 zerstort die Eigenschaft (12).

Die Ersetzung (13) fithrt die Klasse U (b) in eine andere Losungs-
klasse iiber, die durch die Existenz eines hyperflaichennormalen kom-
plexen Killingvektors {# gekennzeichnet ist:

@) etV =1+ a® < gog = —gy5: (35)
CM = (0’ 0,1, 1:): cy"' C,y .
In diesem Fall lassen sich die Feldgleichungen natiirlich auch direkt
integrieren.
2. Wir wenden (21) auf die Kerr-Metrik an und erhalten nach einer
Transformation r - r — »:

f=1- 2%—‘2“”3 My, My, I: reelle Konstanten (36)
yapdad daB = (12 — 2mr + I cos? — mg) (dﬁ‘2 + —der—z), W = Rsin¢

Rr=r2—2mr+ B —m3, Z=r+i(lcosd+m,).
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Die zugehorige Funktion a berechnet man daraus zu

_ 21sin*@(myr + my) +2m, cosd B2
a= 2 — 2myr + 12 cos?d — m3

(36)

Zwischen den Parametern m,, m,, », § und m (= Massenparameter in der
Kerr-Metrik vor der Transformation (21)) bestehen die Relationen

1+ﬂg=—2—;—n—, my=m—19, m2=ﬂ:vﬂ' (37)

Fiir 8 = my, = 0 erhilt man die Kerr-Losung (m, = —m), fiir I = 0 die
NUT-Metrik [12]. Die mit Hilfe unseres Verfahrens gewonnene kom-
binierte Metrik (36) wurde in [13] angegeben. Die dort angewandte
komplexe Fortsetzung sichert nicht von vornherein, dafl man wieder
eine Losung der Feldgleichungen erhilt.

Die Transformation

u=1=t— 2myp + F(r)

¢ =@+ &) (38)
dF o+ (I + my)? ¢ _ 1
dr ~ T T R > dr R®

stellt die Verbindung zu dem in [13] verwendeten Koordinatensystem
her 4.

Die Berechnung des Kriimmungstensors zeigt, daf (36) fir m, == 0
nicht mit der Kerr-Losung identisch ist.

Satz II fihrt also zu echten Erweiterungen; man gewinnt neue
Losungen.

Nach (11) erhalten wir die zu (36) analoge statische Losung mit dem
elektrostatischen Potential

_ 2 . 2myr — 2my(my + 1 cosd) .
x= l/—; r2 — (I cosd + my)? (39)

Fiir alle Parameterwerte verhélt sich diese Losung auf der Symmetrie-
achse auBerhalb eines endlichen Gebietes reguldr; die Metrik hat das

richtige Verhalten fiir r — co. Die Quellstruktur haben wir noch nicht
untersucht.

Herrn Prof. Dr. E. ScamMuTzER und den Mitarbeitern der Arbeitsgruppe Rela-
tivitdtstheorie danken wir fiir wertvolle Diskussionen.

4 In [13] sind bei der Angabe der Metrik Druckfehler aufgetreten, z. B. muf3
es in (3.2) richtig heifen: g;3 = —R? sin?d + A (42 — 2a sin?®).
Parameteridentifizierungen: m; = my, my = b, I = a.
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