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Abstraet. General theorems concerning reordering of products of exponential
functionals are formulated and proved. Their applicability in different fields of
many particle theory is mentioned.

Einleitung

In der Vielteilchentheorie kommt bei der (storungstheoretischen)
Behandlung der Teilchenwechselwirkung wiederholt die rein mathe-
matische Aufgabe vor, in Ausdriicken vom Typ
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die Differentionen auszufithren, d.h. die Differentialoperatoren nach
rechts zu tauschen. Erstmalig traten solche Aufgaben bei der Entwick-
lung relativistischer Quantenfeldtheorien im Zusammenhang mit dem
von Horr, ANDERSON und MATsuBaRA kompakt formulierten Wickschen
Theorem [1—5] auf, spiter auch bei der formalen Losung von Funk-
tionaldifferentialgleichungen fir die zuerst von BocorsjuBow wund
ScHWINGER [6—8] eingefithrten erzeugenden Funktionale [9—14].
Mit der Ubertragung quantenfeldtheoretischer Methoden auf nicht-
relativistische Vielteilchensysteme sowie auf Probleme der quanten-
mechanischen und klassischen! Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichts?-
Statistik wurden auch in diesen Gebieten Spezialfille der genannten Auf-
gaben immer wieder behandelt. Jedesmal traten als Ergebnis sog. Ver-
bundgraphentheoreme auf, nach denen sich die aus den Bauelementen
von g(...) bzw. f(...) aufgebauten, aber nicht faktorisierten Terme

* In der klassischen Gleichgewichts-Statistik wird dies durch Anwendung und
Ausbau des zuerst von ScHONBERG entwickelten klassischen Besetzungszahl-
Formalismus ermoglicht [15, 16].

2 In der quantenmechanischen und klassischen Nichtgleichgewichts-Statistik
wird dies durch Uberfithrung der von-Neumann- bzw. Liouville-Gleichung in die
Bewegungsgleichungen fiir die erzeugenden Funktionale der reduzierten Dichte-
matrizen bzw. Verteilungsfunktionen erreicht [17—19].
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wieder in Exponentialform ansammeln. Im folgenden wird ein alle diese
Spezialfille enthaltendes allgemeines Exponential-Verbundgraphen-
theorem bewiesen, wobei der Beweis iiberraschenderweise formal auf
entsprechende Aufgaben der Maycrschen Clustertheorie [20, 217 zuritick-
gefithrt werden kann, die in der klassischen Gleichgewichts-Statistik
entwickelt wurde, lange bevor die quantenfeldtheoretischen Methoden
zur Verfigung standen und ihre Anwendbarkeit auch auf die klassische
Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichts-Statistik bekannt war [15—19].
Ubrigens sind auch die Operatorenumordnungen vom obengenannten
Typ, die beim klassischen Grenziibergang entweder mit den (in der
Kohiérenztheorie der Laser auftretenden) Zustinden maximaler Be-
stimmtheit oder mit der Weyl-Korrespondenz und der Wigner-Trans-
formation zusammenhéngen.

Die Formeln sind abschnittsweise durchnumeriert und werden zu-
sammen mit den Abschnittsnummern zitiert. Zur formalen Verein-
fachung wird in Anlehnung an Symaxzix [10] fiir Mehrfachintegrale
eine abkiirzende Schreibweise benutzt.

1. Allgemeine Kontraktionsaufgabe mit einem Operator

1.1. Formulierung der Aufgabe
Hier wird die Aufgabe

5 15 1,
7)o@ — E i Er (1)
behandelt. In den Taylor/Volterra-Reihen der Funktionale ¢(...) und

f(...) wird in Anlehnung an die Einsteinsche Summenregel konsequent
die Abkiirzung

(p"f,,,Efd:L‘l (P(xl) .. 'fdxr (p(x'r) fr(@ys o 2p)
= fdxl cee fdxv‘fr(xlv e °>xr) @(xl) cee (p(xr)Efr(pr

benutzt, wobei x gegebenenfalls einen ganzen Satz von Variablen z. B.
(r, t) oder (v, p) usw. bedeutet. Die Koeffizientenfunktionen f,(...) und
gs(...) mogen entsprechend den physikalischen Aufgabenstellungen so
beschaffen sein, daB sie nicht in Faktoren mit voneinander unabhingigen
Variablengruppen zerfallen (Verbundeigenschaft). Die Entwicklung von
g(...) legt ein schrittweises Vorgehen nahe:
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Auf diese Weise werden nacheinander die ,,Einer‘‘-, ,, Zweier‘‘-, , Dreier‘-
Kontraktionen usw. hergestellt.
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1.2. Herstellung der Einer- und Zweier-Koniraktionen
Der erste Schritt ist mit der Taylor/Volterra-Entwicklung trivial:

[
od 0 — 1T ol (@) — e+ a0, 1)

In diesem so entstandenen Ausdruck verkniipft der Operator der Zweier-
Kontraktionen K = (1/21) g,0%/d ¢* beim nédchsten Schritt in (11.3) alle
moglichen Paare ¢, = ¢ (%), (Pz = @(x,):

o2
P1P2 =Ko = 2792”5??’1%: 92(1,2),

5o )] = 8 — ).

Daf in (11.3) jede Potenz K" entsprechend der Exponentialform exp K
mit einem Faktor 1/n! versehen ist, bedeutet, daf jede Kontraktion eines
Operatorenprodukts, d.h. jede Verteilung von Haken genau einmal
vorkommt.

ZweckmaBig stellt man nun zundchst nur innerhalb von f(p + ¢,)
alle Zweierkontraktionen her

Ef(p + g) = () 3)

und benutzt das dabei entstehende, von f(¢ + ¢;) natiirlich verschiedene

da [ @

und hier mit 7((p) bezeichnete Funktional von ¢ fiir die weiteren Kon-
traktionen als Bauelement. Beim vollstindigen Kontrahieren eines
Produkts von zwei verschiedenen Funktionalen £, (¢) und f,(¢)

2
2 Kij e
eXfify = end=t " fif, = eFut Kuf f, (4)

wird der Kontraktionsoperator durch die Produkiregel der Differential-
rechnung automatisch in eine Summe zerlegt
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wobei die mit einem Index ¢ bzw. j versehenen Differentialoperatoren
nur auf den zugehorigen Faktor f, bzw. f; wirken. Daher stellt K;; nur
die Kontraktionen innerhalb f; her, K,, nur innerhalb f,. Zwischen den
so entstehenden Termen ]71, f; stellt dann weiter K, alle moglichen Ver-
kniipfungen von Operatorenpaaren her, von denen ein Operator zu ;‘1
und der andere zu f2 gehort. Je nachdem wieviele Kon’craktlonsparbner in
fl und f2 noch zur Verfiigung stehen, konnen zwischen fl und f2 eine
Kontraktion, zwei Kontraktionen usw. hergestellt werden, fir die zu-
sammenfassend die folgende Kennzeichnung durch eine dick gezeichnete
21*
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Verkniipfung eingefithrt wird:

- o Sl - .
efefify= fifa+ fifo - fifa o fifa b ffa= (1 i_'z) fifs - (6)
Damit ergibt sich fir die Kontraktion mehrerer Faktoren
x5 2 Ky~ - - - -
Ay =D e T ) fe Fu= S fr (7)

1< v -~
In diesem verallgemeinerten Wickschen Theorem wird durch }) iiber

~

alle moglichen (dicken) Kontraktionen zwischen den }: summiert, wobei

jedes f; an beliebig vielen (dicken) Kontraktionen beteiligt sein kann.
Wie iiblich gewinnt man auch hier einen besseren Uberblick iiber die

entstehenden Terme durch Einfithrung von Clustern
™~
fi=9 fifi = P (8)
Fir die Kontraktion von drei Faktoren ergibt sich z. B.
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woraus fir identische Funktionale f, = f, = f, die einfachere Beziehung

- 1 1 1 1
e’\»:ﬁ-:%—!(ooo)%-—,@!(o o—o)+§To—o—o+§A (10)

entsteht. Allgemein entsteht bei Anwendung dieser Regeln auf f, . .. f,
bzw. f* eine Summe von Produktclustern, die jeweils aus einfacheren
Clustern, den sog. Verbundclustern (linked cluster) aufgebaut sind.
Man bekommt alle zu f; . . . f, gehorigen Cluster, indem man wieder-
holt jeweils n ,,Punkte o zeichnet, diese durchnumeriert und nun nach
dem verallgemeinerten Wickschen Theorem (7) in jedes dieser n-tupel
von Punkten auf alle moglichen verschiedenen Weisen Verkniipfungen
einzeichnet. Damit entsteht die Summe aller voneinander verschiedenen
numerierten Cluster (jeder genau einmal). Diese Summe der numerierten
Cluster erhilt man daher auch, indem man alle voneinander verschie-
denen, aber unnumerierten Cluster zeichnet, anschliefend irgendeine
Numerierung der Punkte vornimmt und nun in jedem dieser numerier-
ten Cluster von den insgesamt n! moglichen Permutationen der Punkt-
Nummern alle diejenigen eintrigt, die verschiedene numerierte Cluster
liefern (siehe z. B. (9)). Nur bei einer gewissen Zahl z der n! Permuta-
tionen entstehen aus einem numerierten Cluster wirklich voneinander
verschiedene numerierte Cluster, die natiirlich auf Grund der Konstruk-
tion alle gleiche Struktur aufweisen, wahrend bei den restlichen der n!
Permutationen aus jedem der z so gewonnenen verschiedenen numerier-
ten Cluster gleicher Struktur auf Grund ihrer topologischen Symme-
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trien jeweils g gleiche numerierte Cluster entstehen, z. B.

Omem o) O e
12 3 3 2 1
(1)_(2 5 713 1 2 2 1 3 2 (OmmOmm0 ) == 3. (11)
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Daher gilt ganz allgemein zg = n! fir jede Cluster-Struktur mit »
Punkten. In der Tabelle sind weitere Beispiele fir die Symmetrie-
Faktoren von Clustern angegeben. Ubrigens stellt z fiir jeden Cluster
zugleich die Zahl derjenigen Zerschneidemoglichkeiten des zugehorigen
symmetriereichsten Cluster gleicher ,,Ordnung® = (in dem jeder mit
jedem Punkt verbunden ist und der daher den Symmetriefaktor g = n!
besitzt) dar, die zu dem betreffenden Cluster fithren. Uberhaupt ent-
stehen wie bei allen Cluster- und Graphen-Entwicklungen aus den

Tabelle 1. Clusterstrukturen und thre Symmetriefaktoren

Cluster-Struktur | q ') z
o Lo
OO 2 ;o
ZS 3! 1

O ) ‘ 2 3
g 41 1
)3

5
m 42 3

i
i 2 12

i
Lol
O e 1 2 12

symmetriereichsten Verbundclustern bzw. -graphen alle tibrigen Cluster
bzw. Graphen durch sukzessives Zerschneiden. Wie die in der Tabelle
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angegebenen Beispiele zeigen, entstehen offenbar genau die von der
klassischen Gleichgewichtsstatistik her bekannten Mayerschen Cluster
[20, 21]. Das ist auch nicht weiter verwunderlich, da die Konstruktion
der Cluster geméf (7) in beiden Féllen genau die gleiche ist.

Bei dem in exp K expf bendtigten Ubergang zu identischen (sozu-
sagen ununterscheidbaren) Funktionalen f; = f, = - - - werden die jeweils
z verschiedenen numerierten Cluster gleicher Struktur identisch, d. h.
erhalten gleiche mathematische Bedeutung. Um den Beitrag der z,
numerierten Cluster gleicher Struktur y wiederzugeben, geniigt es daher,
den zugehdérigen unnumerierten Cluster mit z, zu multiplizieren:

-

el R I

- 1 1
z,,,,=z,,(f....f),,zn,,!y~y=~g7y=—g:(f....f).,,z},gy=n,,!. (12)

Das schraffierte Viereck steht symbolisch fiir irgendeine Clusterstruktur

y der fH Im allgemeinen besteht nun ein beliebiger zu (exp K)f* bei-
tragender Cluster aus einem Produkt der Verbundcluster y,, nimlich aus
ny Verbundclustern y;, aus n, Verbundclustern y, usw., so daf} sich der
Symmetriefaktor g, ;. n, - - - dieses Produktclusters y,, ,. . . . in einfacher
Weise auf die Symmetriefaktoren g; der konstituierenden Verbund-
cluster v; zuriickfiihren 146t:

Wi

— | 1 Ny oM — PR
Tnyng... = M ifgl oo G0 oo XYy gy, = ! 7yl . (13)

Damit liefern nun die Zweier-Kontraktionen insgesamt

eKefzeKZ’_f_!z ¥ 77;1!%'_,,.=ey1+,,2+...:ey
n NiyNgyeee 1 2° 14
1 (14)
K:ﬁgz O p?
mit
] -rmime
y(p) =X yi(p) =2 AR
[ B i

el 1 1 1 1

—-Zi;?;i=0+?i+§c&+?§+:ﬁﬁ+ (15)
1 1 1 1 1
+Zm+§m+§g§ +§Tk+? o

als Summe aller durch Zweier-Kontraktionen entstehenden Verbund-
cluster.
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1.3. Herstellung der hoheren Kontraktionen
Beim nichsten Schritt in (11.3) verkniipft der Operator der Dreier-
Kontraktionen L= (1/3!)g;6%/06¢®> in dem entstandenen Ausdruck
exp y (@) alle moglichen Tripel ¢, = (), @, = @ (%,), P3= @(x3):
T 1 &8
‘Pl%%-:L‘Pl%%:ngad—,ps P1P2Ps = 95(1, 2, 3) . (M

Wieder werden zweckmiBig zunichst nur die Dreier-Kontraktionen
innerhalb eines Funktionals y (¢) hergestellt

1 &
el yy =31 0000y (9) = 71 () = ®, (2)
dann in einem Produkt von zwei Funktionalen 7} (¢) und 7, (¢)
L o L UL R
el 5y Py = e (éw% sp, ' ow aq,g) V1 Ve

— ®3)

= yi¥e+ (1Y + ViVs) = ©© + =0

und schlieflich in einem Produkt von drei Funktionalen 7 (¢), 7, (p)
und P (g)

L o0 % mmem ST
e Yy =€ 0P 00 00 iy = Y1YeYs + Y1VaVs
2
®
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Mit diesen Bauelementen (2), (3), (4) liefert die Produktregel, die auch
hier §/0 ¢ in eine entsprechende Summe zerlegt, bei der Herstellung aller
Dreier-Kontraktionen in y; y, y5 folgende Clustersumme:

1 v—r—\<~>5 , 0 . s

B 6“3’,‘?«“}7‘7

3
ey yays = beu " og M“) YiVeVs
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2 2 2 2
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® 169 % ng o
1 3 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2
o Q
+ ‘I + A + l +
©, 9 % eo ),
L 3 1 3 1 3 1 3
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Bei dem in exp L exp y benétigten Ubergang zu identischen Funktionalen
y1 = vy = y3 vereinfacht sich (5) wieder, da dann alle Cluster gleicher
Struktur auch die gleiche mathematische Bedeutung aufweisen. Alle
topologischen Uberlegungen von Abschnitt 12 kénnen sinngeméB iiber-
nommen werden, woraus sofort das Verbundclustertheorem auch fiir die
Dreier-Kontraktionen folgt:

Die dabei auftretende Verbundcluster-Summe spielt dann als Funktional
von ¢ bei dem im néchsten Schritt herzustellenden Vierer-Kontraktionen
die Rolle des elementaren Bausteins.

Die systematische Fortfithrung des geschilderten Vorgehens fithrt zu
immer komplizierter werdenden Clustern und liefert schlieflich das
allgemeine Exponential-Verbundcluster-Theorem

e"(‘a%) ol @) — o (@)

8
g’f((p) = (@9( 6¢)8f(¢))\’erbund (7)
P\ (P )"'2
_ <ev(—a%) ) () )
7'1,‘7‘:- .. 7! 7yl Verbund

mit gf(¢p) als der Summe aller aus den Koeffizientenfunktionen g¢,, f,

konstruierten Verbundterme. Dabei werden also in dem Produkt
(@) (¢?f,) . .. durch den Differentialoperator expg(d/d¢) sukzessive
einzelne, an allen méglichen Stellen stehende Feldgréfien, alle moglichen
Paare, Tripel, Quadrupel von FeldgroBlen usw. durch g, g,, g5, g, usw.
ersetzt, aber so, dafl nur verbundene Terme entstehen. Die Aussagen des
Exponential-Verbundcluster-Theorems bestehen also darin, daf aus der
Verbundeigenschaft der Funktionale g(...) und f(...) die Verbund-
eigenschaft des Funktionals gf(. . .) folgt und daB sich die Koeffizienten-

funktionen von gf(...) in gz;flz bestimmter Weise aus denen von g(. . .)

und f(...) aufbauen?®. Gibt man die in (11.1) angegebenen Taylor/Volterra-
Reihenfolge von ¢ und f durch Graphen wieder

(= 6/(3(7), i = @),

3 Die letztere Aussage gilt tibrigens auch dann, wenn g(...) und f(...) und
damit auch gf(...) die Verbundseigenschaft nicht besitzen.
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Eine mathematische Verallgemeinerung, die aber fiir physikalische An-
wendungen bislang keine Rolle spielt, entsteht dadurch, dall man den
Differentialoperator §/d ¢ nicht nur auf f(p), sondern weiter nach rechts
wirken 1a6t. SchlieBlich kénnte g noch FeldgroBen ¢ und f noch Differen-
tialoperatoren 4/0 ¢ enthalten:

[Neg(% );t;)] [ch(lp’ —15‘5;)] B Negvj(qj’ 75%1-)’ N = Nqo,ﬁ/éq} (8)4

Auch dann besitzt das so definierte Funktional gf(...) ebenfalls die

Verbundeigenschaft. Bei all diesen Manipulationevn ist natiirlich an-
genommen, dafl die Funktionale g(...) und f(...) hinreichend ,,ver-
niinftig** sind, so dafl die hier vorgenommenen Relhenumordnungen
nicht durch mangelnde Konvergenzeigenschaften behindert werden.

Einfachstes, nicht-triviales Beispiel fiir (7) ist die identische Um-
formung (mit g, = a, f, = b)

2
Flg) - RIF IR TN LIRS YOS TN B YA LT

9
_ e—%Spln(]~ab)+%~¢2(1~ba)“1b’ ®)
die man tbrigens in diesem einfachen Fall auch unabhéngig vom Ver-
bundcluster-Theorem mit seinen Reihenentwicklungen sofort in ge-
schlossener Form durch Lésung der Funktionaldifferentialgleichungen

0 o 1 02
[(1 —ba) WLF —(bg)F g F=jassF  (10)3

op
erhélt [12—14].

* Hier ordnet Ny, 55, alle ¢ nach links und alle §/0¢ nach rechts.
5 Hier wird erginzend zu (11.2) die Schreibung eingefiihrt:

:fdx’b(x, ') @), (%)xzé—;@)—’

(ba 6‘;) f da’ da’’ b(w, &) a(ef, &) 5¢?x~) .
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Anwendung findet das Verbundcluster-Theorem (7) in der Quanten-
elektrodynamik, in der klassischen [15, 16] und quantenmechanischen
Gleichgewichts-Statistik und bei der Behandlung von Elektron-Phonon-
Systemen sowie von Fermisystemen im Grundzustand, aber auch in der
klassischen und quantenmechanischen Nichtgleichgewichts-Statistik bei
der Entwicklung einer allgemeinen Korrelationsdynamik [17—19].

2. Allgemeine Kontraktionsaufgabe mit mehreren Qperatoren
2.1. Formulierung der Aufgabe und schrittweise Lisung
Hier wird die Aufgabe
5 5 106 1.
55 39) g m _ F T ww g E A (1)
behandelt. Dabei wird wieder konsequent die Abkiirzung
g hy' = [deydey ... [de,de.P(x) ... Px,) ¥
X fo(@y, oo @y, . xy) i) .. ()
verwendet. Je nachdem, ob mit ¢, p Fermionen oder Bosonen beschrieben
werden, treten beim Vertauschen von Feldgroflen Vorzeichenwechsel
auf oder nicht. Diese Regel tibertrdgt sich tbrigens auch auf die zu-
gehérigen Funktionaldifferentialoperatoren. Bis auf etwaige Vorzeichen-
wechsel sind die Feldgrofien vertauschbar, da sie, wie hier nicht weiter
angegeben, hinter entsprechenden Ordnungsoperatoren stehen. Aus Vor-

zeichengriinden sind auch die Operatoren in (2) ,,paarweise’* angeordnet.
Auch hier kann die Aufgabe wieder schrittweise behandelt werden:

(2)

(_‘L_‘?_ 100 e 8 b
S\ o@)ef(@,w):...ezz 59 T v Mo B — L LK) | (3)

Zunéchst verkniipft der bilineare Differentialoperator

Kz%gl%=i8pglé—fﬁ% (4)°
in expf (i, ) alle moéglichen Paare v, = y(2,), ¥, = ¥ (,)
ity = Ko = £0:(152) (5)
Dabei liefern die Kontraktionen innerhalb eines Funktionals f(, )
X[, y) =@ y) = o (6)

das Funktional ]T(y';, p) als Bauelement fir die Kontraktionen in einem
Produkt f,f, . . ., fiir das wieder wegen der Produktregel fir Differential-

6 Das obere Vorzeichen bezieht sich stets auf Bosonen, das untere auf Ferm-
ionen.
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operatoren das verallgemeinerte Wicksche Theorem

R LI
_Te I{ o T

_H z:)fl =§f1fn =YY P: 0y;

1<j

entsteht. Daher konnen auch alle topologischen Uberlegungen von
Abschnitt 12 sofort iibernommen werden, so dafl wiederum

el =ev ° y=y(,p _o+2i+3,A{ 1 - (8)

gilt mit (@, p) als Summe aller aus Paarkontraktionen (5) aufgebauten
Cluster. Beim nédchsten Schritt dient y (i, p) als Bauelement. Das Vor-
gehen ist ganz analog zu Abschnitt 12 und liefert auch hier das Exponen-
ttal- Verbundcluster- Theorem

L)
gi@, p) = (eg (W )em w))
Verbund (9)

s s 1 _ a1 1 _y 27'3
v |G (ﬁ vhv| |y Phy
= [ Y — e e e
: Verbund

Dieses Theorem gilt ebenfalls fiir die zu (12.8) analoge Verallgemeinerung
sowie fir den Fall, daB die Funktionale g(...) und f(...) bei ihrer
Taylor/Volterra-Entwicklung auch ,nichtdiagonale Terme @7 f, . "
mit r == ¢’ enthalten.

Einfachstes Beispiel fiir (9) ist die Beziehung (¢, = @, f, = b)

8 )
09 37

Fp, p) =

die ebenfalls durch Losung der Funktional-Differentialgleichungen

¥ ePbv — T SpIn(l ?ab>+l}(1¥ba)“bw’ (10)

s} [ é é
[(1 ¥ ba) WLF —Op.F  agpF-gags (1)

gewonnen werden kann [12—14].

Von dem Verbundcluster-Theorem (9) wird in der Gleichgewichts-
und Nichtgleichgewichts-Statistik [15—19] sowie in der relativistischen
und nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie ausgiebig Gebrauch ge-
macht.
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Schlieflich sei noch die Verallgemeinerung von (9) bzw. (12.8) auf
mehrere Differentialoperatoren angegeben:

[Neg(a,ﬂ,y,..‘;...»éy,v—,(%,éia):l [Nef(a’ﬁ’y“”;m—ﬁ%"é%’%)}

J d 0
»:_Negf(a'ﬁ’y’”"”'3‘7’W’W) (12)

N=N, ... 0070080060

Das Verbundgraphentheorem besagt nun, dall aus der Verbundeigen-
schaft von g(...) und f(. . .) diejenige von gf(. . .) folgt.

2.2. Wicksches Theorem

Haufigste Anwendung finden die in den vorangehenden Abschnitten
angegebenen Verbundgraphen-Theoreme im Zusammenhang mit dem
Wickschen Theorem. Letzteres macht eine Aussage tiber Umordnungen
von Operatorenprodukten. Meist gilt es, die Zeitordnung 7' = N, , durch
die alle Feldoperatoren ¢, i, ¢ mit nach links zunehmender Zeit geordnet
werden, in die sog. Normalordnung N = N, _ zu tiberfiihren, bei der alle
Feldoperatoren ¢, , ¢ in einen Positiv- und einen Negativ-Frequenzteil
zerlegt und diese Anteile entsprechend geordnet werden. Diese Normal-
ordnung ist stets an einen bestimmten Zustand > < angepalit, mit dem
alle Erwartungswerte gebildet werden und fiir den die daher niitzliche
Vakuumeigenschaft y=> = §=> = ¢=> = 0 und <yt = <@+ = <@t =0
gilt. Bei dieser Umordnung entsteht durch jedes Operatorenpaar vy, 9,
bzw. ¢,, @, ein c-Zahl-Beitrag

m‘z = (T'—N) p P = O [97, 1-/7;]+ — 0y [P35, V’f]wt = Ty, Py
Q)T%: (T—N) @2 =02 [ 07, ‘P;]— + O [z s (Pf_]— = (T 12
Dieser als Wicksches Theorem bezeichnete Sachverhalt wird nach Horr,

ANDERSON und MaTsuBARA kompakt mit Funktionalableitungen wieder-
gegeben [2—41]; fiir die 7-N-Umordnung lautet es

— 82 1 — 4§

T — New'ti T +—§—q)¢ YT
P2 = (T—N) 9P, &1 0a=(T—N) @y 00 NF @, p,¢))=F(0,0,0).

In der Gleichgewichts-Statistik gilt es oft, die Temperaturordnung N,
durch die alle Feldoperatoren mit nach links zunehmender reziproker
Temperatur § = 1/kT geordnet werden, in eine Ordnung N._ zu iiber-
fihren, die nach MaTsuBarA [4] im Sinne von Spe® N, _F (@, y, ¢) =0
an die Spurbildung mit dem ungestorten statistischen Operator p° an-
gepaft ist; weiter spielen die Umordnungen N4, — Ny, und N, 53— Ny,

(2)
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eine Rolle. Fiir sie gelten zu (2) ganz analoge Theoreme, aus denen bei
Anwendung auf Exponentialfunktionale der Zusammenhang mit den
vorangehenden Abschnitten unmittelbar hervorgeht.

Gelegentlich interessiert nicht wie in (2) die 7'— N-Umordnung,
sondern die 1— N-Umordnung, d.h. die Herstellung der Normal-
ordnung N = N, _ in einfachen (statt zeitgeordneten) Produkten. Dann
tritt — bei Anwendung auf Exponential-Funktionale — an die Stelle von
(2) die von (11.1) und (21.1) etwas verschiedene Aufgabe

o o
ef B, v) — NeL_J SHew L TSy L Tef G,y (3)
&@2 = (L =Ny, Py, 1/&’/’1 = (1 —=N)Pypr. NF@p,y))=F(0,0),
wobei Projektionsoperatoren P .
0 [vd
P, py= P. wjp= 4
el ww {'Ip w po= ,l/)’l/) lO ( )

dafiir sorgen, daBl je nach der Anordnung der Operatoren die richtigen
Kontraktionen entstehen. Auch fiir (3) gilt ein Exponential-Verbund-
cluster-Theorem, was im folgenden fiir den in der Gleichgewichts-

Statistik haufig benotigten Sonderfall von (3), ndmlich N = Ny ,,, also
@1 = 0 abschlielend noch bewiesen werden soll:
(52
of @, %) — NgL—J ()11151/’ tef @, )
_ (5)
?1_7‘/)2 = (1= N)piy = [y1, Pl (NF (@, )y =F(0,0).

Da f(§, ) schon normalgeordnet ist, treten Kontraktionen nur zwischen
verschiedenen Faktoren auf. Dabei entstehen jedoch Cluster

- > et ?
NeEfify= N(hfa+ hfo) = N (9 G+ 9m0)  K=pfyog. P

Nekfifofs = N(? I ? + O=0 ? T Cf Oy - Ol - (6)

OO0 - > 3+ 1>v + A)
die von (12.9) deswegen etwas verschleden sind, weil die hier zu ordnenden
Ausdriicke nicht zeitgeordnete Produkte 71'f,f, ..., in denen die Fak-
toren f,, f, ... vertauschbar sind, sondern einfache Produkte f,f,. ..
darstellen, in denen die Faktoren f,, f,, . . . natiirlich nicht vertauschbar
sind, so daB} bei der Clusterbildung an der einmal gewahlten Faktoren-
Reihenfolge f,f, . . . starr festzuhalten ist. Beim Ubergang zu identischen
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Funktionalen f; = f, = - - - entstehen daher auch im Vergleich zu (12.10)
mehr voneinander verschiedene Cluster, die sich von (12.10) durch die
Anordnung der Punkte etwas unterscheiden

Ne"'f?':N(o O 0 +3 om0 O+ o—o—o+<+>+&). (7)

Die an (12.10) anschliefenden kombinatorischen Uberlegungen kénnen
aber wieder sofort iibernommen werden, so daff auch hier ein Exponen-
tial-Verbundcluster-Theorem

62
-~ > _ _
Ne?’_'f P oy Py el Psv) —. N v (@)

_ 1
V(. ) = O + 5 om0 - ®)

IR oo - )

gilt mit y (i, ) als der Summe aller zu f(i, y) gehorigen Verbundcluster
der 1 — Ny ,-Umordnung.

Speziell fir Einteilchen-Exponential-Funktionale f = ypTuy 1abt sich
die Verbundcluster-Summe in (8) explizit und geschlossen angeben?. Mit
[, ¥il5 = 0 (%, — ) ergibt sich namlich y (y, y) sofort zu

L 1
vy, v) = pluy + ?!wTu&wTuw + ?!wfuwfmﬂﬁuw TN o
=yl —1)p= [ deday! (@) @ —D)ew p@), pupl= 82y,

da n hintereinanderstehende Bauelemente %y nur genau eine Verbund-
Kontraktion ermoéglichen, so dafl die zugehorigen Symmetriefaktoren
z=1 und g = n! lauten. Es gelten daher die in der Gleichgewichts-
Statistik wiederholt bendtigten Beziehungen

T T on— T T
o U — Nt ev e =Dy Nt e? oV =e? In(t+o)v (10)

Die zweite Gleichung folgt mit v = (expu) — 1, also u = In(1 + v) sofort
aus der ersten. Ein Potenzvergleich in (10) liefert (64—, bezeichnet das
Kroneckersymbol)

(yTuy)
ws—!’”:N,pT’w D By pasge s X

815825440
1 S 1 Sa 1 En
(~1—! yhu w) (; iz w) (y e w)

i 8! 8y! 85! t (11)
Nt (»"vy) ‘3_7 Os, 12831 —s X

s!
1 o)™ (Lt )s’ (_1_ T3 )s“
(lwvw) ( sviey) (guley

8! 8! 83!

815825400

7 Hierbei werden nur nichtrelativistische, temperatur- und zeitunabhéngige
Feldoperatoren betrachtet, so daB ¢t an die Stelle von ¢ tritt.
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Fir konstante Einteilchenfunktionen u(z, ') = konst, v (x, 2') = konst
geht (11) mit pfy = [dxy'(x) p(x) in die einfacheren, auch durch
vollstindige Induktion beweisbaren Beziehungen

@iy vty @'y)y _ (vly
ST AR (BRI L 12

itber. Die Ausdriicke in den runden Klammern sind dabei die bekannten,

bei Entwicklung von expyfy In(l +v) = (1 + v)"’T‘/’ auftretenden Bi-
nomial-Koeffizienten, wéhrend die Ausdriicke in den geschweiften
Klammern die Koeffizienten bedeuten, die bei der Entwicklung von
expyp’y(e* — 1) nach Potenzen von u auftreten (siche Anhang).

Schlufibemerkung

Die Aufgabe, Produkte von Exponentialfunktionalen umzuordnen,
kann auf die fiir Mehrteilchenkrifte verallgemeinerte Mayersche Cluster-
theorie der klassischen Gleichgewichts-Statistik zuriickgefithrt werden.
Das Ergebnis ist das allgemeine Exponential-Verbundgraphen-Theorem
(21.12). Uber dessen Anwendungen in der Gleichgewichts- und Nicht-
gleichgewichts-Statistik, in der relativistischen und nichtrelativistischen
Quantenfeldtheorie, in der Schwankungstheorie und in der Kohirenz-
theorie wird in weiteren Arbeiten berichtet.

Herrn Prof. Dr. W, Macke danke ich fiir anregende Digkussionen sowie fiir die
Unterstiitzung dieser Arbeit durch Gewahrung von Arbeitsméglichkeiten am
Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Universitit Dresden.

Anhang
Binomial- und Biexponentialkoeffizienten
Bei der Entwicklung des Ausdrucks

(1 + a)o = @ln+o) J(T‘“z"L_"') =y (:) o 1)

S
nach Potenzen von ¢ treten bekanntlich die sog. Binomialkoeffizienten

()" (=)
1 2 ceegSi b S 1

R T

S
auf, die wiederum jhrerseits bei Entwicklung nach z die Koeffizienten

Ly (L L)
(ORI U SOOMUO €1 M o | S

1 1
§185... $1t Sa*

enthalten. So gilt z, B.

)=~ (B =1 ()= () =2 @




316 P. Ziescur: Exponential-Verbundgraphentheorem

Ahnlich treten bei der Entwicklung des Ausdrucks

(D)o = g2 D= ex(T! e >3 {:} o (5)
$
nach Potenzen von « die hier als Biexponentialkoeffizienten bezeichneten

Zahlen T\s1 (1)
{i}z b 5sl+232+--.—s~(1~!> L—!_)_...xS.+sz+~~: 1 {{T}}xr (6)

1 1 [
Sioms. 8! S,! st Zylls

(7)

auf, die ihrerseits bei Entwicklung nach x die Koeffizienten
()" (=)
. 1! 21
enthalten. So gilt z. B.
e N L 11
13/ 3t 718 =L =3 =1 (8)
Weitere Beispiele fiir (7) sind
(L)2 r (L)Z NS
3 1) 2 2 21) 11 31
{{4}}= LTS TR {{4}}= ‘“(’T toarar)=3 AT 0
Mit der an ein Laplacesches Dreieck erinnernden Rekursionsformel
1 0 2 o ”r—}—l] _|[r 7‘—}—1]}
L9y 9 0l -
(e 1= aa) 0= o~ [l = () + cr o fL) 0o
konnen die hoheren Koeffizienten sukzessive aus den niederen bestimmt
werden.
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