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Abstract. General theorems concerning reordering of products of exponential
functionals are formulated and proved. Their applicability in different fields of
many particle theory is mentioned.

Einleitung

In der Vielteilchentheorie kommt bei der (stδrungstheoretischen)
Behandlung der Teilchenwechselwirkung wiederholt die rein mathe-
matische Aufgabe vor, in Ausdrueken vom Typ

I δ \ I δ δ \ _ I δ δ 6 \ _
/ \Aψ) ρj O) / \δφ ' 1^) ef (V, Ψ) e

Q [j^ ' Tφ ' Jψ) g/ (V> <P, ψ)

die Differentionen auszufuhren, d. h. die DifFerentialoperatoren naeh
rechts zu tauschen. Erstmalig traten solche Aufgaben bei der Entwick-
lung relativistischer Quantenfeldtheorien im Zusammenhang mit dem
von Hom, ANDERSON und MATSITBARA kompakt formulierten Wickschen
Theorem [1—5] auf, spater auch bei der formalen Lόsung von Funk-
tionaldifferentialgleiehungen fur die zuerst von BOGOLJUBOW und
SCHWINGER [6—8] eingefuhrten erzeugenden Funktionale [9—14].
Mit der Ubertragung quantenfeldtheoretischer Methoden auf nicht-
relativistische Vielteilchensysteme sowie auf Probleme der quanten-
mechanischen undklassischen1 Gleichgewichts- und Mchtgleichgewichts2-
Statistik wurden auch in diesen Gebieten Spezialfalle der genannten Auf-
gaben immer wieder behandelt. Jedesmal traten als Ergebnis sog. Ver-
bundgraphentheoreme auf, nach denen sich die aus den Bauelementen
von g(. . .) bzw. /(. . .) aufgebauten, aber nicht faktorisierten Terme

1 In der klassischen Gleichgewichts-Statistik wird dies durch Anwendung und
Ausbau des zuerst von SCHONBERG entwickelten klassischen Besetzungszahl-
Formalismus ermoglicht [15, 16].

2 In der quantenmechanischen und klassischen Nichtgleichgewichts-Statistik
wird dies durch Uberfiihrung der von-Neumann- bzw. Liouville-Gleichung in die
Bewegungsgleichungen fur die erzeugenden Funktionale der reduzierten Dichte-
matrizen bzw. Verteilungsfunktionen erreicht [17—19].
21 Commun. math. Phys., Vol. 5
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wieder in Exponentialform ansammeln. Im folgenden wird ein alle diese
Spezialfalle enthaltendes allgemeines Exponential- Verbundgraphen-
theorem bewiesen, wobei der Beiveis uberraschenderweise formal auf
entsprechende Aufgaben der Mayerschen Clustertheorie [20, 21] zurύck-
gefύhrt werden kann, die in der klassischen Gleichgewichts-Statistik
entwickelt wurde, lange bevor die quantenfeldtheoretischen Methoden
zur Verfύgung standen und ihre Anwendbarkeit auch auf die klassische
Gleichgewichts- undMchtgleichgewichts-Statistik bekannt war [15—19].
Ubrigens sind auch die Operatorenumordnungen vom obengenannten
Typ, die beim klassischen Grenzύbergang entweder mit den (in der
Koharenztheorie der Laser auftretenden) Zustanden maximaler Be-
stimmtheit oder mit der Weyl-Korrespondenz und der Wigner-Trans-
formation zusammenhangen.

Die Formeln sind abschnittsweise durchnumeriert und werden zu-
sammen mit den Abschnittsnummern zitiert. Zur formalen Verein-
fachung wird in Anlehnung an SYMANZIK [10] fur Mehrfachintegrale
eine abkύrzende Schreibweise benutzt.

1. Allgemeine Kontraktionsaufgabe mit einem Operator

1.1. Formulierung der Aufgabe

Hier wird die Aufgabe

/ δ \ V 1 δS π 1 r .

e

g[j^I ef(<p) = e i 7Γ Qs Ύ^ e f 7Γ φ fr (1)

behandelt. In den Taylor/Volterra-Reihen der Funktionale g(. . .) und
/( . . . ) wird in Anlehnung an die Einsteinsche Summenregel konsequent
die Abkurzung

φr fr = / dxλ φ{xj . . . / dxr φ{xr) fr(xlt . . ., xr)

= / dxx . . . / dxr frfa, . . ., xr) φfa) . . . φ{xr) = frφ
r

benutzt, wobei x gegebenenfalls einen ganzen Satz von Variablen z. B.
(r, t) oder (r, p) usw. bedeutet. Die Koeffizientenfunktionen / r (. . .) und
gs(. . .) mόgen entsprechend den physikalischen Aufgabenstellungen so
beschaffen sein, daβ sie nicht in Faktoren mit voneinander unabhangigen
Variablengruppen zerfalien (Verbundeigenschaft). Die Entwicklung von
g(. . .) legt ein schrittweises Vorgehen nahe:

e = e 3 ! δ<p e21 dc? e 6(P e Έ=Ξ- e e e e (3)

Auf diese Weise werden nacheinander die ,,Einer"-, ,,Zweier"-, ,,Dreier"-
Kontraktionen usw. hergestellt.
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1.2. Hersteϊlung der Einer- und Zweier-Kontraktionen

Der erste Schritt ist mit der Taylor/Volterra-Entwicklung trivial:

δ

eJe^φ^ — eQι~δφ e^φ) = e^φ + 01\ (1)

In diesem so entstandenen Ausdruck verknύpft der Operator der Zweier-
Kontraktionen K^ (1/2!) g2δ

2lδφ2 beim nachsten Schritt in (11.3) alle
mόglichen Paare cpx = φ{%ι), φ2 = ψ{χ2)'

^γg2-^ψ1φ2 = g2(l,2),

( 2 )

Daβ in (11.3) jede Potenz Kn entsprechend der Exponentialform expiΓ
mit einem Faktor \\n! versehen ist, bedeutet, daβ jede Kontraktion eines
Operatorenprodukts, d. h. jede Verteilung von Haken genau einmal
vorkommt.

Zweckmaβig stellt man nun zunachst nur innerhalb von f(φ + gj
alle Zweierkontraktionen her

(3)

und benutzt das dabei entstehende, von f(φ -f gλ) naturlich verschiedene

und hier mit f(φ) bezeichnete Funktional von φ fur die weiteren Kon-

traktionen als Bauelement. Beim vollstandigen Kontrahieren eines

Produkts von zwei verschiedenen Funktionalen ^(φ) und f2(φ)

wird der Kontraktionsoperator durch die Produktregel der Differential-
rechnung automatisch in eine Summe zerlegt

- V x

-fi 22

1

— >

r 2
wobei die mit einem Index i bzw. j versehenen Differentialoperatoren

nur auf den zugehorigen Faktor fi bzw. fj wirken. Daher stellt Kn nur

die Kontraktionen innerhalb fx her, K22 nur innerhalb /2. Zwischen den

so entstehenden Termen /1; f2 stellt dann weiter K12 alle mόglichen Ver-

knύpfungen von Operatorenpaaren her, von denen ein Operator zu ft

und der andere zu /2 gehόrt. Je nachdem wieviele Kontraktionspartner in

fx und /2 noch zur Verfύgung stehen, kόnnen zwischen fx und f2 eine

Kontraktion, zwei Kontraktionen usw. hergestellt werden, fur die zu-

sammenf assend die f olgende Kennzeichnung durch eine dick gezeichnete

21*
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Verknϋpf ung eingefϋhrt wird:

eK"lh = IJt + hk + Uk +••• - ίik + k k - (1 + J-i) Fik • (6)
Damit ergibt sich fur die Kontraktion mehrerer Γaktoren

^ 7 l • /n = ^ j K h h • In = 77(1 + 1-1.)/;.. 7n = Σ h " " £• (Ό

In diesem verallgemeinerten Wickschen Theorem wird durch JJ tiber

alle mόglichen (dicken) Kontraktionen zwischen den fi summiert, wobei

jedes fi an belie big vielen (dicken) Kontraktionen beteiligt sein kann.
Wie ύblich gewinnt man auch hier einen besseren Uberblick ύber die

entstehenden Terme durch Einfύhrung von Clustern

Fur die Kontraktion von drei Faktoren ergibt sich z. B.

\ L + A + Λ + A -

(8)

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

woraus fur identische Funktionale f1 = f2 = /3 die einfachere Beziehung

entsteht. Allgemein entsteht bei Anwendung dieser Regeln auf fx . . . fn

bzw. /w eine Summe von Produktclustern, die jeweils aus einfacheren
Clustern, den sog. Verbundclustern (linked cluster) aufgebaut sind.

Man bekommt alle zu fτ . . . fn gehόrigen Cluster, indem man wieder-
holt jeweils n ,,Punkte" o zeichnet, diese durchnumeriert und nun nach
dem verallgemeinerten Wickschen Theorem (7) in jedes dieser w-tupel
von Punkten auf alle mόglichen verschiedenen Weisen Verknupfungen
einzeichnet. Damit entsteht die Summe aller voneinander verschiedenen
numerierten Cluster (jeder genau einmal). Diese Summe der numerierten
Cluster erhalt man daher auch, indem man alle voneinander verschie-
denen, aber unnumerierten Cluster zeichnet, anschlieβend irgendeine
Numerierung der Punkte vornimmt und nun in jedem dieser numerier-
ten Cluster von den insgesamt n! mόglichen Permutationen der Punkt-
Nummern alle diejenigen eintragt, die verschiedene numerierte Cluster
liefern (siehe z. B. (9)). Nur bei einer gewissen Zahl z der n\ Permuta-
tionen entstehen aus einem numerierten Cluster wirklich voneinander
verschiedene numerierte Cluster, die natύrlich auf Grund der Konstruk-
tion alle gleiche Struktur auf weisen, wahrend bei den restlichen der n\
Permutationen aus jedem der z so gewonnenen verschiedenen numerier-
ten Cluster gleicher Struktur auf Grund ihrer topologischen Symme-
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trien jeweils g gleiche numerierte Cluster entstehen, z. B.

z (o—o—o) — 3 .
1 2 3

2 3 1 1 3 2

(Π)

9( ) = 2

Daher gilt ganz allgemein zg = n\ fur jede Cluster-Struktur mit n
Punkten. In der Tabelle sind weitere Beispiele fur die Symmetrie-
Faktoren von Clustern angegeben. Ubrigens stellt z fur jeden Cluster
zugleieh die Zahl derjenigen Zerschneidemόgliehkeiten des zugehorigen
symmetriereichsten Cluster gleicher ,,0rdnung" n (in dem jeder mit
jedem Punkt verbunden ist und der daher den Symmetriefaktor g — n\
besitzt) dar7 die zu dem betreffenden Cluster fύhren. Uberhaupt ent-
stehen wie bei alien Cluster- und Graphen-Entwicklungen aus den

Tabelle 1. Cluster struktur en und Hire Symmetriefaktor en

Cluster-Struktur

o

o—o

A
o-o—o

y

1

2

3!

9

4!

1

]

1

3

1

3!

4-2

3!

12

12

symmetriereiehsten Verbundclustern bzw. -graphen alle ύbrigen Cluster
bzw. Graphen durch sukzessives Zerschneiden. Wie die in der Tabelle
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angegebenen Beispiele zeigen, entstehen offenbar genau die von der
klassischen Gleichgewichtsstatistik her bekannten Mayerschen Cluster
[20, 21]. Das ist auch nicht weiter verwunderlich, da die Konstruktion
der Cluster gemaβ (7) in beiden Fallen genau die gleiche ist.

Bei dem in expi£ exp/ benδtigten Ubergang zu identischen (sozu-
sagen ununterscheidbaren) Funktionalen /x = /2 = werden die jeweils
z verschiedenen numerierten Cluster gleicher Struktur identisch, d. h.
erhalten gleiche mathematische Bedeutung. Urn den Beitrag der zγ

numerierten Cluster gleicher Struktur γ wiederzugeben, genugt es daher,
den zugehorigen unnumerierten Cluster mit zγ zu multiplizieren:

Zy®γ = zY(f Ί)γ=ny] y^γ=—®Y = — (f j)γ,zγgγ = nγ\. (12)
Uγ i/γ

Das schraffierte Viereck steht symbolisch fur irgendeine Clusterstruktur
γ der /. Im allgemeinen besteht nun ein beliebiger zu (expϋQ/w bei-
tragender Cluster aus einem Produkt der Verbundcluster γit namlich aus
nx Verbundclustern γv aus n2 Verbundclustern γ2 usw., so daβ sich der
Symmetriefaktor gnin2Uz. . . dieses Produktclusters γniΐl2 . . . in einfacher
Weise auf die Symmetriefaktoren gi der konstituierenden Verbund-
cluster γi zurύckfύhren laBt:

g?g? - yBl..... = - ^ - J • • (13)

Damit liefern nun die Zweier-Kontraktionen insgesamt

(14)

mit

γ(φ) = Σ.YΛΨ) = Σ~(f""

(15)

als Summe aller durch Zweier-Kontraktionen entstehenden Verbund-
cluster.
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1.3. Herstellung der hδheren Kontraktionen

Beim nachsten Schritt in (11.3) verknύpft der Operator der Dreier-
Kontraktionen L Ξ== (1/3!) g3δ

3jδφ3 in dem entstandenen Ausdruck
exp γ(φ) alle mόglichen Tripel ψx = φ{x1), φ2 = φ{χ2)> ψs = ψ{χz)'

'—'—' 1 ό3

Wieder werden zweckmaBig zunachst nur die Dreier-Kontraktionen
innerhalb eines Funktionals γ(φ) hergestellt

1
fn no no m

(2)
1

dann in einem Produkt von zwei Funktionalen Γγ1(φ) und

1 Γ-I-1 / O2 δ δ δ2 \

Y I m rn

nγ^-> n-π (3)
m m ΠΊ m

+ (7x72 + 7i72) ^ ® I + (2>-Θ
und schlieBlich in einem Produkt von drei Funktionalen
und

i—i—i δ δ δ I \

6 1 2 3 7 ^ β δΨ δφ δφ +

(4)

1 2 3

1 3

Mit diesen Bauelementen (2), (3), (4) liefert die Produktregel, die auch
hier δ/δ φ in eine entsprechende Summe zerlegt, bei der Herstellung aller
Dreier-Kontraktionen in γτ γ2 γ3 folgende Clustersumme:

1 Γ-Γ-W δ δ δ Ϋ

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3

*λ*A*X*A* "
1 3 1 3 1 3 1 3

2 2 2 2

1 3 1 3 1 3 1 3
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Bei dem in expL exp γ benόtigten Ubergang zα identischen Funktionalen
γx — γ2 = y% vereinfacht sich (5) wieder, da dann alle Cluster gleieher
Struktur auch die gleiche mathematische Bedeutung aufweisen. Alle
topologischen Uberlegungen von Abschnitt 12 kδnnen sinngemaβ ϋber-
nommen werden, woraus sofort das Verbundclustertheorem auch fur die
Dreier-Kontraktionen f olgt:

(6)

Die dabei auftretende Verbundcluster-Summe spielt dann als Funktional
von φ bei dem im nachsten Schritt lierzustellenden Vierer-Kontraktionen
die Rolle des elementaren Bausteins.

Die systematische Fortfuhrung des geschilderten Vorgehens fuhrt zu
immer komplizierter werdenden Clustern und liefert schlieBlich das
allgemeine Exponential- Verbundcluster- Theorem

I βf (φ) _ βθj (ψ)

= Σ rτ\ r 2 ! /Verbund

(7)

mit gf(φ) als der Summe aller aus den Koeffizientenfunktionen gs, fr

konstruierten Verbundterme. Dabei werden also in dem Produkt

(φfY1 (<p2/2Γ
2 durch den Differentialoperator exipg(δlδφ) sukzessive

einzelne, an alien mόglichen Stellen stehende FeldgrόBen, alle mδglichen

Paare, Tripel, Quadrupel von FeldgroBen usw. durch gv g2, gs, gA USΛV.

ersetzt, aber so, daβ nur verbundene Terme entstehen. Die Aussagen des

Exponential-Verbundcluster-Theorems bestehen also darin, daβ aus der

Verbundeigenschaft der Fimktionale g(. . .) und /(. . .) die Verbund-

eigenschaft des Funktionals gf(. . .) folgt und daβ sich die Koeffizienten-

funktionen von gf(. . .) in ganz bestimmter Weise aus denen von g(. . .)

und /(...) aufbauen3. Gibt man die in (11.1) angegebenen Taylor/Volterra-

Reihenfolge von g und / durch Graphen wieder

(H-<ΞΞ δjδφ, <π Ξ= φ)9

3 Die l e t z t e r e Aussage gilt ύbr igens a u c h d a n n , w e n n g{ > ) u n d / ( . . . ) u n d
d a m i t a u c h gf(...) d ie Verbundseigenschaf t n i c h t bes i tzen.
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so lautet (7)

, - . . . , exp I-M-Γ 27 . , 3,

Eine mathematische Verallgemeinerung, die aber fur physikalisehe An-
wendungen bislang keine Rolle spielt, entsteht dadurch, daβ man den
Differentialoperator δjδφ nicht nur auf /(φ), sondern weiter nach rechts
wirken laBt. SchlieBlich kόnnte g noch FeldgroBen φ und / noch Differen-
tialoperatoren δ/δ φ enthalten:

N - ' φ,δ/ό φ

Auch dann besitzt das so definierte Funktional gf(. . .) ebenfalls die
Verbundeigenschaft. Bei all diesen Manipulationen ist natϋrlich an-
genommen, daB die Funktionale g(. . .) und /( . . . ) hinreichend 5,ver-
nϋnftig" sind, so daB die hier vorgenommenen Keihenumordnungen
nicht durch mangelnde Konvergenzeigenschaften behindert werden.

Einfachstes, nicht-triviales Beispiel fur (7) ist die identische Um-
formung (mit g2 = a, f2 = b)

i r,_5— A ™2̂  4? 8r)\ ab + -"k(ab)2 + -τ> (ab)3 + \ + -?Ϊ φ2 \b -{- bab + •)

(9)
= e6

__ f

die man ύbrigens in diesem einfachen Fall auch unabhangig vom Ver-
bundcluster-Theorem mit seinen Reihenentwicklungen sofort in ge-
schlossener Form durch Losung der Funktionaldifferentialgleichungen

-4~
δa

2 δφ2 (10)5

erhalt [12—14].

4 Hier ordnet Nφtδιdφ alle φ nach links und alle δ/δφ nach rechts.
5 Hier wird erganzend zu (11.2) die Schreibung eingefϋhrt:
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Λnwendung findet das Verbundcluster-Theorem (7) in der Quanten-
elektrodynamik, in der klassischen [15, 16] und quantenmechanischen
Gleichgewichts-Statistik und bei der Behandlung von Elektron-Phonon-
Systemen sowie von Fermisystemen im Grundzustand, aber auch in der
klassischen und quantenmechanischen Mchtgleichgewichts-Statistik bei
der Entwicklung einer allgemeinen Korrelationsdynamik [17 — 19].

2. Allgemeine Kontraktionsaufgabe mit mehreren Operatoren

2.1. Formulierung der Aufgabe und schrittweise Lδsung

Hier wird die Aufgabe

I δ δ \ _ 1 <5« < ' _ 1 _ ^

e^lϊΓ WJe/(v,v)= e?JϊJ^gs'δy^e?-Vϊyjrfry)r (1)

behandelt. Dabei wird wieder konsequent die Abkurzung

ψrfrψr = / dx1 dx[ . . . / dxr dx'r ψ (xx) . . . ψ (xr) x

X fr(xv . . ., xr; x'r, . . ., x[) ψ(x'r) . . . ψ(x[)

verwendet. Je nachdem, ob mit ψ, ψ Fermionen oder Bosonen beschrieben
werden, treten beim Vertauschen von FeldgrόBen Vorzeichenwechsel
auf oder nicht. Diese Regel ϋbertragt sich ύbrigens auch auf die zu-
gehόrigen FunktionaldiίFerentialoperatoren. Bis auf etwaige Vorzeichen-
wechsel sind die FeldgrόBen vertauschbar, da sie, wie hier nicht weiter
angegeben, hinter entsprechenden Ordnungsoperatoren stehen. Aus Vor-
zeichengrύnden sind auch die Operatoren in (2) ,,paarweise" angeordnet.

Auch hier kann die Aufgabe wieder schrittweise behandelt werden:

_ < S \ i δ2 δ2 δ δ
ψ' δψ) ef(ψ, ψ)—. . . . e "2Ϊ όψ* Qz δψ eΊΓψdιlrψ ef(ψ, ψ) — . . . eLeKef(ψ,ψ) ^ (3)

Zunachst verknύpft der bilineare Differentialoperator

τ r ^ δ ~ δ δ
^ ^ ^ ^ (4)6

in exp/(^> ψ) alle mόg]ichen Paare ψ1 = ψfa), ψ2

 Ξ ψ(χ2)

ί ? 2 = ^ ^ i ^ 2 = ± 9i (i 2 ) (5)

Dabei liefern die Kontraktionen innerhalb eines Funktionals f(ψ}ψ)

J ^ o (6)

das Funktional f(yj, ψ) als Bauelement fur die Kontraktionen in einem
Produkt /i/2 ., fur das wieder wegen der Produktregel fur Differential-

6 Das obere Vorzeichen bezieht sich stets auf Bosonen, das untere auf Ferm-
ionen.
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operatoren das verallgemeinerte Wicksche Theorem

entsteht. Daher kόnnen auch alle topologischen Uberlegungen von
Abschnitt 12 sofort ϋbernommen werden, so daβ wiederum

gilt mit γ(ψ, ψ) als Summe aller aus Paarkontraktionen (5) aufgebauten
Cluster. Beim nachsten Schritt dient γ(ψ, ψ) als Bauelement. Das Vor-
gehen ist ganz analog zu Abschnitt 12 und liefert auch hier das Exponen-
tial- Verbundcluster- Theorem

i δ δ \

gfiψ

ί (τ-Σ \e

rlfr2)... \

,y>)
I Verbund

[ψψiϊ'ψ2)2 \
1

r ! " " " /
r2 / Verbund

(9)

Dieses Theorem gilt ebenfalls fur die zu (12.8) analoge Verallgemeinerung
sowie fur den Fall, daβ die Funktionale g(. . .) und /(. . .) bei ihrer
Taylor/Volterra-Entwicklung auch ,,nichtdiagonale" Terme ψrfrr'ψ

r'
mit r =j= r' enthalten.

Einfachstes Beispίel fur (9) ist die Beziehung (gx = α, /x = b)

_δ_ _δ_

F(w, ψ) — e^ψa^eψbψ = e T s i ) l n ( 1 ^ab) + ψ{i^ba)-ίbψ^ ^ Q J

die ebenfalls durch Lόsung der Funktional-Differentialgleichungen

Tba)4Ά F ={bw)xF a4~F = -^-a-^zrF (11)

gewonnen werden kann [12 — 14].

Von dem Verbundcluster-Theorem (9) wird in der Gleichgewichts-
und Mchtgleichgewichts-Statistik [15—19] sowie in der relativistischen
und nichtrelativistischen Quantenfeldtheorie ausgiebig Gebrauch ge-
macht.
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SchlieBlich sei noch die Verallgemeinerung von (9) bzw. (12.8) auf
mehrere Differentialoperatoren angegeben:

/ δ δ δ

δ γ ' δ β ' δ xj \ \ ]tf β \ ' ' ' " ' ' ' " δγ'δβ'δcc

I δ δ δ \

—. y y rr~ \ o y σ p σ α /

N — •^ociβ,y,...;...δ!δγtδfδβ,δlδ(x,

(12)

Das Verbundgraphentheorem besagt nun, daβ aus der Verbundeigen-
schaft von g(. . .) und /( . . . ) diejenige von gf(. . .) ίolgt.

2.2. Wicksches Theorem

Haufigste Anwendung finden die in den vorangehenden Abschnitten
angegebenen Verbundgraphen-Theoreme im Zusammenhang mit dem
Wickschen Theorem. Letzteres macht eine Aussage ύber Umordnungen
von Operatorenprodukten. Meist gilt es, die Zeitordnung T = Nt>9 durch
die alle Feldoperatoren ψ, ψy φ mit nach links zunehmender Zeit geordnet
werden, in die sog. Normalordnung N = N+_ zu ύberfύhren, bei der alle
Feldoperatoren ψ, ψ, φ in einen Positiv- und einen Negativ-Frequenzteil
zerlegt und diese Anteile entsprechend geordnet werden. Diese Normal-
ordnung ist stets an einen bestimmten Zustand > < angepaBt, mit dem
alle Erwartungswerte gebildet werden und fur den die daher nύtzliche
Vakuumeigenschaft ψ~> — ψ~> — φ~> = 0 und <ψ+ = <ψ+ = <φ+ = 0
gilt. Bei dieser Umordnung entsteht durch jedes Operatorenpaar ψ1,ψ2

bzw. φv φ2 ein c-Zahl-Beitrag

1φ2).

Dieser als Wicksches Theorem bezeichnete Sachverhalt wird nach HORI,
ANDERSON und MATSUBARA kompakt mit Funktionalableitungen wieder-

gegeben [2—4]; fur die T-iV-Umordnung lautet es

, (NF(ψ,ψ, φ)) = F(0,0,0)

In der Gleichgewichts-Statistik gilt es oft, die Temperaturordnung Nβ>,
durch die alle Feldoperatoren mit nach links zunehmender reziproker
Temperatur β = ijkT geordnet werden, in eine Ordnung 2V+_ zu ύber-
fuhren, die nach MATSUBARA [4] im Sinne von Spρ° JV+_jP(γ;, ψ, φ) = 0
an die Spurbildung mit dem ungestorten statistischen Operator ρ° an-
gepaBt ist weiter spielen die Umordnungen Nβ>-+ N^tψ und Nψ> ψ->Nψf ψ



Exponential- Verbundgraphentheorem 313

eine Rolle. Fur sie gelten zu (2) ganz analoge Theoreme, aus denen bei
Anwendung auf Exponentialfunktionale der Zusammenhang mit den
vorangehenden Abschnitten unmittelbar hervorgeht.

Gelegentlich interessiert nicht wie in (2) die T — JV-Umordnung,
sondern die 1 — N-Umordnung, d. h. die Herstellung der Normal-
ordnung N — N+_ in einfachen (statt zeitgeordneten) Produkten. Dann
tritt — bei Anwendung auf Exponential-Funktionale — an die Stelle von
(2) die von (11.1) und (21.1) etwas verschiedene Aufgabe

wobei Projektionsoperatoren P ±

dafύr sorgen, daβ je nach der Anordnung der Operatoren die richtigen
Kontraktionen entstehen. Auch fiΐr (3) gilt ein Exponential-Verbund-
cluster-Theorem, was im folgenden fur den in der Gleiehgewiehts-
Statistik haufig benόtigten Sonderfall von (3), namlieh N = Nytψ, also
ψψ =z 0 abschlieβend noch bewiesen werden soil:

Da f(ψ} ψ) schon normalgeordnet ist, treten Kontraktionen nur zwisehen
verschiedenen Faktoren auf. Dabei entstehen jedoch Cluster

NeκUf»L -= N

1 2 3

die von (12.9) deswegen etwas verschieden sind, weil die hier zu ordnenden
Ausdrύcke nicht zeitgeordnete Produkte Tf1f2. . ., in denen die Fak-
toren /j, / 2 . . . vertauschbar sind, sondern einfache Produkte fxf2. . .
darstellen, in denen die Faktoren fv f2, natύrlich nicht vertauschbar
sind, so daβ bei der Clusterbildung an der einmal gewahlten Faktoren-
Reihenfolge /j/g. . . starr festzuhalten ist. Beim Ubergang zu identischen
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Funktionalen jλ = /2 = entstehen daher auch im Vergleich zu (12.10)
mehr voneinander verschiedene Cluster, die sich von (12.10) durch die
Anordnung der Punkte etwas unterscheiden

Neκf*=N ( o o o + 3 o—o o + o—o-o + c ^ 4- ̂ o + J^A . (7)

Die an (12.10) anschlieβenden kombinatorischen Uberlegungen kόnnen
aber wieder sofort ύbernommen werden, so daβ auch hier ein Exponen-
tial-Verbundcluster-Theorem

N

1

g!L όψδψ +

 ef{ψ,v) _ ]\[eY(ψ, ψ)

r,(Δ+_+<+>)+... (8)

gilt mit γ(ψ, ψ) als der Summe aller zu f(ψ, ψ) gehόrigen Verbundcluster
der 1 —iV^-Umordnung.

Speziell fur Eίnteίlchen-Exponentίal-Funktionale / = yfiuψ laBt sich
die Verbundcluster-Summe in (8) explizit und geschlossen angeben7. Mit
[ψι, ψtlψ = δ(x1 — x2) ergibt sich namlich γ(ψ\ ψ) sofort zu

r ^ ^ (9)
=--ψϊ(eu— l)ψ= I dxdx'ψϊ{x){eu — l)xx>ψ{x'), ψ1ψl=δ(x1—x2))

da n hintereinanderstehende Bauelemente ψ^uψ nur genau eine Verbund-
Kontraktion ermόglichen, so daβ die zugehόrigen Symmetriefaktoren
2 = 1 und g = n! lauten. Es gelten daher die in der Gleichgewichts-
Statistik wiederholt benόtigten Beziehungen

t f t

= ^ r f eV'(eM—1)V j y -j eΨ vψ __ e v>' ln(l + v)y> (10)

Die zweite Gleichung folgt mit v = (expw) — 1, also ^ = ln(l + v) sofort
aus der ersten. Ein Potenzvergleieh in (10) liefert (δS'_g bezeichnet das
Kroneckersymbol)

(ψ^Uψ)s __ jy ^ y * ^ χ

/ I t V1 / l t 2 \Sa / l f 3 \"3

I —- ψ wψ \ I — •y w ^ I I — ψ u ψ I
ΛX βi! βa! «o! (ID

l 2 3 ^IIJ

X

l + V1 / ι t a Va Z 1 t , \Ss

7 Hierbei Λverden nur nichtrelativistische, temperatur- und zeitunabhangige
Feldoperatoren betrachtet, so daβ yt an die Stelle von Ĵ tritt.
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Fur konstante Einteilchenfunktionen u{x, xr) = konst, v{x, xr) = konst
geht (11) mit ψ^ψ ~ f dx ψ^ (x) ψ(x) in die einfacheren, auch dureh
vollstandige Induktion beweisbaren Beziehungen

(12)

ύber. Die Ausdrueke in den runden Klammern sind dabei die bekannten,

bei Entwicklung von ex^ψ^ψ ln(l + v) = (1 + v)^^ auftretenden Bi-

nomial-Koefίizienten, wahrend die Ausdrueke in den geschweiften

Klammern die Koeffizienten bedeuten, die bei der Entwicklung von

^(eu — 1) nach Potenzen von u auftreten (siehe Anhang).

Schluβbemerkung

Όie Aufgabe, Produkte von Sxponentϊaίfunktϊonalen umzuordnen,
kann auf die fur Mehrteilchenkrafte verallgemeinerte Mayersche Cluster-
theorie der klassisohen Gleichgewiehts-Statistik zurύckgefύhrt werden.
Das Ergebnis ist das allgemeine Exponential-Verbundgraphen-Theorem
(21.12). Uber dess^n Anwendungen in der Gleichgewichts- und Nicht-
gleichgewichts-Statistik, in der relativistischen und nichtrelativistischen
Quantenfeldtheorie, in der Schwankungstheorie und in der Koharenz-
theorie wird in weiteren Arbeiten berichtet.

Herrn Prof. Dr. W. MACKE danke ich fur anregende Digkussionen sowie fur die
Unterstύtzung dieser Arbeit durch Gewahrung von Arbeitsmoglichkeiten am
Institut fur Theoretische Physik der Technisehen Universitat Dresden.

Anhang

Binomial- und Biexponentialkoeffizienten

Bei der Entwicklung des Ausdrucks

8

nach Potenzen von α treten bekanntlich die sog. Binomialkoeffizienten

auf, die wiederum ihrerseits bei Entwicklung nach x die Koeffizienten

/ ]

enthalten. So gilt z, B.
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Ahnlich treten bei der Entwieklung des Ausdrucks

nach Potenzen von α die hier als Biexponentialkoefίizienten bezeiehneten

Zahlen

H - T δ

auf, die ihrerseits bei Entwicklung nach x die Koeffizienten

(A)Sl (A
M " - ^ . . " * + *• + ••-«"«• + «•<-••—• — -' ( 7 )

enthalten. So gilt z. B.

Weitere Beispiele fur (7) sind

1 / / 1 \2 l l

Mit der an ein Laplacesches Dreieck erinnernden Rekursionsformel

kόnnen die hόheren Koeffizienten sukzessive aus den niederen bestimmt

werden.
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