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Abstract. The purpose of this paper is to prove existence and uniqueness theorems
for the Cauchy problem of relativistic hydrodynamics, in the case of a thermo-
dynamical perfect fluid corresponding to the assumptions of A. H. Taus [10].
We discuss also the case of a charged fluid, with zero conductivity, in an electro-
magnetic field. We consider elsewhere [7] the case of the relativistic perfect magneto-
hydrodynamics (infinite conductivity). The main tool used here is LErRAY’S theorem
for strictly hyperbolic systems and we show by two different methods that it is
possible to deduce, from the system of the field equations, a Leray system. In one
of the methods, the vorticity tensor occurs and the relativistic Helmholtz equations
are deduced for both the charged and uncharged fluids.

Introduction

Lebutdu présentmémoire est d’établir des théorsmeslocaus d’existence
et d’unicité physique, pour le probléme de Cauchy relatif aux équations
d’un fluide parfait thermodynamique relativiste. Les énoncés correspon-
dants ont été signalés ailleurs [7]. Le cadre adopté est celui de la relativité
générale et les équations d’Einstein figurent dans le systéme d’équations
considéré — mais il est aisé d’en faire abstraction. Le méme probléme
ayvait été traité par Madame CHOQUET-BRUHAT [3] pour un fluide isen-
tropique. Le fluide thermodynamique envisagé ici est sans courant de
chaleur et schématisé selon I’excellent point de vue de A. H. Taus
[8, 10]. La densité de matiére propre est supposée conservative, ou —
ce qui est équivalent — le mouvement adiabatique.

La théorie est développée en prenant pour variables thermodyna-
miques ce que je nomme 'indice f du fluide (équivalent & Ienthalpie
spécifique) et son entropie spécifique 8. Deux cas sont effectivement
traités, celui du mouvement en U'absence de tout champ électromagnétique
et celui du mouvement d’un fluide thermodynamique chargé de conduc-
tivité nulle, en présence d’un champ électromagnétique. Nous avons en-
visagé ailleurs [7] le cas de la magnétohydrodynamique relativiste (con-
ductivité infinie), cas qui ne conduit pas & un systéme strictement hyper-
bolique. La démonstration donnée par Madame CHOQUET-BRUHAT
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dans le cas d’un fluide isentropique de conductivité nulle comportait
quelques difficultés qui sont surmontées ici.

L’instrument mathématique principal est constitué par un important
théoréme de Leray relatif aux systémes quasilinéaires strictement hyper-
boliques. Les définitions et résultats utiles sont rappelés dans la premiere
partie de ce travail, en méme temps que sont dégagées certaines des
formules indispensables. Les théorémes principaux figurent au para-
graphe 7, aux paragraphes 15 et 16, au paragraphe 27 enfin. Pour se
ramener a des systémes hyperboliques du type de Leray deux méthodes
sont mises en évidence: dans I'une (cas matiére pure paragraphe 7,
et fluide parfait thermodynamique paragraphe 16) on introduit non
les équations d’Einstein, mais celles qui s’en déduisent par dérivation
le long des lignes de courant. Cette méthode s’adapte aussi 4 la magnéto-
hydrodynamique relativiste parfaite [7]. L’autre méthode, mise en ceuvre
aux paragraphes 15 et 27, fait intervenir le tenseur tourbillon et les
équation d’Helmholtz relativistes que nous avons formées dans les deux
cas envisagés.

1. Equations d’Einstein
1. Equations d’ Einstein

a) En théorie relativiste de la gravitation, I’élément fondamental
est constitué par une variété différentiable de dimension 4, la variété
espace-temps V,. La variété V, est douée d’une métrique riemannienne
hyperbolique, de signature + — — —, qui peut s’écrire en coordonnées
locales

ds*=g,pdarda? (o, $=0,1,2,3). (1.1)

Les g,5 sont appelés les potentiels de gravitation relatifs au systéme
de coordonnées. En chaque point = de V,, ’équation ds? = 0 définit
un cone de directions spatio-temporelles, le cone élémentaire C, au point x.
On démontre aisément qu’une telle variété V, admet des systémes
globaux de lignes orientées dans le temps, mais elle n’admettra pas en
général de systémes globaux d’hypersurfaces orientées dans ’espace. Le
point de vue adopté ici sera par suite un point de vue purement local.

b) Désignons par R,z le tenseur de Ricci de la variété riemannienne
V, et par S,z son tenseur d’Einstein défini par:

1
Saﬂ: Raﬁ_?gaﬂR . (1.2)

En vertu des identités de Bianchi, ce tenseur satisfait les identités
dites de conservation

VaS% =0 (1.3)

ou I représente 'opérateur de dérivation covariante dans la connexion
riemannienne définie par la métrique.
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Dans la théorie de la relativité générale, la métrique est astreinte &
vérifier les équations d’Einstein:

S“ﬁ = xT,ng (X = const.) (14)

ou le tenseur d’énergie T, est supposé continu par morceaux. Ce tenseur
définit les sources du champ de gravitation en décrivant au mieux,
aux points considérés de V,, la structure de la distribution énergétique
source (cas intérieur), ou bien, dans les régions de V,non balayées par
I’énergie, doit étre identiquement nul (cas extérieur).

2. Analyse élémentaire du probléme de Cauchy

Nous commencerons par rappeler notre analyse élémentaire du pro-
bléme de Cauchy [6] pour le cas extérieur,

S.p=0. @2.1)

Cette analyse sera d’ailleurs aussi utile pour 1’étude des équations
avec second membre. Notre probléme est le suivant:

Probléme de Cauchy. Eiant donnds, sur wunme hypersurface X, les
potentiels et leurs dérivées premiéres, étudier les potentiels supposés satisfaire
aux équations d’Einstein (2.1).

a) X est une hypersurface locale de ¥V, suposée non tangente, en
chacun de ses points, au cone élémentaire en ce point. Si 2° = 0 définit
localement X, nous avons g° =+ 0. Les données de Cauchy sur X sont
constituées par les valeurs sur X des g, et des 9,9, . Une simple dériva-
tion sur 2 fournit les valeurs de dérivées secondes autres que 0yg1,.
Nous sommes donc amenés & mettre ces dérivées en évidence dans les
équations d’Einstein. Le systéme d’Einstein est équivalent au systéme
suivant:

1 ..
RHE_E—gOOaOOgH'}'Fia‘zo (1575"'21:2’3) (22)
et
80=G,=0 (2.3)

ou les F;; et G, sont des fonctions calculables sur X' & partir des données
de Cauchy par opérations algébriques et dérivations sur 2.

Le systéme des équations d’Einstein est un systéme en involution
au sens suivant: si une méirique vérifie les équations (2.2) et, sur X seule-
ment, les équations SO = 0 elle satisfait aussi ces équations ¢ Uextérieur de 2.

Ce résultat est une conséquence triviale des identités de conservation
(1.3), soit:

VoS + V:85=0. (2.4)
2 o

1 Nous posons 0, = I Oyp = Y ete.
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Pour une solution de (2.2), on a en effet:

1
0= g®Ry; S3= 5 g% Ry .
Par suite:
. ) 1, ) )
g8} = g* [g‘” Ro;—5 919" Boo + 29°’°R0k)] = g"*8) — gig"* S}
et . ) . . s
g8 = g™ [g° Ry + ' Ry;] = 29°1.80 + ¢* 7S .
Il en résulte que les équations (2.4) peuvent, pour une telle solution
de (2.2), se mettre sous la forme:

9%00,89 = A5'0,80 + B§SY,
oltles 4 et B sont réguliéres. Un tel systéme n’admet, pour des données 59
nulles sur X, que la solution nulle.
b) Corrélativement, nous voyons que le systéme (2.2) fournit les
valeurs sur X' des 6 dérivées secondes 0y,¢;; que j’ai appelées les dérivées
significatives pour 2. Les 4 dérivées 0y,9,, sont absentes.

On peut analyser ce résultat en remarquant que I’on peut effectuer
un changement de coordonnées locales de la forme:

ot =at+ ﬁ%.ﬁ {p*(@@?) + e®}  (X'= A numériquement) (2.5)

ol ¢? tend vers 0 quand 29 tend vers 0. Dans ce changement de coordon-
nées, les valeurs numériques des coordonnées des points de 2 et les
données de Cauchy sont invariantes. Il en est naturellement de méme
pour les 9y,9;,, mais less nouvelles dérivées dy,9,. peuvent recevoir des
valeurs arbitraires. Ces quatre dérivées peuvent étre discontinues & la
traversée de X. Mais, en accord avec l'axiomatique de la théorie, ces
discontinuités ne présentent pas de signification physique et peuvent
étre annulées dans des systémes de coordonnées convenables.

Les dérivées significatives ne peuvent présenter de discontinuités &
la traversée de 2 que si X est tangente aux cones élementaires. Les
caractéristiques des équations d’Einstein, ou fronts d’ordre gravitationnels,
sont définis par les hypersurfaces f = 0 tangentes aux cones élémentaires,
c’est-a-dire solutions de I’équation

Ayf=g*00.f9f = 0. (2.6)

Les rayons gravitationnels ou Dbicaractéristiques sont les caracté-
ristiques de (2.6), c’est-a-dire les géodésiques isotropes de la métrique.

3. Coordonnées harmoniques

a) Dans toute la suite de ce travail, nous utiliserons de maniére
systématique des systémes de coordonnées harmoniques. Pour introduire
ces coordonnées, considérons une équation scalaire qui admette comme
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caractéristiques les solutions de (2.6). L’équation la plus simple de ce
type peut s’écrire:

Af=—V2V,f=—g*#V,0f =0 3.1)
soit, sous forme explicite:
Af=—g*P @upf — 145 0,f) = 0 (3-2)

ol les I'¢; sont les coefficients de la connexion riemannienne dans les
coordonnées locales envisagées. Il est clair que les caractéristiques de
(3.2) sont les hypersurfaces tangentes aux cones élémentaires. Si d est
Popérateur de différentiation extérieur et si § est ’'opérateur de co-
dérivation sur les tenseurs, (3.1) peut se mettre sous la forme intrinséque:

Af=46df=0. (3.3)
C’est I’équation de Laplace relative & la variété riemannienne V,.
Un systéme de coordonnées locales {x¢} est dite harmonique si les x°

sont des solutions locales de I’équation de Laplace (3.1). Nous sommes
ainsi conduits & introduire les quatre quantités [1]

Fo—= Aae = gebIe, (3.4)

qui dépendent des potentiels et de leurs dérivées premiéres.
b) Posons:
2Lop = guo 9pF® + gpo 0uF . (3.5)

Les L,z dépendent des potentiels et de leurs dérivées des deux pre-
miers ordres. Nous nous proposons d’étudier dans L, les termes en
dérivées secondes. On a

2L, aﬂ(gagrgygll‘) + aa(gﬂergyglu)

ou le symbole ~ indique que I’on a négligé les termes ne contenant que
des potentiels et leurs dérivées premiéres. Il vient ainsi:

2Lop== g*#{0p[Ap, «] + 0a[Ap, B1}
ol les crochets désignent les symboles de Christoffel. En développant on
obtient:

1
2Lyp 2 5 9*{0p292n + OpuGar — Oupfin + 0urgpu + Oaudps — Oupfau}
ce qui conduit & la formule:

2Lap 22 g**{0usgpu + 052G ap — OupFas} - (3.6)

¢) Les composantes R,; du tenseur de Ricci dépendent aussi des
potentiels et de leurs dérivées des deux premiers ordres. Nous nous
proposons de montrer, & I’aide de (3.6), que L,z intervient de maniére
simple dans les termes de R,s contenant des dérivées secondes. On a

en effet:
Rapg 6;,1"3'5 —_ aal",%ﬂ
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soit
Razﬁ = gaﬁ{al [“ ﬁa ,u] - aoz [7‘- ﬁ’ f‘]} .
En développant les symboles de Christoffel, il vient:

1
-Rzzﬂ = ?gh‘{aalgﬂp + aﬂ}.gom - a/lygazﬂ - aalgﬂ,u - aaﬁglu + aamgﬂl}
soit:
1 A 1 Ap
Raﬁ% ?g ”{aalgﬂy + aﬁlgay - aaﬂglu —”2“9 al,uga:ﬂ

c¢’est-a-dire, d’apres (3.6):

1
R“ﬁ% —? gl#al/zgaﬂ + Laﬂ .

Nous pouvons résumer les résultats de cette étude par 1’énoncé
suivant:

Théoréme. Dans un systéme de coordonnées locales arbitraire, chaque
composante du tenseur de Ricci peut s’écrire:

Rup= R% + Lug 3.7)
on
1
Rihg = __2—91/‘ al,ugczﬁ + ftzﬁ(glw aggﬁu) (3.8)

les f.p désignant des fonctions réguliéres convenables et les L,g étant définis
a partir des Fe par la formule (3.5)

4. Les équations d’ Einstein en coordonnées harmoniques

a) Considérons le systéme général des équations d’Einstein:
S¢ﬂ= deﬂ (41)

qui peut aussi s’écrire:
1

R“ﬂ=x(Taﬂ_?gaﬂT) . (4.2)
Des identités de conservation (1.3), il résulte que le systéme (4.1)
implique sur le tenseur d’énergie les équations de conservation I/, T%=0.
Si une solution des équations d’Einstein est rapportée & des coordon-
nées harmoniques, donc telles que L,gz= 0, cette solution vérifie le

systéme
8o = 1T (43)

\ . 1 . R
oti nous avons posé S} = B# — 5 9., R™, ainsi que le systéme
V,T%=0. d.4)

Les équations (4.3) peuvent aussi s’écrire:

RM =4 (T,,ﬁ-—%gaﬂT) .
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b) Inversement, donnons-nous une solution du systéme (4.3), (4.4)
correspondant 3 des données de Cauchy sur une hypersurface X orientée
dans Uespace d’équation locale 2° = 0 vérifiant:

Fe=0 pour 2°0=0 (4.5)
et
8= T pour 2°=0. (4.8)

Sur ’hypersurface X, on a:
1
§0= §4O 4 (12— 5 g8L) (L =gPLey)
et par suite d’aprés (4.3) et (4.6):

L2—%92L=xT2—xT2=O. 4.7)
Or de (3.5) il résulte
 2L8 = guog®f OpFe + 0, F° L =,Fe
soit sur X' d’aprés (4.5):
2L = gupg®™ 0y F + 0, F° L =20,F°.

De (4.7) il résulte ainsi:
G0od® 0gFC + (0, F° — g% 8,F%) =0
soit sur X
F209® 0 F¢ =0
g% étant différent de zéro, on voit que notre solution est telle que sur 2
0gFle =0 pour a°=0. 4.8)

¢) Pour la solution envisagée, on a d’aprés (4.4):

v, (yu ;,_;_gluL) = 7, 8% — 7,80 4u
soit:
1
v (m‘ —5 gw;) ~0. (4.9)
Or:
2L — g*m [ = gre §,F* + ghe 9,Fr — g*r 9, Fe
et
0;( 2Lk — gt L) = gie 03, F* + ghe 0, F¥ — g*# 03, e + O

ol O désigne des termes linéaires par rapport aux d,F* Il en résulte
que (4.9) peut s’écrire
g*e 0, F¥ 4 A%*0,FF =0 (4.10)

oit les A4* sont des fonctions réguliéres des potentiels et de leurs dérivées
premiéres, Ainsi les Fe satisfont un systéme hyperbolique qui admet
un théoréme d’unicité. La seule solution satsifaisant sur X' & Fe =0,
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0oFe = 0 est la solution nulle et les coordonnées envisagées sont har-
moniques pour la solution considérée de (4.3), (4.4). Il en résulte que cette
solution vérifie les équations d’Einstein (4.1). Nous énongons

Théoréme. Toute solution du systéeme (4.3), (4.4) correspondant & des
données de Cauchy sur une hypersurface X orientée de Uespace telles que
les conditions (4.5) et (4.8) soient satisfaites sur X est une solution du
probléme de Cauchy correspondant pour les équations d’Einstein elles-
mémes.

5. Le théoréme de Leray

Notre principal instrument pour établir les théorémes d’existence
et d’unicité relatifs au probléme de Cauchy local pour les différents
systémes différentiels étudiés sera constitué par un important théoréme
did & Leray [4].

a) Soit V, une variété différentiable de classe suffisamment grande,
a(x, 0) un opérateur différentiel ou « € V,, et olt 0 désigne opérateur de
dérivation ordinaire 0 = (0,) (x=1,2,...,n); a est d’ordre m, a(z, &)
étant un polynome réel en & de degré m. Soit & (x, &) la partie principale
de a(x, £) constituée par les termes homogénes de degré m et soit V (k)
le cone défini dans P’espace vectoriel 7'; des vecteurs covariants en x
par I’équation

h(z, &) =0.

L’opérateur a est dit hyperbolique en x si les hypothéses suivantes
sont satisfaites: il existe dans 7'F des éléments £ tels que toute droite
issue de £ ne passant pas par le sommet coupe le cone V, (k) en m points
réels et distincts. Ces points & constituent l'intérieur de deux demi-
cones convexes fermés opposés Iy (a) et [y (a) dont les bords appartien-
nent & V,(h); le cone V, (k) n’a pas de génératrices singulieres.

Soit maintenant A4 (z, d) une matrice diagonale dépendant différen-

tiablement de x:
ay(z,)...0
A(x,a)=( R )

0...a,(,0)

dont I'élément a,(z, 0) (v =1, . . ., p) est un opérateur différentiel d’ordre
m(t).

La matrice A (z, 9) est dite hyperbolique en x si

1) Les a, sont hyperbolique en x,

2) Les demi-cOnes opposés:

ont un intérieur non vide.

Introduisons le demi-céne O dual de I'j (4), demi-cone convexe
situé dans 1’espace vectoriel 7';; c’est I'ensemble des vecteurs V de T,
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tels que &£(V) = 0 pour tout & € I'; (A). Le demi-céne opposé (', est
dual au méme sens de I'; (4). Nous poserons C, = 7 U C . Un chemin
de V,, est dit temporel si sa demi-tangente en chaque point = appartient
4 CF. Une hypersurface réguliére de V, est dite spatiale si le sous-
vectoriel tangent & X' en x € X' est extérieur & C,.

Soit 2 un ouvert connexe ou domaine de V,. La matrice A (,d)
est dite hyperbolique dans 2 si

1) A (z, 9) est hyperbolique en chaque point x de £,

2) L’ensemble des chemins temporels joignant dans Q2 dewx points
z, «' de 2 est compact ou vide.

Si A (z, 0) est hyperbolique en z, il existe un domaine £ contenant z,
homéomorphe & une boule ouverte sur lequel 4 est hyperbolique. Dans
la suite de ce paragraphe, nous nous placerons sur un tel domaine .

b) Dans la variété différentiable V,, considérons les systémes
différentiels quasilinéaires & 1’inconnue

U)=(us(x)) (c=1,...,p)
qui peuvent étre définis de la maniére suivante:
A(x,U,0)U = B(z,U). (6.1)
0 est toujours ’opérateur de dérivation ordinaire 0 = (9,) (¢ =1, ...,n)

et A est une matrice diagonale

A, U,0) = ( (5.2)

a,(x, U,0)...0 )

6 ce a,.(x,.U, 0)
dont 1’élément a,(x, U,0), (z=1, ..., p) est un opérateur différentiel
d’ordre m (7). Le second membre B(z, U) peut s’écrire:

Bz, U) = (b, (z, U)) .

Pour préciser les hypothéses faites sur a,(x, U, d) et sur b,(z, U),
on associe & chaque inconnue u, un indice entier s(c) = 1 et & chaque
équation T un indice entier t (t) = 1, ces indices étant définis o une constante
additive prés par le systéme (5.1) et tels que:

m(z)=s8()—t@x)+ 1.

Nous supposons que les b, et les coefficients des opérateurs différentiels
a, sont des fonctions de x, des u, et de leurs dérivées d’ordre < s(o) —t(7)
suffisamment réguliéres (pour s(o) —t(r) < 0, sont indépendantes de u).

¢) Soit X'C Q2 une hypersurface réguliére locale de V,. Dans le
voisinage de X nous introduisons

V() = (v(x))
ol les v,(x) ont des dérivées d’ordre < s(c)+ 1 localement de carrés
intégrables 2.

2 Voir page suivante.
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Nous supposons

1) que la matrice A (x, V,0) est hyperbolique dans Q et que Uhyper-
surface X est spatiale pour cette matrice A (z, V, 0),

2) que les différences:

Qr (.’I), /Uv a) Uy — b‘t (x: U)

et leurs dérivées d’ordre <t(z) s’annulent identiquement sur X (t(z) = 1).

Nous nous proposons, sous ces hypothéses, d’étudier le probléme
de Cauchy défini pour le systéme (5.1) par les données de Cauchy déter-
minées par V. Une solution de ce probléme de Cauchy est une solution
U = (u,) de (5.1) dont les dérivées d’ordre = s(o) sont localement de
carrés intégrables 3 et qui est telle que:

Ug (%) — V5 ()

et leurs dérivées d’ordre < s (0) s’annulent identiquement sur X' (s (o) = 1).

Pour ce probléme, Leray a établi un théoréme d’existence et un théo-
réme d’unicité qui peuvent étre réunis dans I’énoncé suivant:

Théoréme de Leray. St x € X, le probléme de Cauchy relatif aw systéme
(5.1) admet, sous nos hypothéses au moins une solution dans le voisinage de x.

St U = (u,) et U = (u,) sont deux solutions de ce probléme de Cauchy
damns le voisinage du point x et si u, et U, ont des dérivées d’ordre < s(a) + 1
localement de carrés intégrables, ces deux solutions coincident.

Les données de Cauchy au sens usuel sont done ici les valeurs sur X
des u, et de leurs dérivées d’ordre < s(c) — 1.

6. Le cas extérieur. Théoréme de Madame Choquet- Bruhat

a) Considérons le systéme des équations d’Einstein pour le cas
extérieur
R,;=0. (6.1)

En coordonnées harmoniques, nous avons:

1
BR = —5 0" 01u9ap + fap(Gru Qo) = 0 (6.2)
ce qui peut s’écrire:
g“‘ aﬂ.pgaﬂ = 2faﬂ(glw aggl;x) . (63)

Le systéme des dix équations (6.2) ou (6.3) appartient au type (5.1)
étudié par LERAY, la matrice 10 x 10, 4, étant ici la matrice diagonale
dont tous les éléments diagonaux valent:

g By, . (6.4)

3 Localement de carré intégrable et entendu au sens suivant: carré intégrable
sur tout parallélépipéde d’un domaine de coordonnées locales, I'intégration étant
effectuée relativement & ces coordonnées.

Commun. math. Phys., Vol. 1 23
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Le systéme (6.2) satisfait aux hypothéses de différentiabilité faites, avec
les indices suivants:
$(gap) =2 (BI)=1.

En effet (6.4) est d’ordre 2— 14 1= 2; les coefficients de (6.4)
et les seconds membres dépendent des g, et de leurs dérivées d’ordres
2 —1 =1 au plus.

b) Soit X' une hypersurface initiale d’équation locale 2° = 0. Consi-
dérons des données de Cauchy telles que:

1) la forme quadratique g, v* v* soit hyperbolique normale, Uhyper-
surface X' étant spatiale en chacun de ses points, relativement auc céne
élémentaire C,, correspondant

2) on ait sur X

Fe=0, 83=0 pour 2°=0.

Si O} est le demi-cone futur, son dual est le demi-céne I';” défini par:
gFrEE 20 (6.5)

avec £ (v) = 0 pour un vecteur v intérieur & C;". Il y a donc hyperbolicité.

Si les données de Cauchy précédentes sont suffisamment réguliéres,
le théoréme de Leray montre que le probléme de Cauchy correspondant &
(6.2) admet une solution unique. Ce résultat avait été établi antérieure-
ment & la théorie de Leray par Madame CHOQUET-BRUHAT [1] au moyen
d’une étude directe.

L’ensemble des chemins temporels de Q2 partant d’un point y (resp.
aboutissant & un point y) définit le futur &+ (y) (resp. le passé &~ (y))
du point y. Si &(y) = &*(y) U &~ (y) est «I’émission» de y, la frontiére
de cette émission est le conoide caractéristique de sommet y, lieu des
géodésiques isotropes issues de ce point. Il résulte de la théorie de Leray
que les valeurs de la solution en un point y situé au voisinage de 2’ du
¢dt6 du futur, dépendent seulement des données de Cauchy dans £ (y)N 2,
c’est-a-dire des données de Cauchy dans le passé de y (domaine de dé-
pendance).

c¢) Puisque 7T,3=0, il résulte du raisonnement du paragraphe 4,
que la solution précédente du systéme (6.2) vérifie partout les conditions
d’harmonicité Fe = 0 et est solution du systéme des équations d’Ein-
stein (6.1). Pour les données de Cauchy envisagées vérifiant Fe = 0 sur X,
nous avons ainsi obtenu une solution du probléme de Cauchy pour les
équations d’Einstein du cas extérieur.

L’unicité du probléme de Cauchy pour le systéme d’Einstein ne peut
étre entendu qu’en un sens physique ou géomélrique: c’est une unicité
modulo un changement de coordonnées laissant invariantes les valeurs
numériques des coordonnées de chaque point de X' ainsi que les données
de Cauchy. I est aisé de voir (Madame CHOQUET-BRUHAT [1]) qu’une
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solution du probléme de Cauchy relatif & R,5= 0, pour des données
de Cauchy vérifiant Fe = 0 sur X, peut étre déduite par un tel changement
de coordonnées de la solution unique du méme probléme pour le systeme
RM = 0; on peut montrer en effet que ce changement de coordonnées
vérifie lui-méme un systéme différentiel du type (6.2) et le théoréme
d’existence pour ce systéme implique ainsi le théoréme d’unicité physique
pour le probléme de Cauchy relatif aux équations d’Einstein.

Nous avons ainsi éiabli un théoréme local d’existence et d’unicité physique
pour le probléme de Cauchy relatif aw systéme des équations &’ Einstein du
cas extérieur.

7. Le cas matiére pure

a) Le cas le plus simple d’un milieu continu est décrit par un tenseur
d’énergie de la forme:
Top= 0uq ug

ol g est un scalaire positif et u, un vecteur unitaire (g*#u,us = 1). Ap on
donne le nom de densité de matiére propre et & u, celui de vecteur-vitesse
unitaire. Ce tenseur d’énergie décrit une schématisation de I’énergie
dite matiére pure.

Compte-tenu du caractére unitaire de u,, les équations de conser-
vation:

Vel =0
sont équivalentes au systéme formé par I’équation de continuité:
Valou?) =0
et les équations du mouvement:
w* Vuf=0.

Nos données de Cauchy sur une hypersurface X' (2° = 0) supposée
spatiale sont constituées par les valeurs sur X' des potentiels g,z et de
leurs dérivées premiéres 0yg,s. De ces données on sait qu’on peut dé-
duire les valeurs sur X des 89. De

8% = youdu,
on déduit d’aprés le caractére unitaire de u, que sur 2
(xou')* = g*#1S285 .
Le second membre doit étre strictement positif; autrement dit le

vecteur local défini, dans le systéme de coordonnées locales envisagé, par
les S9 doit étre orienté dans le temps. Nous posons:

g+ 8983 = (2°% >0
de telle sorte que:
zoul = Q0.
23*
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On en déduit: s ()2
== o WTTge X@T Tgw
o devant étre positif, on doit avoir aussi §% > 0.
b) Considérons le systéme des équations d’Einstein pour le cas
matiére pure:

U

1
Rap= 10 (uauﬂ— ?gaﬂ) (7.1)
avec
g Pugug=1. (7.2)

En accord avec le raisonnement du paragraphe 4, nous considérons
en coordonnées harmoniques le systéme

1
RY = xo (ua“ﬂ -3 gaﬂ) (7.3)
complété par le systéme
Valour)= u* 0,0 + oV,u*=0 (7.4)
et
wlV,uf=0. (7.5)

11 est impossible pour (7.3), (7.4), (7.5) d’obtenir des indices s et ¢ satis-
faisaux aux hypothéses du § 5.

Pour obtenir un systéme hyperbolique de Leray, nous substituons &
(7.3) les équations dérivées le long des lignes de courant, trajectoires de u?,
et tenons compte dans le résultat de (7.4) et (7.5).

Il vient:

wv, {@ (u«uﬂ ‘%gaﬁ)} = u’ 0,0 (uauﬁ —%gaﬁ) +

1
+ ow'V, (uauﬁ — ggaﬂ) .

D’aprés (7.5) le dernier terme du second membre est nul et d’apres (7.4),
on a:

w'l, {g (uauﬁ —%gaﬂ)} =—pl,u” (uau —é—gaﬁ) .

Nous substituons ainsi aux dix équations (7.3) les dix équations:

1
wV, R = — yoV,w (uauﬁ —7gaﬂ)
soit:

1 1 )
- _Q‘uygl# Oyangap = —x0Vyu (uauﬂ ‘?gaﬁ) + ufapy  (7.3")

ou f,p, dépend des potentiels et de leurs dérivées premiéres et secondes.
Le vecteur »* est maintenant un vecteur arbitraire et nous considérons
comme fonctions inconnues les dix g, ¢ et les quatre u%, soit 15 inconnues.
Nous avons & considérer le systéme (7.3'), (7.4), (7.5) composé de 15
équations.
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Ce systéme appartient au type (5.1) étudié par Leray, la matrice 4,
ici 15 x 15, étant la matrice diagonale dont les éléments diagonaux
ont respectivement pour valeurs:

a(3) = — 5 w3, a(d)=a(5) = ud,. (7.6)

Notre systéme satisfait aux hypothéses faites sur les dérivées avec
les indices suivants pour les inconnues:

8(g.p) =3 slo)=1 s(u)=2
et pour les équations:
t3)=1 t@4)=1 t(6)=2.

En effet a(3’) est d’ordre 3 —1 + 1 = 3; a(4) et a(5) sont d’ordre 1.
En ce qui concerne les coefficients de ces opérateurs et les seconds
membres, nous allons donner le tableau suivant ol, pour chaque in-
connue et équation, nous faisons figurer I’ordre mazimum de dérivation
qui peut apparaitre conformément aux indices. Nous rappelons que
quand cet ordre est négatif, cela signifie que 1’'inconnue correspondante
n’apparait pas dans I’équation. Il vient:

Gup: 2 Jup: 2 Gaup: 1
e :04(7.3") o :0:(74) o :—1{(7.5)
u* ;1 u* 1 w 0.

Ces ordres maxima sont bien respectés dans le systéme (7.3'), (7.4),
(7.5).

¢) Nos données de Cauchy sur X sont, comme nous I'avons vu,
les potentiels et leurs dérivées premiéres et nous supposons qu’elles sont
telles que:

1) la forme quadratique g;,v*v* soit hyperbolique mormale, Uhyper-
surface X étant spatiale en chacun de ses points, relativement au céne
élémentaire C, correspondant,

2) on ait sur X,

Fe=0 (poura®=0).

3) les relations S = you'u, déterminent sur X, conformément au a,
un scalaire positif g et un vecteur unitaire u*.

Si CF est le demi-cone élémentaire futur, son dual est le demi-céne
I';} défini par:

91” EA §u = 0

avec £(v) = 0 pour un vecteur v intérieur & €. Aux opérateurs a(4)
et a(5) correspond dans T% le «demi-céne» I tel que:

ur&; = 0
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w? étant temporel pour C;F, 'intersection de I'; et I, a un intérieur non
vide qui est I'intérieur de I, . Il en résulte que la matrice 4 est hyper-
bolique.

Des données précédentes, nous déduisons les valeurs sur 2 des déri-
vées secondes des potentiels au moyen du systéme (7.3):

Ri’g = X0 (uauﬁ _’;‘gaﬂ) .
(7.5) fournit les valeurs sur X des dérivées des u®.

Nous obtenons ainsi un probléme de Cauchy relatif au systéme (7.3")
(7.4), (7.5), pour lequel les données de Cauchy sont les potentiels et leurs
dérivées des deux premiers ordres, p, les u* et leurs dérivées premiéres
(dérivées d’ordre = s(c) — 1). Pour des données initiales suffisamment
réguliéres, le théoréme de Leray montre que ce probléme de Cauchy admet
une solution (g.p, 0, u*) unique.

Cette solution vérifiant (7.3") et (7.3) sur X vérifie partout (7.3).
D’autre part, d’apres (7.5),

1
u* ub Vauﬂ = 9 u* 8a(uﬁuﬁ) =0

et u* étant unitaire sur X est unitaire partout.

Du raisonnement du paragraphe 4, il résulte que notre solution
(gup> 0, u*) est une solution des équations d’Einstein (7.1), (7.2). Nous
avons ainsi établi pour ce cas un théoréme local d’existence et d’unicité
physique pour le probléme de Cauchy (Madame CHOQUET-BRUHAT [3]).

II. Hydrodynamique relativiste

8. Schéma miliew continu

Donnons nous, dans un domaine d’espace-temps, un schéma décrit
par un tenseur d’énergie T,; déterminant une forme quadratique dé-
finie positive; 7,5 admet, par rapport & g,; des valeurs et vecteurs
propres réels. Soit u, (resp. »®) le (resp. un) vecteur propre normé
temporel (resp. spatial) et soit p (resp. —p,/c?) la valeur propre correspon-
dante. On a [6].

Tup= ouqup + X 2LoDD (o, iy > 0) (8.1)
K
soit
Top= ouaus+ Ilyp
avec

H“ﬂ=2%v§?vf}') (I puf = 0) .
(]

Nous traduirons ce résultat en disant qu'un tel schéma peut étre
interprété comme un schéma miliew continu: u, est le vecteur vitesse uni-
taire du milieu, p sa densité d’énergie propre;
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11,5 est le tenseur des pressions du milieu et des p(, sont dites les
pressions partielles propres.

9. Schéma fluide parfait thermodynamique
a) Un schéma milieu continu est dit décrire un fluide parfait si les

pressions partielles propres sont égales. On a alors:
Po =P =P =P

ou p est la pression du fluide. La formule (8.1) devient:

Top = 0%aUg+ %Z PP .
Or: '
20 = wgug—gap .
On obtient ainsi: '
Top = (0+ %) watts — 5 gup 9.1)

et le tenseur des pressions s’écrit:

P
Hacﬁ = F (uauﬁ '"“gazﬁ) .

Comme dans le schéma matiére pure, ’espace-temps correspondant admet
comme directions principales une direction privilégiée u* orientée dans
le temps et toute direction orthogonale & celle-ci.

b) Nous adoptons dans la suite, en ce qui concerne les considérations
thermodynamiques, un point de vue développé par Taus [8], [9], [10].
La densité d’énergie propre représentée par o comprend une densité
matérielle propre et une densité d’énergie interne du fluide. Nous posons:

o=r(1+%) >0 (9.2)

ou r est dite la densité matérielle propre du fluide et ¢ son énergie interne
spécifique. Cette énergie interne spécifique doit &tre considérée comme une
fonction donnée de deux variables thermodynamiques du fluide, » et p
par exemple, fonction dépendant de la structure interne du fluide

e=¢(r,p). (9.3)

Dan (9.1) apparait le scalaire:
p £ V4 €
eta= ’(1+7)+F= ’(1+?+%) -

Nous sommes ainsi conduits & introduire le scalaire:

i=et+ 2 (9.4)
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appelé enthalpie spécifigue du fluide. On a ainsi:
P ¢
ot Lr=r(1+) (9.5)
et le tenseur d’énergie s’écrit:

Tor=r (14 7)oty — T s - 9.6)

¢) La température propre T du fluide et son entropie spécifique S peuvent
étre définies, comme en hydrodynamique classique, par la relation dif-
férentielle

TaS=de+pd () (9.7)

ou T-1 > 0 est un facteur intégrant pour la forme différentielle figurant
au second membre de (9.7). De (9.4) on déduit par différentiation:

r

di:da+pd(%)+gﬂ.

Il en résulte:
d

Tds=di—"". (9.8)
10. Equations aux lignes de courant
a) Nous avons vu que les équations d’Einstein §,5 = 5 7', 4 entrainent
pour le tenseur d’énergie les conditions de conservation
Vol =0. (10.1)

Explicitons ces conditions pour le tenseur d’énergie d’un fluide de
parfait thermodynamique
J P
Taﬂ =17 (1 —i— ?) uauﬁ——cyg“ﬁ .
11 vient ainsi:

V. Top= V. [r(1+5) u] wp 1 (1 ) e Vous — 22— 0. (10.2)

c?

Par produit par «#, on en déduit 'équation de «continuité»:
WV Ty = T, [r (1 + {2—) u] P g (10.3)
En reportant dans (10.2), on obtient:
" (1 + %_) u V‘zuﬁ = (g“ﬂ_ u“uﬂ) % s (104)

c’est-a-dire un systéme différentiel qui régit les lignes de courant, tra-
jectoires spatiotemporelles du champ des vecteurs-vitesses.

b) Supposons un instant le mouvement du fluide isentropique, c’est-
a-dire § = const.
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On a alors, d’aprés (9.8),
dp =rdi
et le systéme (10.4) aux lignes de courant peut s’écrire:
(1 + 0—2) u* Vouf = (g% — urub) % .
En introduisant le scalaire nécessairement positif:
)
f=14+4
il vient:

w*lV uf = (%P — urub)

%t (10.5)

On peut interpréter le systéme différentiel (10.5) en disant qu'’il
exprime que les lignes de courant sont, dans le cas du fluide isentropique,
géodésiques de la métrique ds* = f>ds* conforme & la métrique ds?
d’espace-temps.

Nous allons montrer ce résultat en établissant le lemme général
suivant qui nous sera utile dans la suite [6].

Lemme. f étant un scalaire positif quelconque et u, un champ unitaire de
vecteurs, st Co, = fu, et .5 = [>gup, on a la formule
Ouf

f

o O= sont les composantes contravariantes correspondant & C, dans la
métrique Jop et 0% V, est Uopérateur de dérivation covariante dans cette
métrique.

Nous sommes ainsi amenés & poser:

O = f~luz, O = fuz .

D’apres I'expression des symboles de Christoffel, il vient:

C"a 70‘ Oﬂ = u* VaUﬂ —_ (g“ﬂ —_— u“u,g)

_ 9y ) 3
V.0 = V0~ oy — 2oy or By,

c’est-a-dire
710,3 = fVau,; -+ 8mfuﬁ — aafup — aﬁ]‘ua -+ ue angzﬂ .
Il en résulte:
({7 — f-1paf/ — iy aﬁ 'f x aL'f
C VaCﬂ——f w Vaoﬁ— (23 Vau,g———f———}- U*ug f ,
c’est-a-dire la formule annoncée.
De ce lemme général résulte immédiatement I'interprétation signalée
de (10.5).
¢) Nous sommes ainsi conduits dans tous les cas & introduire le scalaire
positif:

f=1+§- (10.6)
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et le vecteur C' défini par:
Co=fu, 0*=fu~.

Nous appelons f I’indice du fluide thermodynamique et notons que sa
donnée est équivalente & celle de I'enthalpie spécifique; C' sera dit le
vecteur-courant du fluide [6].

Le systéme différentiel (10.4) peut s’écrire:

0
Fur V7 up — (g% — wrup) 22— 0 .

ctr
Or d’apreés (9.8):
b _ g ras

cir

. (10.7)

Par suite notre systéme différentiel aux lignes de courant s’écrit:

of  To.8
u“Vauﬂ—(gg—u“uﬂ)( ff — ):O.

(10.8)

Du lemme précédent, il résulte que si 'on introduit la métrique
ds? = f2ds?% (10.8) peut s’écrire:

C _V'aCﬂ + (g% — u*up) CTT]! 0,8=0, (10.9)
ou
_ Tf
C- VuCp + (g%——-u“u‘g)'—ég‘aas =0. (10.10)

11. Equation de continuité et conmservation de la densité de matiére
L’équation de continuité (10.3) peut s’écrire:

(1 + C—Z) Vo (ru®) + —clz-ru“ (aai — a"‘rp) =0.

On déduit ainsi de (9.8) la forme suivante de I’équation de continuité:

FVu(ru) + 1 Tur 3,8 = 0., (11.1)
Comme f, r et T sont positifs, on voit sur (11.1) que I'inégalité
ud,S=0
entraine 'inégalité
Ve(rur) = 0,

ces inégalités ayant des interprétations physiques évidentes.
Nous dirons que le mouvement du fluide est adiabatique si

w 9,8 =0, (11.2)

c’est-a-dire si P'entropie spécifique est constante le long des lignes de
courant du fluide. D’apreés (11.1), il est équivalent de postuler que le mouve-
ment est adiabatique ou que:

Velrur)=0, (11.3)
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c’est-a-dire que la densité de matiére propre r est conservative. Nous ferons
ce postulat dans toute la suite, le mouvement du fluide étant, sinon,
sous-déterminé [10]. On peut envisager que (11.3) est une propriété
nécessaire de la densité matérielle.

12. Equations d’ Helmholtz relativistes
Au courant C envisagé comme une 1-forme, nous pouvons associer
sa différentielle extérieure

Q=dc, (12.1)

qui est une 2-forme fermée (d£2 = 0). Elle définit un tenseur antisymsé-
trique
Q,5=0,C5—05C, (12.2)

que nous appelons le tenseur fourbillon du mouvement du fluide [5].

Nous nous proposons d’abord de mettre le systéme aux lignes de
courant sous une forme simple faisant intervenir le tenseur tourbillon £.
D’apres (10.9) et compte-tenu de ’équation u* 9,8 = 0, le systéme aux
lignes de courant peut s’écrire:

O“V Cp+ 8,3;5' 0.

=
T# Qg = CH(7uCy— T3 C) = T=7.Cy,

puisque le courant envisagé dans la métrique ds? est unitaire. Il vient
ainsi pour le systéme aux lignes de courant:

T

Or:

(_j"‘.Qzﬂ = — W aﬁs
soit, aprés multiplication par f2:
0Dy = — L 358 . (12.3)

Nous voyons ainsi que le systéme aux lignes de courant peut s’écrire
y Y P

sous forme intrinséque:

i Q-2

as, (12.4)

ou ¢ (C) désigne I'opérateur de produit intérieur par C.

Pour former la généralisation relativiste des équations d’Helmholtz,
évaluons £ (C) 2, ou £ (C) est 'opérateur de transformation infinitési-
male défini par le champ de vecteurs C. Il vient:

L(0) 2= @i(0)+i(C)d) 2 =di(0)2
puisque d2 = 0. Il résulte ainsi de (12.4) les équations de Helmholtz:

L(0) Q= —— d(Tf)AdS, (12.5)
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Ces équations peuvent s’écrire explicitement:
0V Lugt V00 Rypt Vo= — 5 [0a(T'f) 358 —05(T1) 3.8] (12.6)

et nous verrons qu’elles jouent un réle important dans I’étude du systéme
des équations de I’hydrodynamique relativiste.

13. Le systéme de Uhydrodynamique relativiste et ses caractéristiques

a) Au lieu de prendre comme variables thermodynamiques r et p,
il peut étre commode, dans la suite, d’adopter pour telles variables les
variables f et § (indice du fluide équivalent & ’enthalpie spécifique et
entropie spécifique). Nous supposons par suite que r est une fonction
connue de f et S,
r=r(f,S).

La pression p = p(f, S) du fluide satisfait alors, d’aprés (10.7), la
relation différentielle:
dp=c*rdf—rTdS. (13.1)

b) Cela posé, nous nous proposons d’étudier le probléme de Cauchy
pour le systéme fondamental de I’hydrodynamique relativiste constitué
par les équations d’Einstein

Sap= 1 Tap= x(rfuauﬂ——f—}gae) (13.2)
avec
g*Bu,ug =1 (13.3)
et par I’équation:
u*0,8=0. (13.4)

Sur 'hypersurface X, d’équation locale #° = 0, nous nous donnons
les valeurs des potentiels g,5 et de leurs dérivées premiéres, ainsi que
celle de S, supposées telles que g,zv*v# soit hyperbolique normale,
non tangente aux cones élémentaires (9% =+ 0) et que sur X, Fe= 0.
De ces données on sait qu'on peut déduire les valeurs sur X' des S9.
De:

8= (rfu"ua—c—zl 92)
on déduit, d’aprés le caractére unitaire de u*, que sur X':
(xrful)? = g“”(SE + 1%92) (SB o 93) :
Nous posons:
[0 = g2 (59 + 7 5 g2) (33 + 15 g9)

ot le second membre est une fonction du second degré de p, dont nous
supposons les valeurs positives pour le domaine envisagé des valeurs de p.
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I1 en résulte:
S+ 2508 N T

[2°(p)]?
T e

f= P (13.5)
SOO+ x__c?goo

S étant connue sur X, la derniére équation (13.5) est une condition portant
sur les valeurs possibles de f sur 2. Cette condition s’écrit:

F(f,0) = 77 (5% + 1 5 g) — g0 (S0 + 7 5 02) (S8 + 2 5 98) =0

ol toutes les quantités dépendent des x?! & l'exception de p qui doit
étre considéré comme une fonction de f.
Il est intéressant d’évaluer la dérivée F;; il vient d’aprés (13.1)

Ay = (jrj 1) (S 4 1 s ) + gr g — 200824+ F 08) v

soit:
= (frj—r) (S"" +x 9"") + xrfg®r.
Or d’apres (13.5):
S00 XTTZQOO = yrf(u0)?.
11 en résulte:
F) = y2r2f [goo _ (1 _ l:_/.) (u°)2] .

En dehors des données g4, 09gap, S sur X nous nous donnons aussi sur X,
la valeur de f vérifiant F (f, %) = 0 et n’annulant pas F';; les valeurs sur X
de r, p, 7' donc des u, sont alors connues. La présence d’ondes de choc
est écartée.

¢) En vertu du raisonnement du paragraphe 4, nous pouvons sub-

stituer au systéme (13.2), (13.3), (13.4) le systéme composé de (13.4),
des dix équations

1
R;hg = [rfuauﬁ———z— (r}‘—2%) gaﬂ] (13.6)
de I’équation, équivalente modulo (13.4) & I’équation de continuité:
Velrw?) =rV,u*+ u*0,r =0 (13.7)

et du systéme aux lignes de courant qui s’écrit d’apres (13.1):
riutV uf — (g8 — uuf) (7‘ 0uf — chlaaS) =0. (13.8)

Nous notons que, d’aprés (13.8), u*ufV ,us = 0 et que par suite ug,
initialement unitaire, le restera.

Les données de Cauchy étant supposées données en termes de séries
formelles des coordonnées locales, nous nous proposons de chercher des
séries formelles correspondant & ces données de Cauchy et solutions du
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systéme (13.4), (13.6), (13.7), 13.8). De (13.6) on déduit, puisque g*° 5 0,
les valeurs sur X des dérivées 0pyg.s. L’équation (13.4) donne, pour
u° = 0, la valeur sur X de 9, 8.

Pour obtenir les valeurs sur ' de d,u® et 9,f, notons que (13.7) s’écrit

r 9ou’ + ulr; 0of = @, (13.9)

ou la valeur du second membre ¢ est connue sur 2. De méme 1’équation
(13.8) correspond & g = 0 s’écrit:

rfud 9yu0 — [g% — ()] r of =y, (13.10)
o1 la valeur du second membre y est encore comme sur 2. Les équations
(13.9), (13.10) déterminent les valeurs sur X' de 9,u° et J,f si le déter-
minant
79 — ()] + fry(u0)?
est différent de zéro, soit::
g% — (1 — 1:—’) @02+ 0. (13.11)

S’il en est ainsi 9,u°, 9,f et par suite les dyué (s =1, 2, 3), d’aprés
les équations (13.8) non encore utilisées, auront des valeurs déterminées
sur X\

Sous les hypothéses faites:

0, w0 go—(1—LE) @y 4o

les mémes conclusions s’étendent, par dérivation en 20 des différentes
équations envisagées, & la détermination des dérivées successives.

Ainsi, sous nos hypothéses, se trouvent déterminées de maniére
unique les séries formelles cherchées. Si toutes les données sont analytique,
il résulte du raisonnement classique de Cauchy-Kowalevska que I’on
obtient ainsi une solution analytique unique du probléme de Cauchy
relatif au systéme (13.4), (13.6), (13.7), (13.8).

d) Nous avons ainsi déterminé les variétés caractéristiques du
systéme précédent ou, ce qui est équivalent, du systéme (13.2), (13.3),
(13.4). Ces variétés, d’équation locale @ = 0, se divisent en trois sortes

1) Les fronts d’ondes gravitationnels, solutions de

g*P 0,9 9% p=0. (13.12)

2) Les hypersurfaces (manifestement du genre temps) engendrées
par les lignes de courant, solutions de

u*d,p=0. (13.13)
3) Les fronts d’ondes hydrodynamiques, solutions de:

[ga,g _( __/_:L) ,Mp] 90 dp=0. (13.14)
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On sait (voir par exemple LIcHNEROWICZ [6] p. 42—43) que lavitesse v
de propagation d’ondes est donnée par:

v u®uP 9, p O
¢ (g — uoub) Oq 9o * (13.15)
Pour les ondes (13.14), on a:
—(g*F —u*uP) 0, p Opp = —%L u*uP 0, pOpp .
Ainsi pour les fronts d’onde hydrodynamiques, il vient:
v? r
T (13.16)

Nous supposons dans la suite que, dans le domaine envisagé, (f, S)
est tel que:

i;’— =1, (13.17)

ce qui entraine v? < c%. Il est équivalent de dire que les hypersurfaces

(13.14) sont du genre temps.

14. Laplacien du courant C
Pour mettre en évidence un systéme du type de Leray dérivé du
systéme (13.2), (13.3), (13.4), nous allons completer les équations d’Helm-
holtz relativistes par des relations faisant intervenir le laplacien 4C
du courant et qui, compte-tenu du systéme aux lignes de courant, se
présentent comme des conséquences de I’équation de continuité.
a) Proposons-nous d’évaluer le laplacien du courant:

AC = (dd+ éd)C, (14.1)
ou d est Vopérateur de différentiation extérieure et J celui de codiffé-
rentiation. D’aprés la définition du tourbillon £

AC=déC+68.

Nous sommes done conduits & calculer:
00 = —V,0* = —V,(fu®)
& partir de ’équation de continuité prise sous la forme (10.3):

Velrfu) = u“%‘;—g .

D’aprés (13.1) et (13.4) cette équation peut s’écrire:
Vo(rfu®) = ru*d,f

soit:
Vo (fu*) + fu® 0,7 = ru* d.f .
On obtient ainsi:
Oy

—Vu(fu) = fu (25— z/_f_) ,
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c’est-a-dire:

80 = Cx (22— 2o}

Introduisons la fonction des deux variables & = f% et S définie par:

H(h, 8) = log (;) . (14.2)
Il vient ainsi:
6C=1i(C)dH
et par suite:
déC=di(C)dH =% (C)dH.
Nous obtenons:

AC=Z(C)dH +462. (14.3)
b) Nous sommes ainsi conduits & évaluer £ (C) dH. 1l vient d’abord :
0,H = H; 0,12+ Hg 0;8
Or:
0:f2 =V, (C*C,) = 2C*V,C,
On en déduit:
0,H =2H,C*V;,C,+ Hg 9,8
soit en introduisant le tenseur tourbillon:
0,H = 2H}ILC°‘ V.Ci— 2H;’,C°‘.Qu;. + H"g 0,8
D’aprés le systéme des équations aux lignes de courant pris sous la
forme (12.3) on a:
0 H = 2,00 Cot (2H; L+ HS) 2,8 (14.4)
Dans la suite de ce paragraphe et dans le suivant, nous considérons f

ou h comme fonction des variables g,z et C* puisque b = f2 = g,5C*Ch.
Cela posé de (14.4) on déduit:
Tt

[2(C) dHY, = 2H} C*CP 7,V C; + (2H,’,—c;—+ HS) CBV, V38 +
+ @a(1 en {gug}, 1 en S, 1 en {C4})

ou la notation indique Pordre maximum des dérivées figurant dans les
fonctions ;. Or:

CPV V318 = OBV 1 VS = V1 (CPVp8) — V3,CP 058
Il en résulte; d’aprés (13.4):
[Z(C)dH); = 2H, C*CBV ,V5C; +
+ (1l en {gup}, L en S, 1 en {C*}).
¢) D’aprés une formule classique de géométrie riemannienne, on a:
(40),=—g*#V V301 + ReC, . (14.6)

(14.5)
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De (14.3), (14.5), (14.6), on déduit que le courant vérifie le systéme
d’équations:
[9%f + 2H,C*CPV V5 Cy — Ry Ce 4 (692); +

14.7
+ y:(1 en {g.p}, 1 en S, 1 en {C*})=0. (14.7)
Evaluons H;. On a immédiatement:
10 r(f,8)
28} = 57 log (")
Or:
O rhS) oy 1
3 log 7 " 7
11 en résulte
p_ 1 fry
—
et (14.7) s’écrit:
7\ CeCP
[ (1 —27) S| 7750 — By Co+ 00+
(14.8)

+yi(l en {gup}, 1 en S, 1 en {0})=0.
d) En faisant agir sur (14.8) 'opérateur CeV/,, on voir apparaitre:
Cel,(0R2), = — CeV,V, 2%
qu’on peut évaluer & I'aide des équations de Helmholtz. On a en effet
d’apres I'identité de Ricei:
CelV,V 2% — Cel V2% = Ce[R%, ,,82% — R, ,482%] .
On en déduit:
CeV,(080), =—CeV,V,0% + R,,0082°;, + Ry= fCeQ,5. (14.9)
Or:
CoV,V, Q2% =V, (CeV,02%) — V,CeF, 2% .
Il résulte des équations de Helmholtz (12.6) et de (14.9) que:
CelV,(082);,= 71(2 en {gop}, 2 en S, 1 en {Q,p}, 2 en {C%})

et (14.8), dérivé le long des lignes de courant donne ainsi:

- (1) E2ap0-

—a*(3 en {g.5}, 2 en S, 1 en {Q2,5}, 2 en {C%})=0.

(14.10)

15. Théoréme d’existence et unicité
a) Nous prenons comme fonctions inconnues les dix g,, le scalaire S,
les six £2,5 et les quatre C*. Nous considérons le systéme aux dérivées
partielles défini par les équations:

C,0 1
Ri’g: x[’r df 5 '—‘?(Tf——2_g;_) gaﬁ] (15‘1)

Commun, math, Phys., Vol. 1 24
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(ou f est considéré comme fonction des g,z et des (%), 'équation relative
& Pentropie
0*9,8=0 (15.2)
les équation de Helmholtz
029,2,5= @up(l en {gup}, 1 en S, 0 en {24}, 1 en {C*}) (15.3)

et les équation (14.10) soit:
7\ CxCB
o[- (1=77) 5 2o
=o*(3 en {gup}, 2 en 8, 1 en {Q,4}, 2 en {0%})

Le systéme (15.1), (15.2), (15.3), (15.4) appartient au type (5.1)
étudié par Leray, la matrice 4, ici 21 x 21, étant la matrice diagonale
dont les éléments diagonaux ont respectivement pour valeurs:

(15.4)

al) = — > g0, a(2)—ad) = Ce,,

alt) = e[ (1-15) EZ0a,,,.

Notre systéme satisfait aux hypothéses faites sur les dérivées avec

les indices suivants pour les inconnues:
S(gap) =4 s(8)=3 s5(L.,p)=2 s(Cx)=3
et pour les équations:
t1)=3 t(2)=3 t38)=2 t4)=1.

En effet a(1) est d’ordre 2, a(2) et a(3) d’ordre 1, a(4) d’ordre 3.
En ce qui concerne les coefficients de ces opérateurs et les seconds mem-
bres, dressons le tableau suivant donnant pour chaque inconnue et

équation 'ordre maximum de dérivation qui peut apparaitre confor-
mément aux indices. Il vient:

(15.5)

Gup : 1 Gug ¢ 1 Gup 2 Gap 13
S : 0 S : 0 S :1 S :2
(1) Q“ﬂ —1 (2) ‘Qaﬁ :—1 (3) Qaﬂ :0 (4) Qaﬂ 01
o= : 0 o : 0 o :1 o= :2

ces ordres maxima sont bien respectés dans le systéme envisagé.

b) Nos données de Cauchy sur X sont constituées, comme nous
I’avons vu, par les valeurs des potentiels, de leurs dérivées premiéres, de f et de
S. Nous supposons qu’elles sont telles que:

1) La forme quadratique g;,v*v* soit hyperbolique mormale, Ihyper-
surface X étant spatiale en chacun de ses points, relativement au céne
élémentaire en ce point C,.

2) On ait sur X

Fe=0. (pour 2°=0).
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3) Les données de S et de | (astraintes ¢ F = 0) déterminent par les
relations SO = y T9 des valeurs sur X admissibles pour p et les C* avec

LOES (15.6)

Nous avons la méme situation qu’au paragraphe 7 en ce qui concerne
les opérateurs a(l), @(2), @(3): & a(1l) correspond le demi-cone I, (1)
défini par:
gHEE =0

avee £(v) = 0 pour un vecteur v € CF. Aa(2) et a(3) correspond le demi-
cdne 17 (2) = I’y (3) défini par

& =0 (CheCy)

dans les mémes conditions. Enfin le demi-cone I} défini & partir de:

T

est extérieur au demi-cone I (1) et ne coupe pas le plan C*&; =0,
sous 'hypothése (15.6). Il en résulte que I'intersection de I'; (1), I (2)
= I'F(3), I'; (4) a un intérieur non vide qui est U'intérieur de I'7 (1).
On voit ainsi que la matrice 4 est hyperboligue.

Les équations (15.1) déterminent les valeurs sur X' des dérivées
secondes des g4, (15.2) celles des dérivées premiéres de S. Les équations
(13.7), (13.8) fournissent, comme nous I’avons vu, les dérivées premiéres
des C* Par dérivation, (15.1) donne les dérivées troisiémes des g.5 et
(15.2) les dérivées secondes de S. Les équations (15.3) donnent les dérivées
premiéres des 2,4 et (14.7) les dérivées secondes des C, (au total dérivées
d’ordre < s(o) —1).

Nous obtenons ainsi un probléme de Cauchy relatif au systéme
(15.1), (15.2), (15.3), (15.4). Pour des données initiales suffisamment
réguliéres, le théoréme de Leray monire que ce probléme de Cauchy admet
une solution (9qp, 8, 2.5, C*) unique.

c) Il nous faut enfin établir que (g,4, S, C%) nous donne bien une
solution du systéeme (13.4), (13.6), (13.7), (13.8). Nous avons montré
au paragraphe 13 que, pour des données de Cauchy analytiques, le
systéme formé par ces équations admet, sous nos hypothéses, une
solution unique (g.g, S, C%). Cette solution, avec Q.5=0,C5— 05C,
vérifie nécessairement le systéme (15.1), (15.2), (15.3), (15.4) et, d’aprés
le choix des données de Cauchy adoptées, coincide avec la solution de
ce systéme fournie par le théoréme de Leray.

Un procédé standard de passage & la limite montre alors que cette
derniére solution vérifie le systéme (13.4), (13.6), (13.7), (13.8) dans le
cas ou les données ne sont plus supposées analytiques, mais seulement
suffisamment différentiables. Le raisonnement du paragraphe 4 achéve

24*
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de montrer que nous avons obtenu un théoréme local d’existence et d’uni-
cité physique pour le probléme de Cauchy relatif aux équations (13.3),
(13.3), (13.4) du fluide parfait thermodynamique relativiste.

16. Autre méthode

Pour établir le théoréme précédent, nous allons indiquer une autre
méthode qui ne fait pas intervenir le tenseur-tourbillon.
a) Le systéme différentiel (10.5) aux lignes de courant s’écrit:

furV uf — (g*F — w*uf) d,f + Tc';p g*# 9,8 =0 (16.1)
et 'équation de continuité:
Vg(ruf) =0
peut se mettre sous la forme:
rVﬁuﬁ + V}uﬁ aﬁf = 0 . (162)

Prenons la dérivée covariante contractée I de (16.1). Il vient:
T
(¢ — wwh) Vol — fusl gV out — - g0V, V5 S
=A(l en {goup}, 1 en f, 1 en S, 1 en {u*}).
Or d’apres l'identité de Ricei:
VelVoul =V, Veub + Rypue.
De I'équation (16.2) il résulte:
VoV th = =V (" 351) + Ruque
On en déduit:
VgV ub = —wruf LY Vpf+ B2 en {g.z}, Lenf, Len S, 1 en {u?}) .
En reportant dans (16.3) on obtient:
; T
[0 — v (V= L2)| Vst = 5 2078 +

I

(16.3)

(16.4)
+C(@2 en {gu5}, Len f, 1 en S, 1 en {u}).

Dérivons (16.4) le long des lignes de courant par I’action de 'opéra-
teur u?V/,,. Il vient:

w gV, V,VeS=D(2 en {g,5}, 2 en S, 2 en {u’})
soit, compte-tenu de u? 9,8 = 0
wg PV, V. VS =D(2 en {g,5}, 2 en S, 2 en {w}).

On obtient ainsi:

w [gaﬂ—u“uﬂ (1 __f_:i)] aaﬁyf

(16.5)
=E(3 en {gus}, 2 en f, 2 en S, 2 en {u’}).
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b) Partons du systéme différentiel (16.1) aux lignes de courant et
faisons agir sur les deux membres 'opérateur différentiel que nous venons

f:; )] ViV, Il vient ainsi:

de mettre en évidence [g’“‘ — utu# (1 —

frs
r

fus [g’“‘ — u‘u”(l -

x [gn — v (1= 22)| 7,00 4+ 0

)| 7078 — (g8 — wed)

r ) g g ViV, VoS
=FP3 en {g,p}, 2 en f, 2 en S, 2 en {w}),

ol nous avons utilisé u” 0,8 = 0. On en déduit d’aprés (16.4):

]‘uv [gzu — wrut (1 _ f:;)] v, |7,4 vae__ le (g“ﬁ _ u"‘uﬁ) g,w v, 17# VacS +

c2

T
+%g"‘592"l7,1|7,‘l7¢5'= GP(3 en {gyu5}, 2 en f, 2 en S, 2 en {w}).
Il en résulte, compte-tenu toujours de u* 9,8 = 0

fr;

u¥ [g“‘— utu (1 —7’)] Onpuytt?
=H6(3 en {g.5}, 2 en f, 2 en S, 2 en {w}).

¢) Cela posé, prenons pour fonctions inconnues les dix {g,p}, les
scalaires f et S, et les quatre {uf} définissant un vecteur arbitraire, soit
16 fonctions inconnues.

Nous substituons aux équations d’Einstein, les équations dérivées
de (13.6) le long des lignes de courant. Au second membre, il apparait:

1 2
uV Vy I:rfuauﬁ_? (Tf ——C—f) g“ﬂ]
1 2
= V, (rf) watig + rf 0V, (g up) — 5 gup? V, (rf_hcg) ’

Compte-tenu du systéme différentiel (16.1) aux lignes de courant,
ona:

(16.6)

1 2
uVV,, [rfuauﬁ——z—(rf—c—f) gaﬂ]
= fup(l en {gup}, 1 en f, 1 en S, 0 en {u’}).

Nous considérons ainsi le systéme aux dérivées partielles constitué
par les équations dérivées le long des lignes de courant des équations
(13.6) soit:

——%u”g"ﬁaaﬂ,,gl,‘:ﬁ’,m(Z en {gop}, L en f, 1 en S, 0 en {u’}), (16.7)
de I’équation formée en a:
22 o fr,
w [t — weut (1—L2)] 0,5, 1
=FE(@3 en {g,5}, 2 en f, 2 en 8, 2 en {w}),

(16.8)
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de I’équation
w 0,8 =0, (16.9)

et du systéme dérivé au b du systéme différentiel aux lignes de courant:

u? [g“ﬁ~u"‘uﬁ (1— f:’ )] 0o pyu?
=H"3 en {g.5}, 2 en f, 2 en S, 2 en {u}).

Ce systéme appartient au type de Leray, la matrice A4, ici 16 x 16,
étant la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont respective-
ment:

]' o o fr'
a(7) = —5 yrgeb Oupy, @(8)=a(l0)=u¥ [9 P —uef (1 - 7., )] Oupy
a(9) = ud, .

Ce systéme satisfait aux hypothéses faites sur les ordres de dériva-
tion, avec les indices suivants pour les inconnues:

8(gup) =4 s(f)=3 s(8)=3 sw)=3,
et pour les équations:
H7)=2 t(8)=1 t9) =3 t10)=1.

En effet a (7) et ¢ (8) = @ (10) sont d’ordre 3, @ (9) d’ordre 1. Le tableau
donnant pour ces indices I’ordre maximum de dérivation, permis pour
chaque équation et inconnue, s’écrit:

(16.10)

Gup:2 Gup:3 Gap: 1l gup:3
fo:1 f :2 f :0 f :2
Ms .1 g .2 g o g oy
w 1 w 2 w :0 u¥ 2

Ces ordres maxima sont bien respectés dans notre systéme du e.

d) Donnons-nous, sur 'hypersurface 2, des données de Cauchy
constituées par les valeurs des potentiels g, et de leurs dérivées premiéres
(vérifiant les hypothéses du paragraphe 15, b) ainsi que par la valeur de S.

Les équations (13.6) déterminent les valeurs sur 2' des dérivées se-
condes des g,p, (16.9) celles des dérivées premiéres de S. Les équations
(13.7), (13.8) fournissent, comme nous I’avons vu, les dérivées premiéres
de f et des w”. L’équation (16.9), par dérivation, donne les dérivées
secondes de S et (16.7) les dérivées troisiémes des g,5. L’équation (16.4)
fournit les valeurs des dérivées secondes de f et (16.1), par dérivation,
celles des dérivées secondes des (w?). On a ainsi les dérivées d’ordre
= s(o)—1.

Nous obtenons un probléme de Cauchy relatif au systéme (16.7),
(16.8), (16.9), (16.10). Un raisonnement identique & celui du paragraphe15
montre que ce dernier systéme est hyperbolique et que, pour des données
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initiales supposées suffisamment réguliéres, ce probléme admetune solution
unique, qui est solution du systéme primitif (13.2), (13.3), (13.4).

Le principe de cette méthode est particuliérement adapté & I’étude
des équations de la magnéto-hydrodynamique relativiste (conductivité
infinie), étude qui sera développée ailleurs.

III. Fluide thermodynamique chargé de conductivité nulle

17. Equations fondamentales de champ

Dans cette section, nous nous proposons d’étudier le systéme des
équations fondamentales de I’hydrodynamique relativiste d’un fluide
parfait thermodynamique chargé & conductivité nulle.

a) Dans le domaine d’espace-temps envisagé, nous supposons qu’il
existe un champ électromagnétique décrit par une 2-forme F satisfaisant
aux équations de Maxwell AF — 0 a7

OF = —J, (17.2)
ot J est le courant électrique. Les phénomeénes d’induction sont négligés.
L’équation (17.1) exprime qu’il existe localement un potentiel électro-
magnétique ¢ tel que F = d p. L’équation (17.2) s’écrit explicitement:

— P F B = —JB . (17.3)
Au champ électromagnétique I est associé le tenseur d’impulsion-
énergie de Maxwell

et

1
r“p=zgaﬂ(Fz”F‘“)—FagFﬁe (9*Pt.p=0). (17.4)

On sait qu’en vertu des équations de Maxwell:
Vet*g = Fopd*. (17.5)
b) Le domaine envisagé est occupé par une distribution énergétique
décrivant un fluide parfait thermodynamique chargé et le champ électro-

magnétique correspondant. La métrique d’espace-temps satisfait aux
équations d’Einstein

Sep=xTup> (17.6)
ol le tenseur d’impulsion énergie total 7,5 est la somme:
Tup= (rfuauﬂ—%gaﬁ) + Tup (17.7)

de I'impulsion-énergie d’un fluide et du tenseur de Maxwell du champ
électromagnétique. Comme aux paragraphes 9 et 10, r est la densité
matérielle propre du fluide, p sa pression, u, le vecteur-vitesse unitaire et
f P'indice du fluide lié & son enthalpie spécifique par:

f=1+—. (17.8)
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La température propre du fluide et son entropie spécifique sont
encore définis & partir de (9.8) soit:

. d
TdS=di—=F. (17.9)
Le courant électrique J est en général la somme de deux termes cor-
respondant & un courant de convection et & un courant de conduction,
soit
JB = uub 4 o F*Fu, , (17.10)

o u est la densité propre de charge électrique du fluide et o sa conductivité.
Nous supposons ici cefte conductivité nulle (o = 0) de telle sorte que:

Jb = puf . (17.11)

De 62 = 0, résulte ’identité de conservation de ’électricité 6J = 0,
qui s’écrit dans 'hypothése faite

Ve(uuf) = 0. (17.12)

18. Equation de continuité et systeme différentiel aux lignes de courant

a) Formons les conditions de conservation V,T% = 0, conséquences
des équations d’Einstein, avec:

Tup=rfuug ——C—?Zgaﬁ + Tup -
11 vient d’aprés (17.5):
Vol == Vo (rfur)ug + rfusV,ug w—a(’f—zp— + FopJ*=0
soit, d’aprés (17.11),
VT =V, (rfu*)us + rfu* ¥ us — %81 + pFpus=0. (18.1)

c?

Par produit par uf, on en déduit 'équation de continuité:

WV, Toy= Vo (rfur) — 222 _ g (18.2)

C

D’aprés (17.8) et (17.9) cette équation peut s’écrire comme au para-
graphe 11:

FV(ru) + 1 Tu3,8 = 0. (18.3)
Nous postulons encore que le mouvement est adiabatique
u* 3,8 =0 (18.4)
ou, ce qui est équivalent, que la densité matérielle propre est conservative:
Velru®)=0. (18.5)
De (17.12) et (18.5) on déduit:
u® a";t'u +Vur=0, ux a;';r——f— Veur =0
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soit par différence:
u* 0, log % =0.

Ainsi le rapport k = u/r est constant le long des lignes de courant.
Nous supposons notre fluide chargé de maniére homogéne, c’est-a-dire
k = pfr = constante donnée

dans le domaine d’espace-temps envisagé.
b) Si nous tenons compte de (18.2) dans (18.1), il vient:

rfusVal = (¢ — wif) 2Ly F pus
soit, d’aprés (17.9),

furV, ub = (g*f — u*ub) (8 f—

—T—a—ﬁg—) — kFfur (18.6)

qui est le systéme différentiel aux lignes de courant.

Si le flutde est isentropique, on peut interpréter le systéme différentiel
(18.6) de la maniére suivante: les lignes de courant sont extrémales
de I'intégrale & limites fixes:

J(fds+ k)
ol g est le potentiel électromagnétique (voir par exemple LICHNEROWICZ
[6], p. 101).
Dans le cas général. introduisons encore la métrique ds? = f2ds?
et le courant hydrodynamique C' défini par:

C,=fu, C*=fu*. (18.7)
Nous posons aussi:
O = f—lux .
De (18.6) écrit sous la forme:

Wf T8
wl, uﬂ—(gﬁ—u"‘uﬁ)( ff— o/ )—i— fFaﬁu =0

il résulte, d’aprés le lemme du paragraphe 10, que le systéme différentiel
aux lignes de courant peut s’écrire:

N T k
C“ Vaoﬂ + (g% — u“uﬂ) ;273“8 + -f—Fazﬂua = 0 5

ou V/, est la dérivation covariante dans la métrique ds?, soit encore par
produit par f2:

C<TaCp+ (g — witg) —d 9,8 + kF 50 — 0 (18.8)

19. Equations d’ Helmholtz relativistes
Au courant C, on est amené & associer la 1-forme:

I=C+ke (19.1)
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et sa différentielle extérieure:
IIH=dC+kdp=Q+kF (2=4d0) (19.2)

qui est encore une 2-forme fermée (dsx = 0). Elle définit un tenseur anti-
symétrique:
Hap = .Q“p + kFup

que nous appelons le tenseur de tourbillon total du fluide chargé.

Nous nous proposons d’abord de mettre le systéme aux lignes de
courant sous une forme simple faisant intervenir le tenseur tourbillon 7.
D’aprés (18.8) et compte-tenu de 1’équation u* 9,8 = 0, le systéme aux
lignes de courant peut s’écrire:

C=PCp+ 2L 3,8 + kCeF 5= 0. (19.3)
Or, nous avons vu au paragraphe 12 que:
0=V, 0= 0Q,.
(19.3) peut donc s’écrire:
0%(Qup + bFp) + L 3,8 = 0.

Nous voyons ainsi que le systéme aux lignes de courant peut s’écrire

sous forme intrinséque:
i@ =—2Llas. (19.4)

De (19.4) on déduit d’ailleurs immédiatement, dansle cas isentropique,
Pinterprétation variationnelle donnée ci-dessus du systéme aux lignes
de courant.

Pour former dans ce cas les équations de Helmholtz, observons que
I’on a encore:

Z(C)IT=(@di(0) +i(C)d) II = di(C) IT
On déduit ainsi de (19.4) les équations de Helmholtz:

LOT=—5d(THndS. (19.5)
Ces équations peuvent s’écrire explicitement:

O L.+ Vo Collyp+ VpOlluy= — 5 [3a(T'f) 98— (T1)3aS]. (19.6)

20. Equations liant courant hydrodynamique et tourbillon

11 existe un systéme de relations liant courant hydrodynamique et
tourbillon total et généralisant celles mises en évidence au paragraphe 14.
Nous cherchons, comme dans ce paragraphe, & évaluer le laplacien 4C
du courant hydrodynamique. L’équation de continuité étant la méme
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qu’en ’absence de champ électromagnétique, on a encore
AC=ZL(C)H + 682 (20.1)

avec
Hh,8) = 1og§ (h=p2.
a) On a de méme:
0, H = 2H}ILO“ V.C)— 2H];G“Qul -+ H:g 8.

Or, d’aprés (19.4), le systéme différentiel aux lignes de courant peut
s’écrire dans ce cas:

C* Q= —hC*F oy ——L 3,8
Il en résulte:

0 H — 2H, 01,0y + (2H;,£f— + HY) 8,8+ 2k H; 0=Fy . (20.2)

C

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérons toujours f ou A
comme fonction des variables g,z et C* De (20.2) on déduit:

[2(C) dHY, = 2H} C«CP V, V50, + (23,;%7_ + H’S) CPVsV,8 +
+ 2kH,C*CPVpFy5+ §1(1 en {g.g}, 1 en S, 1 en {C%}, 1 en {g,}) .
Soit, compte-tenu comme au paragraphe 14, de’équation C# V58 = 0:
(Z(C)dH, = 2H,C*CPV,V3Cy + 2k H,C*CP Vg F .5 +
+ §2(1 en {gu}, 1 en S, 1 en {C*}, 1 en {@.}).

b) De la relation précédente et de (20.1), on déduit par un raisonne-
ment identique & celui du paragraphe 14:

[g“ﬁ + 2H,C=CAR ), V,sol — R;.QOQ + (682); + 2kH;,O°‘Oﬂ VpFa). +
+ P2(1 en {gug}, L en S, 1 en {C?}, 1 en {g,})=0.
Or nous savons que:
1 fry
2t~ — 5 (1-77)
et d’autre part:

59=6H—k6F:6II+—k—;—‘—C=6TI+kflG.

Nous obtenons ainsi le systéme suivant:

frp\1 C=CB k fri

LT | — — Y b LS 4

[g (1 - )] 72 Va [7/301 .RAQCQ + (511);. P2 (1 p ) X (203)
X C*CPVgF 5+ yi(l en {0,p}, 1 en S, 1 en {C%}, 1 en {@.}) = 0.

21. L’opérateur A®™
Désignons par 4 I'opérateur laplacien sur une 1-forme ¢

Ap=(dd+ dd) p.
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Nous allons 1’évaluer sous une forme commode. Il vient d’abord

(@0Qh=—g*PViV.qpp
soit

@ogh=—g*P V(0.0 — 'S %,) -
On en déduit
(@0 @)= —g?f 0rapp + 1 F @, + a2 {1 en {gop}, 1 en {@.})
ou la notation indique 1’ordre maximum des dérivées figurant dans o;.
On a d’autre part
(6 d ) = —VP(0p 92— 0r9p) = —9*F Qup pr + 9% Durpp +
+ Ba(1 en {gup}, 1 en {@.}).
11 en résulte par addition

(A ) =—g" 0up@s+ aFe @, + y2(1 en {g.p}, 1 en {@}).
Nous sommes ainsi conduits & introduire A® défini par:
[A® @l = [4 gl — i Fe g, . (21.1)

A® se réduit & P'opérateur 4 en coordonnées harmoniques (Fe= 0)
et 'on a:

[A® @l =—g*F 0502+ y2(1 en {gag}, 1 en {@.}). (21.2)

22. Les équations en coordonnées harmoniques avec condition de Lorentz

a) Considérons le systéme fondamental de 1’hydrodynamique re-

lativiste des fluides parfaits thermodynamiques chargés. Ce systéme
se compose des équations d’Einstein

Sup=2T0p » (22.1)

ou T,z est donné par (17.7), u, étant unitaire, de ’équation postulée:

u* 0,8 =0 (22.2)

et des équations de Maxwell régissant le potentiel électromagnétique ¢:

(0 d@)y=—kru; (k= const.). (22.3)

Pour abréger, nous désignons par I le systéme ainsi défini.

b) Le potentiel électromagnétique ¢ est défini & un changement
de jauge prés. La condition de Lorentz d¢ = 0 qui peut limiter ce
changement de jauge, va jouer ici un role analogue & celui des conditions
d’harmonicité.

Si une solution du systéme I vérifie Fe = 0 et § ¢ = 0, elle est solution
du systéme constitué par les équations d’Einstein écrites sous la forme:

1
BB =y (Tup—3 9es7) (22.4)
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par I'équation

u* 0,8 =0, (22.5)
par les équations de Maxwell écrites sous la forme:
[A® @l = —kru, , (22.6)
par les conditions de conservation:
Vel =0, (22.7)

et par I’équation de conservation de I'électricité déduit de (22.3) qui
s’écrit ici:
Velrux) =0. (22.8)
Nous désignons par II le systéme ainsi défini.
c¢) Inversement, donnons-nous une solution du systéme II cor-

respondant & des données de Cauchy sur une hypersurface X' orientée
dans Vespace (d’équation locale 2° = 0) vérifiant

Fe=0 pour 2°=0 (22.9)
et

dp=0 pour 2°=0, (22.10)
ol les premiers membres ne dépendent que des g,5 et de leurs dérivées
premiéres, des ¢, et de leurs dérivées premiéres dont les valeurs sont
supposées connues sur 2. On sait, d’autre part, que S et (J d p)° ne fait

intervenir que ces données et leurs dérivées sur 2. Nous supposons de
plus notre solution telle que sur X

8%= 4T9 pour 2°=0 (22.11)
et
(0d @) = —kru® pour a°=0. (22.12)

Pour une telle solution, on sait d’aprés le raisonnement du para-
graphe 4 que:
0gle=0 pour a°=0. (22.13)
D’autre part, d’aprés (22.13), on a sur 2"
[del°=[AWe]° = —kru®,
donc d’aprés (22.12) et (22.10):
@og)° =g @dog)=0,

et ainsi:
(ddg)=0. (22.14)
Cela posé, un raisonnement identique a celui du paragraphe 4 montre
que les Fe vérifient un systéme de la forme:

g% 0,pFe + A3 0, FF =0 Aeg = fonction (1 en {g;,}). (22.15)
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D’autre part de (22.6) écrit sous la forme:
[Aolh— o Fep, = —kru,
on déduit par action de I'opérateur § qui commute avec 4 et compte-

tenu de (22.8):
Adp+ V*o,Feq, + 0,Fe Vg, =0

soit une relation de la forme:
Adp+ g*P0,5Feq, + B30, FF =0
% —fonction (1 en {g:,}, 1 en {@.}) .

La solution (Fe, § ) de (22.15) et (22.16) satisfaisant sur X & Fe = 0,
0pfe=0, dp=0, 0,dp =0, est la solution nulle; les coordonnées
envisagées sont harmoniques pour la solution considérée du systéme II
et ¢ = 0 en dehors de 2. Il en résulte que cette solution vérifie le systéme
I. Nous énongons:

Théoréme — Toute solution du systéme II telle que sur X les con-
dittons (22.9), (22.10), (22.11), (22.12) soient satisfaites est solution du
systeme 1.

(22.16)

23. Systéme différentiel aux lignes de courant déduit du systéme IT

Du systéme II, on peut déduire un systéme différentiel régissant les
lignes de courant. Des conditions de conservation

VeT#=V, (rfu“uﬂ —~—%g§ + ‘t“ﬁ) =0
il résulte:

Valrfus)us 4+ rfusVus — o8P + Va2 =0. (23.1)

62

Nous substituerons & aZ 2p son expression tirée de (13.1). D’autre

part, d’aprés (17.5) et (17.2):
Vat®g = —(d @)op (0 d @)e
soit d’aprés la définition de 4™ :
Vat%s = —(d @) [(A™ @), + 0, F° 5 — (d 0 ¢),] .
D’aprés (22.6), il vient:
Ver#s = (d @)eg[kru, — 0,F° @, + (d 6 ¢),] -
En reportant dans (23.1) et compte-tenu de (22.8), on obtient:

rfusV ug + rutug 0 f — (r Opf ——%BﬂS) +
+ (@ @)plhruy — 9 F s + (4 d@)] = 0.

(23.2)
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En multipliant (23.2) par %# et contractant, il vient, compte-tenu
de (22.5),
P (d )es[—0,F° @ + (d S )] = 0. (23.3)

D’aprés (23.3), le systéme (23.2) peut s’écrire:
T
rfuxVoug — (95 — u*ug) (r 0uf — 8¢S) +
+ (9% - u“uﬂ) d ‘p)ga [krue - aqFo ®o + dd (P)g] =0

ce qui est le systéme différentiel cherché.

(23.4)

24. Etude des caractéristiques. Probléme de Cauchy analytique

Comme au paragraphe 13, nous prenons f et S pour variables thermo-
dynamiques et supposons r fonction connue de f et S

r=r(f, 8).

On a toujours (13.1).

Nous nous proposons d’étudier le probléme de Cauchy relatif au
systéme II pour des données telles que (22.11) et (22.12) soient satisfaites.

a) Sur I'hypersurface 2, d’équation locale 2° = 0, nous nous donnons
les valeurs des potentiels g, 4 (avec g° = 0) et de leurs dérivées premiéres,
ainsi que celles des ¢, et de leurs dérivées premiéres. Les (S — x79)
sont connues sur Y. On en déduit comme au paragraphe 13, p jouant
le réle d’une inconnue auxiliaire:

So— 27+ x%;- Ja

Y= @(p)
et
SOD_ x.roo + x%goo [Qo(p)]z
ud = %) , yrf= (24.1)

SOO___, XTOO + x%goo
ot I’on a posé:

[2°(p)*=g* (82 — A+ A 92) (sg — g+ aTel) >0 (242)
pour le domaine envisagé des valeurs de p. Par dérivation, on a:

a2°(p) _ % P
Qo(p) =L % (Soo — 27+ 1 goo)
d’olt d’apres (24.1)

aQ2'(p) _ x

ap Fut+0.

D’aprés (22.12), 20 = ru® est connu sur X. Les valeurs de f et S sur X
sont donc astreintes, d’aprés (24.1), aux conditions:

1°f—Q%p)=0 (24.3)
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et
(590 — g0+ g Bgm) rf — g o2 =0. (24.4)

Le jacobien des premiers membres de (24.3) et (24.4) par rapport & f
et S s’écrit:

dQ%(p) op
gV — yru’ =10 ~dp oS
(fry + r)ut°(p) + xg°r2f — 2y (0°)*f A

et est différent de zéro pour:

(Fry 4 7) grf(u0)? + g0 gr®f — 20 f (u%)? + 0
soit:
(f% +1) (@4 g — 2002+ 0.
Nous retrouvons ainsi la méme condition qu’au paragraphe 13:
fr
g0 — (u0)? [1 _T] =0,

En dehors des données g,5, 000up, Pus 09 @o SUr X, nous nous donnons
ausst sur X les valeurs de f et S vérifiant (24.3), (24.4) et n’annulant pas le
jacobien. Sont alors connues les valeurs sur X de r, p, 7" donc des u,
définissant un vecteur unitaire.

b) Le systéme II nous a donné I’'équation:

Veru®)=rVu* + u*0,r =0 (24.5)

et le systéme aux lignes de courant (23.4), soit:

Pl — (g0 —wead) (r 0uf — 75 0.8) + (24.6)

+ (g‘%ﬂ J— u“uﬁ) (d (p)@u []CT’LLQ —_— aQFd (PU + (d a (p)Q] = 0 .

D’aprés (24.6) u*ufV,upz = 0 et u, initialement unitaire le restera.

Les données de Cauchy sont supposées données en termes de séries
formelles de coordonnées locales. Puisque ¢% == 0, les équations (22.4)
donnent les valeurs sur 2’ des dérivées 0¢yg. et les équations (22.6) celles
des dérivées 0y ¢,. L’équation (22.5) donne pour u° = 0 la valeur sur X
de 0,8.

Les valeurs sur X' de d,u° et 9,f se déduisent d’équations de méme
forme que (13.9) et (13.10) déduites de (24.5) et (24.6) pour g = 0. Sous
la condition écrite, 9,f, 0,u® et par suite les dyu? (i = 1, 2, 3) sont connues
sur 2. Les mémes conclusions s’étendent, par dérivation en 2° des équa-
tions envisagées, & la détermination des dérivées successives pour 2° = 0.

Ainsi f et S étant choisies conformément au a et sous nos hypothéses:

9004: 0 uO:%z 0 gOO_(uO)z [l_f_:L] += 0
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se trouvent déterminées de maniéres unique les séries formelles cherchées.
Dans le cas analytique, on obtient ainsi une solution analytique unique
du probléme de Cauchy posé relatif au systéme I1. Les variétés caractéristi-
ques correspondantes sont les mémes qu’en I’absence de champ électro-
magnétique. Dans le cas de conductivité nulle, il n’y a pas d’action du
champ électromagnétique sur les fronts d’onde hydrodynamiques.

25. Equations d’ Helmholtz déduites du systéme 11

En reprenant le caleul du paragraphe 18, on voit que le systéme (23.4)
aux lignes de courant déduit du systéme II peut s’écrire (avec F' = d ¢)
a7 Tf o [3
C VaC’ﬂ—l——zé—aﬂS—)—kOFaﬂ——X Fap=0, (25.1)
ol 'on a posé:

|~

Xy =~[0,F° s — (d d 9),] (25.2)

.
comme :

C*V,Cp= C*Q,p.
(25.1) peut s’écrire:

O%(Qup + kFog) + 1858 — X3F 5= 0.

Nous voyons ainsi que le systéme (23.4) peut s’écrire sous forme in-
trinséque:
Tt
62

i) IT=——Ld8 +i(X)F . (25.3)

Pour former les «équations de Helmholtz déduites du systéme II»,
évaluons & partir de (25.3):

L) IT=di(C)IT .

On obtient ainsi:
LV = — 5 d(TH A dS + di(X)F (25.4)
soit sous forme explicite:

CeVo .5+ V,Cell 5 + VCell,,

. 25.5)
= —_c—z_ [aa(Tf) aﬁS - aﬁ(Tf) ao:S] -+ aoc(Xngﬂ) — aﬁ(XeFQa) .

26. Relations courant hydrodynamique et tourbillon dans le cas du systéme 11
a) De V,(ru*) = 0, on déduit toujours
80 =i(C)aH, H=log~.
Avec les mémes notations qu’au paragraphe 20, on a done:
AC=ZL(CYH + 62 (26.1)

Commun. math. Phys., Vol. 1 25
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Partons de:
0,H = 2H;C*),C; — 2H,C*Q,; + Hg 0,8
Du systéme (25.1), on déduit:
0%y = —hCF o — L 3,8 + XF ;.
Il en résulte:

0,H = 2H;C+V.C; + (2Hj L4 HS) 9,8 +
+ 2k H,C*F,, — 2HL X T, . (26.2)

Dans la suite de ce paragraphe, nous considérons comme variables les
Jups S, les I1, 5, les O, les @, les Fe et 0 p; f ou h est toujours considéré
comme fonction des variables g, et C*. De (16.2) on déduit:

[£(C)dHT, = 2H,C*CPV,V5C; + (2Hh L4 1Y) 0P, V3S +
+ @il en {gu5}, 1 en S, 1 en {C°}, 2 en {p,}, 2 en {F}, 2 en J¢)
soit, compte-tenu de ’équation CPFzS = 0, comme aux paragraphes

20:
14 ot 20 [Z(C)dH], = 2H,C~CPV,VsCy +

+ @il en {g,5}, 1 en 8, 1 en {C*}, 2 en {@,}, 2 en {Fe}, 2 en d ) .

b) Par un raisonnement identique & ceux des paragraphes 14 et 20,
on obtient: [ -+ 2H,C<CP] 7, V5C; +
+ (092):+ya(2en{g.p}, Len S, len {C%}, 2 en {g,}, 2en {Fe},2en d ) =

Or: 0Q =0T —kddg =0l —k(dp—ddg).

I1 en résulte:

(082), = (0I1); — E[A® (@) + 0:.F° s — (d d @)1]
(69)1—(6H)A+k[ i O/‘L'—a;,F (PU (d (S(p)l] .

En substituant & 2H; sa valeur, on obtient un systéme d’équation

de la forme: [g“ﬁ——( f’/) OfOﬁ] Vo VgC*+(811), +

+o3(2en {g.p}, Len S, 1en {C*},2 en {g,},2 en {Fe},2en 6 ) =0
c) En faisant agir sur (26.3) Popérateur Ce}/, on voit apparaitre:
(e VQ ((SZI)A = —(e [79 V“H“,a ,

qu’on peut évaleur & l'aide des équations de Helmholtz (25.5) par un
raisonnement identique & celui du paragraphe 14, d. On « ainsi:

CeVy(0I1); = (2 en {gnp}, 2 en S, 1 en {I1,z},
2 en {0*}, 3 en {@.}, 3 en {Fe}, 3 en dg).

soit:

(26.3)
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On obtient ainsi des relations de la forme:

2\ C*CP
Ce [g“ﬁ — (1 — f:’) T] 0,25C* = B* (3 en {g.},
2en 8, 1en{Il,z},2en {C*},3 en{p.},3en{Fe},3endg).

(26.4)

27. Théoréme d’éxistence et d’unicité
a) Nous prenons comme fonctions inconnues les dix g,4, le scalaire S,
les six I1, 4 les quatre 0%, les quatre {¢,}, les quatre Fe et ¢ soit trente
fonctions inconnues. Nous considérons le systéme aux dérivées partielles
défini par les équations:
CyC 1 P
Bl =z [f - (rf —2 7) Gup + za,;] 27.1)
(o f est considéré comme fonction des g,z et C%), 'équation relative &
Pentropie:

C*9,8=0, (27.2)
les équations de Helmholtz déduites du systéme II:

Ce 0, Il 5= @.p(l en {g.g}, 1 en 8, 0 en {I1,z},

(27.3)
1L en {C*}, 2 en {@,}, 2 en {F?}, 2 en d¢),
les équations (26.4), soit:
" fry\ CoCB .
Ce [g B _ (1 —= ) T] OpupC* = p*(3en{g.z},2en 8, (27.4)

len{Il,z},2en{C"},3 en{p,},3 en {Fe},3en d ¢),
les équations de Maxwell (22.6) soit:
—g*F 0uppr = —kruys— y,(1 en {g.35}, 1 en {g.}), (27.5)
les équations (22.15) qui peuvent s’écrire:

—g*P 0,5F° = o2(1 en {g;,}, 1 en {Fe}), (27.6)
et I’équation (22.16), ou I'on a tenu compte de (22.15) et qui peut ainsi
s’écrire :

—g*P 0,500 =&(1 en {g,g}, 1 en {@.}, 1 en {Fe}, 1 en d¢). (27.7)

Le systéme (27.1),..., (27.7) appartient au type (5.1) étudié par
LEray, la matrice A4, ici 30 x 30, étant la matrice diagonale dont les
éléments diagonaux ont respectivement pour valeurs:

a(l) = —%g’“‘ D @(2) = a(3) = €2 d,,

a(4)=Ce [gaﬂ_ (1 _ f;}) CaCh

T] Opupy @(8) = a(6) =a(7) = —g* 9;,.
25*
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Notre systéme satisfait aux hypothéses faites sur les dérivées avec
les indices suivantes pour les inconnues:
8(gup) =4, 8(8)=3, s(Il.p) =2,5(C*) =3, s(¢g*)=4, s(Fe)=4, s(dp)=4
et pour les équations:
t(1)=3 t2)=3 tB)=2 t@4)=1 t(5)=3 t6)=3 t(7)=3.

En effet a(1), a(5), a(6), a(7) sont d’ordre 2, a(2) et a(3) d’ordre 1,
a(4) d’ordre 3. En ce qui concerne les coefficients de ces opérateurs et
les seconds membres, dressons le tableau suivant donnant pour chaque
inconnue et équation I'ordre maximum de dérivation qui peut apparaitre
conformément aux indices. Il vient:

Jup © 1 Jup © 1 Jup 2 Jup 3
S :0 S :0 S 1 S :2
II,z:—1 . —1 II,5:0 IT.z:1
(1) 0= :0 (2) 3C= :0 (3) {C* :1 4) C= :2
Qe 1 Q. 1 Qo 2 Qe 3
Fe :1 Fe :1 e :2 Fe :3
dp :1 dp :1 op :2 dp :3

et pour les équations (25.5), (25.6), (25.7):
gaﬁ 01
S :0
Hozﬂ —1
(5) (6) (7) {0~
P
Fe
dg :

- - O

Ces ordres maxima sont bien respectés dans le systéme envisagé.

b) Nos données de Cauchy sur X sont constituées par les valeurs des
gxp b de leurs dérivées premiéres, les valeurs des ¢, et de leurs dérivées
premiéres, celles de f et S. Nous supposons qu’elles sont telles que:

1) La forme quadratique g,,v*v* soit hyperboliqgue mormale, Ihyper-
surface X' étant spatiale en chacun de ses points x, relativement au céne
élémentaire ence point C.

2) On ait sur X'

Fe=0 dp=0 (pour 2°=0).
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3) Les données, astreintes ¢ (24.3) et (24.4), déterminent par les relations
80 = 4T et (§ dp)® = —kru® des valeurs sur X admissibles pour p et les
C=, quec:

~

f

P

W%

r

Les différents opérateurs @, qui interviennent ici sont les mémes
qu’au paragraphe 15. L’intersection desdifférents cones '} (7) (zv=1,...,7)
a un intérieur non vide qui est 'intérieur de I'; (1) et la matrice 4 est
hyperbolique.

Les équations (27.1) déterminent les valeurs sur X des dérivées se-
condes des g,, (27.2) celles des dérivées premicres de S, (27.5) celles des
dérivées secondes des @, Comme 9,F2=0, d,d¢p =0 sur 2, (27.5) et
(24.6) fournissent comme nous I’avons vu les dérivées premiéres des C=.
Par dérivation, (27.1) donne les dérivées troisiémes des g.g, (27.2) les
dérivées secondes de S, (27.5) les dérivées troisiémes des @,, (27.6) et
(27.7) les dérivées troisiémes des Fe et de d¢p. Les équations (27.3)
donnent les dérivées premiéres des I1,; et (26.3) les dérivées secondes
des C,,.

Nous obtenons ainsi un probléme de Cauchy relatif au systéme
(27.1), ..., (27.7). Pour des données initiales suffisamment réguliéres,
le théoréme de Leray montre que ce probléeme de Cauchy admet une solu-
tion gup, S, I, 5, C%, @u, Fe =0, 0 @ = 0 unique.

Un raisonnement identique & celui du paragraphe 15, ¢, montre
qu’avec les données choisies, cette solution est solution du systéme II,
si les données sont suffisamment réguliéres. Comme Fe=0, dp =0
nous avons une solution du systéme I écrite en coordonnées harmoniques
et avec un potentiel-vecteur astreint a la condition de Lorentz.

Nous avons ainsi obtenu un théoréme d’existence et d’umicité relatif
au probleme de Cauchy portant sur le systéme fondamental I des équations
du fluide parfait thermodynamique chargé de conductivité nulle.
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