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Abstract. The purpose of this paper is to prove existence and uniqueness theorems
for the Cauchy problem of relativistic hydrodynamics, in the case of a thermo-
dynamical perfect fluid corresponding to the assumptions of A. H. TAUB [10].
We discuss also the case of a charged fluid, with zero conductivity, in an electro-
magnetic field. We consider elsewhere [7] the case of the relativistic perfect magneto-
hydrodynamics (infinite conductivity)* The main tool used here is LBRAY'S theorem
for strictly hyperbolic systems and we show by two different methods that it is
possible to deduce, from the system of the field equations, a Leray system. In one
of the methods, the vorticity tensor occurs and the relativistic Helmholtz equations
are deduced for both the charged and uncharged fluids.

Introduction

Lebutdu presentmemoire est cΓόtablir des theoremes/oίκmα d'existence
et d'unicite physique, pour le problέme de Cauchy relatif aux Equations
d'un ftuide par fait thermodynamique relativists. Les enonces correspon-
dants ont ete signales ailleurs [7]. Le cadre adopte* est celui de la relativite
generate et les equations dΈinstein figurent dans le systόme d'έquations
considόre — mais il est aise (Ten faire abstraction. Le meme problόme
avait ete traite par Madame CHOQUET-BBUHAT [3] pour un fluide isen-
tropique. Le fluide thermodynamique envisage* ici est sans courant de
chaleur et schόmatise selon Γexcellent point de vue de A. H. TAUB
[8, 10]. La densite de matiere propre est supposόe conservative, ou —
ce qui est Equivalent — le mouvement adiabatique.

La theorie est dόveloppέe en prenant pour variables thermodyna-
miques ce que je nomme Γindice f du fluide (Equivalent a Γenthalpie
spέcifique) et son entropie spόcifique S. Deux cas sont eίfectivement
traitόs, celui du mouvement en Γabsence de tout champ eΊectromagnetique
et celui du mouvement d'un fluide thermodynamique charge de conduc-
tivitέ nulle, en presence d'un champ έlectromagnέtique. Nous avons en-
visagό ailleurs [7] le cas de la magnόtohydrodynamique relativiste (con-
ductivitό infinie), cas qui ne conduit pas a un systeme strictement hyper-
bolique. La demonstration donnee par Madame CHOQUET-BRUHAT
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dans le cas d'un fluide isentropique de conductivite nulle eomportait
quelques difficultόs qui sont surmontees ici.

L'instrument mathematique principal est constitue par un important
theoreme de Leray relatif aux systemes quasilineaires strictement hyper-
boliques. Les definitions et resultats utiles sont rappelόs dans la premiere
partie de ce travail, en meme temps que sont degagees certaines des
formules indispensables. Les theoremes principaux figurent au para-
graphe 7, aux paragraphes 15 et 16, au paragraphe 27 enfin. Pour se
ramener a des systemes hyperboliques du type de Leray deux methodes
sont mises en evidence: dans Γune (cas matiere pure paragraphe 7,
et fluide parfait thermodynamique paragraphe 16) on introduit non
les equations d'Einstein, mais celles qui s'en deduisent par derivation
le long des lignes de courant. Cette methode s'adapte aussi a la magneto-
hydrodynamique relativiste parfaite [7]. L'autre methode, mise en ceuvre
aux paragraphes 15 et 27, fait intervenir le tenseur tour billon et les
equation d'Helmholtz relativistes que nous avons formόes dans les deux
cas envisages.

I. Equations d'Einstein

1. Equations d'Einstein

a) En theorie relativiste de la gravitation, Γόlόment fondamental
est constitue par une variete diffόrentiable de dimension 4, la variete
espace-temps F4. La variete F4 est douee d'une metrique riemannienne
hyperbolique, de signature -\ , qui peut s'ecrire en coordonnees
locales

ds* = g^dx«dxP (α, 0 = 0,1,2,3). (1.1)

Les gaβ sont appeles les potentίels de gravitation relatifs au systeme
de coordonnees. En chaque point x de F4, Γequation ds* = 0 definit
un cone de directions spatio-temporelles, le cone elementaire Cx au point x.
On demontre aisement qu'une telle variete F4 admet des systemes
globaux de lignes orientees dans le temps, mais elle n'admettra pas en
gόnόral de systemes globaux d'hypersurfaces orientees dans Γespace. Le
point de vue adopte ici sera par suite un point de vue purement local.

b) Dόsignons par Eκβ le tenseur de Ricci de la variete riemannienne
F4 et par $α/3 son tenseur d'Einstein defini par:

SΛβ = RΛβ-^gΛβIt. (1.2)

En vertu des identitόs de Bianchi, ce tenseur satisfait les identites
dites de conservation

Fα#v = 0 (1.3)

oύ V represente Γopόrateur de derivation covariante dans la connexion
riemannienne definie par la metrique.
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Dans la theorie de la relativite generale, la metrique est astreinte a
verifier les equations d'Einstein:

8Λβ = χTΛβ (χ= const.) (1.4)

oΐi le tenseur d'energie Taβ est suppose continu par morceaux. Ce tenseur
definit les sources du champ de gravitation en decrivant au mieux,
aux points consideres de F4, la structure de la distribution energetique
source (cas interieur), ou bien, dans les regions de F4 non balayees par
Γenergie, doit etre identiquement nul (cas exterieur).

2. Analyse elementaire du probleme de Cauchy

Nous commencerons par rappeler notre analyse elementaire du pro-
bleme de Cauchy [6] pour le cas exterieur,

S.β=0. (2.1)

Cette analyse sera d'ailleurs aussi utile pour Γetude des equations
avec second membre. Notre probleme est le suivant:

Probleme de Cauchy. Etant donnes, sur une hypersurface Σ, les
potentiels et leurs derivees premieres, etudier les potentiels supposes satisfaire
aux equations d'Einstein (2.1).

a) Σ est une hypersurface locale de F4 suposee non tangente, en
chacun de ses points, au cone elementaire en ce point. Si x° = 0 definit
localement Σ, nous avons g°Q φ 0. Les donnees de Cauchy sur Σ sont
constitutes par les valeurs sur Σ des gλμ et des dQg^μ

 1. Une simple deriva-
tion sur Σ fournit les valeurs de derivees secondes autres que d00gλμ.
Nous sommes done amenes a mettre ces derivees en evidence dans les
equations d'Einstein. Le systeme d'Einstein est equivalent au systeme
suivant:

Λ« = -yflf°°3ool7« + FH = 0 ( i , j , . . . = 1,2, 3) (2.2)

et
S^G^Q (2.3)

ou les FIJ et Gx sont des fonctions calculables sur Σ a partir des donnees
de Cauchy par operations algebriques et derivations sur Σ.

Le systeme des equations d'Einstein est un systeme en involution
au sens suivant: si une metrique verifie les equations (2.2) et, sur Σ seule-
ment, les equations S® — 0 elle satisfait aussi ces equations a Γexterieur de Σ.

Ce resultat est une consequence triviale des identites de conservation
(1.3), soit:

P0S?+^ = 0. (2.4)

0 ^2i Nous posons aα = — , 9α/J = -j^^β etc.
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Pour une solution de (2.2), on a en effet:

1

Par suite:

et

II en resulte que les equations (2.4) peuvent, pour une telle solution
de (2.2), se mettre sous la forme:

ou les A et B sont regulieres. Un tel systeme n'admet, pour des donnees S®
nulles sur Σ, que la solution nulle.

b) Correlativement, nous voyons que le systeme (2.2) fournit les
valeurs sur Σ des 6 derive'es secondes dQOgίj que j'ai appelees les derivees
significatives pour Σ. Les 4 derivees dQQgoκ sont absentes.

On peut analyser ce resultat en remarquant que Γon peut effectuer
un ehangement de coordonnees locales de la forme:

(x°}3

xλ' = χ* + -̂ i- {^(x*) + ε<ti} (λf = λ numeriquement) (2.5)

ou ε<A) tend vers 0 quand x° tend vers 0. Dans ce ehangement de coordon-
nees, les valeurs numeriques des coordonnees des points de Σ et les
donnees de Cauchy sont invariantes. II en est naturellement de meme

pour les 90oί7ί^ mais less nouvelles derivees δoo^oα peuvent recevoir des
valeurs arbitraires. Ces quatre derivees peuvent etre discontinues a la
traversee de Σ. Mais, en accord avec Γaxiomatique de la theorie, ces
discontinuites ne presentent pas de signification physique et peuvent
etre annulees dans des systemes de coordonnees convenables.

Les derivees significatives ne peuvent presenter de discontinuites a
la traversee de Σ que si Σ est tangente aux cones elementaires. Les
caracteristiques des όquations dΈinstein, ou fronts d'ordre gravitationnels,
sont dόfinis par les hypersurfaces / = 0 tangentes aux cones elementaires,
c'est-a-dire solutions de Γequation

A.f^g^d.fdβf^Q. (2.6)

Les rayons gravitationnels ou bicaractόristiques sont les caracte-
ristiques de (2.6), c'est-a-dire les geodόsiques isotropes de la motrique.

3. Coordonnees harmoniques

a) Dans toute la suite de ce travail, nous utiliserons de maniere
systόmatique des systemes de coordonnees harmoniques. Pour introduire
ces coordonnees, considerons une equation scalaire qui admette comme
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caracteristiques les solutions de (2.6). L'equation la plus simple de ce
type peut s'ecrire :

Δf=-r*7Λf=-ffirΛdβf = Q (3.1)

soit, sous forme explicite :

Af= -g«β(dxβf-Γiβ dQf) = o (3.2)
oύ les Γζβ sont les coefficients de la connexion riemannienne dans les
coordonnees locales envisagees. II est clair que les caracteristiques de
(3.2) sont les hypersurfaces tangentes aux cones elementaires. Si d est
Γoperateur de differentiation exterieur et si δ est Γoperateur de co-
derivation sur les tenseurs, (3.1) peut se mettre sous la forme intrinsέque:

Af==δdf = Q. (3.3)

(Test Γequation de Laplace relative a la variete riemannienne F4.
Un systeme de coordonnέes locales {xty est dite harmonique si les α^

sont des solutions locales de Γequation de Laplace (3.1). Nous sommes
ainsi conduits a introduire les quatre quantites [1]

F* = A& = fβΓ Λβ (3.4)

qui dependent des potentiels et de leurs derivees premieres.
b) Posons:

2LΛβ = gxe dβF<* + gβρ dκF<> . (3.5)

Les Laβ dependent des potentiels et de leurs derivees des deux pre-
miers ordres. Nous nous proposons d'έtudier dans Lxβ les termes en
dόrivόes secondes. On a

oύ le symbole ̂  indique que Γon a nόglige les termes ne contenant que
des potentiels et leurs dόrive'es premieres. II vient ainsi :

2Lΰtβ^g^{dβ[λμ9 α] + Bx[λμ, β]}

oύ les crochets dόsignent les symboles de Christoffel. En developpant on
obtient :

ce qui conduit a la f ormule :

2LΛβ ς* ̂ {dΛλgβμ + dβλgaμ — dΛβgλμ} . (3.6)

c) Les composantes EXβ du tenseur de Ricci dependent aussi des
potentiels et de leurs derivόes des deux premiers ordres. Nous nous
proposons de montrer, a 1'aide de (3.6), que Lκβ intervient de maniere
simple dans les termes de EΛβ contenant des derivees secondes. On a
en effet :
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soit

En developpant les symboles de Christoffel, il vient :

^ y gλμ{d<χλgβμ + dβλffuμ — dλμΰxβ ~ ̂ o c λ f f β μ ~ d o t β f f λ μ + ^o^μ

soit :

c'est-a-dire, d'apres (3.6) :

Nous pouvons resumer les result ats de cette etude par Γenonce
suivant :

Theoreme. Dans un systems de coordonnees locales arbitraίre, chaque
composante du tenseur de Eicci pent s'ecrire :

R«β = X® + Lxβ (3.7)
ou

^ = - y 9λμ 3λμgxβ + f x β (gλμ, 3βgλμ) (3.8)

les faβ designant des f auctions regulieres convenables et les Lxβ etant definis
a partίr des FQ par la formule (3.5)

4. Les equations d'Einstein en coordonnees harmoniques

a) Considerons le systeme general des equations dΈinstein :

8.β=χTaβ (4.1)
qui peut aussi s'ecrire :

B.β=χ(τββ-^gΛβτ). (4.2)

Des identites de conservation (1.3), il resulte que le systeme (4.1)
implique sur le tenseur d'energie les equations de conservation (7α T

xβ = 0.
Si une solution des equations dΈinstein est rapportee a des coordon-

nees harmoniques, done telles que Lκβ— 0, cette solution verifie le
systeme

8®=χT.β (4-3)

oύ nous avons pose S($ = R^—^g^βRW, ainsi que le systeme

Fβ 2*0 = 0. (4.4)

Les equations (4.3) peuvent aussi s'ecrire :
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b) Inversement, donnons-nous une solution du systeme (4.3), (4.4)
correspondant a des donnees de Cauchy sur une hypersurf ace 27 orientee
dans Γespace d'equation locale XQ = 0 verifiant:

FQ = 0 pour #° = 0 (4.5)
et

$o = χ T® pour #° = 0 . (4.6)

Sur Γhypersurface 27, on a:

-82 =

et par suite d'apres (4.3) et (4.6) :

L*-±g«L=χT«-χT° = 0. (4.7)

Or de (3.5) il rέsulte

soit sur 27 d'aprόs (4.5) :

2£» = ffαρg
ooaoί'β + 3αί'

0 L = d0F<>.

De (4.7) il resulte ainsi:

Λ,Jf°° 80^ + (3̂ ° - 02 δo-P0) = 0
soit sur 27:

9«ρ9™d0F
Q~Q

g°Q etant different de zero, on voit que notre solution est telle que sur 27

d0JF<? = 0 pour #° = 0. (4.8)

c) Pour la solution envisaged, on a d'apres (4.4) :

soit:

?*(&!> -±g*L) = Q. (4.9)

Or:
2&* — g^J^ = gμe dρF

λ + gλe dQF* — g^ dQFe
et

dλF^ + 0

oύ 0 dέsigne des termes lin^aires par rapport aux dρF
λ. II en rόsulte

que (4.9) peut s'4crire
3̂1̂  + ̂ 3^=0 (4.10)

oύ les A$* sont des fonctions rόguliέres des potentiels et de leurs dόrivόes
premiέres. Ainsi les FB satisfont un systόme hyperbolique qui admet
un theoreme d'unicite. La seule solution satsifaisant sur 27 a F<* = 0,
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^0_Z/7ρ = 0 est la solution nulle et les coordonnees envisagees sont har-
moniques pour la solution consideree de (4.3), (4.4). II en resulte que cette
solution verifie les equations d'Einstein (4.1). Nous enonςons

Theoreme. Toute solution du systeme (4.3), (4.4) correspondent a des
donnees de Cauchy sur une hypersurface Σ orientee de Γespace idles que
les conditions (4.5) et (4.6) soient satis faites sur Σ est une solution du
probleme de Cauchy correspondant pour les equations d'Einstein elles-
memes.

5. Le theoreme de Leray

Notre principal instrument pour etablir les theoremes d' existence
et d'unicite relatifs au probleme de Cauchy local pour les differents
systemes differentiels etudies sera constitue par un important theoreme
du a LERAY [4].

a) Soit Vn une variete differentiable de classe suffisamment grande,
a(x9 d) un operateur differentiel ou x £ Vn et oύ d designe Γ operateur de
derivation ordinaire d = (9α) (α = 1, 2, . . ., n)\ a est d'ordre m, a(x, ξ)
etant un polynome reel en ξ de degre m. Soit h (x, ξ) la partie principale
de a (x, ξ) constitute par les termes homogenes de degre m et soit Vx (h)
le cone defini dans Γespace vectoriel T$ des vecteurs covariants en x
par Γ equation

h(x,ξ) = 0.

L'operateur a est dit hyperbolique en x si les hypotheses suivantes
sont satisfaites: il existe dans T* des elements ξ tels que toute droite
issue de ξ ne passant pas par le sommet coupe le cone Vx (h) en m points
reels et distincts. Ces points ξ constituent Γinterieur de deux demi-
cόnes convexes fermes opposes Γ£ (a) et Γ^~ (a) dont les bords appartien-
nent a Vx(h); le cone Vx(h) n'a pas de generatrices singulieres.

Soit maintenant A(x,d) une matrice diagonale dependant differen-
tiablement de x :

dont Γelement aτ (x, d) (τ = 1, . . . , p) est un operateur differentiel d'ordre
m(τ).

La matrice A(x,d) est dite hyperbolique en x si
1) Les aτ sont hyperbolique en x,
2) Les demi- cones opposes :

out un inter ieur non vide.
Introduisons le demi- cone C% dual de Γ£(A)9 demi- cone convexe

situe dans Γespace vectoriel Tx\ c'est Γensemble des vecteurs F de Tx



336 ANDRE LICHNEBOWICZ :

tels que ξ(V) ^ 0 pour tout ξ ζΓ+(A). Le demi-cόne oppose Gy est
dual au meme sens de Γ~ (A). Nous poserons Cx = C£ \J C^. Un chemin
de Vn est dit temporel si sa demi-tangente en chaque point x appartient
a C%. Une hypersurface reguliere de Vn est dite spatiale si le sous-
veetoriel tangent a Σ en x ζ Σ est exterieur a Cx.

Soit Ω un ouvert connexe ou domaine de Vn. La matrice A (x, d)
est dite hyperbolique dans Ω si

1) A(x9 d) est hyperbolique en chaque point x de Ω}

2) L9 ensemble des chemίns temporels joίgnant dans Ω deux points
x, x' de Ω est compact ou vide.

Si A (x, d) est hyperbolique en x, il existe un domaine Ω contenant x,
homeomorphe a une boule ouverte sur lequel A est hyperbolique. Dans
la suite de ce paragraphe, nous nous placerons sur un tel domaine Ω.

b) Dans la variete differentiable Vnί considerons les systόmes
differentiels quasilineaires a Γinconnue

qui peuvent etre definis de la maniere suivante :

A(x, U,d)U= B(x, U ) . (5.1)

9 est toujours Γoperateur de derivation ordinaire 9 = (9α) (α = 1, . . . , n)
et A est une matrice diagonale

MX, U 9 d ) . . . Q \
A(x,U, d) = l i ' . i (5.2)

\ 0 ... a,(x, U, d)j

dont ΓeleΊnent aτ(x, U, 9), (τ = 1, . . ., p) est un operateur differentiel
d'ordre m(τ). Le second membre B(x, U) peut s'ecrire:

B(x, ϋ) = (bτ(x, U)) .

Pour preciser les hypothέses faites sur aτ(x, U,d) et sur bτ(x, U),
on associe a chaque inconnue ua un indice entier s(σ) ^ 1 et a chaque
equation τ un indice entier t (τ) ^ 1, ces indices etant definis a une constante
additive pres par le systeme (5.1) et tels que:

m(r) = s(τ) — t(τ)+ 1 .

Nous supposons que les bτ et les coefficients des operateurs differentiels
aτ sont des fonctions de x, des uσ et de leurs derivees d'ordre ^ s(σ) — t(τ)
suffisamment rέgulieres (pour s(a) — t(τ) < 0, sont independantes de uσ).

c) Soit ΣcΩ une hypersurface rόguliere locale de Vn. Dans le
voisinage de Σ nous introduisons

V(x) = (vβ(x))

oύ les vσ(x) ont des derivόes d'ordre ^ s(σ) + 1 localement de carres
intόgrables 2.

2 Voir page suivante.
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Nous supposons
1) que la matrice A(x, V , d ) est hyperbolique dans Ω et que Γhyper-

surface Σ est spatiale pour cette matrice A (x, F, d),
2) que les differences:

aτ(x, vτ) d)vτ — bτ(x, v)

et leurs derivees d'ordre <t(τ) s'annulent identiquement sur Σ (t(τ) ^ 1).
Nous nous proposons, sous ces hypotheses, d'etudier le probleme

de Cauchy defini pour le systeme (5.1) par les donnees de Cauchy deter-
minees par F. Une solution de ce probleme de Cauchy est une solution
U — (uσ) de (5.1) dont les derivees d'ordre ^s(σ) sont localement de
carres integrables 3 et qui est telle que:

ua(x)~ vσ(x)

et leurs derivees d'ordre < s (σ) s'annulent identiquement sur Σ (s (a) ̂  1).
Pour ce probleme, Leray a etabli un theoreme d'existence et un theo-

reme d'unicite qui peuvent etre reunis dans Γenonce suivant:
Theoreme de Leray. Si x ζΣ,le probleme de Cauchy relatίf au systeme

(5.1) admet, sous nos hypotheses au mains une, solution dans le voisinage de x.
Si U = (ua) et U = (ΰσ) sont deux solutions de ce probleme de Cauchy

dans le voisinage du point x et si uσ et ΰσ ont des derivees d'ordre ^s(σ) + 1
localement de carres integrables, ces deux solutions coincident.

Les donnees de Cauchy au sens usuel sont done ici les valeurs sur Σ
des uσ et de leurs derivees d'ordre ^s(σ) — 1.

6. Le cas exterieur. Theoreme de Madame Choquet-Bruhat

a) Considerons le systeme des equations dΈinstein pour le cas
exterieur

B«β = 0 . (6.1)

En coordonnees harmoniques, nous avons:

~^9λμ 3λμgΛβ + f«β(gλμ, dρgλμ) = 0 (6.2)

ce qui peut s'ecrire:

gλμdλμgΛβ = 2fΛβ(gλμ9degλμ). (6.3)

Le systeme des dix equations (6.2) ou (6.3) appartient au type (5.1)
etudie par LEBAY, la matrice 10 x 10, A, etant ici la matrice diagonale
dont tous les elements diagonaux valent:

g*" 3λμ. (6.4)
3 Localement de carre integrable et entendu au sens suivant: carre integrable

sur tout parallelepipede d'un domaine de coordonnees locales, Γintegration etant
effectuee relativement a ces coordonnees.

Commun. math. Phys., Vol. 1 23
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Le systeme (6.2) satisfait aux hypotheses de differentiabilite faίtes, avec
les indices suivants :

En effet (6.4) est d'ordre 2 — 1 + 1 = 2; les coefficients de (6.4)
et les seconds membres dependent des g^μ et de leurs derivees d'ordres
2 — 1 = 1 au plus.

b) Soit Σ une hypersurface initiale d'equation locale x° = 0. Consi-
derons des donnees de Cauchy telles que :

1) la forme quadratique gλμ v* vμ soit hyperbolique normale, ΐhyper-
surface Σ όtant spatiale en chacun de ses points, relativement auc cone
όUmentaire Cx correspondent

2) on ait sur Σ
jpβ = 0, #2 = 0 pour #° = 0.

Si C£ est le demi-cόne futur, son dual est le demi-cόne Γ£ defini par:

gλμξ*ξμ ^ 0 (6.5)

avec ξ(v) ^ 0 pour un vecteur v interieur a C£. II y a done hyperbolicite.
Si les donnees de Cauchy precedentes sont suffisamment regulieres,

le theoreme de Leray montre que le probleme de Cauchy correspondant a
(6.2) admet une solution unique. Ce resultat avait ete etabli anterieure-
ment a la theorie de Leray par Madame CHOQUET-BRUHAT [1] au moyen
d'une etude directe.

L'ensemble des chemins temporels de Ω partant d*un point y (resp.
aboutissant a un point y) definit le futur <ί+(y) (resp. le passe $~(y)}
du point y. Si $(y) = £+(y) w &~(y) est « remission » de y, la frontiere
de cette emission est le conoϊde caracteristique de sommet y, lieu des
geodesiques isotropes issues de ce point. II resulte de la theorie de Leray
que les valeurs de la solution en un point y situe au voisinage de Σ du
cote du futur, dependent seulement des donnees de Cauchy dans <f ~ (y) r\ Σ,
c'est-a-dire des donnees de Cauchy dans le passe de y (domaine de dό-
pendance).

c) Puisque Txβ == 0, il resulte du raisonnement du paragraphe 4,
que la solution precedente du systeme (6.2) verifie partout les conditions
d'harmonicite F* — 0 et est solution du systέme des equations dΈin-
stein (6.1). Pour les donnees de Cauchy envisagees verifiant F<* = 0 sur Σ,
nous avons ainsi obtenu une solution du problέme de Cauchy pour les
equations dΈinstein du cas exterieur.

L'unicite du probleme de Cauchy pour le systέme dΈinstein ne peut
&tre entendu qu'en un sens physique ou gέometrique: c'est une unicite
modulo un changement de coordonnees laissant invariantes les valeurs
numeriques des coordonnees de chaque point de Σ ainsi que les donnees
de Cauchy. II est aise* de voir (Madame CHOQUET-BRUHAT [1]) qu'une
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solution du probleme de Cauchy relatif a Rκβ = 0, pour des donnees
de Cauchy verifiant FG = 0 sur Σ, peut etre deduite par un tel changement
de coordonnees de la solution unique du meme probleme pour le systeme
R(M = 0 on peut montrer en effet que ce changement de coordonnees
verifie lui-meme un systeme differentiel du type (6.2) et le theoreme
d'existence pour ce systeme implique ainsi le theoreme d'unicite physique
pour le probleme de Cauchy relatif aux equations d'Einstein.

Nous avons ainsi etabli un theoreme local d'existence et d'unicite physique
pour le probleme de Cauchy relatif au systeme des equations d'Einstein du
cas exterieur.

7. Le cas matiere pure

a) Le cas le plus simple d'un milieu continu est decrit par un tenseur
d'energie de la forme :

Tκβ= ρuκuβ

oύ ρ est un scalaire positif et uκ un vecteur unitaire (gxβuκUβ = 1). A ρ on
doiine le nom de densite de matiere propre et a ux celui de vecteur -vitesse
unitaire. Ce tenseur d'energie decrit une schematisation de Γenergie
dite matiere pure.

Compte-tenu du caractere unitaire de u^ les equations de conser-
vation :

F«ίΓ^ = 0

sont equivalentes au systeme forme par Γequation de continuite:

Fα(ρ^) = 0

et les equations du mouvement :

u« VΛvP - 0 .

Nos donnees de Cauchy sur une hypersurface Σ (XQ = 0) supposee
spatiale sont constitutes par les valeurs sur Σ des potentiels g^β et de

leurs derivees premieres ^o<7α/3• I^e ces donnees on sait qu'on peut de-
duire les valeurs sur Σ des S®. De

on deduit d'apres le caractere unitaire de ua que sur Σ:

Le second membre doit etre strictement positif; autrement dit le
vecteur local defini, dans le systeme de coordonnees locales envisage, par
les S% doit etre oriente dans le temps. Nous posons :

de telle sorte que :
χρuQ = β° .

23*
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Onendeduit: ^
nι -- ri /i/U - _ Λt ft - _ - 1 -

x~~ Ω° Ω° % " ~~ S°°

ρ devant etre positif, on doit avoir aussi $°° > 0.
b) Considerons le systeme des equations d'Einstein pour le cas

matiere pure :
R«β=χQ\uΛuβ—-2-gΛβ) (7.1)

avec
gΊ>u.uβ = I . (7.2)

En accord avec le raisonnement du paragraphe 4, nous considerons
en coordonnees harmoniques le systeme

(7 3)

complete par le systeme

F«(ρ^α) = ̂ αdαρ + ρFαttα = 0 (7.4)
et

wαFα^ = 0. (7.5)

II est impossible pour (7.3), (7.4), (7.5) d'obtenir des indices s et t satis-
faisaux aux hypotheses du § 5.

Pour obtenir un systeme hyperbolique de Leray, nous substituons a
(7.3) les equations derivees le long des lignes de courant, trajectoires de uγ,
et tenons compte dans le resultat de (7.4) et (7.5).

II vient :

D'apres (7.5) le dernier terme du second membre est nul et d'apres (7.4),
on a:

Nous substituons ainsi aux dix equations (7.3) les dix equations:

soit:

- y uY9λμ Sγλμ9*β = ~XQ VγuΎ (u*uβ ~ y^j + uγf«βγ (7.3')

oύ fΛβγ depend des potentiels et de leurs derivees premieres et secondes.
Le vecteur ux est maintenant un vecteur arbitraire et nous considerons
comme functions inconnues les dix gκβ, ρ et les quatre ua, soit 15 inconnues.
Nous avons a considerer le systeme (7.3'), (7.4), (7.5) compose de 15
equations.
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Ce systέme appartient au type (5.1) etudie par Leray, la matrice A,
ici 15 x 15, etant la matrice diagonale dont les elements diagonaux
ont respectivement pour valeurs:

a (3') = — Y %V dγλμ α (4) = α (5) = ^αdα . (7.6)

Notre systeme satisfait aux hypotheses faites sur les derivees avec
les indices suivants pour les inconnues:

et pour les equations:

J ( 3 ' ) = l J(4) = l ί(5) = 2.

En eίfet α(3') est d'ordre 3 — 1 + 1 = 3; α(4) et α(5) sont d'ordre 1.
En ce qui concerne les coefficients de ces operateurs et les seconds
membres, nous allons donner le tableau suivant ou, pour chaque in-
connue et equation, nous faisons figurer Γordre maximum de derivation
qui peut apparaϊtre conformement aux indices. Nous rappelons que
quand cet ordre est negatif, cela signifie que 1'inconnue correspondante
n'apparait pas dans Γequation. II vient:

o ' 2

(7.3') ρ :0

ux : 1

(7.4) ρ :-l (7.5)

Ces ordres maxima sont bien respectes dans le systeme (7.3r), (7.4),
(7.5).

c) Nos donnees de Cauchy sur Σ sont, comme nous Γavons vu,
les potentiels et leurs derivees premieres et nous supposons qu'elles sont
telles que:

1) la forme quadratίque gχμv
λvμ soil hyperbolique normale, Γ hyper-

surf ace Σ etant spatiale en chacun de ses points, relativement au cone
elementaire Cx correspondant,

2) on ait sur Σ,
F°=0 (pour α° = 0) .

3) les relations S® — XQ^UQ, determinent sur Σ, conformement au a,
un scalaire positif ρ et un vecteur unitaire u*.

Si C£ est le demi-cόne elementaire futur, son dual est le demi-cόne
Γy defini par:

f?μhξμ ^ 0

avec ξ ( v ) ^ 0 pour un vecteur v interieur a 0%. Aux operateurs α(4)
et α(5) correspond dans T* le «demi-cόne» jΓ+ tel que:

uλξλ ^ 0
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uλ etant temporel pour C$, Γintersection de Γ% et f1* a un interieur non
vide qui est Γ interieur de Γ£. II en resulte que la matrice A est hyper-
bolique.

Des donnees precedentes, nous deduisons les valeurs sur Σ des deri-
vees secondes des potentiels au moyen du systeme (7.3):

/ j

(7.5) fournit les valeurs sur Σ des derivees des ua.
Nous obtenons ainsi un probleme de Cauchy relatif au systeme (7.3')

(7.4), (7.5), pour lequel les donnees de Cauchy sont les potentiels et leurs
derivees des deux premiers ordres, ρ, les u" et leurs derivees premieres
(derivees d'ordre ^s(σ) — 1). Pour des donnees initiales suffisamment
regulieres, le theoreme de Leray montre que ce probleme de Cauchy admet
une solution (g^β, ρ, uκ] unique.

Cette solution verifiant (7.3') et (7.3) sur Σ verifie part out (7.3).
D'autre part, d'apres (7.5),

^ = -^u« dΛuPuβ} = 0

et ux etant unitaire sur Σ est unitaire partout.
Du raisonnement du paragraphe 4, il resulte que notre solution

(<7αβ> £> ^α) es^ un^ solution des equations dΈinstein (7.1), (7.2). Nous
avons ainsi etabli pour ce cas un theoreme local d'existence et d'unicite
physique pour le probleme de Cauchy (Madame CHOQUET-BBUHAT [3]).

II. Hydrodynamique relativiste

8. Schema milieu continu

Donnons nous, dans un domaine d'espace-temps, un schema decrit
par un tenseur d'energie Txβ determinant une forme quadratique de-
finie positive; Tκβ admet, par rapport a g^e des valeurs et vecteurs
propres reels. Soit ux (resp. v$) le (resp. un) vecteur propre norme
temporel (resp. spatial) et soit ρ (resp. —p^lc2) la valeur propre correspon-
dante. On a [6].

T«β = ρuΛuβ + Z^fv^vM (ρ> p(ύ > 0) (8βl)i c

soit

avec

Nous traduirons ce resultat en disant qu'un tel schema peut etre
interprete comme un schema milieu continu : ux est le vecteur vitesse uni
taire du milieu, ρ sa densite d'energie propre
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Πaβ est le tenseur des pressions du milieu et des p($ sont dites les
pressions partielles propres.

9. Schema fluide par fait thermodynamique

a) Un schema milieu continu est dit decrire un fluide par fait si les
pressions partielles propres sont egales. On a alors:

P(ύ = P(2) = Pto = P

oύ p est la pression du fluide. La formule (8.1) devient:

V V ~

Or:

On obtient ainsi:

et le tenseur des pressions s'ecrit :

ID
ΠΛβ = -0(uΛuβ — gΛβ) .

Comme dans le schema matiere pure, Γespace-temps correspondant admet
comme directions principales une direction privilegiee u" orientee dans
le temps et toute direction orthogonale a celle-ci.

b) Nous adoptons dans la suite, en ce qui concerne les considerations
thermodynamiques, un point de vue developpe par TAUB [8], [9], [10],
La densite d'energie propre representee par ρ comprend une densite
materielle propre et une densite d'energie interne du fluide. Nous posons:

+ - - (r>0) (9.2)

oύ r est dite la densite matέrielle propre du fluide et ε son energie interne
specifique. Cette energie interne specifique doit etre consideree comme une
fonction donnee de deux variables thermodynamiques du fluide, r et p
par exemple, fonction dependant de la structure interne du fluide

ε=ε(r,p). (9.3)

Dan (9.1) apparait le scalaire:

. _ _ _ _
c2 ~ \ c2 re2

Nous sommes ainsi conduits έ, introduire le scalaire :

= ε + -f- (9.4)
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appele enthalpie specifique du fluide. On a ainsi:

e + |r=r(l + -jr) (9-5)

et le tenseur d'energie s'ecrit :

2V* = r (l + -J-) Wαtt/ϊ — J-f lTα/J . (9.6)

c) La temperature propre T du fluide et son entropie specifique S peuvent
etre definies, comme en hydrodynamique classique, par la relation dif-
ferentielle

TdS = dε + pd(~} (9.7)

oύ T~1 > 0 est un facteur integrant pour la forme differentielle figurant
au second membre de (9.7). De (9.4) on deduit par differentiation :

di = dε + pd (—} -f -~- .

II en resulte :

TdS^di-^-. (9.8)

10. Equations aux lignes de courant

a) Nous avons vu que les equations d 'Einstein Sxβ = χ Tκβ entrainent
pour le tenseur d'energie les conditions de conservation

PΛT«β = 0. (10.1)

Explicitons ces conditions pour le tenseur d'energie d'un fluide de
parfait thermodynamique

II vient ainsi :

V. T*β = Pα [r (l + ̂ -) ««] «fl + r (l + -̂ ) «« Fα^ - -̂  = 0 . (10.2)

Par produit par uβ, on en deduit Γequation de «continuite»:

υP Va T p = Vx [r (l + ±) ««] - W

α -̂  = 0 . (10.3)

En reportant dans (10.2), on obtient:

- « « « i ) - . , (10.4)

c'est-a-dire un systeme diίFerentiel qui regit les lignes de courant, tra-
jectoires spatiotemporelles du champ des vecteurs-vitesses.

b) Supposons un instant le mouvement du fluide isentropique, c'est-
a-dire S = const.
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On a alors, d'apres (9.8),
dp — rdί

et le systeme (10.4) aux lignes de courant peut s'ecrire:

En introduisant le scalaire necessairement positif :

ί-i + T
il vient :

u«V«uP = (gxβ - u«u?) ̂ - (10.5)

On peut interpreter le systeme diίferentiel (10.5) en disant qu'il
exprime que les lignes de courant sont, dans le cas du fluide isentropique,

geodesiques de la metrique ds* = /2 ds2 conforme a la metrique ds2

d'espace-temps.
Nous allons montrer ce resultat en etablissant le lemme general

suivant qui nous sera utile dans la suite [6].
Lemme. / etant un scalaire positif quelconque et ux un champ unitaire de

vecteurs, si Ca — fuκ et gxβ = f*g<xβ, on a la formule

C«ΨκCβ = u«Pκuβ ~ (g*β - u*uβ)^jL

ou C* sont les composantes contravariantes correspondant a Cκ dans la
metrique gκβ et oύ Vx est Γoperateur de derivation covariante dans cette
metrique.

Nous sommes ainsi amenes a poser :

C« = /~%α, C« = fux .

D'apres Γexpression des symboles de Christoffel, il vient:

_ _β = V < z β — ~J-β - - 7 - α

c'est-a-dire

VxCβ = iV*Uβ + dΛfuβ — dκfuβ — dβfux

II en resulte :

c'est-a-dire la formule annoncee.
De ce lemme general resulte immediatement Γinterpretation signalee

de (10.5).
c) Nous sommes ainsi conduits dans tous les cas a introduire le scalaire

positif :

/ = l + (10.6)
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et le vecteur C defini par:

Nous appelons / Γindice du fluide thermodynamique et notons que sa
donnee est equivalente a celle de Γenthalpie specifique; C sera dit le
vecteur - courant du fluide [6].

Le systeme differentiel (10.4) peut s'ecrire:

fu« Fκuβ — (g«β — u«uβ) -jj^ = 0 .

Or d'apres (9.8):

Par suite notre systeme differentiel aux lignes de courant s'ecrit:

= 0 . (10.8)

Du lemme precedent, il result e que si Γon introduit la metrique

d~s* = /2 ds*, (10.8) peut s'ecrire:

C* 7xCβ + (g«β - u«uβ) ^jd*S=Q, (10.9)

ou

C^xCβ+(g-β-u^β)^l-dx8=0. (10.10)

11. Equation de continuite et conservation de la densite de matiere

L'equation de continuite (10.3) peut s'ecrire:

(l + JL) Fβ(r««) + ±ru" (dxi -^f-] = 0 .

On deduit ainsi de (9.8) la forme suivante de Γequation de continuite :

/Fβ(r««)+-i-f!Γ««aβ/8 = 0. (11.1)
C

Comme /, r et T sont positifs, on voit sur (11.1) que Γinegalite

u« dK8 ^ 0
entraine Finegalite

F«(rtt«)^ 0,

ces inόgalites ayant des interpretations physiques όvidentes.
Nous dirons que le mouvement du fluide est adiabatique si

u«dxS = Q, (11.2)

c'est-a-dire si 1'entropie specifique est constante le long des lignes de
courant du fluide. D'apres (11.1), il est Equivalent de postuler que le mouve-
ment est adiabatique ou que :

P«(rtι«) = 0, (11.3)
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c'est-ά-dire que la densite de matiere propre r est conservative. Nous ferons
ce postulat dans toute la suite, le mouvement du fluide etant, sinon,
sous-determine [10]. On peut envisager que (11.3) est une propriete
necessaire de la densite materielle.

12. Equations d' Helmholtz relativistes

Au courant C envisage comme une 1 -forme, nous pouvons associer
sa differentielle exterieure

Ω = dC, (12.1)

qui est une 2-forme fermee (dΩ = 0). Elle definit un tenseur antisyme-
trique

ΩΛβ = dΛCβ-dβCΛ (12.2)

que nous appelons le tenseur tourbillon du mouvement du fluide [5].
Nous nous proposons d'abord de mettre le systeme aux lignes de

courant sous une forme simple faisant inter venir le tenseur tourbillon Ω.
D'apres (10.9) et compte-tenu de Γequation u* dκS = 0, le systeme aux
lignes de courant peut s'ecrire :

C«F«Cβ + ~-dβS = Q.

Or:
C«Ωaβ = C«(V«Cβ - VβCΛ) = C- V«Cβ ,

puisque le courant envisage dans la metrique ds2 est unitaire. II vient
ainsi pour le systeme aux lignes de courant :

soit, apres multiplication par /2 :

CΏaβ = —^-dβS. (12.3)

Nous voyons ainsi que le systeme aux lignes de courant peut s'ecrire
sous forme intrinseque :

i(C)Ω = —-^dS, (12.4)c

ou i (C) designe Foperateur de produit interieur par C.
Pour former la generalisation relativiste des equations dΉelmholtz,

evaluons &(C)Ω, oύ &(C) est Γoperateur de transformation infinitesi-
male defini par le champ de vecteurs C. II vient :

&(C) Ω = (di(C) + i(C)d)Ω - di(C)Ω

puisque dΩ = 0. II resulte ainsi de (12.4) les equations de Helmholtz:

Ω = -~d(Tf) Λ dS , (12.5)



348 ANDRE LICHNEKOWICZ :

Ces equations peuvent s'ecrire explicitement :

] (12.6)

et nous verrons qu'elles jouent un role important dans Γetude du systeme
des equations de Γhydrodynamique relativiste.

13. Le systeme de Γ hydrodynamique relativiste et ses caracteristiques

a) Au lieu de prendre comme variables thermodynamiques r et p,
il peut etre commode, dans la suite, d' adopter pour telles variables les
variables / et 8 (indice du fluide equivalent a Γenthalpie specifique et
entropie specifique). Nous supposons par suite que r est une fonction
connue de / et S,

r = r ( / , S ) .

La pression p = p ( f 9 8 ) du fluide satisfait alors, d'apres (10.7), la
relation diίferentielle :

dp = c2rdf — rTdS. (13.1)

b) Cela pose, nous nous proposons d'etudier le probleme de Cauchy
pour le systeme fondamental de Γhydrodynamique relativiste constitue
par les equations dΈinstein

8Λβ = χT.β=χ(rfuxuβ—£-g.β) (13.2)

avec
g*βuΛuβ = 1 (13.3)

et par Γequation :
u«dΛS = Q. (13.4)

Sur Γhypersurface Σ, d' equation locale x° = 0, nous nous donnons
les valeurs des potentiels gxβ et de leurs derivees premieres, ainsi que
celle de 8, supposees telles que gKβVxvβ soit hyperbolique normale,
non tangente aux cones elementaires (g°° φ 0) et que sur Σ, FQ = 0.
De ces donnees on sait qu'on peut deduire les valeurs sur Σ des S%.
De:

on deduit, d'apres le caractere unitaire de uκ, que sur Σ:

(χrfu°)* = g

Nous posons :

ou le second membre est une fonction du second degre de p, dont nous
supposons les valeurs positives pour le domaine envisage des valeurs de p,
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II en resulte :

tfo I v P no .000 i v _JL πooδcL-r- χ 2 y<χ. « -r χ 2 y

$ etant connue sur 27, la derniere equation (13.5) est une condition portant
sur les valeurs possibles de / sur Σ. Cette condition s'ecrit :

oύ toutes les quantites dependent des xi a Γ exception de p qui doit
etre considere comme une function de /.

II est interessant d'evaluer la derivee F'f, il vient d'apres (13.1)

ΓW, = (fή + r) S«o + χ g + χr fg<* r-2g*

soit:

χ-^F'f = (fr'f - r

Or d'apres (13.5) :

II en resulte :

En dehors des donnees gxβ, d Q g X β , S sur Σ nous nous donnons aussi sur Σ,
la valeur de f verίfiant F (f , x*) — 0 et n'annulant pas F'f\ les valeurs sur Σ
de r, p, T done des ux sont alors connues. La presence d'ondes de choc
est ecartee.

c) En vertu du raisonnement du paragraphe 4, nous pouvons sub-
stituer au systeme (13.2), (13.3), (13.4) le systeme compose de (13.4),
des dix equations

&$ = X [rfuxuβ - \ (rf - 2 |τ) gaβ] (13.6)

de Γequation, equivalente modulo (13.4) a Γ equation de continuite:

VΛ(ru*) = rV«.u* + u« dar =• 0 (13.7)

et du systeme aux lignes de courant qui s'ecrit d'apres (13.1) :

( rT \
rd«f-~-rd«S) = Q . (13.8)

Nous notons que, d'apres (13.8), u^ u^V^Uβ = 0 et que par suite Uβ,
initialement unitaire, le rest era.

Les donnees de Cauchy etant supposees donnees en termes de series
formelles des coordonnees locales, nous nous proposons de chercher des
series formelles correspondant a ces donnees de Cauchy et solutions du
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systέme (13.4), (13.6), (13.7), 13.8). Be (13.6) on deduit, puisque /° Φ 0,
les valeurs sur Σ des derivees 900gα0. L'equation (13.4) donne, pour
u° Φ 0, la valeur sur Σ de 90$.

Pour obtenir les valeurs sur Σ de dQu° et 90/, notons que (13.7) s'ecrit

rdQu« + u°ήdQf=φ, (13.9)

ou la valeur du second membre 99 est connue sur Σ. De meme Γequation
(13.8) correspond a β = 0 s'ecrit:

r/^° 9<X - [g™ - («o)«] rd0f = <φ, (13.10)

oύ la valeur du second membre ̂  est encore comme sur Σ. Les equations
(13.9), (13.10) determinent les valeurs sur Σ de d0u° et B0f si le deter-
minant

r[g<x>-(u°)*] + fr'f(u«)*

est different de zero, soit :

0°°- l- (*°)a Φ 0 . (13.11)

S'il en est ainsi d0u°, 90/ et par suite les 90u* (ί = 1, 2, 3), d'aprέs
les Equations (13.8) non encore utilisees, auront des valeurs determinees
sur Σ.

Sous les hypotheses f aites :

les memes conclusions s'etendent, par derivation en #° des differentes
equations envisagees, a la determination des derivees successives.

Ainsi, sous nos hypotheses, se trouvent determinees de maniere
unique les series f ormelles cherchees. Si toutes les donnees sont analytique,
il resulte du raisonnement classique de Cauchy-Kowalevska que Γon
obtient ainsi une solution analytique unique du probleme de Cauchy
relatif au systeme (13.4), (13.6), (13.7), (13.8).

d) Nous avons ainsi determine les varietes caracteristiques du
systeme precedent ou, ce qui est Equivalent, du systeme (13.2), (13.3),
(13.4). Ces varietόs, d'equation locale φ = 0, se divisent en trois sortes

1) Les fronts d'ondes gravitationnels, solutions de

frfi9.φdpφ = 0. (13.12)

2) Les hypersurfaces (manifestement du genre temps) engendrέes
par les lignes de courant, solutions de

^9αφ = 0. (13.13)

3) Les fronts d'ondes Jiydrodynamiques, solutions de :

Q. (13.14)
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On sait (voir par exemple LICHNEROWICZ [6] p. 42— 43) que lavitesse v
de propagation d'ondes est donnee par:

Pour les ondes (13.14), on a:

— (gχP — u<xuP)doίφ

Ainsi pour les fronts d'onde hydrodynamiques, il vient:

Nous supposons dans la suite que, dans le domaine envisage, r (/, 8)
est tel que :

-ζ^l, (13.17)

ce qui entraίne v2 ^ c2. II est equivalent de dire que les hypersurfaces
(13.14) sont du genre temps.

14. Laplacien du courant C

Pour mettre en evidence un systeme du type de Leray derive du
systeme (13.2), (13.3), (13.4), nous allons completer les equations d'Helm-
holtz relativistes par des relations faisant intervenir le laplacien Δ C
du courant et qui, compte-tenu du systeme aux lignes de courant, se
presentent comme des consequences de Γ equation de continuite.

a) Proposons-nous d'evaluer le laplacien du courant :

ΔC= (dδ + δd}C , (14.1)

oύ d est Γoperateur de differentiation exterieure et δ celui de codiffe-
rentiation. D'apres la definition du tourbillon Ω

Nous sommes done conduits a calculer:

ό£7 = -F«ί7" = -F«(/ttβ)

a partir de Γ equation de continuite prise sous la forme (10.3) :

D'aprέs (13.1) et (13.4) cette equation peut s'ecrire:

y«(rfu") = ru«dΛf
soit :

rV*(fu«) + fu« dxr = ru« 9α/ .
On obtient ainsi:
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c'est-a-dire :

Introduisons la fonction des deux variables h = /2 et S definie par :

(14.2)

II vient ainsi :
δC=i(C)dH

et par suite :
dδC = di(C)dH= &(C) dH .

Nous obtenons :
A C = &(C) dH + δΩ . (14.3)

b) Nous sommes ainsi conduits a evaluer 5£ (C) dH. II vient d'abord:

Or:

On en deduit :

soit en introduisant le tenseur tourbillon :

3λH = 2H'hC*rΛCλ-2H'hC*ΩΛλ + H'sdλS .

D'apres le systeme des equations aux lignes de courant pris sous la
forme (12.3) on a:

3λH = 2H'hC« VxCλ+ 2Hί ^-+ H'g dλS . (14.4)

Dans la suite de ce paragraphe et dans le suivant, nous considerons /
ou h comme fonction des variables gxβ et C* puisque h = /2 = g^β
Cela pose de (14.4) on deduit :

= 2H'h CMP V«Vβ CΛ + 2H'h^- + H's C" V? VλS

+ φλ(l en {gαβ}, 1 en 8, I en {(?«})

oύ la notation indique I'ordre maximum des derivees figurant dans les
fonctίons φλ. Or:

II en rέsidte; d'apres (13.4):

ZH'C Oβ F VC +
(14.5)

en {gaβ}, 1 en S, 1 en

c) D'apres une formula classique de gέomέtrie riemannienne, on a:

(Δ C)λ = -f» VΛVftO, + R#Ce . (14.6)
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De (14.3), (14.5), (14.6), on deduit que le eourant verifie le systeme
d'equations:

en {<7α/3}, 1 en S, I en {(?«}) = 0 .

Evaluons H'h. On a immediatement :

9fT> l S Ift==T¥
Or:

— loir r(f'S) - r>!3/log— j- - r

II en resulte

et (14.7) s'έcrit:

ί1-^- ι/«w-^ρo+(<5β);l+ (14.8)
en {flr.p}, 1 en S, 1 en {C*}) = 0 .

d) En faisant agir sur (14.8) Γoperateur Ce Fρ, on voir apparaίtre:

qu'on peut e valuer a Γaide des equations de Helmholtz. On a en effet
d'apres Γidentite de Ricci :

On en deduit :

CeVβ(δΩ}λ = -0>V.VβΩ*λ + RβaCeΩ°λ + R^JOΏΛlt . (14.9)
Or:

II resulte des equations de Helmholtz (12.6) et de (14.9) que:

C*VQ(δΩ}λ = χλ(2 en {gΛβ}, 2 en S, I en {Ω^}, 2 en {C

et (14.8), derive le long des lignes de eourant donne ainsi:

(14.10)
- αλ(3 en {gxβ}, 2 en S, 1 en {ββj9}, 2 en {Oα}) = 0 .

15. Theorems d' existence et unicite

a) Nous prenons comme functions inconnues les dix gxβ, le scalaire S,
les six Ωxβ et les quatre Oα. Nous considerons le systeme aux derivees
partielles defini par les equations :

&- - \ (rf - 2 -J-) gxβ] (15.1)

Commiin. math. Phys., Vol. 1 24
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(oύ / est considere comme function des gxβ et des (7α), Pequation relative
a Γentropie

C α θ α £=0 (15.2)
les equation de Helmholtz

C°dQΩΛβ=φaβ(l en {gΛβ}9 1 en 8, 0 en {ΩΛβ}> I en {£«}) (15.3)

et les equation (14.10) soit:

en
(15.4)

2 en S, 1 en iΩxβ], 2 en {<7α})

Le systeme (15.1), (15.2), (15.3), (15.4) appartient au type (5.1)
etudie par Leray, la matrice A, ici 21 x 21, etant la matrice diagonale
dont les elements diagonaux ont respectivement pour valeurs:

1

(15.5)

Notre systeme satisfait aux hypotheses faites sur les derivees avec
les indices suivants pour les inconnues:

S(^) = 4 a(8) = 3 s(Ωxβ)

et pour les equations:

ί(l) = 3 ί(2) = 3 ί(3) = 2

En effet α(l) est d'ordre 2, α(2) et α(3) d'ordre 1, α(4) d'ordre 3.
En ce qui concerne les coefficients de ces operateurs et les seconds mem-
bres, dressons le tableau suivant donnant pour chaque inconnue et
equation Pordre maximum de derivation qui peut apparaϊtre confor-
mement aux indices. II vient:

(1)

9«β : 1
8 : 0

C« : 0

&*β
8

C«

1

0

0

9*β :2
8 :1
Ωxβ : 0
C" : I

8 :2

C« :2

ces ordres maxima sont bien respectes dans le systeme envisage.
b) Nos donnees de Cauchy sur Σ sont constitutes, comme nous

Pavons vu, par les valeurs des potentίels, de leurs derivees premieres, de f et de
8. Nous supposons qu'elles sont telles que:

1) La forme quadratique gλμv
λvμ soit hyperbolique normale, Γhyper-

surf ace Σ etant spatiale en chacun de ses points, relativement au cone
elementaire en ce point Cx.

2) On ait sur Σ
FQ = 0 . (pour #° = 0) .
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3) Les donnees de 8 et de f (astraίntes a F = 0) determinent par les
relations S%= χT® des valeurs sur Σ admίssίbles pour p et les Cx avec

~^l (15.6)

Nous avons la meme situation qu'au paragraphe 7 en ce qui concerne
les operateurs α(l), a(2), a(3): a a(l) correspond le demi-cόne Γ% (I)
defini par :

^Sλξμ ^ 0

avec ξ (v) ^ 0 pour un vecteur v ζ C£. A a (2) et α(3) correspond le demi-
cόne Γ+ (2) = Γ+ (3) defini par

dans les memes conditions. Enfin le demi-cόne Γ+ defini a partir de:

est exterieur au demi-cόne Γ£ (I) et ne coupe pas le plan Cλξχ — 0,
sous Γhypothese (15.6). II en resulte que Γintersection de Γ£(l), Γ£ (2)
= JΓ^"(3), Γ% (£) a un interieur non vide qui est Γinterieur de J^"(l).
On voit ainsi que la matrice A est hyperbolίque.

Les equations (15.1) determinent les valeurs sur Σ des derivees
secondes des g^β, (15.2) celles des derivees premieres de 8. Les equations
(13.7), (13.8) fournissent, comme nous Γ avons vu, les derivees premieres
des G*. Par derivation, (15.1) donne les derivees troisiemes des gaβ et
(15.2) les derivees secondes de 8. Les equations (15.3) donnent les derivees
premieres des Ωκβ et (14.7) les derivees secondes des Oα (au total derivees
d'ordre ^ s ( σ ) — 1).

Nous obtenons ainsi un probleme de Cauchy relatif au systeme
(15.1), (15.2), (15.3), (15.4). Pour des donnees initiales suffisamment
regulieres, le theoreme de Leray montre que ce probleme de Cauchy admet
une solution (gκβ, 8, Ω^β, C") unique.

c) II nous faut enfin etablir que (g^p, 8, Cα) nous donne bien une
solution du systeme (13.4), (13.6), (13.7), (13.8). Nous avons montre
au paragraphe 13 que, pour des donnees de Cauchy analytiques, le
systeme forme par ces equations admet, sous nos hypotheses, une
solution unique (gΛp, 8, C"). Cette solution, avec Ωxβ = B^Cβ — dβCx

verifie necessairement le systeme (15.1), (15.2), (15.3), (15.4) et, d'apres
le choix des donnees de Cauchy adoptees, coincide avec la solution de
ce systeme fournie par le theoreme de Leray.

Un procede standard de passage a la limite montre alors que cette
derniέre solution verifie le systeme (13.4), (13.6), (13.7), (13.8) dans le
cas ou les donnees ne sont plus supposees analytiques, mais seulement
suffisamment differentiables. Le raisonnement du paragraphe 4 acheve

24*
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de montrer que nous avons obtenu un theoreme local d'existence et d'uni-
cite physique pour le probleme de Cauchy relatίf aux equations (13.3),
(13.3), (13.4) du fluide par fait thermodynamique relativist e.

16. Autre methode

Pour etablir le theoreme precedent, nous allons indiquer une autre
methode qui ne fait pas intervenir le tenseur-tourbillon.

a) Le systeme differentiel (10.5) aux lignes de courant s'ecrit:

rT
fu« VΛvP - (gκβ - u«u?) aα/ + -0- g^ dκS = 0 (16.1)

et Γ equation de continuite :
Vβ(rvP) -0

peut se mettre sous la forme :

r7βvP + r'f<uPdβf = Q. (16.2)

Prenons la derivee covariante contracted Vβ de (16.1). II vient:

rT
Λ

(16.3)
A(l en {g^β}, 1 en /, 1 en S, 1 en {u«}) .

Or d'apres Γidentite de Bicci :

De Γ equation (16.2) il resulte:

VβV^ = -V. (%-

On en deduit :

u«VβVΛvP = ~u*uβ^-Pκ\7βf + B(2 en {gocβ}, 1 en /, 1 en 8, 1 en

En reportant dans (16.3) on obtient:

+ 0(2 en {gxβ}, 1 en /, 1 en S, 1 e .

Derivons (16.4) le long des lignes de courant par Faction de Γopera-
teur uγ Vy. II vient :

urgtPΫyVtVβS^Dφ en {gα/3}, 2 en S, 2 en {u?})

soit, compte-tenu de uγ dγS = 0

vr<fPVγVΛVβS = D(Z en {g^}, 2 en S, 2 en

On obtient ainsi:

en {gxβ}, 2 en /, 2 en S, 2 en
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b) Partons du systeme differentiel (16.1) aux lignes de courant et
faisons agir sur les deux membres Γoperateur differentiel que nous venons

de mettre en evidence \gλfΛ — uλuμ 1 1 — ̂ -\ VχVμ. II vient ainsi:

x g^ - u*ur i — f vγ vμ vΛi + r g*βgλμ vλ vμ v«

= ̂ (3 en {gΛβ}9 2 en /, 2 en S, 2 en {u?}) ,

ou nous avons utilise uγ dγS = 0. On en deduit d'apres (16.4) :

λ V

en {gxβ}, 2 en /, 2 en 8, 2 en {«?}) .

II en resulte, compte-tenu toujours de ux dxS = 0

(16.6)
en {gκβ}, 2 en /, 2 en S, 2 en

c) Cela pose, prenons pour fonctions inconnues les dix {g^β}, les
scalaires / et S, et les quatre {uβ} definissant un vecteur arbitraire, soit
16 fonctions inconnues.

Nous substituons aux equations d'Einstein, les equations derivees
de (13.6) le long des lignes de courant. Au second membre, il apparait:

= u? Vγ (rf) uκuβ + rf u* Vy (UΛ uβ) - y gΛβur Vv (r / -

Compte-tenu du systeme difFerentiel (16.1) aux lignes de courant,
on a:

fu^Uβ - y (rf -- -j

= fκβ(l en {gκβ}, 1 en /, 1 en S, 0 en

Nous considerons ainsi le systeme aux derivees partielles constitue
par les equations derivees le long des lignes de courant des equations
(13.6) soit:

en {gκβ}, 1 en /, 1 en fif, 0 en {rf}) , (16.7)

de Γ equation formee en a :

(16.8)
en {gΛβ}9 2 en /, 2 en S, 2 en
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de Γequation
uvdγS^Q, (16.9)

et du systeme derive au b du systeme differentiel aux lignes de courant:

[ / / Tf \ T
/yOCp ?/^?/^ I 1 ' — 1 1 9 o U

^ T '* (16.10)
= #λ(3 en {gκβ}, 2 en /, 2 en 8, 2 en {%?}) .

Ce systeme appartient au type de Leray, la matrice A, ici 16 x 16,
etant la matrice diagonale dont les elements diagonaux sont respective-
ment:

1

Ce systeme satisfait aux hypotheses faites sur les ordres de deriva-
tion, avec les indices suivants pour les inconnues:

«(?«„) = 4 β(/) = 3 8(8) = 3 *(tt") = 3,

et pour les equations:

ί(7) = 2 ί(8)=l ί(9) = 3 f(10) = l.

En effet α(7) et α(8) = α(10) sont d'ordre 3, α(9) d'ordre 1. Le tableau
donnant pour ces indices Γordre maximum de derivation, permis pour
chaque equation et inconnue, s'ecrit:

(7)
/ :1
8 :1
uv : 1

(8)
/ * 2

8 :2

u? :2

(9)

g«β 1
/ :0
8 :0

u? :0

(10)

^α/?: 3

/ :2
5 :2

^v : 2

Ces ordres maxima sont bien respectes dans notre systeme du c.
d) Donnons-nous, sur Γhypersurface Σ, des donnees de Cauchy

constitutes par les valeurs des potentiels gκβ et de leurs derive* es premieres
(verifiant les hypotheses du paragraphe 15, b) ainsi que par la valeur de 8.

Les Equations (13.6) determinent les valeurs sur Σ des derivees se-
condes des grα/5, (16.9) celles des derivees premieres de 8. Les equations
(13.7), (13.8) fournissent, comme nous Γavons vu, les derivees premieres
de / et des uγ. L'equation (16.9), par derivation, donne les derivees
secondes de 8 et (16.7) les derivees troisiemes des g^β. L'equation (16.4)
fournit les valeurs des derivees secondes de / et (16.1), par derivation,
celles des derivees secondes des (uγ). On a ainsi les derivees d'ordre

^ s(σ) — l.
Nous obtenons un probleme de Cauchy relatif au systeme (16.7),

(16.8), (16.9), (16.10). Un raisonnement identique a celui du paragraphe 15
montre que ce dernier systeme est hyperbolique et que, pour des donnees
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initiales supposees suffisamment regulieres, ce probleme admet une solution
unique, qui est solution du systeme primitif (13.2), (13.3), (13.4).

Le principe de cette methode est particulierement adapte a Γ etude
des equations de la magneto -hydrodynamique relativiste (conductivite
infinie), etude qui sera developpee ailleurs.

III. Fluide thermodynamique charge de conductivite nulle

17. Equations fondamentales de champ

Dans cette section, nous nous proposons d'etudier le systeme des
equations fondamentales de Γhydrodynamique relativiste d'un fluide
parfait thermodynamique charge a conductivite nulle.

a) Dans le domaine d'espaee-temps envisage, nous supposons qu'il
existe un champ electromagnetique decrit par une 2-forme F satisfaisant
aux equations de Maxwell

Θt δF = -J, (17.2)

oύ J est le courant electrique. Les phenomenes d'induction sont negliges.
L'equation (17.1) exprime qu'il existe localement un potentiel electro-
magnetique φ tel que F — dφ. L'equation (17.2) s'ecrit explicitement :

-V^^-JP . (17.3)

Au champ electromagnetique F est associe le tenseur d'impulsion-
energie de Maxwell

β = 0). (17.4)

On sait qu'en vertu des όquations de Maxwell :

V«*β - F«βJ" - (17.5)

b) Le domaine envisage est occupe par une distribution energetique
decrivant un fluide parfait thermodynamique charge et le champ electro-
magnetique correspondant. La metrique d'espace-temps satisfait aux
equations d'Einstein „ _ / , W Λ XSxβ=χTxβ, (17.6)

ou le tenseur d'impulsion energie total Txβ est la somme:

τκβ (17.7)

de Γimpulsion-όnergie d'un fluide et du tenseur de Maxwell du champ
electromagnetique. Comme aux paragraphes 9 et 10, r est la densite
materielle propre du fluide, p sa pression, uκ le vecteur- vitesse unitaire et
/ Γindice du fluide lie a son enthalpie specifique par :

/= ! + - - . (17.8)
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La temperature propre du fluide et son entropie specifique sont
encore definis a partir de (9.8) soit:

TdS = dί-^-. (17.9)

Le courant electrique J est en general la somme de deux termes cor-

respondant a un courant de convection et a un courant de conduction,

soit
JP = μuP + σF^Ux, (17.10)

ou μ est la densίte propre de charge electrique du fluide et σ sa conductivite.

Nous supposons ici cette conductivite nulle (a = 0) de telle sorte que:

JP^μu?. (17.11)

De <52 = 0, resulte Γidentite de conservation de Γelectricite δJ = 0,

qui s'ecrit dans Γhypothese faite

b. (17.12)

18. Equation de continuite et systeme differentiel aux lignes de courant

a) Formons les conditions de conservation Fα T*β — 0, consequences
des equations d'Einstein, avec:

II vient d'apres (17.5):

soit, d'apres (17.11),

Par produit par uβ, on en deduit Γequation de continuite:

vPV T** — V (rfu*} — -̂ —— = 0 (18 2)ι/v r <χ-«- p r α \ s i ,̂2 \ /

D'apres (17.8) et (17.9) cette equation peut s'ecrire comme au para-

graphe 11:

--^-rTu*dΛS = Q. (18.3)c

Nous postulons encore que le mouvement est adiabatique

u«dκS=Q (18.4)

ou, ce qui est equivalent, que la densite materielle propre est conservative:

Fα(™*) = 0. (18.5)

De (17.12) et (18.5) on deduit:

u«^- + Pα^
α = 0, u« - + Fα^

α = 0
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soit par difference :

w«9αlog £ = 0 .

Ainsi le rapport k = μ\r est constant le long des lignes de courant.
Nous supposons notre fluide charge de maniere homogene, c'est-a-dire

k = μ\r = constante donnee

dans le domaine d'espace-temps envisage.
b) Si nous tenons compte de (18.2) dans (18.1), il vient:

« -~ *rfu* VjiP =

soit, d'apres (17.9),

IcFfu" , (18.6)

qui est le systeme differentiel aux lignes de courant.
Si le fluίde est isentropique, on peut interpreter le systeme differentiel

(18.6) de la maniere suivante: les lignes de courant sont extremales
de Γintegrale a limites fixes :

f(tdβ+kφ)

oil φ est le potentiel electromagnetique (voir par exemple LICHNEBOWICZ
[6], p. 101).

Dans le cas general, introduisons encore la metrique ds2 = f2ds2

et le courant hydrodynamique C defini par :

CΛ=fuΛ C« = fu«. (18.7)
Nous posons aussi:

Cα - /-%α .

De (18.6) ecrit sous la forme:

jFxβu« = 0

il resulte, d'apres le lemme du paragraphe 10, que le systeme differentiel
aux lignes de courant peut s'ecrire :

C* Ψ«Cβ + (g«β ~ u«uβ) ~ d*S + jFxβu« = 0 ,

oύ Pα est la derivation covariante dans la metrique ds*, soit encore par
produit par /2 :

C* V«Cβ + (g«β - u«uβ) ~[- dx8 + kFκβC« = 0 . (18.8)

19. Equations d'Helmholtz relativistes

Au courant C, on est amene a associer la 1 -forme:

I=C + kφ (19.1)
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et sa diffe'rentielle exterieure :

Ω + kF (Ω = dC) (19.2)

qui est encore une 2-forme fermee (dπ = 0). Elle dόfinit un tenseur anti-
syme" trique :

Πκβ = ΩΛβ + TcFΛβ

que nous appelons le tenseur de tourbillon total du fluide charge".
Nous nous proposons d'abord de mettre le systέme aux lignes de

courant sous une forme simple faisant intervenir le tenseur tourbillon π.
D'apres (18.8) et compte-tenu de Γequation u01 dΛS = 0, le systέme aux
lignes de courant peut s'ecrire :

C" Ψ«Cβ + -dβS + kC«Fxβ = 0 . (19.3)

Or, nous avons vu att paragraphe 12 que :

(19.3) peut done s'έcrire:

Nous voyons ainsi que le systeme aux lignes de courant peut s'ecrire
sous forme intrinseque :

—-dS. (19.4)

De (19.4) on dόduit d'ailleurs immέdiatement, dans le cas isentropique,
Γinterpretation variationnelle donnee ci-dessus du systeme aux lignes
de courant.

Pour former dans ce cas les Equations de Helmholtz, observons que
Γon a encore :

&(C)Π= (dί(C) + i(C) Λ) 77- dί(C)Π

On dόduit ainsi de (19.4) les Equations de Helmholtz :

. (19.5)

Ces Equations peuvent s'έcrire explicitement:

] . (ω.β)

20. Equations liant courant hydrodynamique et tourbillon

II existe un systέme de relations liant courant hydrodynamique et
tourbillon total et gόnόralisant celles mises en Evidence au paragraphe 14.
Nous cherchons, comme dans ce paragraphe, 4 eValuer le laplacien Δ C
du courant hydrodynamique. L'όquation de continuity όtant la meme
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qu'en Γabsence de champ eleetromagnetique, on a encore

r+δΩ (20.1)
avec

a) On a de meme :

dλH = 2H'hC« VΛCλ - 2H'hC«Ωxλ + H's 9λS .

Or, d'apres (19.4), le systeme diίferentiel aux lignes de courant peut
s'ecrire dans ce cas :

II en resulte :

dλH = 2H'hC«yxCλ + (2Πί y- + Hήdι8+2kHίC*Fa3ί. (20.2)

Dans la suite de ce paragraphe, nous considerons toujours / ou h
comme fonction des variables gxβ et Ca. De (20.2) on deduit :

[J2? (C) dH]λ = 2H'h C«CP Vx VβCλ + (zH'k ^- + H'g) C* VβVλS +

+ 2kH'hC CW,F.ι + φλ(\ en {gxβ}, 1 en 8, 1 en {&}, 1 en {φa}) .

Soit, compte-tenu comme au paragraphe 14, de Γequation C? VβS = 0 :

+ ψλ(l en {g^β}, 1 en S, 1 en {Cx}, I en {φΛ}) .

b) De la relation precedente et de (20.1), on deduit par un raisonne-
ment identique a celui du paragraphe 14 :

foe* + 2H'hC«CP] Vx VβCλ - RλβCe + (δΩ)λ + 2kH'hC*Cf* VβFaλ +

+ ψλ(l en {gaβ}, 1 en S, 1 en {C*}, 1 en {φa}) = 0 .

Or nous savons que :
9fj' l (Λ fr'2Hh=—jf\I — Γ

et d'autre part :

Nous obtenons ainsi le systeme suivant :

ft-ι-χ
X C*σ VβFΛλ + Ψλ(l en {dΛβ}9 1 en S, I en {(?«}, 1 en {<pα}) = 0 .

21.L'operateur

Designons par Δ Γoperateur laplacien sur une 1 -forme φ

Δφ= (dδ + δd) φ .



364 ANDRE LICHNEROWICZ:

Nous allons Γevaluer sous une forme commode. II vient d'abord

soit

(d δφ)λ = -g«P FΛ (3« φβ - Γ*β φρ)
On en deduit

(dδφ)λ = —g*βdλ«φβ + 3λF^φQ + αλ{l en {0α/?}, 1 en {<pα})

ou la notation indique Γordre maximum des derivees figurant dans α*.
On a d'autre part

(δdφ)λ = — Vβ(dβφλ — dλφβ) = — 0α^ a^g^ + 0α/? dxλφβ +

+ βλ(l en {gaβ}, 1 en {^α}) .

II en resulte par addition

(Δ φ)λ = —f* dxβφλ + dλFeφρ + γλ(l en {gΛβ}, I en {^α}) .

Nous sommes ainsi conduits a introduire A ̂  defini par :

[A W φ]λ = [A φ]λ - dλF* φQ . (21.1)

A <Λ) se reduit a Γoperateur A en coordonnees harmoniques (F* = 0)
et Γon a :

en {gΛβ}9 I en {φκ}) . (21.2)

2 .̂ -Les aquations en coordonnέes harmoniques avec condition de Lorentz

a) Considerons le systeme fundamental de Γhydrodynamique re-
lativiste des fluides parfaits thermodynamiques charges. Ce systeme
se compose des Equations dΈinstein

8aβ=χTΛβ, (22.1)

ou TΛβ est donne par (17.7), UΛ όtant unitaire, de Γόquation postulόe:

u« dxS = 0 (22.2)

et des equations de Maxwell regissant le potentiel electromagnέtique φ :

(δ d φ)λ = — kruλ (k = const.) . (22.3)

Pour abreger, nous designons par / le systeme ainsi defini.
b) Le potentiel electromagnόtique φ est defini a un changement

de jauge pres. La condition de Lorentz δ φ = 0 qui peut limiter ce
changement de jauge, va jouer ici un role analogue a celui des conditions
d'harmonicite.

Si une solution du systeme / verifie F<* = 0 et δ φ = 0, elle est solution
du systeme constitue par les equations dΈinstein ecrites sous la forme :

(22-4)
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par Γequation
u«dΛS = 0, (22.5)

par les equations de Maxwell ecrites sous la forme :

[AWφ]λ = -kruλ, (22.6)

par les conditions de conservation :

F« 2*5=0, (22.7)

et par Γequation de conservation de Γelectricite deduit de (22.3) qui
s'ecrit ici:

Fα(rwα) = 0. (22.8)

Nous designons par II le systeme ainsi defini.
c) Inversement, donnons-nous une solution du systeme II cor-

respondant a des donnees de Cauchy sur une hyper surf ace Σ orientee
dans Γespace (d'equation locale XQ = 0) verifiant

Fe = 0 pour XQ = 0 (22.9)
et

δφ = Q pour x° = 0 , (22.10)

oύ les premiers membres ne dependent que des gxβ et de leurs derivees
premieres, des φx et de leurs derivees premieres dont les valeurs sont
supposees connues sur Σ. On sait, d'autre part, que S% et (δ dφ)° ne fait
intervenir que ces donnees et leurs derivees sur Σ. Nous supposons de
plus notre solution telle que sur Σ:

S% = X τl pour XQ = 0 (22.11)
et

(δdφ)Q = — kru° pour XQ - 0 . (22.12)

Pour une telle solution, on sait d'apres le raisonnement du para-
graphe 4 que :

d0Fe = 0 pour a;0 = 0 . (22.13)

D'autre part, d'apres (22.13), on a sur Σ:

done d'apres (22.12) et (22.10):

(ίa9p)0 = flr
et ainsi:

(dδφ)0 = Q. (22.14)

Cela pose, un raisonnement identique a celui du paragraphe 4 montre
que les FV verifient un systeme de la forme :

Fe + A*$ dκF? = 0 A*$ = fonction (1 en {gλμ}) . (22.15)
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D'autre part de (22.6) ecrit sous la forme:

[Δ φ]λ — dλFeφρ = —kruλ

on deduit par action de Γoperateur δ qui commute avec A et compte-
tenu de (22.8) :

Δδφ + PλdλFeφρ + dλFeFλφρ = Q

soit une relation de la forme:

Δδφ + g*? dκβFeφρ + B% dκF^ = 0
\2j2j, i-O)

B% =fonction (1 en {gλμ}, I en {<pα}) .

La solution (Fe, δφ) de (22.15) et (22.16) satisfaisant sur Σ a F* = 0,
B0Fe = 0, 699 = 0, d0 δφ = Q, est la solution nulle; les coordonnees
envisagees sont harmoniques pour la solution consideree du systeme II
et δ φ = 0 en dehors de Σ. II en resulte que cette solution verifie le systeme
I. Nous e*non9ons:

Thέoreme — Toute solution du systeme II telle que sur Σ les con-
ditions (22.9), (22.10), (22.11), (22.12) soίent satisfaites est solution du

.1.

23. Systeme differentiel aux lignes de courant deduit du systeme II

Du systeme II, on peut deduire un systeme differentiel regissant les
lignes de courant. Des conditions de conservation

[7α T*β s Pα (rfu*uβ - -J- ft + τ*β) = 0

il resulte :

PΛ(rfu*)uβ + rfu« V.Uβ-^- + V«τ«β = 0 . (23.1)

Nous substituerons a -~ son expression tiree de (13.1). D'autre

part, d'apres (17.5) et (17.2):

soit d'apres la definition de

V«τ«β = -(d φfβ [(Δ W φ)ρ + 3QF* φa-(dδ φ)ρ] .

D'apres (22.6), il vient:

V^β = (d φpβ [kruρ- dρF« φσ+(dδ φ)ρ] .

En reportant dans (23.1) et compte-tenu de (22.8), on obtient:

rfu" VΛuβ + ru«uβ dxf - (r dβf - -̂  dβSJ +

+ (d φ)eβ[kruρ - 3QF* φσ + (d δ φ)Q] = 0 .
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En multipliant (23.2) par *uP et contractant, il vient, compte-tenu
de (22.5),

rf (d ψ)Qβ [-Λ J" φσ+(dδ φ)ρ] - 0 . (23.3)

D'apres (23.3), le systeme (23.2) peut s'ecrire:

3s +

+ (g«β - u«uβ) (d φ)*Λ [kruρ- dQF° φσ+(dδ φ)ρ] = 0

ce qui est le systeme differentiel cherche.

fu* VΛUβ _ (ft _ u*Uβ) Λ -

24. Etude des caracteristiques. Probleme de Cauchy analytique

Comme au paragraphe 13, nous prenons / et 8 pour variables thermo-
dynamiques et supposons r function connue de / et 8

r = r(/,S).
On a toujours (13.1).
Nous nous proposons d'etudier le probleme de Cauehy relatif au

systeme II pour des donnόes telles que (22.11) et (22.12) soient satisfaites.
a) Sur Γhypersurface Σ, d'equation locale #° = 0, nous nous donnons

les valeurs des potentiels gxβ (avec <7°° Φ 0) et de leurs derivees premieres,
ainsi que celles des φx et de leurs derivees premieres. Les (8% — χτ®)
sont connues sur Σ. On en deduit comme au paragraphe 13, p jouant
le role d'une inconnue auxiliaire :

et

° χτ°° + χ—^
c

oύ Γon a pose :

[£"(?)? = 9«β fa -χτ° + χ^ gή (s°β -χ^ + χ^g^X) (24.2)

pour le domaine envisage des valeurs de p. Par derivation, on a :

d'oύ d'apres (24.1)

dp & *

D'apres (22.12), v° — ru° est connu sur Σ. Les valeurs de f et 8 sur Σ
sont done astreintes, d'apres (24.1), aux conditions:

Q (24.3)
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et

° - *τ°° + χ ~- gQO) rf-χ (v^f = 0 . (24.4)

Le jacobien des premiers membres de (24.3) et (24.4) par rapport a /
et S s'ecrit :

rf

f-}-r)uQQ0(p) + χg°Qr*f — 2 χ ( v ° ) 2 f A

et est different de zero pour :

(/*/ + r) XrfW* + g™χr2f-2χr*f(uQ)* Φ 0
soit:

(~^- φ l) (u«γ + g™ - 2 (u°)* Φ 0 .

Nous retrouvons ainsi la meme condition qu'au paragraphe 13:

En dehors des donnees gκβ, d0<7αβ, φx, 90φα sur Σ, nous nous donnons
aussί sur Σ les valeurs de f et S verifiant (24.3), (24.4) et n'annulant pas le
jacobien. Sont alors connues les valeurs sur Σ de r, p, T done des ux

definissant un vecteur unitaire.
b) Le systeme II nous a donne Γequation:

F«(r u«) = r VΛu« Φ u« dκr = 0 (24.5)

et le systeme aux lignes de courant (23.4), soit:

φ (g«P — u«uP) (d φ)eΛ [kruQ ~ 5QFσ φ0 φ (d δ φ)Q] = 0 .

D'apres (24.6) uΛuβVκUβ = 0 et Uβ initialement unitaire le restera.
Les donnees de Cauchy sont supposees donnees en termes de series

formelles de coordonnees locales. Puisque <7°° φ 0, les equations (22.4)
donnent les valeurs sur Σ des derivees dOQgaβ et les equations (22.6) celles
des derivees d0o9V L'equation (22.5) donne pour u° Φ 0 la valeur sur Σ
de B0S.

Les valeurs sur Σ de d0u° et d0f se deduisent d'equations de meme
forme que (13.9) et (13.10) deduites de (24.5) et (24.6) pour /? = 0. Sous
la condition ecrite, 90/, dQu° et par suite les dQul (ί = 1, 2, 3) sont connues
sur Σ. Les memes conclusions s'etendent, par derivation en XQ des equa-
tions envisagees, a la determination des derivees suceessives pour XQ = 0.

Ainsi / et S etant choisies conf ormement au α et sous nos hypotheses :

000 φ 0 u» φ 0 000 _ (^0



Etude mathematique des fluides thermodynarαiques relativistes 369

se trouvent determinees de manieres unique les series f ormelles cherchees.
Dans le cas analytique, on obtient ainsi une solution analytique unique
du probleme de Cauchy pose relatίf au systeme II. Les varietes caracteristi-
ques correspondantes sont les memes qu'en Γabsence de champ electro-
magnetique. Dans le cas de conductivite nulle, il n'y a pas d'action du
champ electromagnetique sur les fronts d'onde hydrodynamiques .

25. Equations d'Helmholtz deduites du systeme II

En reprenant le calcul du paragraphe 18, on voit que le systeme (23.4)
aux lignes de courant deduit du systeme II peut s'ecrire (avec F = d φ)

C" F«Cβ + ̂ -3β8 + kC«Fxβ - X«Fxβ = 0 , (25.1)

ou Γon a pose :

Xβ = j[dβF°ψa-(dδφ)Q] (25.2)

comme :

(25.1) peut s'ecrire:

<7« (Ωaβ + kFxβ) + ̂ dβS- X«Faβ = 0 .

Nous voyons ainsi que le systeme (23.4) peut s'ecrire sous forme in-
t rinse que :

i(c)Π=-^~d8 + ί (X)F . (25.3)

Pour former les « equations de Helmholtz deduites du systeme II »,
evaluons a partir de (25.3) :

On obtient ainsi :

&(C)Π=-\d(Tj) ^dS'{- di(X)F (25.4)
c

soit sous forme explicite:

i (25.5)
= --p [3,(Tf) dβS - dβ(Tf) 3aS] + da(XeFββ) - dβ(XeFex) .

26. Relations courant hydrodynamique et tourbillon dans le cas du systeme 1 1

a) De VΛ(ru*) = 0, on deduit toujours

δC=i(C)dH , H=logj.

Avec les memes notations qu'au paragraphe 20, on a done :

Δ C=&(C)H+δΩ . (26.1)
Comraun. math. Phys., Vol. 1 25
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Partons de :

8λH = 2B'kC* F.CΛ - 2H'hC«Ωxλ + H's

Du systeme (25.1), on deduit:

II en resulte :

dλH = ZHίC VaCλ + (2H'h^ί- + H's) 5λS +

+ MHiC Frt - 2HίX«F«λ . (26.2)

Dans la suite de ee paragraphe, nous consider ons comme variables les
gΛβ, S, les 77α/3, les Oα, les <pα, les FQ et δφ\ f ou h est toujours considere
comme fonction des variables gκβ et Oα. De (16.2) on deduit:

[J2?(C) dH]λ = 2H'hC*& V. VβCλ + (2ffί -̂ - + H's) σ Vβ VλS +

+ ψλ(\ en {gα^}, 1 en S, 1 en {Cα}, 2 en { α̂}, 2 en {Fe}, 2 en

soit, compte-tenu de Γequation C^F^^^O, comme aux paragraphes
W e t 20:

+ φλ(l en {gxβ}, 1 em 8,1 en {C«}, 2 en {̂ }, 2 en {ft}, 2enδφ).

b) Par un raisonnement identique a ceux des paragraphes 14 et 20,

onobtient: ^ + 2^^]^^ +

+ (δΩ)λ + ψλ (2 en {gaβ}, 1 en 8, 1 en {O}, 2 en {<pα}, 2 en {Fe},
Or*

δΩ=δΠ~Jcδdφ=δΠ~Jc(Δφ~dδφ) .

II en rόsulte :

= (δΠ)λ - k [Δ W (<?)* + 9Λ J* φσ - (d

soit : Γ ,
= (6Π)λ + k - C λ - dλF°<pa + (d

En substituant a 2H'h sa valeur, on obtient un systeme d'equation
de la forme:

(26.3)
-f αΛ (2 en {gxβ}, 1 en S, 1 en {Oα}, 2 en {<pα}, 2 en {Fe}, 2 en ό φ) - 0 .

c) En faisant agir sur (26.3) Γoperateur C^ VQ on voit apparaitre:

qu'on peut evaleur a Γaide des equations de Helmholtz (25.5) par un
raisonnement identique a celui du paragraphe 14, d. On a ainsi:

&Vβ(dΠ)λ = χ,(2 en {gaβ}, 2 en 8, 1 en {/7β/,},

2 en {Cx}, 3 en {φα}, 3 en {Fe}, 3 en d φ) .
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On obtient ainsi des relations de la forme :

«βCλ = βλ (3 en fo.,},

2 en 8, 1 en {/7αj8}, 2 en {O}, 3 en {φκ}, 3 en {jFβ}, 3 en δ φ) .

27. Theoreme d? existence et d'unίcite

a) Nous prenons comme fonctions inconnues les dix grαj8, le scalaire S,
les six 77α/5 les quatre (7α, les quatre {<^α}j l

es quatre FQ et <5 φ soit trente
fonctions ineonnues. Nous considerons le systeme aux derivees partielles
defini par les equations :

(rf - 2 -|-) Λί + r.J (27.1)

(oύ / est considere comme fonction des gxβ et Cα), Γequation relative a
Γentropie :

Cαaα£ = 0, (27.2)

les equations de Helmholtz deduites du systeme II :

CedρIIxβ= φxβ(l en {g^}, 1 en S, 0 en {/7α/j},

1 en {0*}, 2 en {φκ}, 2 en {ί7*}, 2 en

les equations (26.4), soit:

1 en {ZZ"α/3}5 2 en {<7α}, 3 en {<pα}? 3 en {̂ }? 3 en δ φ),

les equations de Maxwell (22.6) soit:

—gxβd«βψλ=:~kruλ-'γλ(l en {g«p}, I en {φα}) , (27.5)

les equations (22.15) qui peuvent s'ecrire:

-g*l> dxtiF<? = «?(! en {srΛ/l}, 1 en (Fή) , (27.6)

et Γequation (22.16), oύ Γon a tenu compte de (22.15) et qui peut ainsi
s'ecrire :

-8*β3*βdφ= 1(1 en {gΛβ}, I en { α̂}, 1 en {̂ }, 1 en δφ) . (27.7)

Le systeme (27.1), . . ., (27.7) appartient au type (5.1) etudie par
LEBAY, la matrice A, ici 30 x 30, etant la matrice diagonale dont les
elements diagonaux ont respectivement pour valeurs :

« (i) = - ί*" hμ, « (2) = β (3) = c* aρ,

β(4) = Oί ff "- l - - aρβ/J, α(6) = α(β) = o(7) = -̂ "

25*
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Notre systeme satisfait aux hypotheses faites sur les derivees avec
les indices suivantes pour les inconnues :

et pour les equations :

= 3 ί(2) = 3 ί(3) = ί(4)=l ί(5) = 3 ί(6) = 3 ί(7) = 3 .

En eίfet α(l), α(5), α(6), α(7) sont d'ordre 2, α(2) et α(3) d'ordre 1,
α(4) d'ordre 3. En ce qui concerne les coefficients de ces operateurs et
les seconds membres, dressons le tableau suivant donnant pour chaque
inconnue et equation Γordre maximum de derivation qui peut apparaϊtre
conformement aux indices. II vient:

(1)

g«β
8

π«β
c*
φ«

FQ

δφ

1

0

— 1

0 (2) <

1

1

1

ffocβ

8

π«β
c«
φ«
FQ

δφ

I

0

— 1

0 (3) <

1

1

1

'g«β
8

π«β

c«
φ*

FQ

δφ

2

1

0

1

2

2

2

(4)

8 :2

ΠΛβ : 1
8 :2

x :3

? :3

όy :3

et pour les equations (25.5), (25.6), (25.7):

(5) (6) (7)

^α S

/Si

δφ

1

0

— 1

0

1

1

1 .

Ces ordres maxima sont bien respectes dans le systeme envisage.
b) Nos donnees de Cauchy sur Σ sont constituees par les valeurs des

gxβ et de leurs derivees premieres, les valeurs des φx et de leurs derivees
premieres, celles de / et S. Nous supposons qu'elles sont telles que:

1) Lα forme quαdrαtique gχμv
λvlJ' soit hyperbolίque normαle, V hyper-

surface Σ etant spatίale en chacun de ses points x, relativement au cone
elementaίre ence point Cx.

2) On ait sur Σ:

Fe = Q δφ = 0 (pour x° = 0) .
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3) Les donnees, astreintes a (24.3) et (24.4), determinent par les relations
S® = χT® et (δ dφ)Q = — kruQ des valeurs sur Σ admissibles pour p et les
Cx, avec :

Les differents operateurs ar qui interviennent ici sont les memes
qu'au paragraphe 15. L'intersection des diff erents cones Γ% (τ) (r = 1, . . . , 7)
a un interieur non vide qui est Γ interieur de Γ% (1) et la matrice A est
hyperbolique.

Les equations (27.1) determinent les valeurs sur Σ des derivees se-
condes des gκβ, (27.2) celles des derivees premieres de S, (27.5) celles des
derivees secondes des φΛ. Comme dQFe = 0, d0 δ φ = 0 sur Σ, (27.5) et
(24.6) fournissent comme nous Γavons vu les derivees premieres des C*.
Par derivation, (27.1) donne les derivees troisiemes des gΛβ9 (27.2) les
derivees secondes de S, (27.5) les derivees troisiemes des φ^,, (27.6) et
(27.7) les derivees troisiemes des FQ et de $99. Les equations (27.3)
donnent les derivees premieres des ΠKβ et (26.3) les derivees secondes
des CΛ.

Nous obtenons ainsi un probleme de Cauchy relatif au systeme
(27.1), . . ., (27.7). Pour des donnees initiales suffisamment regulieres,
le theoreme de Leray montre que ce probleme de Cauchy admet une solu-
tion gκβ, 8, Πaβ, C", φx, F

Q = 0, δ φ = 0 unique.
Un raisonnement identique a celui du paragraphe 15, c, montre

qu'avec les donnees choisies, cette solution est solution du systeme II,
si les donnees sont suffisamment regulieres. Comme FQ — 0, δ φ = 0
nous avons une solution du systeme I ecrite en coordonnees harmoniques
et avec un potentiel-vecteur astreint a la condition de Lorentz.

Nous avons ainsi obtenu un theoreme d' existence et d'unicite relatif
au probleme de Cauchy portant sur le systeme fundamental I des equations
du fluide par fait thermodynamique charge de conductivity nulle.
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