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QUELQUES REMARQUES SUR LES RELATIONS ENTRE
LES NOTIONS D’ECART REGULIER ET
DE DISTANCE

N. ARONSZAJN

Madame A. Frink a donné récemment* une nouvelle démonstra-
tion trés élégante du théoréme suivant de M. E. W. Chittenden: Si
dans un espace E la notion de limite est définie par un écart régulier r,}
elle peut étre définie également par une distance p.

La démonstration de Mme Frink repose sur une construction de la
distance p qui, & cause de sa simplicité, permet d’établir des relations
étroites entre les propriétés métriques de 1’écart 7 et de la distance p.

Dans ce qui suit, nous allons indiquer des relations de ce genre dans
quelques cas simples. Par 7 nous désignerons un écart régulier défini
dans l'espace E et par p la distance correspondante construite par
Mme Frink.

1. Les écarts complets. Nous dirons qu’une suite de points {p,} de
E est une suite de Cauchy selon 7, si lim,—q, i~ 7(p:, ;) =0. Si toute
suite de Cauchy selon 7 converge dans E, I'écart 7 sera dit complet.

De la démonstration de Mme. Frink résulte qu'’il existe deux fonc-
tions croissantes ui(n) et ue(n) telles que wi(n) >0 pour 7>0, u:(0)
=lim,—o us(n) =0, et que

(1) /"’1(7(P7 ‘])) = P(P; ‘1) = ,“2(7(P7 ‘1)),

pour tous les p, ¢ de E.1

Il s’ensuit de (1) immédiatement qu’une suite de Cauchy selon 7
est en méme temps une suite de Cauchy selon la distance p et vice
versa. De ce fait découle le théoréme suivant:

THEOREME 1. Pour que la distance p soit compléte, il faut et il suffit
que 'écart r le soit.

2. La presque-convexité. Un écart 7’ est dit presque-convexe, si,
pour tous &, b de E et tout >0, il existe un ¢ de E tel que

* Ce Bulletin, vol. 43 (1937), p. 133.

1 On dit d’apres M. Fréchet que dans E est défini un écart régulier 7, si pour tout
couple de points (p, ¢) de E est défini un nombre 7(p, ¢) =0 tel que: (1) r(p, ¢) =0
équivaut d p=gq, (2) r(p, q) =r(q, p), et (3) 1l existe une fonction positive croissanted(e),
pour €>0, telle que, si r(x, ¥) < 5(e) et r(y, 2) < 8(e), 7(x, 2) Se.

1 Les fonctions u;i(7) ne dépendent que de la fonction 3(e) qui correspond a I'écart
7. Pour 8(e) =¢/2, on peut prendre ui(n) =n/4 et us(n) =1.
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(2.1) | 7'(a,0) = 3r'(a, 0) | <, |7, 0) — 3 (a, 8) | <.
Cette propriété entraine évidemment la suivante:
(A) Pour tous a,b de E,n>0, et n entier positif, il existe une suite

de points cx, (k=1, 2, - - -, (2»—1)), tels que, en posant a=c, el
b=con, o ait

1
?”(Ck, Clo+1) - ?7’(07 b) <, k=0,1,2,---, (Zn - 1)'

Supposons maintenant que 1’écart 7 satisfait & la condition sui-
vante:

X) Sir(x,y) < eetr(y,2) < ¢ r(x,2) < 2e7

THEOREME 2. .St l'écart r, satisfaisant & (X), est presque-convexe, la
distance p lest également.

D£MONSTRATION. Revenons 3 la définition de la distance p. Pour
un écart 7 satisfaisant a (X), elle s’écrit]

N—1
2.2) p(a, b) = borne inf. Y, #(ps, pir1),

=0
{ pi}, (¢=0,1, - - -, N), parcourant toutes les suites finies de points

de E avec po=a et py=>.
Pour un 5 >0 quelconque choisissons une telle suite avec
N—1

n
(2.3) p(a, b) — 22 r(ps, pisd) | < i
1=0
Elans la suite { p,-} soit p; le dernier terme pour lequel la somme
Z,-=0"(Piv pit1) est encore =1p(a, d). D’aprés (2. 2), k<N.On a donc
1

(2.4) 0 =& <r(pr, pryr), ot &= 3p(a,b) — Z r(pi, Piv1) .

=0

* La notion de presque-convexité a un sens pour les écarts les plus généraux, mais
elle présente le plus d’intérét quand 7’ est une distance. Elle a été introduite pour les
distances dans notre thése Sur la métrique et la métrisation, Varsovie, 1930 (non
publiée). M. K. Menger a mentionné cette notion dans son article Bericht diber
metrische Geometrie, Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung, vol.
40 (1931), p. 207. 1l est & remarquer que pour une distance 7/, la presque-convexité
entraine la propriété plus forte suivante: pour toute décomposition r'(a, b)=a-+8,
avec =0, =0, et pour tout n>0, il existe un point ¢ avec ]r'(a, ) —a[ <net
lr'(c, b)—B[ <.

t La condition (X) signifie que 8(e) =¢/2.

1 Cf. A. Frink, loc. cit., p. 135.
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Choisissons alors un # entier positif de sorte que
1 n
(2.5) o r(pry Prr1) < 7

et considérons la suite {q,-}, existant d’aprés (A), telle que

1
(2.6) g0 = pus @ = prsrs | 7{qir givr) = o7y Prir) | <

j=0,1,---,(2—=1).

Dans la suite {qj} soit gy le dernier terme avec Z;:;r(gj, qiv1) <&,
donc

Al 7 n 2n
(2.7 0= &— 2 r(gs gir) < r(gn, gur) < — + — ¥
part PRI T

D’aprés la définition de la distance p, on tire des equations (2.4)
et (2.7)

e(a, gn) = p(a, pr) + o(pr, qn)

(2.8) k=1 Bl
< 20 r(pi, pir) + 20 7(qh givr) S 30(a, 0).
=0 7=0

Les inégalités de (2.3) & (2.7) nous donnent ensuite

o(gn, 8) = p(gn, prr1) + p(Prr, b)
on_1

N—1
2 7(qi, gi+1) + 22 (P, Piva)

I=h t=k+1

[an_:l (giy Qiv1) — E r(gs, 9i+1)]

IA

7=0 =0

N1 %
(2.9 + [ 2 r(piy pivs) — 2 (P, Pi+1):|

=0 =0

2
< r(Pry Prt1) +%— f+‘£

1
+ p(a, b) + -Z— + &= p(a, b) = r(ph, pr)

30(a, b) + 7.

* Si h =27, les inégalités (2.7) restent vraies a condition qu’on y efface le membre
7(qn, qny1) (ceci se déduit de (2.4) et (2.6).
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En posant ¢ =g, on déduit des inégalités (2.8) et (2.9) immédiate-
ment que

| pa, ¢) — 3p(a, )| <n et |p(c, ) — %p(a, b)| <,
ce qu'il fallait démontrer.

3. Remarque sur la notion de distance géodésique. Le Théoréme 2
peut étre considéré comme une conséquence d'un théoréme con-
cernant la distance géodésique dans un espace métrique général. On
peut définir la distance géodésique de différentes maniéres.* D’un
certain point de vue il est avantageux de la définir de maniére
suivante:

Soit 7’/ un écart soumis uniquement aux conditions suivantes:

3.1) r(x,v) =0, 7(x, ) = 0.
On appelle e-chaine unissant a et b une suite {pi } ,(#=0,1,-- -, N),
telle que

(3.2) po=a, px = b, 7'(pi, pir1) S ¢, 1=0,1,---,N—1.

On appelle longueur de la chaine {pi }, la quantité

N—1
(3.3) L{pi} = 227 (ps, pivn).-
=0

Une chaine {p!} est dite subdivision de {p:}, si elle s’obtient de
cette derniére en intercalant entre certains (ou entre tous) éléments
consécutifs p;, p;41 de nouveaux éléments.

Nous dirons qu’une suite des chaines { {p® } }, (k=1,2, - - - ), est
une suite convergente de subdivisions liant a & b, si (1) { p® } sont des
ex-chaines unissant @ et b, avec limz—., €, =0; (2) {pi"‘“)} est une sub-
division de {p® }, et (3) limj, L{ps® | existe (mais peut étre fini
ou infini).

La “distance” géodésique p(a, b) peut étre maintenant définie
comme suit:

(3.4) p(a, b) = borne inf. lim L{p,-(k)} ,
E=w

les {{p® }} parcourant toutes les suites convergentes de subdivi-
sions liant @ & b.7

* M. K. Menger a considéré, dans les espaces distancés, une distance géodésique
égale, d’aprés le modéle classique, 2 la borne inférieure des longueurs des arcs unissant
deux points a et b de E (cf. Mathematische Annalen, vol. 103 (1930), p. 492).

t Il est & remarquer que si #’ est une distance compléte, p se confond avec la dis-
tance géodésique formée d’aprés le modele classique.
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On démontre pour 7 les propriétés suivantes: (i) p(x,y) =0,
p(x, x) =0 (mais p(x, y) peut étre infini, 5(x, y) peut étre =0 sans que
x =y et il se peut que p(x, y) #p(y, x)); (ii) (x, ¥) +5(y, 2) 2 5(x, 2).
A cause de l'inégalité triangulaire (ii) on peut considérer 5 comme
une sorte de distance.

On démontre de plus la propriété: (iii) la “distance” géodésique p,
st elle est finte, est toujours presque-convexe.

En revenant maintenant aux conditions du Théoréme 2, on prouve
d’abord que la distance p est égale a la distance géodésique con-
struite 2 I'aide de I’écart 7 et le théoréme résulte alors de la propriété
(iii).

4. Les écarts complets et presque-convexes. Les Théorémes 1 et 2
donnent ensemble le théoréme suivant:

THEOREME 3. St I'écart r, satisfaisant d la condition (X) du §2, est
complet et presque-convexe, il en est de méme de la distance p.

L’intérét de ce théoréme réside dans le fait qu'un espace avec une
distance compléte et presque-convexe posséde des propriétés re-
marquables. Ainsi par exemple, dans un tel espace, deux points
quelconques a¢ et b peuvent étre liés par un arc presque-géodésique
de longueur inférieure 4 p(a, b) +¢, pour € >0 quelconque. 11 en résulte
la propriété topologique suivante: l'espace est quasi-péanien.*

Parrts, FRANCE

* D’aprés M. K. Borsuk on appelle ainsi un espace connexe, localement connexe,
et métrisable A 1'aide d’une distance compléte.



