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TRIANGULATIONS PRESQUE
EQUILATERALES DES SURFACES

Y. COLIN DE VERDIERE & A. MARIN

On s'interesse a montrer Γexistence sur une surface riemannienne com-
pacte sans bord arbitraire de triangulations geodesiques aussi fines que Γon
veut et telles que les angles de leurs triangles soient aussi proches que pos-
sible de π/3 . Le cas a bord lisse peut etre traite de faςon analogue. Les
resultats obtenus sont optimaux.

La motivation initiale pour ce probleme vient de la methode des elέ-
ments finis: si !Γ est une triangulation d'une surface riemannienne com-
pacte que Γon peut supposer localement euclidienne, notons S = {1, 2,
• • , N} Γensemble des sommets de fΓ et A Γensemble des aretes de
F. On associe a F Γespace vectoriel E^ de dimension N des fonc-
tions numeriques continues affines sur chaque triangle et on represente
chaque fonction / de E^ par le vecteur (jCj, x2, , xN) des valeurs

Xi = f(i)
Pour f e Ecr, q{f) = / \df\2, l'integrale de Dirichlet de / est de la

forme:

On souhaite que ίΓ soit telle que tous les ai . soient < 0: cela est
verifie en particulier lorsque tous les triangles de & sont a angles aigus:
d'ou le probleme de se rapprocher au maximum de triangles equilateraux.
(Voir [3] pour ce genre d'operateurs sur les graphes.)

Commenςons par une
Definition. Si 0 < a < β sont deux nombres positifs et ( ^ ) une suite

de triangulations d'une surface riemannienne compacte sans bord (X, g),
on dira que ( ^ ) est une {α, β} triangulation de (X, g) si:

(i) la borne superieure des diametres des triangles de ^ tend vers 0
quand n —> +oo .

(ii) Pour tout ε > 0, il existe N tel que, \/n > N, les angles de tous
les triangles des ^ sont dans [a - ε, β + ε].
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On dira que (X, g) est {a, /?}-triangulable s'il existe une telle suite.
Nous pouvons maintenant econcer le:
Theoreme. (i) Si X est la sphere S2, pour toute metrique g, (X, g)

est {3π/10, 2π/5} triangulable et les deux homes sont optimales.
(ii) Si X est un tore, pour toute metrique g, {X, g) est {π/3, π/3}

triangulable et ce resultat est optimal
(iii) Si (X, g) est une surface compacte de genre > 2 orientable, elle

est {2π/7,5π/14} triangulable et c'est optimal.
Problemes. Que peut-on dire dans le cas non compact? Donner des

enonces dans le cas d'un bord C 1 par morceaux.
Remerdements. Dans une premiere version de ce travail, nous n'avions

pas obtenu le resultat optimal dans le cas des surfaces de genre > 2
(sauf dans le cas hyperelliptique): la methode consistait a prendre Γimage
reciproque par une fonction meromorphe d'une triangulation de Pι(C) =
S2. Le referee nous a suggere une autre piste: Γutilisation de differentielles
sextiques, ce qui donne une preuve simple du resultat optimal. Nous Fen
remercions tres chaleureusement.

Nous avons aussi mis au point une demonstration plus proche de la
premiere: construire par un argument a la Tischler une application presque
conforme de la surface sur un tore et rappeler une triangulation presque
equilaterale de ce dernier. Cette demonstration est moins elementaire:
elle utilise les transformations quasi-conformes et Γequation de Beltrami.
C'est pourquoi nous avons choisi la demonstration a base de differentielles
sextiques.

1. Optimalite

Si χ(X) est la caracteristique dΈuler de X, on a, pour toute triangu-
lation de sommets {1, 2, , N } , le sommet / ayant une valence vt, la
formule dΈuler:

6χ(X) = £ ( 6 - «,.).

(La valence d'un sommet est le nombre d'aretes issues de celui-ci.)
En particulier, toute triangulation de la sphere admet au moins un som-

met de valence < 5, ce qui donne au moins un angle > 2π/5 dans un
tel triangle, s'il est assez petit et done presque euclidien, un des angles au
moins est <3π/10 + e.

Meme remarque lorsque χ{X) < 0: il y a au moins un sommet de
valence > 7, done au moins un angle < 2π/7 dans un tel triangle, s'il
est assez petit, un des angles au moins est > 5π/14 - ε.
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Dans le cas des tores, les triangulations optimales n'ont que les sommets
de valence 6.

2. Invariance conforme

On va pouvoir simplifier le probleme grace a la:

Proposition. Si {X, g) est {a, β} triangulable, alorspour toutefonc-

tion C°°, F: X -> R, (X, eFg) est {a, β} triangulable.
Preuve. Soit p > 0 le minimum des rayons d'injectivite de g et e g\

alors, pour tout ε > 0, il existe un ε{ > 0, 0 < ε{ < p tel que, pour tout
couple x , y de points de X, si dg(x, y) < εχ, on ait derg(x, y) < p et
Tangle des 2 geodesiques minimisantes de x a y est < e/2. La conclusion
suit facilement en utilisant la conformalite des 2 metriques, car les angles
ont la meme mesure.

3. Cas des tores

D'apres ce qui precede, il suffit de traiter le cas des tores plats R 2/Γ, oϋ
R2 est muni de la metrique euclidienne dx2+dy2 et Γ = Z ( l , 0)θZ(α, b)
{b > 0, a > 0). Soit Γ{ le reseau equilateral (a = 1/2, b = Λ/3/2) et
Γ^ = ^ Γ j . Pour tout ε > 0, il existe N et un point ω de Γ^ situe
a une distance < ε de (a, b): la transformation lineaire Tε telle que
Te(l, 0) = (1, 0) et Te(a, b) = ω modifie peu les angles et transforme
Γ en un sous-reseau de Γ^ qui admet des triangulations evidentes par
des triangles equilateraux: celles dont les sommets sont les points de Γ^^
projetes sur R2/Γε(Γ).

4. Differentielles sextiques et metriques equilaterales

Soit (X, g) une surface riemannienne compacte orientable et sans
bord, de genre h > 2 . La metrique riemannienne g definit une structure
complexe sur X qui en fait une surface de Riemann compacte. D'apres le
theoreme de Riemann Roch, il existe sur X une forme differentielle holo-
morphe sextique Φ = φ(z) dz6 dont tous les zeros sont simples: en effet,
le degre du fibre Ω 0 6 des formes sextiques sur X est 12Λ - 12 > 2Λ,
done [5, Corollaire 3.2, p. 308] il y a deux formes sextiques Φ{ et Φ 2

sans zeros communs; alors, pour ε assez petit, tous les zeros de Φ{ + εΦ2

sont simples.
Soit Φ une telle forme. La racine cubique du module de Φ est une

metrique singuliere conforme a g, cette metrique est plate et ses singu-
larites sont des cones d'angles 7π/3 aux zeros de Φ.
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Les integrates de la forme differentiate multivaluee ω = \/Φ donnent
des cartes canoniques formant un atlas dont les changements de cartes sont
de la forme az + b avec a une racine sixieme de Γunite. Aux singularites,
on peut choisir des cartes centrees. Ces cartes sont ramifiees; mais, comme
elles sont definies a rotation d'angle π/3 pres, elles permettent de definir
de maniere univoque au voisinage de chaque singularite des triangulations
equilaterales.

Choisissons une singularite z0 de X et fixons au voisinage de zQ une
telle triangulation par triangles equilateraux de cotes L. Nous pouvons
prolonger cette triangulation le long de tout chemin issu de z 0 . Ces
elements de triangulation ne se recolleront en une triangulation globale
de X que si toutes les integrates de ω sur les lacets bases en z0 et les
chemins joignant z0 aux autres zeros de Φ sont dans LΛ, oύ Λ est le
reseau equilateral Z(ξ), avec ξ le generateur exp(2π//6) du groupe μ6

des racines sixiemes de Γunite. Si c'est le cas pour un L, on dira in-
differemment que la triangulation obtenue est Φ-equilaterale, que la sur-
face de Riemann X est equilaterale (pour la forme Φ) ou que la metrique
g est conformement equilaterale (relativement a Φ). Remarquons que,
quitte a faire une homothetie sur Φ, on peut se limiter a L = 1.

On peut etendre ces definitions au cas oύ Φ est meromorphe: on a ainsi
une notion de surfaces de Riemann conformement equilaterale generalisee.
Dans [8], les auteurs montrent en utilisant un rέsultat de Belyi [2] que ces
surfaces sont exactement celles qui sont algebriques sur Q. Ce resultat
etait connu de A. Grothendieck (voir Esquisse d'un programme).

Un probleme interessant serait de trouver une caracterisation purement
algebrique des surfaces conformement equilaterales comme sous-ensemble
des courbes definies sur Q.

Le theoreme sera consequence des deux propositions suivantes:
Proposition 1. Les metriques conformement equilaterales sont denses

dans Γespace des metriques.
Proposition 2. Une metrique g sur X conformement equilaterale est

{2π/7, 5π/14} triangulable. Plus precisement, pour tout intervalle I con-
tenant strictement Γintervalle [2π/7, 5π/14], il y a un L > 0 tel que
I'approximation secante geodesique pour la metrique g d'une triangula-
tion equilaterale globale de cote inferieur aha tous ses angles dans I.

5. Demonstration de la Proposition 1

Soit Φ une forme sextique holomorphe a zeros simples sur une surface
de Riemann X. Considerons le revetement X at X galoisien de groupe
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μ6 et ramifie sur Γensemble Z des zeros de Φ, sur lequel la forme ω =
\/Φ a une determination univoque ώ. Notons σ: X —• X le generateur
correspondant a ξ, on a alors σ*(ώ) = £ώ. On va suivant un argument
de Tischler [7], modifier ώ pour obtenir une forme proche dont toutes les
periodes sont dans un reseau equilateral.

D'apres le theoreme de de Rham Hι(X,Z;C) s'identifie par integra-
tion sur les chemins a Hom(/ί1(X, Z Z) C). Soient ηx, , ηN des
formes fermees nulles au voisinage de Z et dont les classes de cohomologie
forment une base duale de Hχ(X, Z Z). Le £-espace propre Vξ de σ*

agissant sur Hι(X, Z C) est defini dans la base ([τ/ ]) par des equations
lineaires a coefficients dans Γanneau Z(ξ) et done, cet espace contient
comme sous-espace dense les classes de cohomologie dont les coordonnees
dans la base ([η.]) sont dans le corps Q(ξ), e'est-a-dire les classes de co-
homologie qui ont toutes leurs periodes dans un reseau equilateral jjZ(ξ).

Ainsi, on peut approcher la forme ώ par des formes ώε = ώ+Σ^i C/fy
dont les classes de cohomologie sont dans Vξ et dont toutes les periodes
sont dans un rέseau equilateral. Comme la forme ώε est egale a ώ au
voisinage des singularites, elle est non singuliere hors de Z , si les εt sont
suffisamment petits. II y a done une structure conforme sur X pour
laquelle la forme ώε est holomorphe. Quitte a faire une moyenne sur
le groupe du revetement, on peut supposer que la forme ώε est invariante
(σ*(ώe) = ξώε) ainsi la puissance sixieme de ώε descend sur X pour
donner une forme sextique Φ ε holomorphe pour la structure conforme
d'une metrique gε proche de g et conformement equilaterale relative-
ment a Φ ε .

6. Demonstration de la Proposition 2

Grace a Γinvariance conforme, il suffit de contrόler au voisinage des
zeros de Φ les angles des approximations sέcantes geodesiques pour une
metrique particuliere des triangulations equilaterales de I . Le lemme
suivant le fait pour les cartes canoniques au voisinage des singularites.

Lemme. Les angles de Γapproximation secante pour la metrique eucli-
dienne d'une image d'un triangle du reseau equilateral A par Vapplication
f(z) = z6/v a ses 3 angles dans Γintervalle [2*, {J^L] si v > 6 (resp.

[ ί T L > l r ] si v<6).
Preuve. Nous ferons la demonstration dans le cas v = 7 le cas general

se traite par les memes arguments.
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Notons par des primes les images par / des points du reseau Λ (Figure
1). Remarquons d'abord que, si [A, B] est une segment de Λ, alors,
d'apres le theoreme de Rolle, Γargument de Bι - A1 est Γargument de la
tangente a la courbe f([A - B]) en Γun de ses points f(M) (cf. Figure
2), et done:

Arg(5' - A') - Aig(/{A){B - A)) = ~(Aig(M) - Aig{A)).

FIGURE 1

FIGURE 2

Tout segment de Λ non inclus dans la boule unite est vu de Forigine
sous un angle inferieur ou egal a π/6, et:

(a) Les angles d'un triangle Tι image d'un triangle non inclus dans la
boule {||z|| < >/3} sont dans Γintervalle [π/3 - π/21, π/3 + π/42], d'oϋ
le resultat pour ces triangles.

(b) Le resultat est evident pour un triangle dont un sommet est a Γorigine.
(c) Le cas des triangles restants est explique sur la Figure 3:
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'B O' B'

Soit ABC un triangle de Λ avec | | 5 | | = | |C| | = 1 et \\A\\ = y/ϊ.
La methode de (a) donne Γencadrement cherche pour les angles en B1

et C', ainsi que la minoration de Tangle en A! . Soit D' SUΓ OAf tel
que D'C' est orthogonal a OC' et E1 le point du rayon OAf defini par
P ' ^ ' H = \\DfC'\\ et £>' estentre E1 et 0 . L'angle 5'tf'C' vaut 5τr/14.
L'angle Bf A1 C' est done inferieur a 5π/14, car A! est au-dela de £"' sur
le rayon OE1 cela resulte des deux faits suivants:

(i) Lorsque Ton parcourt de A1 a C' la courbe f([A, C]) la courbure
croit en valeur absolue et done les angles α et y que cette courbe fait en
A1 et C1 avec la secante [AfCf] verifie \a\ < \γ\.

(ii) La courbe f([A, C]) fait avec la direction CΈ' des angles egaux
en C' et A1 (ces angles valent π/84).

7. Cas de la sphere

II n'y a pas de differentielles sextiques holomorphes sur la sphere, mais
on peut faire le meme jeu avec des diίferentielles sextiques meromorphes
ayant 12 poles simples, par exemple Φ(z) = dzβ/f(z) oϋ / est le poly-
nόme dont les racines sont les sommets de Γicosaedre. En effet une telle
forme definit encore une metrique singuliere plate, mais les singularites
sont des cones d'angle 5π/3 .

8. Cas a bord et non orientable

Soit (X, g) une surface riemannienne reelle, e'est-a-dire munie d'une
involution τ antiholomorphe, elle possede done une forme sextique Φ =
φ(z)dz6 holomorphe reelle (i.e., verifiant τ*(Φ) = φ(z)dΊ6), dont tous
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les zeros sont simples. On peut faire toutes les constructions precedentes
invariantes par τ .

Les cas a bord et non orientables s'obtiennent en appliquant cette re-
marque aux surfaces riemanniennes reelles doubles d'une surface rieman-
nienne a bord et revetement d'orientation d'une surface non orientable.

9. Une reciproque

II est facile de voir que les triangulations construites verifient une con-
dition beaucoup plus forte que celle annoncee: les diametres des triangles
tendent vers 0 et les angles sont presque partout proches de π/3 .

Reciproquement, a toute triangulation !Γ d'une surface compacte X,
on associe la structure conforme c^- de la metrique riemannienne a sin-
gularites coniques, g^ obtenue en rendant chaque triangle euclidien equi-
lateral de cote 1 et on a:

Theoreme. Soit SΓ une triangulation geodesique d'une variete rieman-
nienne (X, g), on pose \T\ = sup(diametres des triangles de &~) et, pour
x G X, a(x) = sup|α/ - π/3 | , oil le sup porte sur les 3 angles du trian-
gle de <T oil est x. Alors, si ZΓn est une suite de telles triangulations de
X telles que \^n\ —• 0, an(x) —• 0 presque partout et les \an\ sont uni-
formement majorees par θ < π/6, les structures conformes <v convergent
vers la structure conforme de X.

PREUVE. Cette preuve utilise les applications quasi-conformes (voir [1,
6] par exemple).

Lemme 1. Soit g une metrique riemannienne definie au voisinage de
O dans R2, T un triangle geodesique, contenant O, de diametre < ε et
dont les trois angles different de π/3 de moins de ε. II existe alors une
metrique g0 euclidienne au voisinage de T telle que T est equilateral de
cote 1, go/g est constante sur les bords de T, et g0 est (1 + o{\))-quasi-
conforme a g.

Lemme 2. Si (X, g) est une surface riemannienne orientable, on peut
definir le coefficient de conformite μ de toute autre metrique g{ par rap-
port a g en utilisant des cartes locales holomorphes. Si gn est telle que
| |μJ | L < k < \ et que μ —> 0 presque partout, alors les structures con-

oo

formes associees a gn convergent vers celle associee a g.
II est clair que les deux lemmes impliquent le theoreme. Le Lemme 1

est facile, mais purement technique; le Lemme 2 resulte de [6, p. 29]. En
effet, en passant au revetement universel, on se ramene au cas du disque
unite, on peut alors prolonger les μn par reflexion en dehors de ce dernier.
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