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Résolubilité du probléme de Cauchy pour certains
opérateurs du type de Schrodinger

Par Jiro TAKEUCHI*’

(Communicated by Kiyosi ITO, M. J. A., April 13, 1998)

1. Introduction et énoncé des résultats. 1.1.
On considére 'opérateur de 2-évolution au sens
de Petrowsky [20]:
(1.1) P(zx,D,, D,) =D+ a,(x, D)D" +
-+ +a,(z,D,), (x,t) €ER"X R
avec

a(z,D,) = X a,(x)D; A <j<m),

lal <25
a,(x) € 8"(R"),
D,= —i0/0t, D, = (D, --+, D,),
D, = —1i0/0x; 1 < j < n).
On suppose que le symbole principal P,, (&,

7) de l'opérateur P(x, D,, D,) au sens de Pet-
rowsky [20] est a coefficients constants:

(1.2) P, (&, D =1"+ ga?(ﬁ)rm_j,

4@ = 3 a,£ A<ji<m.

la|=2j
On note aussi, pour k = 1,
(1.3) sz_k(x, E; T) = af(x, S)Tm_l + .-
+an(x, 8,

(1.4) aj(x, &) = X ay,(x)E®

lal=2j—k
en admettant que ajl-c(x, €) =0 lorsque 27 — k
< 0.

En particulier P,,,_,(x, &, 7) est le symbole
sous-principal de P (x, D,, D,) au sens de Pet-
rowsky [20]. Notons que P,, (§, 7) et P,,_, (x,
&, 7) sont quasi-homogénes de degré 2m et 2m
— k) en (&, 7) de poids (1,2) au sens suivant:

P,, &, ¥’t) = r""P,, (&, ), P,,_, (z, 7E,
zm_kPZm-k(x, £, 7, € R.

Nous allons donner des conditions afin que
le probléme de Cauchy pour le futur et pour le
passé en méme temps

r’t) =r
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P(x, D, D)u(x, t) =flx, t) sur R" x [~ T, T1,

DI7u(0, z) = g(z) dans R" (=1, ..., m)
soit bien posé dans C"([— T, T1; H™(R")).

On impose la condition suivante:

Condition (A.1). Les racines caractéristi-
ques en 7 de P, (&, 7) sont réelles pour £ € R”.

On dit alors que l'opérateur P (x, D,, D,)
est de type de Schrodinger. Remarquons que
la condition (A.1) est nécessaire pour que
le probleme de Cauchy (% ) soit bien posé dans
C"([—T,T]; H® (R")) méme si les coeffi-
cients de P,,, dépendent de .

Lorsque les racines caractéristiques sont
simples, Takeuchi [23] a donné des conditions
suffisantes et des conditions nécessaires de réso-
lubilité du probléme de Cauchy ( % ) dans les
espaces de Sobolev. Dans cette Note, nous suppo-
sons que les racines caractéristiques sont multi-
ples et de multiplicités constantes doubles; nous
proposons des conditions analogues a la condition
de Levi (Levi [12], A. Lax [9], Yamaguti [26],
Mizohata-Ohya [15] et [16], Gourdin [6] etc.) et a
la condition de bonne décomposition d’opérateurs
(Ohya [17], Leray-Ohya [11], Vaillant [24] Mat-
suura [13], De Paris [3], Chazarain [1] etc.) dans
le cas hyperbolique pour les opérateurs Kowale-
wskiens; notre formulation est analogue a celle
de Mizohata-Ohya ([15], [16]).

On impose les conditions suivantes :

Condition (A.2). (i) Le symbole principal
P,, (&, t) admet dans C [&, 7] la décomposition
en facteurs premiers H, (&, ) (s = 0, 1), moni-
ques en 7, notée

P, (&, ©) = [Hy (&, D1°H,(§, D) ;
(i) il existe deux entiers positifs m, et m,
tels que my, + m; = m, 1 < my, < m, et les poly-
nomes H (&, 7) et H, (€, 7) sont quasi- homog-
énes de degrés 2m, et 2 (m; — m,) en (§, 7) de
poids (1,2).

Condition (A.3). Les racines caractéristi-
ques A; () A <j<m=m—my)en 7 du

(%)
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radical R (&, ) = H, (&, t)H, (§, t) sont (réel-
les) non nulles et distinctes deux a deux pour &
€ R"\0:

H,(E, 7 = i'j':(r— 22,
HE o= T (c—208).

j=mo+1

Pour obtenir des conditions nécessaires, on
impose la condition suivante plus faible que la
condition (A.3):

Condition (A.3). Les racines caractéristi-
ques A, () (1<j<m=m—m,)en 7 du
radical R(&, 7) = H,(&, ©)H,(&, 7) sont distinc-
tes deux a deux pour & € R™\0.

Remarque 1. Sous les conditions (A.1), (A.2)
et (A.3), les racines caractéristiques 2;) (&) en 1
de P,,, (&, 7) sont positivement homogenes de de-
gré 2 en £ € R™\0.

On note 9,=1,9,=D,— A; (D,) (1<
< m — m,). Sous les conditions (A.2) et (A.3),
I'opérateur P(x, D,, D,) s’exprime comme suit:
(1.5) P(z, D,, D,)

m—my

= 2 bm-me-1(Z, Dg) 0y -+ 0,000,,," * * 0,0,
j=0

my—1
+ X b,_,(z, D,)d, 0,0,
i=0

ou b, (x,D,) =1, b, (x,D,) € OPSZ" (R")
(1<j7j<m), lopérateur b; (xr, D) (1 <;<
m) est uniquement déterminé par P (x, D,, D,)
modulo OPS™"(R").
On impose les conditions suivantes :
Condition (B). Pour 0 < j<m,— 1l,0ona
b,,_,(x, D,) € OPSI 7 ®(R".
Condition (B)’. Pour 0 <j<m,— 1,0na
b,_;(z, D,) € OPSI " (R".
Condition (C). Pour le symbole sous- prin-
cipal a,1 (x, &) de l'opérateur a;(x, D,) 1<
<m — my,ona
() IDfIma;(e, O] < €, <z > e ST (6> ),

i) IDIRea)(z, O <C,<z>"<E>T (2.

Nos résultats s’énoncent ainsi:

Théoréme 1. On suppose les conditions (A.1)
a (A.3), (B) et (C) vérifiées. Alors, le probléme de
Cauchy (%) pour le futur et pour le passé en méme
temps est bien posé dans H™ (R"). Plus précisément,
pour tout (g,(x), ..., g,(x)) € (H”(R"))™ ot
tout f(x, t) € C([— T, T1; H”(R™), il existe
une solution unique u(x, t) du probléme de Cauchy

[Vol. 74(A),

(%) telle que u(z,t)€C™([ —T,T1;H”
(R™) et de plus on a l'inégalité d’énergie suivante :
pour toute u(t) = u(zx, t) € C"((— T, T1; H”
(R™) ona

m—1
( S I< D, >2(m—1—k)Dtk—1u(t)"§ >1/z
k=1
16) < cGs, D é |< D, >*" DI u()} )"

+

f' | Pz, D,, D,)u(r)\lsdf], te [-T, T1.
0

Théoréme 2. On suppose les conditions (A.1),
(A.2) et (A.3) wvérifides. Alors, afin que le probléme
de Couchy ( %k ) pour le futur et pour le passé en
méme temps soit bien posé dans H™ (R"), il est
nécessaire que la condition (B) soit vérifiée.

1.2. On impose d’autres conditions ana-
logues a la décomposition parfaite de Kumano-go
[8]:

Condition (D.1). Le polynome H (&, 7 )
divise P,,_, (x, &, ) dans BLE, 7] on B =B~
(R") est I'anneau des fonctions infiniment diffé-
rentiables et bornées avec leurs dérivées:

Py, &, 7)) =P, (z,§ 0H(E, 7).
Condition (D.2). Le polynéme H,(&, 7 )
divise P,,,_,(x, &, ©) dans B[E, 7]:
Py _o(x, &, 0 =P, ,(z, & DH(E, .
Sous les conditions (A.1) a (A.3), szl—s (z,
&, 7) (s=1, 2) s'expriment uniquement dans
(BLE]) [7] comme suit:
P2m1—s(x1 S’ T) = szo_s(x, &, T)Hl(s, T)
+ H,(&, DR,, (z, §, 1),
ol m, = m; — m, = m — 2m,.
Condition (D.3). Le polynome H,(&, )
divise
sz—s(xv £
=P,, sz, & 1) —

~ 2 H""(E 0Qy @, & DRy 0@, &, 0

lal=1
|a|—2% (Ho)z}(am &, T)Rmz—uw(xy €1
dans B[E&, 7] on f(;")"j’(x, g, t) = (iD,)" GD,)’
Dif(z, &, D).

Remarque 2. Les polynomes Q,(x, &, 7) et
R, (x, &, 7) en (&, 7) dans les conditions (D.1) a
(D.3) sont quasi-homogénes de degré s en (&,
7) de poids (1,2).

Nos résultats s’énoncent ainsi:

Théoréme 3. On suppose les conditions (A.1)
a (A.3), (D.1) a (D.3) et (C) vérifiées. Alors, la con-
clusion du théoréme 1 est vérifiée.
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Théoréme 4. Sous les conditions (A.1), (A.2)
et (A.3), afin que le probléme de Cauchy () pour le
Sfutur et pour le passé en méme temps soit bien posé
dans H” (R"), il est nécessaire que la condition
(D.1) soit vérifiée.

Remarque 3. Les conditions (D.1) a (D.3)
sont différentes de celles de Gourdin- Ngnosse-
Takeuchi [7].

2. Interpolation d’Hermite et conditions de
Levi. On donne l'expression explicite du sym-
bole de l'opérateur b;(z, D,;) (1 < j < m) dans
(1.5) en utilisant le symbole de l'opérateur P (x,
D,, D,) afin d'obtenir les conditions concreétes
équivalentes a la condition (B).

Comme la partie principale P,,, (D,, D,) de
l'opérateur P(x, D,, D,) est a coefficients con-
stants, on a P,,,(D,, D,) = 0 0,000, "
0,0,

Donc, I'equation (1.5) entraine que
P(z, D,, Dt) - PZm(D.z, Dt)

m—my—1

= Z bm—mo—j(x’ Dz)aj e alaoamo '
j=0

m—mg

(2.1)
“+ 0,0,

my—1

+ X b, (x, D,)d, " 3,3,
j=0

Pour 1 < j < m, on note b,(x, & ~ Z,>, b,
(x, &) le développement asymptotique, dp sym-
bole de l'opérateur b;(x, D,) ot b, (z, &) (U=
1) est la partie positivement homogeéne de degré
(25— 1) en & dans {(x, &);|&] =1} du sym-
bole de I'opérateur b;(x, D,).

L’équation (2.1) implique que, pour I =1,
on a
(2.2) P,,_(z,& 1)

m—my—1

= 2 by, D= @) - (= 4O
X (=2, (8) -+ (c = 1(®)
+ jméb,',,_,-(x, O(c—©) - (r— 2©)
+ b, (z, &).

Grace a linterpolation de Newton (van der
Waerden [25], Courant-John [2], Powell [21],
DeVore-Lorentz [4]) ou bien l'interpolation d'Her-
mite (DeVore-Lorentz [4]), on peut uniquement
déterminer b,’ (x, &) comme fonction positivement
homogeéne de degré (2 — I) en € € R"\ 0. En
modifiant les fonctions b,{(x, €) au voisinage de
& = 0, on obtient le symbole de 'opérateur b;(x,
D).
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Proposition 1 (Conditions de Levi). Sous les
conditions (A.2) et (A.3), la condition (B) est
équivalente d l'une des trois conditions suivantes:

(L.1) Tous les symboles b,,_; (z, €) (0 <j
Smy— 1,1 <1< 3) sannulent identiquement
pour (z, €) € R" X R".

(L.2) Toutes les fonctions P,,_, (x, &, /2;)
€N A=<j<my1<1=<3) sannulent identi-
quement pour (x, &) € R" X R".

(L.3) Pour 1 <1< 3, le polynome H, (§, 7)
divise P,,,_,(x, &, ©) dans (BIED) (7], ou B = B~
(R") est l'anneaun des fonctions mfiniment diffé-
rentiables et bornees avec leurs derivées.

Remarque 4. Les conditions (L.1) et (L.2)
sont analogues a celles de Mizohata-Ohya ([15],
[16]) dans le cas hyperbolique pour les opérateurs
Kowalewskiens.

En combinant la proposition 1 et les résul-
tats de Takeuchi ([23], pp. 40-55), on obtient la
démonstration du théoréme 1. Pour obtenir
I'inégalité d'énergie (I'estimation a priori), on ap-
plique a 2-évolution (1.1) une méthode analogue
a celles d’Ohya [18] et d'Oleinik [19]. Pour la
démonstration du théoréme 2, on construit une
série de solutions asymptotiques (P. Lax [10],
Flaschka-Strang [5], Takeuchi [22], [23]).

3. Condition de bonne décomposition. Sous
les conditions (A.2) et (A.3)’, on peut décomposer
parfaitement 1'opérateur P(x, D,, D,) en opéra-
teurs pseudo-différentiels: la décomposition par-
faite analogue a2 Kumano-go [8, Appendice II].

Proposition 2. Sous les conditions (A.2) et
(A.3), Uopératewr P(x, D,, D,) se décompose com-
me suit:

P(z,D,, D,) =L,(x, D, D,)

+++Lp (%, Dy D)Ly (z, Dyy D,)
+ R(x, D,, D,);

(1) pour les racimes caractéristiques doubles
20 1 <j<m),

Lz, D,, D,) = (D, — A;(D,))?

+ b,,(x, D,)(D, — 2;(D,)) + b;,(x, D,),

b,,(x, D,) € OPSI{'(R" (k=1,2),
oi les opérateurs b;, (x, D,) (k =1, 2) sont un-
iquement déterminés par lopératewr P (x, D,, D,)
modulo OPS™"(R") ;

(2) pour les racines caractéristiques simples
&) meg+1<j<m—my),
L/(zx, D, D,) = (D, — A;(D,)) + b,,(x, D,),

b,.(x, D,) € OPS,,(R"),
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on Uopérateur b;,(x, D,) est uniquement déterminé
par Vopérateuwr P(x, D,, D,) modulo OPS™(R") ;

(3) lopératewr R (x, D,, D,) s’écrit comme
suit:

R(z,D, D,)
= Se,(z, D)D" ¢,(z, D,) € OPS™(R".
k=1

Compte tenu de la proposition 2, on impose
la condition suivante.

Condition (E) (Condition de bonne.décomposi-
tion). L’opérateur P (zx, D,, D,) se décompose
comme suit:

P(x,D,, D,) =L(x,D,, D,) "

Lp (2, D, D)Ly (2, D, D)
+ R(z, D,, D,) ;

(1) pour les racines caractéristiques doubles
258 (1 <j<my,

L/(x, D,, D,) = (D, — A;(D,))*

+b,,(x, D,)(D, — A;(D,)) + b;,.., ),

b,,(x, D,) € OPS;,(R"),

b,,(z, D,) € OPS; (R"),
ou les opérateurs b, ,(x, D,) (k =1, 2) sont un-
iquement déterminés par l'opérateur P (x, D,,
D,) modulo OPS™"(R") ;

(2) pour les racines caractéristiques simples
B8 myg+1<j<m—my),

Lz, D,, D,) = (D, — A)(D,)) + b,,(z, D,),
b,,(x, D,) € OPS, ,(R"),

ou l'opérateur b,,(x, D,) est uniquement déter-

miné par lopérateur P (x, D,, D,) modulo

OPS™™(R");

(3) l'opérateur R (x, D,, D,) s’écrit comme
suit:

R(x, Dx’ D,) = %Ck(xr Dx)Dtm—k’
k=1
c(z, D,) € OPS™(R").

Proposition 3. Sous les conditions (A.2) et
(A.3), les conditions (D.1) d (D.3) sont équivalentes
a la condition de bonne décomposition (E).

En combinant la proposition 3 et les résul-
tats de Takeuchi ([23], pp. 40-55), on obtient la
démonstration du théoréme 3.
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