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Abstract: We define a particular class of prehomogeneous vector spaces of parabolic
type, in relation with orthogonal roots, on a field of characteristic 0. When the field is alge-
braically closed, this class contains all prehomogeneous vector spaces of parabolic type, irre-
ducible, regular and reduced for which the conormal bundles of all the orbits are good holo-
nomic varieties, and in general all prehomogeneous vector spaces of parabolic type, commuta-
tive and regular. To these prehomogeneous, we associate a root system and give the structure
and orbits in term of this root system and certain quadratic forms, for a local or global field
of characteristic 0.

1. Notations et dfinitions. Soit F un
corps de caracteristique 0 et 9 une algbre de Lie
semi-simple Z-graduee definie sur F:fi--
]ie3. On note Ho l’unique element de 0 tel que
pour tout j on ait ad(Ho)/g--jId. B est la
forme de Killing de

G designe le groupe des automorphismes
elementaires de 9o et Auto() le groupe des auto-
morphismes de 9 qui sont elementaires sur une
clSture algebrique de

On rappelle que le groupe G, eentralisateur
de Ho dans Auto(9) opre sur 9a et que le triplet
(G, 9, Ad), note ici (o, 9), est un espace vec-
toriel prehomogne de type parabolique ([6]).

Si x est un element non nul de , il existe
h 9o et y 9-1 tels que (x, h, y) soit un sl2-
triplet. Les elements h qui apparaissent ainsi
sont dits 1-simples et les s/e-triplets 1-adaptes
([2], [4]). A tout element h 1-simple on associe
l’algebre (h), pattie semi-simple de l’algebre
(reductive) engendree par les sous-espaces
propres de ad(h) de valeur propre 2 dans 91 et
de valeur propre

Dfinition 1. Un lment h 1-simple est dit
1-simple minimal si et seulement si 9(h) est de
F- rang un.

Dfinition 2. (90, 9x) est dit

1) Faiblement commutatif si et seulement si il ex-
iste n dlments 1-simples minimaux, commutants
deux d deux, deux d deux orthogonaux pour B, de
somme 2Ho.

2) Presque commutatif si et seulement si il existe n

sle-triplets 1-adaptgs (x, h, Y)a<n commutants
deux d deux, tels que pour tout i, h soit 1-simple
minimal et ]xi<n hi 2Ho.
3) Quasi commutatif si et seulement si il existe n
lgments 1-simples minimaux (h)xn de somme
2Ho tels que les algbres (hi) et (h) commutent
pourl K i 4:j K n.
Les prehomognes de type parabolique, commuta-
tifs (i.e. {0} pour _> 2) et reguliers sont
quasi-commutatifs. Lorsque F--C, ce resultat
figure dans [5].

2. Structure des prhomognes faiblement
commutatifs et classification. (0, ) est un
prehomogene faiblement commutatif, on note h,

hn les elements 1-simples minimaux ayant
les proprietes enoncees dans le 1) de la definition
2. a est une sous-algebre abelienne, deployee,
maximale de contenant la sous-algebre b

<i<nFhi et A est le systeme de racines asso-
tie, que l’on gradue egalement (A {2 A
/(Ho) i}); on choisit un ordre sur A pour le-
quel route racine de U>Ai estpositive. 2,...,
/n sont les racines de A1 de co-racines respec-
fives h,..., h,.

Par analogie avec la definition 1, une racine, de A est dire 1-minimale si et seulement si la
co-racine h est 1-simple minimale. Les racines
simples appartenant A sont 1-minimales.

)On note s (resp. 9 la symetrie (resp le
sous-espace radiciel) correspondant la racine 2.

Lemme3. 1) A est vide pour >_ 3.
2) Toute racine de A. est somme de deux racines de
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3) A {/2, s(R), 1 <- i <- n, Ao} ainsi
qu’ventuellement de racines de la forme (i q- Rj) /2,
qui ne sont pas 1-minimales.
Ainsi (g+/-l), l’algebre engendree par gl et
est un ideal de g contenant b ]i,ogi, on peut
donc supposer que (+/-1)ce que l’on fair
dorenavant.

Proposition 4. Soient h’,..., h’,n des 16ments
1-simples minimaux vrifiant les proprits du 1)
de la d6finition 2, alors rn net d la permutation
des indices pros, il existe g dans G tel que g(h)

hipouri= 1,..., n.
Proposition 5. 11 est un o-module simple si

et seulement si A est irrductible.
Ainsi, comme on a suppose que (g+/-l), les
composantes irrductibles des prehomogenes
faiblement commutatifs sont associes des para-
boliques maximaux ([6]); pour en donner la liste,

il suffit d’indiquer l’unique racine simple
qui definit le parabolique maximal (notation: (A,
/2 o) lorsque A est irreductible).
Soit R l’ensemble des restrictions non nulles de
Ab.

Proposition 6. 1) R est un systOme de racines
qui est irrductible lorsque A est irr6ductible.
2) Lorsque Rest rduit, il existe une sous-algObre
semi-simple, R, admettant b comme sous-algObre
de Caftan et R comme systme de racines.

Dans les notations des planches de [1], on a:
Proposition 7. A tant irrductible, (A, o)

est associ6 d un pr6homogOne faiblement commutatif
si et seulement si il figure dans la liste suivante"

) (A_, a), (C, ce), (D, %) o
(D,, a.,_), (E,

ii) (Bk, an) ou (Dk, an) avec 2n < k, (B.
iii) (BC,, cen) ou (C, cen) avec 2n < k,

(BCzn, an)
iv) (F,, %), (E, az), (Ez, %) ou (E8,
v) (B, a), (BC, a,), (Czn, ce), (Dz,

(E, %), (E, a), (F,, a,), (Gz,
Le prdhomogdne associd est quasi-commutatif si et
seulement si la racine /2 o de la liste ci-dessus est
longue.
(R, o) est de type (C., a.) darts le cas i), (Bzn,
cn) darts le cas ii), (BCzn, cn) darts le cas iii),
(F4, 1) darts le cas iv)" A R pour chaque cas de
v).
Le cas i) de la proposition 7 correspond aux
prehomogenes de type parabolique commutatifs,

irreductibles et reguliers.

Dans les cas (BCn, eta) suivant les notations de
la planche II de [1] (cf. egalement n14{}4, chap.
VI de [1]) on a:
A {+/-, :k2, 1<_ i<n, 1< i<j<n

+ s + sj 1 i<jn}
c sk s+l pour k 1,..., n-- 1 etan sn.
Dans le cas algebriquement clos, on peut montrer

l’aide des resultats de [8] que les prehomogenes
quasi-commutatifs irreductibles sont exactement
les prhomogenes irreductibles, reguliers et
reduits au sens de [7] tels que tous les fibres co-
normaux associes aux orbites sont de bonnes
varietes holonomiques.
Les racines /21,..., /2n s’obtiennent aisement par
orthogonalisation successives en prenant/21 /2 o.

3. Orbites 1-simples. WR
est le sous-groupe

du groupe de Weyl de A qui normalise l’ensemble
{/21,..., /2n} et P designe le sous-groupe de n,
permutation de {1,..., n} ainsi defini. A route
partie 1 non vide de {i,..., n} on associe 1’616-
ment hz ieI hi.

Proposition 8. hzet h sont dans la mOme
orbite de G ou de G si et seulement si I et ] sont
dans la mOme orbite de P.
F etant une cleture algebrique de F, on note c =
g @F F. A l’aide de [9] on 6tablit:

Theorme 1. 1) On suppose que (o, 1) et
(go, 91) sont faiblement commutatifs alors tout Old-

merit 1-simple est dans l’orbite de G de l’un des

hi.
2) Lorsque (g0, 91) est quasi commutatif (resp. (o,
1) est faiblement commutatif et (go, 91) est presque
commutati), les orbites 1-simples sont en bijection
avec les orbites de P darts l’ensemble des parties
non vides de {1,..., n}.

Les hypotheses du 1) du theoreme 1 ont la
formulation equivalente fi celle-ci" (o, ]1)est
faiblement commutatif et (go, ill) n’s pas de com-
posantes irreductibles de type (B, ten), reduit ou
non avec kq- 1 <_ 2n <_ 2(k-- 1) lorsqu’on
suppose de plus que (0, 1) est quasi-
commutatif, (go, gl) est presque commutatif.

A tout ensemble A de racines de R, on asso-

cie le sous-ensemble {i {1,..., n}, /z
A tel que p(hi) =/= 0}. Lorsqu’on suppose que

(go, 11) est faiblement commutatif, que A est
irreductible et que gao est de dimension un, ceci
dans les notations de la proposition 7, les re-
presentants des orbites 1-simples, fi l’action de
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WR pres, sont donnes par les elements h2, A 4: j < n} par f(x) B(ad(x)(Xa’)’
decrivant les sous-ensembles de racines deux 2B(Xaj, X_aj)
deux fortement orthogonales de {21,..., 2n} U Par le choix du systeme de Chevalley, deux
{2 R./ il existe 1 <_ < j < k < <- n veri- racines courtes correspondent deux formes quad-
fiant 2 (2 + 2 + 2 + 2)/2}. ratiques equivalentes et on note f l’une de ces
Dans tous ces cas, les orbites 1-simples ne formes; f est anisotrope si et seu!ement si A
dependent que du type de (R, 20). Lorsque F-- R. Les autres proprietes de f figurent dans [4].
C ceci explique l’analogie de certains diagrammes A tout element x l<i<n aX, a F,
d’holonomie (cf. [3]). on associe le n-uplet a (al,..., an) / etant

n(a,a)4. Orbites de eertains prhomog/nes quasi- une racine de R on note a Hlin a On
eommutatifs. Dans ce paragraphe, on considere associe egalement une classe de formes quadrati-
une algebre graduee fl--fizgi, on donne les ques, definie selon le systeme de racines R, re-
orbites des F-formes (o, 1) des prehomogenes lativement invariante ou invariante par le
quasi-commutatifs (c o, c 1) pour lesquels est sous-groupe N linGh, Gh designant le centra-
un Co-module simple et le rang de fl est superieur lisateur de h dans G. On note Z1 le caractere
ou egal au degre de l’invariant relatif polynomial associe et H ( <<,Gh) est regarde com-
fondamental, note ici P ([7]), ceci lorsque F est me un sous-groupe de F*/F"un corps local ou global de caracteristique 0. 1) Lorsque R C,, Ox est la classe
Dans ces conditions (o, ill) est quasi-commutatif quivalence de [lina[ et H-- F*/F *e.
et le degre de P est egal au rang de R. Ces 2) Lorsque R--F4, (x est la classe
hypotheses sont equivalentes aux suivantes: quivalence de Qz definie ci-dessus dans (i).
(flo, 1) est quasi-commutatif, A est irreductible, 3) Lorsque R E ou E8, Ox est la classe
n’est pas de type Ge, et ao est de dimension un d’equivalence definie par la forme quadratique

aZdans les notations de la proposition 7 (<:>/0 est ’@aR, selon (ii)ci-dessus
blanche, non flechee et non contigue fi une racine 1 1 dans les cas exceptionnels F,, E, Es.
compacte dans le diagramme de Satake de A). 4) Lorsque R Ben (resp. Den on designe
Dorenavant on suppose ces hypotheses verifiees, par RB

l’ensemble des racines courtes de R lors-
Theoreme 2. Toute orbite de G dans 1 ren- que R Ben, x est la classe d’equivalence

contre l<:in ga,. de caRfa za et H est un sous-groupe de {s
Ce resultat est une generalisation de la reduction F*/sf f}/F *e’, H F*/F*e

lorsque A est
des formes quadratiques, de type D, et H {Id} lorsque A B et F-
Avant de donner le resultat essentiel, indiquons R.
deux notations: Th6or6me 3. x ’.linaiXa, et x’

(i) soit x un element de gl. on note Qx la linbiXa, sont dans la m6me orbite de G si et
forme quadratique obtenue partir de la restric- seulement si
tion de B au centralisateur de x dans o" i) h a.o hi et h’ ,.o hi sont dans la
(go)x {Y go, [x, y] 0} Qx(Y) B(y, y) mOme orbite de G

pour y (o)x ii) il existe t dans H tel que tOx Ox"
(ii) soit C un ensemble fini, (ec)cc une base iii) P(x) z(G)P(x’).

de Fc--- F F et a Fc, [cecacZc La condition iiO est inutile sauf dans le cas
Fc

designe la forme quadratique definie sur par: R F4, alors Z (G)
x , Zcec -- acZc Les cas off R Cn ou F4 ont fair l’objet de [4].
c cc Lorsque F est un corps p-adique ou un corpsOn choisit un systeme de Chevalley appro-

global de caracteristique 0, la classe d’equiva-
prie de fiR" lence de la forme quadratique Qz ne suffit pas en(Xa, ha X_a)aR. A route racine courte de R1, general fi separer les orbites, cependant on a la
lorsqu’il en existe, 2- (2i + 2)/2, on associe

i, simplification suivante lorsque F- R"la forme quadratique f definie sur E_I, {x
Corollaire. A 4= Bn ou bien est de type B1/-- [hi, x] [h,x] =x, [h,,x] 0,1-< k

1) F=R
Deux sic-triplets 1-adaptSs, (x, h, y) et (x’, h’,
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y’), sont darts la m6me orbite de G si et seulement
si h et h’ sont dans la m6me orbite de G et Qx et
Qx, sont dquivalentes.

2) F est un corps global alors
x et x’ de 1 sont dans la m6me orbite de G si et
seulement x et x’ sont dans la rhyme orbite de Gv
pour route place v de F.
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