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Tous les anneaux considérés sont supposés
commutatifs et unitaires.

Une topologie linéaire sur un module est dite
linéairement compacte si elle est séparée et si
toute base de filtre formée de variétés linéaires
affines admet au moins un point adhérent.

Nous cherchons a déterminer les anneaux in-
téegres dont le corps des fractions est linéaire-
ment compact pour la topologie discréte. L'im-
portance de ces anneaux a été soulignée par
Vamos dans [14]. On connait essentiellement
deux types de tels anneaux: les anneaux de
valuation maximaux [8] et les anneaux locaux
noethériens complets de dimension 1 [2]. Dans
cette Note nous obtenons une caractérisation de
ces anneaux, et donnons quelques exemples.

Dans toute la suite A désigne un anneau in-
tegre, K son corps des fractions et A" sa cloture
intégrale.

Lemme 1. On suppose que A esl inlégrale-
ment clos. Si A est un annean local et si, pour tout
annean de valuation de K dominant A, K est
A-linéaivement compact pour la topologie définie par
cet anneau, alors A est un annean de valuation.

Preuve. La démonstration du lemme de [12]
montre que la propriété 7) du théoréme 19.15 de
[5] est vérifiée pour A, d’ou le lemme.

On en déduit le

Corollaire 1 ([6, th. 2], [14, prop. 2.11]). Si
K est A-linéairement compact pour la lopologie dis-
crete, alors A" est un anneau de valuation.

Preuve. L’anneau A’ est linéairement com-
pact pour la topologie discréte, il résulte donc de
[3, chap. 3 82 exer. 21 c¢)] que A" est local; le
résultat découle alors du lemme précédent.

Dans [16, section 4], Wiseman montre, sur
quelques exemples, que le type d’anneau intégre
linéairement compact pour la topologie discréte
peut étre déterminé en considérant sa cloture in-
tégrale; dans ce sens on a la

Proposition 1. Les propricies suivantes sont
équivalentes.

1) K est A-linéairement compact pour la topolo-
gie discréte.

2) A" est un anneau de wvaluation A-liné-
atrement compact pour la topologie discrete.

Prewve. 1) =2). La premiére assertion
découle du corollaire 1 et la seconde est claire.

2)=1). A est un anneau de valuation
linéairement compact pour la topologie discréte,
donc, d’aprés [4, prop. 10. 10], K est A’-liné-
airement compact pour la topologie discréte. L’im-
plication résulte alors de [16, lemme 1.5] puis-
que, en vertu de [1, cor. 9], I'anneau A a la
dualite.

Dans la proposition précédente la propriété
2) ne peut pas étre remplacée par “A’ est un
anneau de valuation maximal”. On prend A = @
+ XQI[X1] on Q est une cloture algébrique de
Q. A est un anneau intégre local d’idéal maximal
XQII[X1] et de corps des fractions Q((X)) ; sa
cloture intégrale A” = Q[[X]] est un anneau de
valuation discréte complet donc un anneau de
valuation maximal, mais A’ n’est pas A-liné-
airement compact pour la topologie discréte;
sinon, d’apres [3, chap. 3 §2 exer. 15 ¢)], le corps
résiduel k, = @ de A’ serait A-linéairement
compact pour la topologie discréte; et par suite,
en vertu de [3, chap. 3 §2 exer. 20 a)], serait de
rang fini sur k, = Q.

On désigne par f = Ann,(A’/A) le conduc-
teur de A dans A’.

Corollaire 2. Si f# 0, A est lineaivement
compact pour la lopologie discréte el A’ esl un
annean de valuation alors K est A-linéairement
compact pour la topologie discrete.

Preuve. Soit d €Ef,d# 0. On a dA’ C A,
donc dA’ est A-linéairement compact pour la
topologie discréte et par suite A" est A-liné-
airement compact pour cette topologie. Le corol-
laire découle alors de la proposition 1.

Un anneau integre est dit complétement réflex-
if si tout module réduit sans torsion de rang fini
est réflexif, et il est dit un D-anneau si tout mod-
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ule sans torsion de rang fini est somme directe de
modules de rang 1.

Les hypothéses du corollaire précédent sont
vérifiées si A est complétement réflexif ou si A
est un D-anneau local (cf. [11, th. 1]).

Un anneau integre est dit cohérent si l'in-
tersection de deux idéaux de type fini de cet
anneau est un idéal de type fini.

L’hypothése | # 0 est vérifiee si A" est une
A-algeébre [inie.

Corollaire 3. Si A est un anneau cohérenl de
dimension 1 linéairement compact pour la topologie
discréte el A’ est une A-algébre finie, alors K esl
A-linéaivement compacl pour la lopologie discréle.

Preuve. A’ est quotient d’'un A-module libre
de rang fini, il résulte de [3, chap. 3 §2 exer. 15
b), d)] que A’ est A-linéairement compact pour la
topologie discréte, et a fortiori, est un anneau
linéairement compact pour cette topologie, donc
A’ est local; d’autre part A’ est une A-algébre
finie donc, en vertu de [7, cor. 1.5], est un anneau
cohérent. On en déduit, d’aprés [10, prop. 2], que
A" est un anneau de valuation. Le résultat
découle du corollaire précédent puisque | # 0.

Corollaire 4 ({2, cor. 2], [14, th. 3.7)). Si A
est un anneaun local noethérien complet de dimension
1 alors K est A-linéairement compact pour la lopolo-
gie discréle.

Preuve. D’apreés [3, chap. 3 §3 exer. 5 b)], A
est linéairement compact pour la topologie dis-
créte et d’apres le théoréme de Nagata [3, chap. 9
§4 th. 2] A" est une A-algébre finie; le résultat
découle alors du corollaire précédent puisque A
est un anneau cohérent.

Remarque. Si A est un anneau local noethé-
rien complet de dimension 1, le théoréme de
Nagata résulte du théoréeme de Krull-Akizuki [3,
chap. 7 §2 prop. 5] et de [3, chap. 3 83 exer. 18
a)).

Un anneau R de radical R est dit hensélien
si, pour tout polynéme unitaire f de R[X] et
toute décomposition de son image f dans (R/R)
[X] en produit f = GH de polynomes étrangers
unitaires, il existe deux polynomes unitaires g, A
de R[X] d’images respectives G, H tels que f=
gh.

D’aprés [13], tout anneau linéairement com-
pact pour la topologie discréte est hensélien.

Dans toute la suite L désigne un corps, p est
un nombre premier, v une valuation sur L dont le
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groupe des valeurs I, est Zy,,, n=p (r 2 1) et
V I'anneau de .

La proposition suivante fournit des exemples
non triviaux d’anneaux vérifiant les conditions
équivalentes de la proposition 1.

Proposition 2. On suppose que V esl hensé-
lien. Soient K une extension finie de L de degré n,
el b € K entier sur V lel que K= L(d). v admel
un unique prolongement w a K, donl l'anneau W
esl la fermelure inlegrale de V dans K [3, chap. 6
§8 exer. 6 e)]. On pose A = VIb] et d = Ny, (b).

1) A esl un annean cohevenl de dimension 1 el
A’ est un anneau de valualion.

2) Siv(b) € UZ,) alors:

i) f # 0.

ii) Le degré vésiduel f(w/v) = 1, lindice de
ramificalion e(w/v) = n el Uindice initial e(w/v)
= 1; en particulier A" wn'esl pas une A-algeébre
Sfinie.

3) K est A-linéairemenlt compacl pour la lopolo-
gie discréle si el seulement si 'V esl maximal.

Preuve. 1) On a A’ = W car b € W, donc
A’ est un anneau de valuation et dim(A) =
dim(V) = h(V) = 1. L’assertion “A est un
anneau cohérent” résulte du fait que V est un
anneau cohérent et que A est une V-algebre finie.

2) Soit £ =&, + b+ - + {,_,0"", ou
{; € L. Daprés [15, exer. 32.1] on a w(b) =
v(d)

n
v() + iw(b) # v({,) + jw(b) pour i # j; dou
w(x) = inf(v({)) + 1w (d)). Il en résulte que:

i) dA” C A, donc | # 0.

iiy I,/T',= Z/nZ, dou e(w/v) = n, on en
deéduit que f(w/v) = 1, car, en vertu de [3, chap.
6 §8 lemme 2|, on a e(w/v) f(w/v) < n. L'éga-
litée e(w/v) = 1 résulte de [3, chap. 6 §8 prop.
3], puisque I, est dense dans R. Enfin, A" est
une A-algebre finie si et seulement si A" est une
V-algébre finie; la derniére assertion découle
alors de [3, chap. 6 §8 th. 2], puisque e(w/v) #
e(w/v).

3) La condition est nécessaire: Soit (%, +
E)); une base de filtre formée de variétés
V-linéaires affines de L, alors (u, + E;A), est
une base de filtre formée de variétés A-linéaires
alfines de K, et comme K est A-linéairement com-
pact pour la topologie discréte, il existe x € K
tel que x — u, € E,A pour tout A; mais x = {,
+ b+ ...+ L0 (C € L), et puisque V

; on en déduit, puisque v(d) € U(Z,), que
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est intégralement clos le polynéme minimal de b
sur L appartient a V[X], donc pour tout sous-
V-module E de Lon a EA=E®EbD --- D
Eb"™"; d'on {, — u, € E, pour tout A.

La condition est suffisante: L est V-liné-
airement compact pour la topologie discréte et K
est de degré fini sur L donc, comme dans la
preuve du corollaire 3, K est V-linéairement
compact pour la topologie discréte, et par suite
A-linéairement compact pour cette topologie.

Soient a € V tel que v(a) € UZ,) et
fX =X"—a.

Lemme 2. Le polynome f(X) est irréductible
dans L[ X].

Prewve. On applique [9, chap. 8 §9 th. 16].

1)Sia€ L’ alors a=z’, on x € L; d'on
v(a) = pv(x), ceci est impossible car v(x) € Z,
et v(a) € U(Z,,). Donc a &€ L’.

2) Si 4 divise #n, alors p = 2, dans ce cas
a& —4L'; en effet, si a= — 42° on x € L,
alors v(a) = 2v(2z”%), ceci est impossible car
v(2x%) € Z,, et v(a) € U(Z,).

Exemple. On prend V maximal et b une
racine du polynoéme f(X). D’aprés le lemme
précédent f(X) est irréductible dans L[X], donc
A = VI[b] vérifie les detix propriétés 1) et 2) de
la proposition précédente et K est A-linéairement
compact pour la topologie discréte.

Si n =2 et v(a) = 3, on retrouve 'exemple
2.13 de [14].

Deux questions naturelles se posent:

1) Si A est linéairement compact pour la
topologie discréte, A’ est un anneau de valuation
maximal et K, est de rang fini sur x,, K est-il
A-linéairement compact pour la topologie dis-
créte?

[Vol. 71(A),

2) Si K est A-linéairement compact pour la
topologie discréte, a-t-onf # 0°7?
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