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78. Sur les solutions élémentaires des opérateurs linéaires aux
différences d coefficients constants possédant les termes
infinis dépendant du paramétre

Par Mamoru SAWADA
Département de Mathématique, Faculté d’Education,
Université Yamanashi

(Communicated by Koésaku YosipA, M. J. A., Oct. 12, 1988)

1. F. Tréves a considéré 1’existence des solutions élémentaires des
opérateurs aux dérivées partielles & coefficients constants dépendant du
paramétre [1]. Il a prouvé que ’on pouvait les choisir comme les C~fonc-
tions du paramétre & valeur dans 9. (espace des distributions) [2]

Dans cette note, nous allons prouver la méme conclusion de Tréves
pour les opérateurs linéaires aux différences a coefficients constants pos-
sédant les termes infinis dépendant du parameétre.

2. Théoreme. Soit A une C~variété. {C,(2)};., soit une suite des C~
fonctions en 2e A a valeur dans C qui ait les propriétés que pour tout
2{C,(D};-; {0} et pour tout opérateur différentiel D, sur A 3 7.,|D,C,(2)|
converge localement uniformément dans A. Et {a,()};., soit la méme suite
0 valeur dans R" qui ait les propriétés que pour tout 2 {a,(D};-, soient mu-
tuellement distinctes et pour tout opérateur différentiel D,{D,a,(D)}7-, soit
localement uniformément bornée dans A. Alors les opérateurs linéaires aux
différences a coefficients constants possédant les termes infinis dépendant
du paramétre 5., C;(Dz, ) ont une solution élémentaire E; qui est une C*
fonction en 2 a valeur dans 9.

Démonstration. En établissant le Lemme 3 de cette note, on peut le
prouver par la méme méthode que [1] dans lequel on a obtenu le Théoreme
1 des Lemmes 3 et 4.

3. Lemme 1. Soient {C,}7.,>{0} une suite des nombres complexes
qui soit absolument convergente, {n,}7., et {a,};-, une suite des nombres réels
tel que |a;| <M. Posons F(y,2)=72 7., C,e"e™” pour z€ C et n=0, 7 - - +)-
Alors on obtient (1) F(y, 2)=0 pour tout 1.

@) F(@y,2) est uniformément continue en n dans un disque {z||z|<r}
pour tout r>0.

(3) Il existe un entier m>0 tel que F(y, 2) admet au plus m racines,
st 'on compte chacune avec son ordre de multiplicité dans Dunité-disque
{z]|2|=1} pour tout 1.

4) On fixe un m de (3). Pour tout {rJrt; 0<r<r,<- - -<r,..<l,
on pose D(p)=MaxX,cycm,, inf, .. |F(p,2)|. Alors 0@ admet un minimum
positif dans R=.

Démonstration. (1) S’il n’était pas vrai, on pourrait faire I’hypothése
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que C,x0et —C,=37,C,e"“~* Onposes*(2)=2,,., C; e et s7(2)
=D e Oy =07, Sup {s7(2)]|2; Im 2< — 4} tend vers 0 lorsque 6— + co.
Donc il existe G>0 tel que |C,|/2<]s7(2)|£3(C,|/2 pour z; Im 2< —G.
Pour z; Im 2> —G, on obtient
|s" (D=2 1Cy |2 < 3| Cy| [ +1eabe,
J’ J’

On en déduit que s* et s~ sont bornés dans tout C et ne sont pas constants.
Mais c’est en contradiction avec le théoréme de Liouville.

(2) Soit e BR~. Dans un disque {z||z|<r}, on a |F(y, 2)—F(@), 2)|<
23=11Cylmy—7l e +2e™ 301 v [Cyl.

Pour ¢>0, on prend N tel que 2¢™” 33,.,|C,|<e/2 et pose V(%)=
{ne R~||p,—n5|<ee ™ ]2(3_)_.|C;]) pour 1<j<N}. Alors pour tout e V (3",
on obtient |F(y, 2)—F(’, 2)|<e.

(3) S’il existe un entier N, tel que 5, —7;=2zN, pour tout j, F(y, z)=
F(y,z). Donc on peut toujours supposer que 5 € [0, 2z]~. Soit 7° € [0, 27]~.
On déduit de (1) que F(y°,2) admet au plus m, racines dans le disque
{#2]]#|<2}. Donc il existe un r; 1<r<2 tel que inf, _, |F(3°, 2)|>0.

On déduit de (2) qu’il existe un voisinage V(3°) de 7° tel que pour tout
ne Vo), |F(yp, 2)—F@f, 2)|<inf,, _,|FQ’ 2)| dans le disque {z||z2|<7}.

Spécialement on obtient |F(y, 2)—F(’ 2)|<|F(y’ 2)| dans le cercle
{z]|#|=7}. On déduit du théoreme de Rouché que pour tout 5 e V(5°), F(y, )
admet au plus m, racines dans le disque {z||z|<7}.

Donc il est clair que pour tout 7° € [0, 27]~, il existe un voisinage V(3%
de 7* et un entier m, tel que pour tout »e V({"), F(y, 2) admet au plus m,
racines dans l'unité-disque {z||2|<1}.

Comme [0, 27]~ est compact, il existe un entier m >0 tel que F(y, 2)
admet au plus m racines dans I’unité-disque {z||z|< 1} pour tout 5 € [0, 2x]~.

(4) On déduit des (2) et (3) que D(y) est une fonction continue et
positive. Donc on obtient la conclusions dans [0, 2x]~ qui est compact.

Lemme 2. Soit ACR?® pour un entier d>0. Soit {C,(D)};., une suite des
fonctions continues en 2 € A a valeur dans C tel que la série 3 5_,|C,(2)| con-
verge unif ormément dans A et elle soit positive pour tout 2 € A. Soit {a,(D};.,
la méme suite a valeur dans R* qui sotent mutuellement distinctes et |a,(2)|
SM<oo (§=1,2, ---) pour tout 2e A. Alors pour tout 2,e A il existe un
voisinage U(A,) de 2, un 6 ¢ R*; |6|=1, un entier m >0, un nombre réel K >0
tel que pour {r}pdt; 0<r <r,<.--<r,,. <1, tout & € R, tout 2¢ U(2,)

Max inf i Cj(])e—i@j(l),euo) >_Ig_

1SkSm+1 |zl =rg| j=1 =27
Démonstration. D’abord on peut choisir ¢ tel que |#|]=1 et j=j'=
{a;(), 0)=<a;(2,),60). Alors on applique le Lemme 1 &

i C,(A) €= Hes0 ) g=Kastaon, 032,
Jj=1
Soit K son minimum positif dans 4 X R". On obtient

jZJl Cj(z)e—i«lj(i),é +260) jZ=“1 Cj(xc)e—ﬂa/(l),f) e~ #aj(20),052
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é];:\’ lcj(z)_ Cj(ll))l e +j§1:\’ le(lo)l |a’j(2)——a'j(20)l e

+{Z 1cWi+ 3 16,0ler
>N J>N
dans I’unité-disque {z||z|<1}.
Donc il est clair qu’il existe un voisinage de U(2,) de 2, tel que

Max inf C,(De-i<wr®mi+a0| > K
1

1sks=m+1 |z|=7% =7
pour tout & € R* tout 1¢ U(1,).
Lemme 3. Posons Q1,8 =2.7,C,(De ¥ On suppose que A,
{C,(D}5-1, {@,(D}5-, satisfassent aux mémes hypotheéses du Lemme 2. Ensuite
soient {C,(D};-1, {@,(D};-, une suite des C'fonctions. Alors pour tout 2, € 4,

1l existe un voisinage UQQ,) de 2, dans lequel pour tout ¢>0, il existe §>0
tel que

oo

Jj=

le—&1<s,  2—2|<—0 2QQ, e+20)— QW &' +20)|<e
|&'1+1

pour &,& e R, 2,2 e UQAy), |0|=1.
Démonstration. Prenons N tel que 2 > 7 ,(C,(2)|e”<e/4. Pour j=
1,2,...,N, on obtient
ICJ(Z)e“““/“)’“z‘”—CJ(Z’)e'i<“f“')’5'+’”>|
§|Cj(2)"‘ Cj(ll)l eM +le(2/)| le—i(a,(a),é+zo>_ e—’l(aj(z),e’+zo>l
+|Cj(2,)l ‘e—i(a/(l),e’+z0>_ e—t(a,(z'),ewzo)l
<|C,()—C ()| e” +|C,(2)] "M |6 —&'|+|C ;X)) a;(D) —a, (2] (&4 De™.
Par ’hypothése, on peut supposer qu’il existe constants L,,7,, s>0 tel
que |C,(D—C,MNEL,|2—-2|, |a,D—a,)|Z7,12=2], 2571 |C;D|=s< 400
pour 1, 2 qui appartiennent au voisinage U(,) de 4, Donc on obtient la
conclusion en prenant § >0 tel que
Max [(ﬁ] L,+s Max Tj)e”, se”M]& <=
= 1SjSN 4

Je tiens & remercier Prof. T. Muramatu pour ’aide qu’il m’a apportée.
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