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Par H. CHARRI]RE
Institut de Recherche Math.matique Avance, Universit Louis Pasteur,

Strasbourg, France
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On dfinit d’abord, pour des bons oprateurs n variables, un trans-
orm de Fourier et un produit de convolution dits "partiels". Pour
simplifier les notations on prendra, dans les paragraphes 1,2,3, deux
variables x et x, mais x peut tre remplac par un n,-uple (y,..., y,) et
x. par un (n-n)-uple (y,/, ..., y) de variables.

1) Transorm de Fourier partiel d’un oprateur. Soit
Q=(Q,),N

un bon oprateur analytique deux variables ([1]).
Definition. On appelle transformg de Fourier partiel par rapport

x, de Q, le bon oprateur analytique, not ,(Q), associ la matrice
infinie dont le terme gnral (,(Q)), est donn par"

On dfinit de mme ,(Q)en remplaant i par (-i) dans la dfinition de
(,(Q)),. Tout bon oprateur deux variables est entirement dtermin4
par ses valeurs sur les fonctions (x,x)f(x)g(x) et on a la formule
suivante, qui sert de dfinition au transform de Fourier partiel d’un
oprateur Q qui ne serait plus analytique mais C par exemple"

,(Q)((y, y)of(y)g(y))(x, x)
(yQ((z, z)e-’z’g(z))(y, x))(yf(x+y)).

Cette ormule ramne en effet la connaisance des transorms de Fourier
d’oprateurs celle des transforms de Fourier des oprateurs particuliers
que sont les onctions.

Quelques propridtgs ,(,(Q))=,(,(Q))=Q, ,(Q/3x)=,(Q)
ix,3((Q))/3x=,(Q ix), ,(e/3x)=3((Q))/3x, (Q)=,((Q))
(9(Q)).
xemples. 1) Soit (,+,,+)l’oprateur f(x,x)of(ax+bx,

+ dx), que l’on notera aussi 3( )
,(3( ))((y, y)f(y)g(y))(x, x)

=e-, (--i)(c/l l)f()((1-a)x)g()(dx)

en particulier ,((0,0))=6(,,0)=,((0,0))
9(3(0,,) 1= .,(6(0,))

2) 9,(n/XT) (-- ix)n(o,,
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, a,/ax,=a,/a, ao,=.
z) oduit de conolutio patiel de deu= opateu. oiet =

(Q,)(,)eNxN et R=(R,)(,2)eNxN deux bons oprateurs analytiques.
Definition. On appelle produit de convolution partiel par rapport

x, de Q et R, et on note Q mR, le bon oprateur analytique associ la
Xl

matrice infinie dont le terme gnral est"

+Lt -l -L(--1)’ ’ C,
sup (-j,-h)llO
sup(-kl,-hl)Ll0

(notation" C=m /p (m-p) ).
Le produit de convolution partiel en x de Q et Rest donc "en x" le

produit de convolution R.Q et "en x" le produit Q R. , le transforme
en un produit que l’on va dfinir, not Q R, qui est "en x" le produit Q R
et "en x" le produit R Q.

Definition. Le produit Q R de deux boris opdrateurs analytiques Q

et R est le bon oprateur analytique associ la matrice infinie dont le
terme gnral est"

x (l,lu)N

Quelques proprigtgs"
,(Q R) (R) 9,(Q), ,(Q R)=,(R) ,(Q),

Q R=R Q, 3(QR)/3x=Q/xR=Q3R./3x+((/3x) Q)R
Z1 X2 Xl Z1 1

(Q R) /x (Q/x) R+Q R/x.
Des exemples (3/3x) Q=(3/3x,) Q, (3/x) Q=Q 3/3x, si f est

Xl

une fonction de x, f(x)o Q=f(x)o Q, si g est une fonction de x, g(x) Q
Xl

Q g(x), 1 Q Q*(,o), (o,) Q Q (o,) Q.

Le produit de convolution partiel peut tre dfini aussi par la formule
(Q R)((y, y)f(y)g(y))(x, x)

Q((u, u)R((v, v)f(u+v)g(v))(x-u, u))(x, x)
) orme des solutions des quations aux derivees partielles lineaires

coecients constants en onction des conditions initiales. Soit l’qua-
tion (e)"

an3+nY/. O,
OKnKk

Off ann est dans C, a, non nul et Y un bon oprateur inconnu. Suppcsons
kl. 0n appelle conditions initiales de Y relatives x la donne de k
bons oprateurs Q0," ", Q-, constants par rapport x (c’est dire
vrifiant 3Q/3x=O) tels que

IOY/Ox =Q

Oik-l.
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Theoreme. I1 existe un bon opdrateur E, solution de l’gquation

Z annn’+nE/x’x-’((o,o).
Onlkl

tel que la solution Y de l’dqution (e), de conditions initials (Q)o-,
s’dcrive

0KiKkl-1 x

o Ao,..., A,_ sont de bons opdrateurs par rapport x, s’exprimant en
fonction des conditions initiales (Q)o,- et des coecients du polyn6me
en X

a,(ix)n)X’.

Indication de demonstration. Dsignons par P la fonction polynSme
nnln

et le bon oprateur qui lui est associ. I1 existe une infinit de bons
oprateurs inverses gauche de P, c’est dire des oprateurs Q tels que
QoP=l. Parmi ceux-ci, il faut viter essentiellement ceux qui sont en

"x" des fonctions analytiques de x. On en choisit un dans ceux qui restent,
qu’on dsignera abusivement par l/P, et on pose E=(1/P).

E est donc une solution de

OKnKk2

Les solutions fondamentales distributions sont exclues des valeurs possibles
pour E par le choix de lIP. Cherchons Y sous la forme

Y ((/x) E/x) A.
OKiKk-I

Les conditions initiales deviennent un systme aux inconnues A"
(S) 1(,0-((/x)+E/3x+)A)=Q

0g]-I
qui s’crit encore, sous forme matricielle, 1(A)=Q, off A est le vecteur

1 X2

colonne t(Ao,...,A,_), Q le vecteur colonne t(Qo,..., Q,_). la matrice
carrie symtrique d’ordre k dont l’lment la he ligne et ]e colo.nne
est (3/3x)o3+-E/3x+- et la matrice identit d’ordre

La constance de A par rapport x entraine 1(A)=(I)A, la
Xl X2 Xl

matrice 1 valant
xl

0

x2(ao/b,)x(a,/b,). x2(a,_/b,)
off

.(ao/b,)
,(a/b,)
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a0-- 1

a,. --b_,/b

b(z)= a,,(iz)2 Olk
On2Kk

on peut alors rsoudre de proche en proche le systme aux inconnues A
aprs avoir compos gauche par ff(b,).

Remarque. Si les conditions initiales Q vrifient
(/3x) Q=O (0ik-1),

la solution Y admet aussi la dcomposition
Y: Am ((3/3x,) E/3x)

OKiKk-I

off A0, A,--.,A,_ sont des bons oprateurs constants par rapport x
vrifiant (/3x) A=O (0ik-l). ( suivre)

Reference

1 H. Charrire" Proc. Japan Acad., 62A, 278-281 (1986).


