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87. Existence de bases opérateurs pour I’espace des solutions
des équations aux dérivées partielles linéaires
d coefficients constants. I

Par H. CHARRIERE
Institut de Recherche Mathématique Avancée, Université Louis Pasteur,
Strasbourg, France

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A,, Oct. 12, 1987)

On définit d’abord, pour des bons opérateurs & » variables, un trans-
formé de Fourier et un produit de convolution dits “partiels”. Pour
simplifier les notations on prendra, dans les paragraphes 1,2,8, deux
variables z, et x,, mais x, peut étre remplacé par un n-uple (y,, - - -, ¥,,) et
Z, par un (n—mn,)-uple (9,,.. - - -, ¥,) de variables.

1) Transformé de Fourier partiel d’un opérateur. Soit

Q”—‘(Qk,j)(k,j)eNszz
un bon opérateur analytique & deux variables ([1]).

Définition. On appelle transformé de Fourier partiel par rapport a
z,, de @, le bon opérateur analytique, noté £, (@), associé & la matrice
infinie dont le terme général (Z,,(Q));,, est donné par:

(Lo @) i), i =2 (=1 (=D s+ D DQ 1,00, a1, 00

__—k1<1<0
On définit de méme (@) en remplacant ¢ par (—7) dans la définition de

(2.(Q)..;- Tout bon opérateur & deux variables est entiérement déterminé
par ses valeurs sur les fonctions (a,,x,)— f(x)g(x,) et on a la formule
suivante, qui sert de définition au transformé de Fourier partiel d’un
opérateur @ qui ne serait plus analytique mais C~ par exemple :
F o (@Y1, Y= (W) 9(y)) (s5 22)
= EI‘(’!/N‘”Q((ZU zz)"”e—wlug(zz))(yn xz))(yl"_’f(x1+y1))-

Cette formule rameéne en effet la connaisance des transformés de Fourier
d’opérateurs a celle des transformés de Fourier des opérateurs particuliers
que sont les fonctions.

Quelques propriétés: F.(Z.(Q)=F.(F.(@)=Q, F.,0Q/0x)=2.(Q)
0 12,0(F,,(Q)) [0x,=F,(Q o i), F.,(0Q/02,)=0(L.,(Q))/0%,, F(Q)=P,,(ZL.,(Q))
=9%.(4..(Q)).

Exemples. 1) S0it 64,4 b0s 0004 azp 1 OPETateur f(x,, x,)— flax,+ bx,, cx,
+dx,), que I’on notera aussi 5(2 )

gﬂl(a(a g))((yu Y)—>fW)9y))(xy, ;)
=g~ thnm lev (=D I SY(A—a)z) gV (dx,)
en particulier 911(5(0,0)) = 5(“,0) = gwl(a(oyo))

9@1(5(0,302)) = 1 = ga‘l((s(mfﬂz))
2) gzl(a" /ax?) = (“ ixl)na(o,zz)
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3) P, (0"/0x5) =10y, 4, © 0" /025 =0"[0%F © 89, 1,

2) Produit de convolution partiel de deux opérateurs. Soient Q=
(Qr, D, nenixne €6 R=(Ry, ), henexns deux bons opérateurs analytiques.

Définition. On appelle produit de convolution partiel par rapport a
xz, de @ et R, et on note QR R, le bon opérateur analytique associé a la

&1
matrice infinie dont le terme général est:
@ 715 R) ey ), 17>
1

—_ 1\ttt Ly =l -Ly
- Z ( 1) C.h Ohl"'llQ(kl"'Ll»kZ),(hl"'Ll,lZ)R(hl"'lhla);(jl+llyj2)
h1EN,l2€N
sup (—J1,—h1)<l1<0
sup(—ki1,~h1)<L1<0

(notation: CZ=m!/p! (m—p)!).

Le produit de convolution partiel en z, de Q et R est donc “en x,” le
produit de convolution RxQ et “en z,” le produit Qo R. &,, le transforme
en un produit que I’on va définir, noté Q - R, qui est “en «,” le produit Q- R

et “en x,” le produit R- Q.
Définition. Le produit Q R de deux bons opérateurs analytiques Q

et R est le bon opérateur analythue associé a la matrice infinie dont le
terme général est:

(Q: R)(kl,ka),(.h,h): Z Q(klylﬂ)a(llyjﬁ)R(llakz)1(j1»lﬁ)'
1

(l1,l2) EN?2
Quelques propriétés :
9. Q@AR)=2,(R)F,(Q), 2.(Q-R)=%, (R)*9,,(Q),

Q°-R=R-Q, QA R)/ox,=0Q/0x," R=Q & oR/ox,+((0/6x) - Q) A R
2@ R)/3z,=(0Q /axz;lm R+QmaR/axf : )
Dxels exemples : (a/ax,) Q (a/ax,) ° @, (a/axz) Q=Q00/0x,, si f est
une fonction de z,, f(xl) Q f(xl) Q, si g est une fonctlon de x,, g(xg) Q
=Q o ()., 1§Q Q*a(zl,o)’ 5(0,“)72(2 Qi‘ja(o,m—Q

Le produit de convolution partiel peut étre défini aussi par la formule :
(4 w RY(Ys, ¥)— f (YD 9(y))(@,, %)

= Q(uy, Up) —>R((;, v2) = f (U + ) 9(v)) (@, — Uy, )4, X2)
3) Forme des solutions des équations aux dérivées partielles linéaires
a coeflicients constants en fonction des conditions initiales. Soit 1’équa-
tion (e):
2o 0y, 0" ™Y [0x a3 =0,

0<n1<ky
0<ng<ks

oll a,,,, est dans C, a,,, non nul et ¥ un bon opérateur inconnu. Supposons
k,>1. On appelle conditions initiales de Y relatives & «; la donnée de k,
bons opérateurs @, ---,Q,, -, constants par rapport & x, (c’est & dire
vérifiant 9Q,/dx,=0) tels que

{lmaiY/awi=Qi

0<i<k,—
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Théoréme. Il existe un bon opérateur E, solution de l’équation
D0 Oy 0™ M E (00252 =09 0y

0<m<ky
0<ng<ka
tel que lo solution Y de Uéquation (e), de conditions initials (Qocici 15
s’écrive :
Y= 3. (@/ox) 0 E 3z 4,
0<i<ki~1 22

o Ay, - -+, Ay, -, Sont de bons opérateurs par rapport @ x,, s’exprimant en
fonction des conditions initiales (Q,)o<i<k,-1 €t des coefficients du polyndme
en X

(20 ()™ X,

0<n1<k1 0<na<ka
Indication de démonstration. Désignons par P la fonction polynome
Qi U™
0<n1 <k
0<ne<ksa
et le bon opérateur qui lui est associé. Il existe une infinité de bons
opérateurs inverses & gauche de P, c’est & dire des opérateurs @ tels que
QoP=1. Parmi ceux-ci, il faut éviter essentiellement ceux qui sont en
“x,” des fonctions analytiques de ,. On en choisit un dans ceux qui restent,
qu’on désignera abusivement par 1/P, et on pose E=%(1/P).
E est donc une solution de
Z amma"”"’E/ax?‘ax;" =5(0,0).
0sni<ks
0<n2<ke
Les solutions fondamentales distributions sont exclues des valeurs possibles
pour E par le choix de 1/P. Cherchons Y sous la forme

Y= 3 ((8/ow,)5'E/oa") & 4,

0<i<k1—1
Les conditions initiales deviennent un systéme aux inconnues 4, :

ning

1x( >, (@/ox,) «d*HE |oxi* A A)=Q,
S) z 0<i<E1—1 72
0<i<k,—1
qui s’écrit encore, sous forme matricielle, 1/ (EF A)=@Q, ol 4 est le vecteur

colonne “(4,, - -, 4,,.1), Q le vecteur colonne “(Q, - - -, Q- € la matrice
carrée symétrique d’ordre %, dont I’élément & la 2i*™e ligne et j*™° colonne
est (0/0x)) 00" *E |5x2+7-? et la matrice identité d’ordre k,.

La constance de 4 par rapport 3 x, entraine 1R (ERD=ARE)F 4, la

matrice 1x & valant

r1

0 0 ..... 0 gxg(ao / bkl)

gz,(al / bkg)
. F, (a,/bs)
0

*gzg(ao/bkl)gm(al/bk,) s ga}g(akl—Z/bkl) gapg (akl—l/bkl)
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ao—_—'l
oy= _bkl—l/bkl

Ap= TSZSp(bkl'j/bkl)ap"j 0<p<ki—1
7
bi(x)= 2 Oy, (1) 2 0<1<k,

0<ne<ke
on peut alors résoudre de proche en proche le systéme aux inconnues 4,

aprés avoir composé 3 gauche par &, (b,,).
Remarque. Si les conditions initiales @, vérifient
(0/0x;) o Q,=0 (0<i<k,—D),
la solution Y admet aussi la décomposition
Y= 2. A&@/ox)d'E[ox)

0<i<k1—~

ou Ay, Ay, -+, 4., sont des bons opérateurs constants par rapport a x,
vérifiant (9/0x,) o 4,=0 (0<i<k,—1). (a suivre)
Reéférence

[1] H. Charriére: Proc. Japan Acad., 62A, 278-281 (1986).



