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55. Sur certaines fonctions dgfinies par les chiffres des entiers

Par Jean-Loup MAUCLAIRE
The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo

(Communicated by Shokichi I-N.(., M. J. .., June 9, 1987)

1. Introduction. q @tant un entier 1, une application f" N*--C
est dire q-multiplicative si quelque soit rl, on a;
f(aqrq-b)--f(aqr).f(b) pour laq--1 et Ob(q, et f(0qr)=l.

Cette espce de onction a @t@ consid@r@e par A. O. Gelfond ([1]), et
dans le cas Ifll, etudi@e par H. Delange ([2]). Par la suite, la notion de
q-multiplicativit@ a @t@ @tendue (voir, & ce sujet, [3]). Toutes ces @tudes
cependant portent essenti.ellement sur le cas off f est de module au plus @gal

1. En examinant avec attention les probl@mes standard qui se posent
dans le cas g@n@ral, on se rend compte trs vite qu’il suffit d’avoir un r@sultat
relatif aux fonctions q-multiplicatives positives pour pouvoir en r@soudre
un certain hombre, par exemple, @tudier la presque-p@riodicit@, l’existence
d’une moyenne non-nulle sous certaines conditions, etc.

L’objet de cette note est de ournir un tel r@sultat.
2. Enonce du resultat. Etant donn6 un couple (a, q) off Oa<q,

kl, on d6finit I," N-.{0, 1} par

I,q,(n)=l si na mod q,
=0 sinon.

On note F l’ensemble des combinaisons lin6aires (finies) / coefficients r6els
d’616ments I,,. Si tous les coefficients peuvent tre choisis >_0, on notera
F l’ensemble ainsi d6fini.

On remarquera que"

Si ’eF, >0 alors, ’eF+.
En effet" Si e F, " est d6fini sur une r6union finie de progressions arith-
m6tiques (a, q), et une telle r6union s’6crit de faon unique comme r6union
finie disjointe de progressions arithm6tique; comme ’>_0, " est >_0 sur
chacune de ces progressions; donc, " est dans F/.

De ceci, on peut tirer la conclusion que tout " de F s’6crit de fagon
unique"

+ e F - e FT Y --Y-,
tels que" I’1-- -’-.

Par consequent, pour dfinir une forme linaire positive sur F vrifiant
une condition de continuitY, il suffira de la dfinir sur F +. Nous pouvons
noncer le r4sultat"

Theoreme 1. Soit f une fonction q-muttiplicative positive. On ddfinit
sur I’+ une forme lindaire par
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1<f I,qr> f(a).
q-1

<r ,=o f(a’q)
La condition suivante"
C" La forme lindaire (f vdrifie"
v0, a]0 tel que pour tout e/+, (1, ’)-] entraine que (f

a pour consdquence"
C" La sdrie

q-1

_
(1--f(aq))

k:>0 a=0

est convergente.
Remarques. 1) <f, Y> est bien d6finie, quelque soit f>0 q-multipli-

cative, car f(Oqr) I entraine que Y’.,=0 f(aq)>0.
2) N*-{1} est q-multiplicative positive, et par cons6quent, (1,

existe bien.
3) On laisse au lecteur le soin de v6rifier qu’une condition comme"

"I1 existe une suite x, x <x/<1, lim+ x= 1 pour laquelle

lim+ (1-x).=f(n)x existe et est non-nulle",
permet de d6finir <f, > sur F+.

5. Demonstration du resultat, i) L’id6e de d6part est de remarquer
que la famille {q N}0, d6finit une topologie sur Z au voisinage de 0 et par
cons4quent, on 6crit que

lim proj Z/qZ=Zq,

anneau des entiers q-adiques, et de voir qu’en tant qu’espace compact, Zq
s’ identifie

E={0, , ..., q-1}= E.
i=O

On remarque que I,q induit naturellement une fonction continue sur E, que
F s’ identifie une algbre r6elle dense dans C(E, R) pour la topologie uni-
forme, C(E, R) 6rant l’espace des fonctions continues sur E valeurs r6elles.
Comme <1, I,qr>=l/q, on munit E de la measure naturelle dp=edp,

off dp est la fonction de d6nombrement normalis6e, i.e. [ dz= 1, dz(a)
J

1/q. On voit que <f, > d6finit sur C(E, R) une frme lin6aire continue,
et que la mesure bor61ienne psitive qui lui est associ6e est absolument
continue par rapport dz. Le th6orme de Radon Nikodym donne que l’on

a <f, >=[ rdp, r e (E, dp), r0; de plus, [ F= 1 par construction. Si
JE dE

t e E, on 6crit t=(arq)ey, t_=(aq)r<, (y e N), t+ =(aq), et l’n d6-
fini f_(t) par f_(t)=f(t_). On remarque alrs que"

t_,> =J F(t, )dz()<f,
ty- Er

r2y

yF( )@d(t ),
qy Y- y

et un th6rSme classique de Jessen nous donne que q.(f, It_,q> converge
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d/-presque-partout et dans .ff(E, d[) vers F(t). Comme

(f Ity_,qv} q VI r<v((l/q) -]q: f(aqr))
"f(t_),

on en dduit que"

1 f(t_)=F_(t) converge d/-presque-partout et dans
q-1

< (1 / q) ,=o f(aqO

I(E, d[) vers F(t), oh | fd/= 1.
JE

ii) On remarque alors que, pour presque tout t=(aqr)reN,

lim V[ f(aqr) 1.
/ (1/q)-f(bqO

De ce fair, il rsulte que l’intgrale de la fonction caractristique de
l’ensemble des t pour lesquels F(t):/:O est gale

lim VI 1 -] l=lim <V[(1 1 .1)
f aqr --/:O f aqr) =0

Par consequent, l’ensemble tant de mesure 0, on en dduit que f(aq)
=/=0, saul pour un nombre fini de termes. On peut liminer ces termes en
se restreignant qN. On va donc dsormais supposer que f=0.

iii) Comme f_(t) converge d/-p-p et n’est pas nul
I-[<v (l/q) ,:_ f(aq)

(par ii), on passe au logarithme, auquel on applique le "thorme des trois

sries". On voit que pour tout c0, on a, en posant r=(1/q)q=f(aqr),

E Z<+oo.
a,r q

log(f(aqr)/r) IC

Comme f(0q) 1, on voit que Ilog rl<c saul pour un nombre fini de termes
puis, en jouant sur la valeur de c, que Ilog f(aqgl<c sau2 pour un nombre
fini de termes. Par consequent, quitte B se restreindre B qN, on peut sup.-
poser que

Pour tout r et tout a, n a:
1/2_f(aqO_3/2,

(et 7g vrifie la m@me condition).
On applique alors le "thorme de Kakutani" B F_(t) et par con-iv)

squent"

l ((l/q) ,q-- /f(aqO) converge (y-*-l- c), i.e."
r< (l/q) q-- f(aq)

1 ((_f(aq))_(_qlo/f(aqr))2)(1/q)=f(aqO
converge, puisque chaque terme du produit est infrieur 1. Mais le d-
nominateur est compris entre 1/2 et 3/2. Par cons4quent, comme chaque
terme est 0, oa doit avoir"

o ((q f(aqr)) ( f(aqr))) +’
ce qui s’crit aussi, d’aprs une frmule classique de Lagrange,
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1 E (/f(aqr) /f(bqr)) < + c.
2 r=OOKagq-1

OKbKq-1

Comme f(0q)= 1, on a:
+o q-1

E (1- Jf(aq)) < +,
r=Oa=O

et comme 1 1+ f(aq) 1+/2, on en dduit
+ q-1

(1--f(aq))< +.
r=Oa=l

4. Applications. On va en donner deux, particulirement simples,
en restant dans les limites du sujet.

La premiere est la suivante
Theoreme 2. Si f vgrifie les hypotheses du Thgorme 1, alors

1( f(n)) (rglog/logq(: f(aq)) 1.

La seconde
Theoreme . Une condition ngcessaire et susante pour qu’une fonc-

tion q-multiplicative vgrifiant les hypotheses du Thgorme I air une moyenne
non-nulle est que les deux sgries

q-1

E (f(aqg- 1),
rOa=O

q-1

E (f(aq) )’
rOa=O

soient convergentes.
Commentaire. 1) Le Thorme 3 montre que si f vrifie les hy-

pothses de ce thorme, alors, pour tout a0, f les vrifie aussi.
2) Les dmonstrations de ces deux rsultats seront donnes ultrieure-

ment.
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