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43. Sur la notion de fonction multiplicative et quelques
problémes qui lui sont associés. 11

Par Jean Loup MAUCLAIRE
The Institute of Statistical Mathematics, Tokyo

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., May 12, 1987)

0. Cette note fait suite & une note de méme titre (voir [5]), oli un
certain nombre de résultats étaient donnés, sans démonstration cependant.
Depuis lors, les démonstrations des résultats sus-mentionnés, ainsi que
celles des résultats énoncés dans un certain nombres de notes, antérieures,
ont été publiées en un travail d’ensemble (voir [6]).

1. Position du probléme.

a) Soit J1 un ensemble de nombres de Beurling, i.e.: un semi-groupe
normé par N(.), d’élément générique n, engendré par un ensemble P de
nombres premiers p. On suppose que Z(s), la fonction Zéta de J] définie par

1
Z(s)= ;4;” N
ait une abscisse de convergence égale 3 1. Dans un tel semi-groupe, les
notions de divisibilité sont définies immédiatement, et on utilisera par con-
séquent les notations en usage dans le cas des entiers strictement positifs.

b) Suite équi-sommable. Si de JI, on note I, I'application Ji—{0, 1}
définie par:

I,(m)=1 si d divise %, ce que I’on notera d|n,
=0 ginon.

Soit I" I'’ensemble des combinaisons linéaire finies, & coefficients réels,
d’éléments de la forme I, i.e.:

7 eI si et seulement si 7 ’écrit

T(n)=ZdJ ad,(n), |N@)|<+4oo, azeR.

Définition. Une application a: Jl—C est équi-sommable si pour tout
>0, il existe >0 tel que si 7 e I" et 7 vérifie

13111 Z(o)™ %% <y, on ait lixﬁup Z(0)! 1% % Ze.

¢) Dans le cas des entiers strictement pogitifs, M. K. H. Indlekofer a
donné la définition suivante:

Définition. Une application b : N*—C est uniformément sommable si
lim sup 1 > b)) =0.

K-+ z21 2 1b(n)|>K
n<x

M. K. H. Indlekofer a utilisé cette notion pour étendre des résultats dans a
P.D.T. A. Elliott, H. Daboussi (voir [3], [2], [1]) portant sur la théorie des
fonctions multiplicatives. La méthode de l'auteur précité repose essentiel-
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lement sur un résultat de P. Erdos relatif & la notion de fonction additive
“finitely distributed” (voir [4]), pour la démonstration duquel une bonne
connaissance de la fonction de dénombrement des entiers semble étre
fondamentale, ce qui améne & douter d’'une extension immédiate & des
emsembles généraux d’entiers généralisés de Beurling. Le but de cette
note est de montrer que le fait d’étre uniformément sommable, pour une
fonction multiplicative, est parfois une condition suffisante pour qu’elle soit
équi-sommable, propriété qui se traduit immédiatement en termes de thé-
orie de la mesure, & partir de quoi on retombe sur les méthodes développés

par lauteur présent dans [6].
2. Enonceé des résultats. Jl est un ensemble d’entiers généralisés de
Beurling dont la fonction Zéta a une abscisse de convergence égale a 1.
Théoréeme 1. Soit f: Jl—C une fonction multiplicative sur Jl, i.e.:

Sy -ny)= f(ny)- f(n,) si (n, n,)=1.

e s -1 LS ()] =0
SzKljﬂ hrﬁslljp Z(a) r@>& N(n)°
et si Iitr_l‘s;?p Z(o)™ 3 le% >0,

alors f est équi-sommable.
Théoreme 2. On suppose que Jl vérifie Uhypothése H(Jl) suivante:

HETD:sup >, 1 <+ o0 pour tout ¢, et que f vérifie les hypothéses
x>0 eTSN(p)<ec® N(p)

du Théoréme 1 ainst que

lim Z(s)™' 3 _Sm)_ existe et est non-nulle.

s—1 n N(’n)s
Alors, les quatre séries
)3 1—-7®) > 11— f)f |f(0)] 5 |S@")

7 N@®) vz N@®) ' vd: Np) Fist N

k
sont convergentes, et pour tout p, I’expression >, J®") est non-nulle.
¥=0 N(p)*

La réciproque vaut
Remarque 1. Il semble que méme dans le cas des entiers ordinaires,
ce résultat est nouveau.

Théoréme 3. Soit Il vérifiant
> log N(p)<ecz,

N(p<z

>, =Lx+o(x), L>0, a2—-+oco.

Nn)<z
Soit f: JI—-C une fonction multiplicative sur Jl. Alors, I’ensemble de con-
ditions :
lim 1 > f(n) existe et est non-nulle,
=+ b Nn)Sx

et
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lim limsup L 57 |7(n)|=0
Ko+ L~ + o0 X Nm)<Lz
Ifm)I1>K
équivaut a I’ensemble de conditions : Les quatre séries
5 1—7®) 11— S (o)} |.f(0)] PIDN | S
7 N@®) ' uve<: N@) ~ wd: N@p)' o F st NP
sont convergentes, et pour tout p, I’expression 3 J ") est non-~-nulle.
k=0 N(p*)

3. Démonstration des théorémes. On va donner la démonstration du
Théoréme 1, esquisser celle du Théoréme 3, et fournir les indications néces-
saires pour établir le Théoréme 2.

a) On démontre le Théoréme 1.

i) Pour 0<a <1, « proche de 1, on a:

limsup Z()"' 7 lz{r gg‘ >0;

en effet, on a:

2y 5 W @I=17 ]

= Ny
O IS WJ@{ W | z0)~ D Hf(n)ll/' a ;:(n)l“l
+2@" 3 LS 0% ?71){(”) i
<Z(@)" W%K%%} +Z(a)-ll/KSIWSKT(ln7 K1-a)logK
IO B Ny
<Z0)' 5 '1{7’%‘ +2(0)"(Z(0)- K(1—a) log K) —|-Z(o)“(% : Z(a))
<Z(0)" m%x% +EA-alog K+ ..

En prenant K assez grand, puis « assez pres de 1, cette quantité peut étre
rendue aussi petite que ’'on veut, par conséquent, comme

lirﬁ»gp Z(a)! }nj %8;—))‘ >0,

on peut trouver un «, 0<a<1, tel que:

lirﬁslkxp Z(o)™! }n:‘, %((Z)—)l: >0.

ii) On reprend les notations de [6], et on pose

—(1-_1 /@)
m=(1 N(p)) SigEr,  o<usi

E,=I] (1, p, p% - -+, U(o,)D).

E=]] E, est du-mesuré pour la mesure
b4
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Au=Qdp, o ) =(1= 5 ) s

La méthode exposée dans [6], ch. II, § 3, nous donne que, pour tout ¢
de C(E, R), g positif, 'expression (| f|%, g)> définie par

lirﬁup Z(o) ' 3] %))—‘:—g(n)

est une forme linéaire continue sur C(F, R) qui se prolonge en une forme
linéaire continue sur _L*(E, dy), i.e.:
AFF 9y=[ Fo-gdp ot Foe LUE,dp.
De plus, d/.z-presque-partoutf et dans LV*(E, dp), on a
F(t)=limF,, (t), oa F,, (= [ L@

Yo bon yorsy wa) ’
avec | f,(O|*=| f(p"»*®)*. Comme (| f|,1>>0, on a:
01lim [ Fi5 (9 duh)=Tlim ] 7y(1)

Y-+ y=+o Ny n'p(ac)”“

et de méme

0 lim [ Fvs yrdu=1lim [ FL/2)
Yot J B v+ No)<y T,(00) />
le quotient de la deuxiéme expression par la racine carrée de la premiere
donne :
lim ] F/2)

(= )" existe et est non-nulle, ce qui implique, par un théo-
Y=+ NSy Tl.'p

réme classique de Kakutani, que lim [] 14®] existe dans L(E, dp), et
Y=+ Np)<sy T

I’'on notera F' cette limite.
iii) On remarque alors que, si ge ', on a:
lim | /1%, |9>= F-|| dp=Tlimsup Z(p) 33 /0@,
a—1 n N(n)v
comme le montre le calcul effectué en i), et comme le calcul direct donne

L gldp=lim Z(o)™* 3 lg(n)| , on en déduit immédiatement ’équi-somma-

7= N (n)”
bilité de f.
b) Moyennant le Théoréme 1 et [6], p. 114, Théoréme, la seule chose a
montrer, c’est que la convergence des quatre séries implique que

lim limsup L 37 |f()|=0.

Ko+ gpoto0 X Nz
|[f(m)I>K

Or, a | f| est associée F', un élément de L'(E, dp). On voit facilement que,
si  est point de continuité, on a:

lim L 5 f(n)]:L(t»ude:o(l), U + co.

x—+0o L Nm<z
IF(m)1>u

(Pour ces associations, voir [6], (Th. 2. e, p. 16, et Th. 1, p. 77.) L’argument
précédent est un exemple typique d’application de la théorie qui 8’y trouve
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développée.)
¢) Le Théoreme 2 se déduit du Théoréme 1, et de [6] (p. 77, Th. 1) et
par un argument analogue a celui exposé ci-dessus, on montre que

limsup Z(@)" 37 ‘Nf_gn’@;j_z o), k- +oo.
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