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Une justification mathmatique pour l’quation de
Korteweg.de Vries approchant des ondes

longues de surface de l’eau

Par Tadayoshi KANO*) et Takaaki NISHIDA**)

(Communicated by KSsaku YOSlDA, M..I.A., Dec. 12, 1985)

1o Introduction. Dans cette Note, on tudie des ondes longues de
surface de l’eau s’coulant d’une vitesse constante. Leur ampleur est
petite compare la profondeur de l’eau mais finie, c’est--dire qu’elle n’est
pas infinitesimale. Certaines de. ces ondes sont approches par les solu-
tions de l’quation de Korteweg-de Vries, d’otl une justification mathma-
tique pour cette quation.

2. Le problme de Cauchy non-dimensionnel pour les ondes de surface
de l’eau remplissant la rgion 9(t)={(x, y) x e R, OyF(t, x)} se ramne
/ dterminer une representation conforme z- z(t, )= x+iSy de 9(t)C sur
[2--{=+i e R, 0]1} et l’image =(t, , ) de potentiel de vitesses
4)=(t, x, y) par cette representation, [1], [2].

Pour les ondes longues (voir le paragraphe 1 de [3]) sur les eaux cou-
rantes d’une vitesse constante, il s’agit en fair du problme de Cauchy
pour les quations suivantes sur --1"
(2.1) yl___ AXl

x-- w AxA9--B(wA9)-- xB(w
(2.2) [ A x + w w- ((A9)--(9))--w’9- 2--

(,c +9)B(w’A9),
oil x, y’ et 9 sont d6finies par

x=+x’, Y= Ax l+y’ 9=--t++
qA x1- reprenant les notations de [1] [2] et [3]etw’ [(l+x)+ v

3. Le systme quasi-lin6aire par rapport {x, 9}, d6duit de (2.2),
admet une et une seule solution {x, 9}(t, ;/) e X, L, pour ]t]<a(po--p),
quel que soit p<po, pour les donn6es initiales {x, 9}(0, ) e X,o Lo.

Puisque /((/2)w) n’a pas de singularit6 par rapport /, notre
solution {x, 9)(t, ; ) est aussi, comme darts [3], ind6finiment diff6renti-
able par rapport ,e [0, 1] dans X,L, quel que soit p<po, pour It
<a(po--p), et peut tre prolong6e comme fonction harmonique de (,/) pour
(, ]) e 9+, {(, ) e R, 0=<<l+p, >0} en tant que telle.
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Dfinissons ’= ’(t, x;/) par
(3.1) ’(t, x; )--y(t, (t, x; ), 1; ),
(t, x;/) tant la fonction implicite dfinie par x--x(t, , 1 ). D’oh
(3.2) F(t, x; )= 1 +/’(t, x;/).
Ensuite, d’aprs
(3.3) q(t, x, y; )--(t, (t, x, y; ), (t, x, y; ); )
dfinie pour (, ]) e 9/,, on ale potentiel de vitesses
(3.4) (t, x, y ;/) t+x+(t, x, y ;/).

Alors, comme dans [3], on a la proposition suivante pour " et le poten-
tiel de vitesses sur la surface"
(3.5) q(t, x )=(t, x, l+r(t, x; ); ),

Proposition 3.1. La solution {’, } satisfait & l’ gquatio.n suivante dans
XL;, pour itl<a(p-p), quel que soit p<p pour les donndes initiales
{’, }(0, x) e X,

lu+u+ +u u=(3.6)
[’++u+ -u+(7u) O(),

o u=q e {X L}0_,<,.
4. Soit maintenant {’, } une solution pour les donnes initiales

{’, }(0, x) e X, L satisaisant

(4.) r(0, x)-A0, x)=O(), (0, x)+A0, x)= o().
Une diagonalisation de (3.6) par

(4.2) ’--u= ’-- 2g, "+u= "+=2f
nous donne deux quations suivantes

(4.3) ft +(+1)f + -fz+ ff=0(),
_

gg ( -f -ff ) +O(()(4.4) g+(--l)g ---g--
dans XL;, pour itla(p--p), quel que soit pp.

5. Solution de l’equation de Korteweg.de Vries. D’aprs le tho-
rme abstrait non-linaire de Cauchy-Kowalevski, le problme de Cauchy
pour l’quation de Korteweg-de Vries

3 FF=O(5.1) Ft+(+l)F+ -6-F+-admet une et une seule solution dans l’chelle d’espaces de Banach S--
[_J,>0 B,, c’est--dire que pour les donnes initiales dans B,, il existe une
solution unique F(t) e B,, pour [t]a(p-p), quel que soit pp

[u: holomorphes sur 9={z=x+iy, x eR, iYIP}
(5.2) B= munie.s de norme ]lull"=ll(l+Ik])exp(plkl)t(k)ll()cl"( tant la transforme de Fourier de u

On va comparer f darts (4.3), celles qui appartiennent B,, avec F
ci-dessus ayant routes les deux les mmes donnes initiales darts B,,.
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D’aprs le thorme abstrait non-linaire de Cauchy-Kowalevski, la
dpendance continfie de solution du second membre montre le

Theoreme 5.1. Pour o, on a
(5.3) F(t) f(t) II,= 0(),
pour Itla(p-p), pour pp, quel que soit pp.

Soit maintenant G la solution de l’quation non-homogne de Korteweg-
de Vries

--GGx=(-1F FF).(5.4) G+(- 1)G-ax
0n a alors pour g appartenant B,, le
Corollaire .2. Pour o, on a

(5.5) G(t)- g(t) 0(),
pour ]t[a(p-p), pour pp, quel que soit pp.

6. quation de Broer.Peregrine. En employant les valeurs de po-
tentiel de vitesses au bas-fond de l’eau, soit 0=0(t x )=(t, x, 0; ), nous
avons le systme suivant, au lieu de (3.6), par rapport {, v=}(t, x;)"

r+r +v- v+(rv) 0(),

dans X our ltl<a(p-O), quel que soit

D’ars les mmes eonsidgrations que darts le aragrahe 4, on a de
(6.1) les quations suivantes darts Xo our
(6.2) +(-l)m- -1m- m mm=O()

(6.8) + (+1) +1

_
our (t/= (r-v)(t) et (t)= (r+v)(t) avee les donnes initiales telles que
(0, )=0() et (0, )= 0(1) darts

Les solutions re(t) et (t) son aroehges reseetivemen ar les solu-
tions M(t) et N(t) de l’gquation de Broer-Peregrine suivantes [g], [6]"

NN(6.g) N+(+I)N-- 8+1 N--N+

our les mmes donnges initiales darts Xo"
Thorme 6.1. Po <, o

(.6) M(t) m(t) lo= O()
o Iti<(p-O), ou tout 0<0, qel
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L’quation de Broer-Peregrine (6.4) admet une solution particulire
du type soliton et a une bonne relation linaire de dispersion.
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