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42. Suites limite.priodiques et thorie des hombres. V

Par J.-L. MAUCLAIRE
Institut de Mathmatiques Statistiques

(Communicated by Shokichi IYANAGA, M. J. A., March 12, 1981)

Cette note est un correctif la note IV de mme titre*), oh la
proposition suivnte est nonce comme le "Thorme 2ondamental".

Soit F(t) une fonction positive semi-continue infdrieurement sur
E, appartenant _E(E, dp). Si F(n) oo pour tout n)O, F(n) est
associde dans Bnv F(t).

I1 se trouve que cette proposition (P) est inexacte en gnral. I1
est cile de voir, en effet, que (P) a pour consequence la proposition
su.vante

Soit _) un ouvert de E, et I5 sa fonction caractgristique. Alors la

MIo existe etest dgale l’intdgrale .[ 15.moyenne

Aprs un exmen de la structure des ouverts de E, on va estimer
1 moyenne de Iv, puis donner une condition ncessaire et suffisante

MI5=.I Iv soit valable. Enfin, on va montrer qu’il existe unpour que

(C) pour lequel MIo n’existe pas.
Les rsultats donn@s dans les notes I, II, III ayant @t6 tablis

ind6pendamment de la note IV, restent vrais. En revanche, ceux de
la note IV qui d6pendent de (P) se tro’uvent invalid6s.

1. Structure des ouverts de E. On introduit les notations sui-
vantes

Si teE, t_ est d@fini par t_= l-[_< pvp(t), et on l’identifie
{pv(t)}p<v avec la convention que tv_=0 si vp(t)-- + oo pour un p_y.

On peut alors 6noncer le r6sultat suivant"
Theoreme 1. Tout ouvert

J ((), oh (_)) est un ensemble de mesure nulle et _)* est une rgunion

dis]ointe ddnombrable au plus d’ouverts de la forme
avec 0_ 4=0; de plus, Is=I(C)* sur N*.

2. Estimation de la moyenne sur N* de I. On 6crit que"

(=(_ Or_. >v E,) U ((), d’aprs 1, et l’on voit que 15(n)
=0_Ia_(n), heN*,, oh I_ est la fonction caract6ristique de

0_ I-[> E.
O a alors le rsultat suivant"

* J.-L. Mauclaire, Suites limite-priodiques et thorie des nombres I 180, II
223, III 294, Proc. Japan Acad., 56A (1980) IV 72, ibid., 5A (1981).
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Th6orme 2.

oh c est une constante absolue, la somme x/,_x 1 signifiant que
l’on compte le hombre de

_
vgrifiant les inggalitgs ci-dessus.

On remarque que cette quantit6 est pratiquement incalculable, ce
qui 6re tout espoir d’obtenir un rsultat gn6ral satisfaisant.

3. Conditions ncessaires et suflisantes pour que M(Io)=’I.
Comme ()=

_
1/_ X (1-1/p), un calcul simple donne que,

pour y>Y ou Or_ > T et yY,

l_io(n)_. _1 I, (n) --1
X nx X nx yY X X/ClyOy-EX

Oy_T y>Y (Oy_T,yY)

<e 1
X (1--)y>Y y_ py

(Oy_T, yY)

qui peut tre rendu aussi petit qu’on le veut en choisissant T et Y
assez grands.

Comme I_ est continue, il est imm4diat que M(I_)=[I_ et

done que

lim --1 Iv(n)=IX nx

si et seulement si

c’est--dire

lim lira 1 E 1--0,
y-+ X-+o X X/Cy_Oy--X
T-*+co y>Y (Sy->T, y_Y)

]ira 1- E 1 O.
X X/ClyOy--<_X

On a done obtenu le rsultat"

Th6orame 3. M(I5)=I I0 si et seulement si lira --1 1--0.
X X/ClyOy--_x

Dans ce cas, I5 e B..
La condition est impossible k v6rifier en g6n6ral il suffit, par ex-

emple, d’essayer de traiter le cas off O=E\ l-[p (1, p}, dont la fonction
caract6ristique (1-1p(n)]) v6rifie routes les condition requises, pour se
rendre compte de la difficult6.

4. Un contre.exemple. Soit an une suite primitive (i.e. aXa
si mn), v6rifiant"

lim 1 1> 1
X a<x

On sait que lirnx+ 1/x ,.. 1=0. (Pour cela, voir r6f6rence.)
considre l’ouvert de E d6fini par (9=n a. l-[p>a E. Alors,

On
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lim 1 E 1>1.
X x/clanganX 4

Donc, comme lim+ 1/x 1=0, .on en d4duit facilement que M(Io)
n’existe pas.
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