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86. Sur PUnicité du Prolongement des Solutions pour
Quelques Equations Différentielles Paraboliques

Par Yujiro OnyA
Université de Kyoto
(Comm. by K. KUNUGI, M.J.A., July 12, 1961)

1. Introduction. Nous voulons donner un résultat pour I'unicité
des solutions dans la direction de I'espace pour I’équation parabolique
de la forme:

(L1) [E—-L<x t-2 )]u(x £)=0

olt L est un opérateur elhpthue du quatriéme ordre:

12) L= < Z a;,(z,t) Y—!— (termes d’ordre<3 en (aix‘, .2 ))

o 6 x; / ax,
a;(x,t) étant des fonctions & valeurs réelles, vérifiant la condition
suivante:
(1.3) iélaij(xv IS jza(x’ IR oz, t)>0

et de plus, pour simplifier le raisonnement, supposons que tous les
coefficients dans (1.1) soient indéfiniment différentiables.
Notre but est de montrer le

THEOREME. Soit w(x,t) une solution de (1.1) au wvoisinage de
DVorigine ((z,t)=(0,0)). S, sur Uhyperplan z,=0, u(x,t) s'annule
avec ses dérivées jusqu’a Uordre 3, alors u(zx, t) Sannule identiquement
dans un voisinage de lorigine.

M. Mizohata a montré ce théoréme pour 'opérateur (%—L), ou

L est un opérateur elliptique du second ordre. Mais, & ma connais-
sance, le théoréme ci-dessus n’est pas encore connu. Ce travail a été
inspiré par [8]. Voici la raison: Considérons le cas trés simple, L=4°%

T e /DD

Comme on verra dans la suite, les deux opérateurs dans le second
membre, ont le méme caractére que les opérateurs elliptiques (& co-
efficients réels) du quatriéme ordre.

Je tiens & exprimer ma vive gratitude 4 M. S. Mizohata pour
ses suggestions et ses conseils.

2. On fait le changement des variables de telle maniére que la
solution transformée ait son support strictement convexe dans x,>0:
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n—1
zh=x,+ > \xi+t?, xi=2, (1<i<n—1), t'=¢t. Ensuite on change la nota-
i=1

tion des variables xz: z.,—>t, t'—>x,, c’est-a-dire, (x1,---x, ., x5, t')—>(x,,
&, 5, t,2,). On pose I'équation transformée sous la forme.

a n—1 62
2.1) (P2+A'— >u:3u, =57

0x,, i=1 gxl

i vy Yp—
oll S est un opérateur différentiel en < 9 > (_3_) .. < 9 ) ' 4y,
ot/ \ox, 0%, _,
0 ?

ok o4, <8), P=Aa, (-2 ) 424, (w1, L) (2 )+ au(mt, L)

et on voit facilement que A}—A4,4,>0, A,> 0, au voisinage de I'origine.
Et puis, on décompose le premier membre de (2.1) en deux

(P+\/ a )( —J—a+ )

< - )\ =57 toute ,t) & sup-
1 =% s (at) (ax') % ||pagn POUF toute u(x¢) & sup
port compact dans un compact fixe de R”

En effet, S, est égale a \/ a4+

opérateur borné de L? dans lui-méme (v01r [3D.
Done, a fortiori, on a

2.2) (P—I—«/ s+ )(P—J 4+ )u (S,+ 8 u=Syu.

Compte tenu de (2 1) et (2.2), on cons1dere I’équation caractéris-
tique
(2.8) Ay(x, )A2+24,(x, t, 2nie")A+ Ay, t, 2nie’)+=V4x? | & P+ 2ri, =0

Calderén a utilisé /f(E):l &|. Par contre, Mizohata a utilisé /f(E)
=*%|¢|*+¢&: dans [8]. Ici on va utiliser /f(&)=°4|$’ [*4+&.. (Notre
décompositions (2.1) et (2.2) nous semblent artificielles, mais pour
notre raisonnement elles sont trés commodes.)

Remarquons que (2.3) admet quatre racines:

B @, ,8) =1 [ — A AR (Y A ) B € T+ 2735, |
2.4) v
oy 1@, 1, ) = {— i Adt (A3 A= ) — B € T+ 2T, |

[]
ol on fixe la détermination de v--- comme sa partie réelles >0.
On désigne
(2.5) A, t, ©)=(a(P)(x, t, &) +io( @)@ t, EDAE)  (3=1,2,8,4)
ol les o(P;) et 6(Q,) sont des parties réelles et imaginaires respeec-
tivement. On constate facilement qu’il existe une constante positive
¢>0 telle que

ou || Syu ||

, qul est un
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Re G(Pl)(x’ (2 E)’ Re 0(P3)(x’ L 8)20

(2.6) Re o(Py)(, 1, &), Rea(P)@, t, &)< —c
pour tout &.
Ceci remarqué, on peut décomposer Pi\/ -4+ B(Zc sous la forme;

@7 Pty —A'+aiw=(%+(P,+iQ1)A)(%+(P2+iQ2)A)+Cl.

Pour justifier cette décomposition avec une majoration de 'opéra-
teur C,, nous devons examiner les symboles de plus prés. Nous nous

appuyons sur le
Théoréme 2.1 (Th. 2 de [3]). Soient H, H,, H,, des opérateurs dont
les symboles vérifient les conditions suivantes:

o(H)=h(z, =3 a@yh(s)  a(®)=(a.@), -, 6,)

o | h(€) |<K<oo  (pour tout v>0)

|az(x)lSP<1 7’21’ 2!"'91’ a‘(x)e(Q)
1) /f({-‘) est localement borné, indéfiniment différentiable dans le com-
plémentaire de Uorigine.

3\ c, \
2) i(a—é)A(&)’gWD—d pour |v|>1, |&|>R>1 o 0<d<1

3) ’/f(&)((%)%,(&)‘sﬁﬁ pour |a|>1, |§|>R>1 tout v>0

>1 pour |£|>R
degré de  3(§)<q (9=>2).
Alors, HA—AH, H*A—AH*, (H*—H*)A, A(H*—H#¥), (H,oH,— H,H,)/
A(H,oH,— H,H,) sont des opérateurs bornés de L* dans lui-méme.
Maintenant nous voulons montrer que les opérateurs H,=P,+1Q,
vérifient (8). Pour cela, développons 2z, t, £) suivant les puissances
de g,,=a,,(r,t)—a,;(0,0), et regardons tous les symboles ci-dessus
comme des fonctions de deux variables (¢; o).
Alors on peut constater que
i) ces symboles admettent des développements sous la forme énoncée
dans le théoréme ci-dessus.
ii) la condition (8) est vraie.
En effet, écrivons un des symboles sous la forme i&({-‘; g)=>) o”f&v(é).
Pour notre but, il suffit de vérifier les deux inégalités: =

() (L) L@t 0 |< ity pour 16121, Jal>1

4) AEQ)="i® on {}(E) est un polynéme >0

(@) |(&)He o)< ar pour [£]>1, |B]>0.

Or, on a
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\—zi(x t,0l<c pour | 9,|<c|¢lt, |&[=1
{=¢6+9
ou C et ¢ sont des constantes convenablement choisies. En appliquant

la formule de Cauchy a %Zi(x, t, %), on a (3).
En résumé, ’
Lemme 2.1. L’opérateur C, est majoré sous la forme:

1 Cotle, )11 g <C(||-L [+ 4w 4+ 1) w )

ot C est une constante.
F]
Py —4 )u
< «/ + 0%,

h
3. Inégalité pour f o2
0
partir d'une variante du Lemme 2.1 de [4] (et du Lemme 2 de [2]).
Lemme 3.1. Supposons que u(t), 0<t<h, P(t), Qt), ¢.(t) satis-
fassent tous les hypothéses du Lemme 2.1 de [4]. Alors on a

o= [a| (L +@+ioa)uae
> M(n)n g llulpdeE f | L[ 114w ) ae

ou M(n) est une suite tendant vers+ o avec n, et k est une constante
>0.

Preuve. Limitons-nous a éxpliciter les modifications & faire.
D’abord par I'inégalité
(1,) (=14 1>2. PHU2 o p>2

n 3 n

il n’est pas nécessaire que nous prenons ‘ une suite partielle des ¢,(f)”.
De plus, en utilisant l’inégalité a priori

(L) 1a+b|2> la|?— 11|b|2 ol o>1,
—

szt. Nous allons

(3.1)

h
on peut améliorer I’évaluation pour f | (p,u) ||*dt. Si l'on utilise ces

L]
deux faits, (3.1) découle immédiatement. c.q.f.d.
D’autre part, outre les hypothéses du Lemme 3.1, si on suppose
que le symbole ¢(P) soit positif pour |&|>1, on est privilégié d’user
I'inégalité suivante.

(3.2) J,>0 f hsof,{

(voir Lemme 2.2 de [4]).
Alors on al la
Proposition 3.1. Posons

(3.3) k:= "o <P+«/ ya Hdt

L[+l du et ) de
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o Vun des o(P;) (t=1,3) est positif pour |&|>1. Alors on a deux
sortes des majorations.

(3.4) K2>oM(n)n f hgoﬁ{

( d
dt
Montrons ces inégalités pour (2.7). SI l’on tient compte du Lemme
2.1, ces inégalités ne sont que des conséquences immédiates des (3.1)
et (3.2).
Finalement, on a la majoration suivante,

— f o | (Pty/—a+ = )(P—\/I?%)u i
e

ol p est une constante positive.
D’autre part, compte tenu de (2.2)

a\/ a\
3.7 L.< (_) (_-) u
S c[ o f+|§|7ss ot/ \ox’
Ce qui est absurde. Cette contradiction prouve que wu(x,t) doit

s’annuler identiquement dans un voisinage de l'origine. Nous avons
donc prouvé notre THEOREME.

d | 2 2
T +| Aw [P+n || w ||* dt,

u ”2}dt.

(35) K*>k hgof,{
0

(3.6)

dt

i+V/I<3

2

dt.
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