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(Comm. by $. KAKEYA, M.I.A., Oct. 12, ]945.)

C. Extremaleigenschaften und Verzerrungsstze.

(Fonsetmng.)
4. ’unsyscher Ver’r.rungsaaz.
In seiner s0hon in den frtiheren Noten’) mehrmals zitiergen Arbeit) hat

Gnmsky ehen schiinen genauen Verzermngssatz tiber die in einem vorgegebeben

endlich vielfach zusammenhggenden, den Punkt --oo enthaltenden Grund-

gebiete schlichten Funktionen f() ]nit Normierungsbedingungen f( o)- co,

f(oo) 1 angebeben, welcher lautet:

Fr jede solche Funbtion f() gilt die Vrzemungsuugleichug

(f()=o),

q(z;z, o)

1) Fortsetzung yon IV. Proe. 21 0945), 372.
2) Alle frftheren Noten linden sigh unter demselben Tite! in Proc. 21 (1945), I. 285,

II. 296, III. 337, IV, 372.
3) H. Grumky, Neue Abachtzuugen zur konformen Abbildung ein-und mehrfach

zusammenhngende Betels:he. Schriften d. math. Sere. u. Inst. f. angew. Math. d. Univ.
Berlin I (1932-3), 95-140.
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geliefeq’t und die betreende Extremalabbilduqg dm’ch

,(;, )=(’--z)(1--

t=e,o_ (1

bestimm werden.

Der allgemeine Verzerrungssatz gilt, wie yon den Beweisfiihrungen einge-

sehen wird, auoh im Falle des beliebigen Normierungspunktes zoo anstatt, co in

entsprechender Form, wenn man die in einem beliebigen, nicht notwendig de

unendlieh fernen Pank enhC.enden Grundgebiet schlichte FunkCioenfamilie

{f()} mi Kzoo)--co und

betraehtet, dementsprechend

m(z)--lg P’(z;z, z) und

setzt, und zugleich i(; z, co ) durch i(; z, zoo) ersetzt.

Wit haben abet friiher in 11. A 10 beim zwei[aeh zusammenhi4ngende

ormalgrundgebiet R: q< i! <:1 analytische Ausdrticke ftir P(;z, zoo) u-nd

q(;z, zoo) sowie ftir i(; z, z) hergeleitet, womi sich die Verzerruugsformel

auch dabei in expliziter Gestalt hinchreiben liit. Wir kSnnen n’amlich die fol-

genden Siitze aussprechen:

oSatz 8. Die Funktion P..(z) sei in R q< z <1 schlicht und babe an

einem nne’en Narmieungspunkte zo einen Pol mit Rsiduum 1. Dann
geniigt sie der Verze’uWsfoq’mel

]Veise

dann u.nd nu" dann, wenn die F,nlcti( 2(z) die Gestal
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Beweis. Aus den in A 10 mgegebenen Ausdrtaken

und

i(,; ,)=(,;, ,-)(,;, ,)’,
unter Berticksichfigung von hierbei allgemein geltenden Formeln

a(:u)=-a(u), a(--u)----.a(u), lim
-0

folgt die Behauptung ohne weiteres nach dem Grunskyschen Resultat.

Satz 9. Unter den Voraussetzungen ,on Satz 8 gelten die di’ekten Ver-
zeq’rungs.tngleichungen f4" /2’(z) selbst

(;, z) --_< 19’() --< i.(;, )l,
worth das linke und rechte Gleichheitszeichen i, eiem Pane zo(zo) nut

daun a.gt,ritt, wenn

.()=.(;(R), )+9(0) b.,. ()=,(;., z0) +
ist.

Bewe. en wit in der eni der Verrrormel des voren
ur den r]len AnVil in Brht, so fo e Beuptt fret t-

lar. Es gilt naich zue

’(;, )[;,) 9’() g ’(;, )t
(z;z,

Da abet P(z;z z)O ist, getten ,tsich e iehmen

und

’(;, z) =i(;, )i(z; z, )
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(vgl. A 10.) Die expliten Ausdriike ftir

finden sich in A 6 bzw. 3.

Der entspreohende Dvehungssatz

arg P’(z;z, zoo) + lg’q(z;z, z,)2-_-_arg ’(z)
___<_ rg (z;z, )-1 (;,)

kmm auch expliziterweise hingeschrieben werden, abet dabei, wie leicht bestiiti
wird, wird kein GMctdeitszeichen verMrklicht.

Nebenbei sollen wit nun ftir beide Funktionen re(z) und ’(z) mehr kon-

krete Reihengestalt angeben. Mitte] der allgemeinen Formel

erhaln wit nimlich naeh einigen elementaren Rechnungen die beiden Darstel-

lungen

und

’(z)= lg

+ lg
t"(izo. --)( !z --)(1-- z1’)(1

5. 1i, G’enze’gag,g.
Am den soeben angegebenen Reihengestalt yon re(z) und ’(z)ist ersicht-

lioh, dab bei q-0 die Grenzgleiohungen

(z)--.. 1g-(z_
-1 und ,r(z) lg I-,,,,,zl"
o0) (1-- zo. I’)(1-- I I")

bestehen. Entsprechend geht die Funktion t2(z) dabei in eine Funktion t20(z)

tiber, die in dem am Punkte z--"0 punktierten Einheitskreise schlicht ist .tract den

Punkt z=0 als hebbare SingularitN besitzt. Jede im Einheitskreise schlichte

Extremalfunlionen werden hierbei ckreh

9o(z)
(zo--z**)(z--z**) (1--oz**)(1 7..z)

mit t=eo geliefert, woftir sogar die Gleiehheit in der Weise
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efffill

Um nun in neue Grebiet

zehen, fDhren wit e Trafortion

l+z=C

as. nrdmgmg

Fkionen und gen

fie der Biehhen Ableituon

Dutch die Trafofion geh.en ewhn Veformel. zg-
lioh 2e(z) gerade fi}r in e Formel

ne der enpmohennxtmmmkion an

f() (--:,,)(1 -)’ +f(o),

welehe niehts anderes s s on aene szielle stat von Gmky.ist.
6. Extcemal de" K’eisgen- ,und Radlschlitbbildung mch

Rengel.
Wit hahn in C 1 mad 2 eiaige orakristisehen Extreeigemehaftcn

der Abbildufionen ,(z;z,) und ,(z;z=/.) heeleit. Ar wir

kSmen d]e iden kfionen gleiealls dmh eine dere A Extremitt

eharaktrisieren, e yon1 stammt. Dtts Peehetat eht sieh

auf ein til-,ig (enrich) eaoh zenhendes biet, ar wenn wir

auf den zweiiaeh eaenden Fall sehraflen, nn 1 sieh ein

konzemrieeher Kreisri R ohne Bhrg der Alemeheit ssGrund-

gebiet annehmen; in der Ta braueht man nst nur den Ring R s ein Hilfe-
biet eiaehten. Wit kSen d Rengelsche Result etwa foigendermaen

formu!ieren:

4) E. Rengel, Existonzbeweise fdr schliehto Abbildungen mehrfach zusammenh’ngender
Bereiche auf gewisse Normalbereiche. Jahresber. d. Doutsch. Math.-Voreinig. 4 (1934),
51-55.
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Di Funtionnfamli {Y2(z)} bvsteh a solemn ntionn, ed ,’o

dnen beidv folgdvn Bvding.ungvn gvngt
( i ) 9(z) svi in R schlicht;

(ii) 9(z) sitzv an zo einv tdlsllvu an z vixen Pol it Rvsi-

duum

Dann gelte d Ext’vmali

](; z, zo) =Max]9’(zo)] ud

idv Funktin (z z,

Ext’v12roblemv chaukte’sieren. Hie’ii zum Vvrgleiv alle Funk-
t,n au dw" sov dvivvn Familiv zugdavn.

Di Tache ist eie

Sa 9. Man braucht aaizh eh in i ()=0 zu n. Ar
ekehrt, we m sie sahonn vora, erlt man

gleislMr den tz 9, iadem

wendet. So$id


