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61. Zur konformen Abbildung zweifach zusammen-
hangender Gebiete, V.

Voa Yiisaku KOMATU.
Institut {iir Mathematik, Kaiserliche Universitit zu Tokyo.
(Comm. by S. KAKEYA, M.I.A., Oct. 12, 1945.)

C. Extremaleigenschaften und Verzerrungssitze.
(Fortsetzung, )"
4. Grunmskyscher Verzerrungssatz
In seiner schon in den fritheren Noten® mehrmals zitierten Arbeit® hat
Grunsky einen schtnen genauen Verzerrungssatz tiber die in einem vorgegebeben
endlich vielfach zusammenhingenden, den Punkt {=co enthalienden Grund-
gebiete B schlichten Funktionen f({) mit Normierungsbedingungen f( oo )= o,
J'( o) =1 angebeben, welcher lautet:
Fir jede solche Funktion f(§) gilt die Verzerrungsungleichung
8f'(z)—m(z) | =r(z)  (lgf()=0),
worin nach der Grunskyschen Bezeichnung
m()=lg¥(ziz,00) und  r()=lg L __
U(z;2, )
gesetzt sind. Jedem Punlkie z (z3xo0) von B und jedem Exztremalwerte m(z)
—1(2)e”® "von 1g f'(2) entspricht eine bis auf additive Konstante einzige
Extremalfunktion
O =152 ) +f(2),
die [das {Grundyebiet auf die lings gewisser Bogen won logarithmischen

Spiralen mit Neigung a=tan—g— und dem asymptotischen Punkt f(z) oufge-

schlitzte Ebene ab.

Ferner, falls das Grundgebiet B einfach zusammenhiingend ist, bat Grunsky
gezeigt, daB, wenn insbesondere das EinheitskreisiuPere als Grundgebiet ge-
wihlt wird, beide hier auftretenden Funktionen m(z) und r(z) explizite durch

m(=0, r(x)=1g 2L _
|z —1

1) Fortsetzung von IV. Proc. 21 (1945), 372.

2) Alle fritheren Noten finden sich unter demselben Titel in Proc. 21 (1945), 1. 285,
II. 296, III. 337, IV, 372.

3) H. Grunsky, Neue Abschiitzuugen zur konformen Abbildung ein- und mehrfach
zusammenhingender Bereiche. Schriften d. math. Sem. u. Inst. f. angew. Math. d. Univ.
Berlin 1 (1932-3), 95-140.
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geliefert und dic betreffende Extremalabbildung durch
; _ " 1y
(G5 )= =1 )
mit
t=e‘°=£i§‘_’)_?
1+d
bestimmt werden.

Der allgemeine Verzerrungssatz gilt, wie von den Beweisfiihrungen einge-
sehen wird, auch im Falle des beliebigen Normierungspunktes z,, anstatt oo in
entsprechender Form, wenn man die in einem beliebigen, nicht notwendig den
unendlich fernen Punkt enthaltenden Grundgeblet schlichte Funktionenfamilie

{fIO)} mit flzo)=c0 und Res [2.;f]=1
betrachtet, dementsprechend

1
9252, 2.)
setzt, und zugleich 7,({;2, o) durch 1,({;2, 2..) ersetat.

Vir haben aber frither in II. A § 10 beim zweifach zusammenhingenden
Normalgrundgebiet R: ¢< |{| <1 analytische Ausdriicke fiir $({;z,2,) und
9(¢; 2, 2.,) sowie fiir j4($; 2, 2.) hergeleitet, womit sich die Verzerrungsformel
auch dabei in expliziter Gestalt hinschreiben 158t. Wir konnen ngmlich die fol-
genden S#tze aussprechen:

Satz 8. Die Punktion 2(z) set in R: q< !z| <1 schlicht und habe an
einem inneren Normierungspunkie z,, einen Pol mit Residuum 1. Dann
geniigt sie der Verzerrungsformel

ilg 2'(2)+ lg(zwz a('i lg_iiy) + ﬂ_(lg_ziy l

nw z

m(z2)=1g¥(z;2,2,) und r(z)=Ig

]

Ig lo(ilg2a2) [ 7 | Ig >

D

~o(ilg[zaPaCilg]zP) ~ 7 | z |
hierbei sind die Zweige won Logavithmen so zu wihlen, daf beide Seiten
dieser Ungleichung an 2=z, verschwinden.

IA

Ferner gilt das Gleichheitszeichen an einem Punkte z(3<2), zwar in der

Weise
= — 2 ) ﬁ& M z;“’\ *
lg 2'(%) {B(zw ua(@lg - )2)+ - (lg - )}
~lig _"’(".'lg‘,‘—zwz*’)lg M [ e
{ —o(ilglz[la(ilg|nl) o !lg £
dann und nur dann, wenn die Funktion 2(2) die Gestalt

} &,
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" 200 Zoo ol 1 e
)“a‘{ (a3, ~tle 5y ( I 2o )

a('i ]gi:;)a( s lg—i:)

o(ilg| 2. o(ilg 22) Y
x( (118 220 )0 (4 18 7c2) ) +2(%)

mit t=¢" besitzt.
Beweis. Aus den in A § 10 angegebenen Ausdriicken

M s o(i lgi)
29 20

, (2 VT o(ilg] 2 e 18 E)
i 2d=(1) PR gy
und
1a(2;5 % 200) =9(25 20, 200 )0(23 %, 20 )’
unter Bertiicksichtigung von hierbei allgemein geltenden Formeln

o(W)=oc(u), o(—u)=—o(u), ling -”_SZ‘.)_ =1,

folgt die Behauptung ohne weiteres nach dem Grunskyschen Resultat.
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Satz 9. Unier den Voraussetzungen von Satz 8 gelten die direkten Ver-

zerrungsungleichungen fur Q'(z) selbst:
lo/(232e2) | £ 2(2) | S | 02520 2 |5

worwm das linke und rechte Gleichheitszeichen in einem Punkie z(3xz..) nur

dann auftritt, wenn

2(2)= (2520, 20) + Q(2) brw. 2(2)=wi(2}2%0, 20) +2(2)

st

Beweis. Zichen wir in der linken Seite der Verzerrungsformel des vorigen
Satzes lauter den reellen Anteil in Betracht, so folgt die Behauptung fast unmit-

telbar. Es gilt namlich zuerst

! .
|¥(252,2) | Wz, 7)< | Q(2) | <L PCEB 2|
90252, 20)
Da aber P(2;2, 2,)=0 ist, so gelten tatsichlich die Beziehungen
V(252 20)0(25 2 220) = 10(25 2, 20 ) = 0,(2; 2ery 2)
und

(e
V(2% %) =102 2, 20 )= 01(2; 2oy 2)
(23 2, 2eo)
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(vel. A §10.) Die expliziten Ausdriicke fir @’,(2;%0,2) und @i(2; 2w, 2)
finden sich in A §8§ 6 bzw. 3.

Der entsprechende Drehungssatz

arg ¥'(z;z, 2.) + 12°9(2; 2, 2,,) arg 2'(z)
< arg (252, 2) =12 9 (252, 20)

kkann auch expliziterweise hingeschrieben werden, aber dabei, wie leicht bestitigt
wird, wird kein Gleichheitszeichen verwirklicht.

Nebenbei sollen wir nun fiir beide Funktionen m(z) und #(2) mehr kon-
krete Reihengestalt angeben. Mittels der allgemeinen Formel

oCu)=20 % sin 0T Q=LA g™
2 1 A—g*y

erhalten wir namlich nach einigen elementaren Rechnungen die beiden Darstel-

lungen
I o G
Ay T a—g%
und
()= [1—Z.2 7
OTE G has h
e | (Buz =) (A—g"2) !
A8 (af=g( 2 F—gDA—g DA =g 2D

5. Ein Grenzibergang.

Aus den soeben angegebenen Reihengestalt von m(z) und r(z) ist ersicht-
lich, daB bei ¢—0 die Grenzgleichungen

-1 1—z2f
mC e Thy w0k G e

bestehen. Entsprechend geht die Funktion £(z) dabei in eine Funktion £2.(2)
tiber, die in dem am Punkte z=0 punktierten Einheitskreise schlicht ist una den
Punkt z=0 als hebbare Singularitit besitzt. Jede im Einheitskreise schlichte
Funktion £24(2) mit L2¢(2.)=c0 und Res [2.;20]=1(|20| < 1) kann auf
solche Weise erzeugt werden, und infogedessen geniigt sie der Verzerrungsformel
1 |1 —2.2f

()—lg— "L _|<pg  11=ERF
2~ le g T S G ey

Extremalfunktionen werden hierbei durch

— 20—z (A= 2.)A—22) Y
2(=)= (22 )(2— %) ((1—%)(1—2m2))+90(z0)

mit ¢=e® geliefert, woflir sogar die Gleichheit in der Weise
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, -1 1—Ze2 [ )
s L RO
erfiillt wird,
TUm nun ins neue Grundgebiet | £ | >1 mit Normierungsstelle £ = co iiber-
zugehen, fithren wir die Transformation
N oder zz_:!'_'t__.‘i‘ic_ .

2—20 + 200
aus. Setzen wir demgemiB

FO=A— |2 [)2u(2),
dann erstrecks sich diese Funktion f({) auf die gleichfalls in |{! >1 schlichten
Funktionen und geniigt stets den Normierungsbedingungen

f(e)=eo mund f(e0)=1

sowie der Bezichung zwischen Ableitungen

J(©)=—(2—2.)2(2).
Durch diese Transformation geht. die soeben erwidbnte Verzerrungsformel beziig-
lich £.(z) gerade iiber in die Formel

C 2

PGS rcszE‘l‘

nebst der entsprechenden Extremalfunktion an £, ( {,! >1)

K= =1 =55 )+,

welche nichts anderes als das oben angegebenc spezielle Resultat von Grunsky ist.

6. Euxtremalitdt der Kreisbogen- und Radialschlitzabbildung nach
Rengel.

Wir haben in C §§ 1 und 2 einige charakteristischen Extremaleigenschaften
der Abbildungsfunktionen @i(2;2e, %) UNd @,(2;%.,%) hergeleitet. Aber wir
konnen diese beiden Funktionen gleichfalls durch eine andere Art Extremalitit
charakterisieren, die von Rengel® stammt. Das Rengelsche Resultat bezieht sich
auf ein belitig (endlich) vielfach zusammenhingendes Gebiet, aber wenn wir uns
auf den zweifach zusammenhsingenden Fall beschrinken, dann laBt sich ein
konzentrizcher Kreisring R ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als das Grund-
gebiet annehmen; in der Tat braucht man sonst nur den Ring R als ein Hilfsge-
biet einzuschalten. Wir konnen das Rengelsche Resultat etwa folgendermafBen

formulieren:

4) E. Rengel, Existenzbeweise fiir schliehic Abbildungen mehrfach zusammenhingender
Bereiche auf gewisse Normalbereiche. Jahresber. d. Deutsch. Math.-Vereinig. 44 (1934),
51-55.
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Die Funktionenfamilie {2(2)} besiche aus solchen Funktionen, jede von
denen beide folgenden Bedingungen geniigt:

(i) 2(2) sei in R schlichi;

(i) 2(z) besitze an 2, eine Nullstelle und an z, cinen Pol mit Resi-

duum Elins.

Dann gelten die Extremalitaten

| @r(2; %0y 20) | =Max | 2'(2))| wnd | w (2 2wy 2.) | =Min| 2'(%) |;
beide Funktionen wip(2;%w, %) Und w2, 2., %) lassen sich auch durch diese
Etremalprobleme chavakterisieren. Hierbei sind zum Vergleiche alle Funk-
tionen aus der soeben definierten Familie zugelassen.

Diese Tatsache ist eine unmittelbare Folgerung auns dem oben erwshnten
Satze 9. Man braucht ndmlich einfach in ihm £(2%)=0 zu setzen. Aber
umgekehrt, wenn man sie als schon bewiesen voraussetzt, dann erhilt man
gleichfalls unmittelbar den Satz 9, indem man sie auf die Funktion 2(z) —2(z,)
anwendet. Somit sind diese beiden Aussagen miteinander ganz dquivalend.



